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1. INTRODUCAO

Sempre foi um desejo particular compreender e visualizar as aplicacdes da
trigonometria em ambito tedrico e pratico. A principio, eu ndo tinha entendimento
base do que seriam as funcdes seno e cosseno e onde estariam presentes em
aplicagbes do cotidiano. Com isso, no decorrer dos anos, ao ingressar na Universidade,
a curiosidade passou a aumentar e surgiu o desejo de estudar esse assunto de maneira
mais aprofundada, principalmente voltado para o olhar da Engenharia, ao estar se
deparando com assuntos relacionados a sinais, sistemas, controle e automatizacdo
de sistemas, que envolvem, de alguma forma, conceitos trigonométricos que, muitas
das vezes, culminam nos estudos das Séries de Fourier.

Dessa forma, o material em questao foi fruto de um trabalho voltado para
pesquisa bibliografica proporcionada pela bolsa de estudos do Programa de Iniciacdo
Cientifica e Mestrado (PICME), ofertada a medalhistas da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), com auxilio da minha orientadora do
programa, professora MSc. Andrea Freitas Fragata, e do professor Dr. Edvam de
Oliveira Nunes. A finalidade desse projeto € realizar uma andlise introdutdria das
Séries de Fourier, assim como sua definicdo, propriedades, teoremas e aplicacdes, de
forma a compartilhar o conhecimento apreendido nesta pesquisa, principalmente,
para alunos que estdo seguindo esse caminho na formacao académica, e contribuir
com a divulgacao cientifica deste assunto.

A principio, o estudo das Séries de Fourier foi empreendido por Jean Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830), matematico e fisico nascido na Franca. Fourier buscava
a solucdo do problema de transferéncia de calor entre sélidos metélicos, a qual,
outrora, foi descrita com a teoria do Calculo Diferencial e Integral, porém, ainda se
mostrava insuficiente para sua resolucdo. Sendo assim, fez-se necessario a elaboracdo
da teoria envolvendo as chamadas Séries de Fourier. Nisso, seguindo a teoria proposta,
Fourier acaba chegando a concluséo de que a funcdo f(x), em um intervalo finito,
pode ser decomposta em um somatdrio das fungdes trigonométricas seno e cosseno.

Sua descoberta abriu novas portas para a Matematica, Fisica e Engenharia,
além das demais ciéncias. E hoje em dia, passa a ser muito mais desenvolvida e
presente, sendo usada na solucdo de problemas envolvendo transferéncia de calor,
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equacdes da onda, processamento de sinais e imagens digitais, além de possuir
participacdo fundamental na musica, que com sua analise possibilita a remocao
de ruidos e separar sons.

Seguindo essa linha, o material foi dividido em cinco capitulos para descrever o
que é a Série de Fourier, e como isso é desenvolvido e aplicado matematicamente.
No primeiro capitulo, tem-se a sua definicdo matematica formal. Logo em seguida,
ja se faz um estudo sobre como encontrar seus coeficientes em intervalos definidos
de -1t a I, um passo vital para reescrever a funcdo em Séries de Fourier, e aplica-se
com alguns exercicios também. Dando continuidade, é expandido esse conceito
ao adotar novos intervalos que podem ser escolhidos arbitrariamente e com o uso
do conceito de paridades de fun¢des para simplificacdo de cdlculos. No capitulo
referente as convergéncias das Séries de Fourier, faz-se um estudo tedrico necessario
para comprovar a convergéncia dessa série que fundamenta a solucdo por meio de
integrais utilizadas para achar os coeficientes. Por fim, o tltimo capitulo é reservado
para demonstrar aplicacdes das Séries de Fourier em questdes fisicas e praticas,
como a condugdo de calor em uma barra de ferro, situacdo inicial na qual Jean
Baptiste Joseph Fourier construiu o conceito dessa teoria, culminando com todos
0s conceitos anteriormente estudados no capitulo anterior.
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2. DEFINICAO DA SERIE
DE FOURIER

Seja a funcao f(x) periddica e definida no intervalo (-L, L) . Ela pode ser escrita
como uma série trigonométrica, na qual:

flx)=

a,+a,cosx+a,cos2x+...+b senx+b,sen2x+...

M| =

E tendo esse padrdo, pode ser reescrita também na forma de somatério, de
maneira mais suscinta:

flx|=

a,+ i [ancosnx+bnsen nx]
n=1

NI =

(1

De tal modo, denomina-se essa funcao f(x) como: Série de Fourier. Mas, afinal, o
que essa funcdo representa e por que foi elaborada de tal modo? Bom, primeiramente,
uma série é caracterizada como a soma de varios termos, sendo estes infinitos ou
nao. Uma série conhecida e muito trabalhada é a Série de Taylor (chamada também
de Expansao de Taylor), na qual se trabalha com séries de poténcias e derivadas, de
modo que suas somas sucessivas e infinitas conseguem representar a funcdo. Alias,
esse método é utilizado em calculadoras para encontrar valores com vdrias casas
decimais, como raizes irracionais.

Ademais, com relacao a Série de Fourier, seu conceito foi definido através de
uma inspiracdo musical. Pois quando tocamos um instrumento, o som reproduzido,
na verdade, é a sobreposicao de varias notas de frequéncia multiplas da nota mais
grave. Por exemplo, se vocé quiser realizar um acorde de D9, pela teoria musical,
VOCé precisaria tocar as notas D6, Mi e Sol. E de modo similar, Fourier enxergou uma
funcdo como a combinacdo de infinitas notas musicais, multiplas desse valor base,
de modo a caracterizar um acorde Unico, que seria a prépria fungao!

Agora, tendo a Série de Fourier definida, faz-se necessario encontrar os
coeficientes a,, a,eb, para prosseguirmos com o estudo posterior.
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3. EM BUSCA DOS COEFICIENTES

3.1. Achando o coeficiente a,

Primeiramente, serd adotado um intervalo [ - w, ] para encontrar os devidos
coeficientes (lembrando que isto é apenas um valor conveniente para os calculos,
podendo ser escolhidos outros intervalos). Em seguida, estaremos integrando a
funcéo f(x), o que resultard em

J [x] dx= I[—a +Z[a cosnx+b, sennx||dx
:];f(x} dx=£%ao dx+§; -_l;ancosnx dx+:|;bnsennx dx

Pelo principio da convergéncia uniforme, é possivel mudar a ordem daintegral
inserindo-a dentro do somatario.

Resolvendo as respectivas integrais contendo sen(nx) e cos(nx), teremos

h ( sennx |
fﬂncosnx dx:ﬂn_rcosnx dx=a,
- =1 n -
m
sennx

=&[sen nn-sen(-nm)|= &[sen nm+senni)
n n n

=1

Entretanto, como n corresponde apenas a nimeros inteiros, sen nt resultara
sempre em multiplos de m, que porventura, resultam em 0. Ou seja, teremos que

senm=sen2n=sen3n=...=sennn=0

Portanto, a integral em questao resulta em 0, pois

&[sen nm+sen nn]=&[0+0]=0
n n

De mesmo modo, iremos desenvolver com a seguinte integral
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jbn sennx dx=bn_]isenm dx=b,

T
cosnx
n -

=-%[cosnn-cos (-nn)]

=1

Como a func¢ao cosseno corresponde a uma fungéo par, ficara

cos|-nm|=cosnm.

Assim, nossa integral também resultard em 0, pois:
b, . b,
-—|cos nm - cos |,-mr]]=- —[cosnm -cosnm|=0
n n

E como asintegrais dentro do somatdrio resultam em 0, sé nos restara desenvolver:

_rf(x'ﬁ dx=_r %ao dx

=T

1S o ax=Flax]l =3 aon-[-a1] =3 -2am=ayn

Portanto, isolando a, na igualdade, ficara que:

aon=_r flx] dx
- (2)

2|~

& C—

Q= flx) dx

Feito isso, resta encontrar os coeficientes ae bj.

3.2. Achando o coeficiente q

Dessa vez, multiplicaremos a Equacdo (1) porjx, e, de modo similar, integramos
ambos os lados da igualdade:

J'f(x}'coijdx=j %aﬁz \a,cosnx+b, sennx||-cos jx dx
-1 -1 n=1

n

(x)-cos jx dx= L -cosjx dx+ a_ cosnx-cos jxdx+ | b_sennx-cos jxdx
J 2 0 J n J n J

- n=1|-n n
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Para a primeira integral, nos deparamos com a mesma situacdo anterior da
integral do cosseno, que ird zerar:

n

jla ' COS jX dx=la .
277 2°°

=1

[ sen jx

-
Seguindo a segunda integral, teremos um produto de cosseno, e serd necessario

usar uma identidade trigonométrica

n
_r a,cos nx-cos jx dx

-
Usando a identidade, encontra-se
cos(a+b)+cosla-b|=2-cosa-cosh

cosa-cosb=%[cos(a+b]+cos[a—b]]

Logo, realizando a igualdade de a =nx e b =jx, fica

cosnx-cnsjx=%|cos[n+j]x+cos[n-j)x]
Na qual entdo, a integral pode ser reescrita como

_rancosnx-coij dx=_r an-%lcos[nﬂ]x+cos[n-j}x]dx

=1 =1

%f [cos[n+j:|x+cos[n—j}x]dx=% _fcos[n+j]x+_r cos(n-j|xdx|=
n -1 -

n

a,

2

sen|n+j)x
n+j

=0

n I ol
senin-j|x

[ n-j

n n-j

-1

E aqui, encontramos novamente a mesma situacdo das integrais do cosseno,
pois como n e j representam numeros inteiros maiores que 1, entdo, sua soma ou
subtracdo resultam em inteiros também. Portanto, quando n # j, teremos ao fim
da integral multiplos de m, o que ird anular os senos novamente. Porém, um caso
especial é para quando n =j, pois nisso, teremos:

T
=TT

* T
a;| sen2 jx

2 2j +X|

%J lCOS|:j+j}x+COS{j-j)x]dx=%_|. [cos2 jx+cos0|dx=

g -7
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E, de novo, como 2 jx serd sempre multiplo de m, essa fun¢do seno resultante

ird zerar:
4
2

sen2 jx
2j

d _q; _2a;m _
e

E por fim, estudamos a integral do produto de seno por cosseno, usando
novamente a identidade trigonométrica:

_[ b, sennx-cos jx dx

=T

sen|la+b|+sen|a-b|=2-sena-cosb

senda -cosb=%[sen[a +b|+sen [a-b]]

E também, seguird dessa igualdade na identidade que a=nx e b =jx, ficando
aintegral:

_rb [sen(n+ j|x+sen(n- j|x|dx

Poderiamos desenvolver as integrais, porém, por se tratarem de integrais de
uma funcdo seno em intervalos [ - m, 1t], ocorrerd a mesma situagao vista na integral
do sen nx. Resultard em uma funcdo par seu primitiva, e anulard os valores. Logo,
essa integral inteira resulta em zero. (Fica a critério do leitor desenvolver a integral
descrita).

Como todas as integrais se anulam, restard, por fim, a seguinte igualdade:

J £lx]-cos jx dx=a;n
- (3

:-‘-1|b—~

j' rcos jx dx

3.3. Achando o coeficiente b].

De modo andlogo, para encontrar b, seguir-se-4 0 mesmo principio, entretanto,
a Equacdo (1) agora serd multiplicada por sen jx:
oo

If x)-sen jxdx= I %ao+z[ancosnx+bnsennx]‘-senjxdx

- n=1
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Reorganizando:

n

Jf(xJ sen jx dx= I —a,-sen jx dx+z fa cosnx- sen_;xdx+fb sennx-sen jx dx

- n=1 =T
Devido as propriedades de integral citadas anteriormente, ja saberemos que

fze

-sen jx dx=

I\J|r—k

_[ ancosnx-senjxdx=_r an%[sen[j+n]x+sen{j-n]x]dx=0

-
O que muda, é que usando a outra identidade trigonométrica
cos(a-b)-cos(a+b|=2 -sena-senb

1 - |
sena-senb=5 -[cos(a-b)-cosl,a+b_,ll
a Ultima integral terd por resultado:

b, sennx-sen jxdx=| b, = cos n-j)x-cos|n+j| dx
f j f [ j) il

Na qual também, para todo n # j, isso sempre resultard em 0. Mas quando
n = j, teremos por valor:

_[ % cos(j-j)x-cos|j+j||dx :3’_[ cos 0-cos2 jx dx

Possuindo, novamente:
b.
j . —
? 21 bj?I

Assim, portanto, teremos que a igualdade da funcéo ficara:

o

J flx)-senjx dx=b,n
- (@)

.:bf%fﬂx]-senjx dx

=T

3. EM BUSCA DOS COEFICIENTES




Portanto, conseguimos encontrar todos os coeficientes a, ae b].. Listados a seguir:
mn
1 .
a{,:—_[ flx| dx
n =7

aj=%_f flx|-cos jx dx

=1

bf%j‘ flx|-sen jx dx

3.4. Exemplos e questoes
Exemplo 1: Seja a funcdo f(x) = x, para - m < x <, encontre a sua Série de Fourier.

Solugdo: Lembremos como achar os coeficientes de Fourier:
1e
a{,:—_[ flx| dx
n -

Substituindo f(x) = x, ficara:

ao=lj. X dx=% X?Z I%IHZ-[-lelzﬂ

Agora, paraj = 1, temos:

a;:l_f x-cos jxdx
Utilizando integracdo por partes:
u=x — du=dx
dv=cos jxdx - Idv=j cos jxdx
sen jx
y = Senix
J

Assim,

sen jx

: " _j- senjx 4

SR |

jx-coijdx= X -
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_[x cos jxdx =1 - sen;rr (-7 _sen(l-jn)_ _COin
J A
.[ x-cos jxdx= COSZ_,‘T[ i cos( 2;1{) -0
Portanto, temos que o coeficiente q vale:
aj:l -0=0
m
De modo analogo, para encontrar o coeficiente b:
b =lj‘f|'x'|-sen x dx
iT g T J
1 .
bf;j‘x-sen_;x dx
E para resolver a integral, segue-se 0 mesmo processo:
‘I X-sen jx dx
u=x - du=dx
dv=sen jxdx - f dv=f sen jx dx
__cos jx
J
¢ ) cosjx|° ¢ cosj
_[x-sen_}x dx=|-x - ,Jx -_r- ,dex
=1 J =M -m ..Dr
T . cosjm | cos(-jn) [senjx|"
_[x-senjx dx=-n—-l-|,-ﬁ]] . - =
i~ J -n
j- ., _-2m -cos jm
x-sen jx dx=——F"—
- J
Logo, o valor de bj sera:
b _1(-2m -cosjm |_-2cosjn
bom J J
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Nesse momento, é importante notar que para todo j impar, nds teremos que a
funcdo cosseno presente resultard em -1, e 0 oposto é valido, pois quando j € par,
0 cosseno resulta em 1, ou seja:

cosm=cos3m=cosSm=...=-1

cos2m=cosdm=cos6m=...=1

Dito isso, percebemos um padrao. Por exemplo, ao usarj = 1:

-2cosm =-2 (-1)

b= =2
! 1 1
Mas quando j = 2, ocorre que:
-2cos2m _-2-1
b = = =-1
2 2 2

Assim, b apresenta uma periodicidade quanto ao seu sinal positivo ou negativo,
de tal maneira concluimos que quando j é impar, seu sinal é positivo, e quando j
€ par, o sinal passa a ser negativo. Logo, podemos reescrever o coeficiente b, em
funcdo dessa periodicidade, como:

2 (-1

b= -
J

1

E essa nova forma condiz exatamente com o que foi dito anteriormente e com
a fungao original achada para b,. Por fim, ao reescrever a Série de Fourier usando
os coeficientes achados:

flix}=x=25enx-sen2x+%sen3x-%sen4x+...

Ou colocando o fator 2 em evidéncia:

sen2 x + sen3x_sen4x +

flx|]=x=2|senx- > 3 7

Essa Série de Fourier, ao escrever a soma até j = 4, ou seja, 0s 4 primeiros termos,
teremos o seguinte grafico:
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Figura 1 — Gréafico Série de Fourier da funcdo f(x)

s I s 7 1 2 25 3 B3 L 03

Exemplo 2: Calcule a Série de Fourier da seguinte funcao

0, se-m<x<0

glx|=
m, se 0<x<m

Solucdo: Nessa situagdo, temos dois valores diferentes para g(x), sequindo as
condigdes apresentadas. Portanto, a Unica diferenca, é que ao integrar para achar
os coeficientes, serd necessario mudar os limites de integracdo. Assim, sera:

big 1] T
ao=%:rf[x] dx=% :[0 dx+{n dx

a —_—— d = ﬁ:
0= n_! X xlo T
Para achar a
aj:l_ff[x]-coijdx=i_rncoijdx
H-J‘( ' 0

sen _;x.

.—_rcos;xdx— =0

Por fim, achando o bj:

b}.:%-‘[ f[x]senjxdx=%{ 7 sen jx dx

bj=_[ sen jxdx=|-
]

cos jx "=_cosjn_(_ cos j -0)= 1-cos jr
i b i J J
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Novamente, devido a periodicidade do cosjm resultar em 1 ou -1, isso nos leva
a mesma conclusao de anteriormente, quando j é par, o cosseno assume valor de
1, e quando impar, resulta em -1. Entretanto, levando em conta o bj como um todo,
percebemos que para todo j par, b, resulta em 0, e quando impar, resulta em %

Para tornar isso generalizado, podemos determinar que:

0, se j=2n

E,, se j=2n+1
J

Em que n=1, 2, 3...

Usa-se os termos 2n para expressar caso seja par em ambito geral (visto que
todo nimero multiplicado por um ndmero par, resulta em um par também). E 2n
+ 1, de modo analogo, expressa termos impares, em geral (nUmero par mais um
impar, sempre resulta em outro impar). Desse jeito, ao reescrever a fungao g(x) na
forma de uma Série de Fourier, teremos:

3x+sen5x

g\:x]=%+2 senx+sen==+=—C-——t...

O seu grafico, quando somados os cinco primeiros termos, fica da seguinte forma:

Figura 2 — Grafico da Série de Fourier da funcdo g(x)

5
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EXERCICIOS:
1. Encontre as Séries de Fourier das seguintes func¢des:

a) flx|=2x+1

b) glx|=sen2x

o hix|=x*-x , 0<x<2n

d) i[x]= -x, se-m<x<0
x, se 0<x<m

2. Mostre que a série de senos da fungao constante f(x) = /4 é:

sen3x +sen5x+m
3 5

i
—=senx+
4

Para 0 <x <. Qual soma é obtida ao definir x =m/2? Qual € a série de cossenos
dessa fun¢ao?
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4. EXPANSAO DOS CONCEITOS

4.1. Facilitando os clculos: Paridade das fun¢oes

Relembrando o conceito de fungdes pares e impares, temos pela definicdo
matematica que uma funcédo é par quando

fl-x)=flx|

Em outras palavras, seu sinal ndo altera o valor da fungdo. Seja negativo ou
positivo, eles terdo um carater simétrico. E para a funcdo impar, tem-se:

gl-x)=-g(x)

O que, analogamente, infere que o sinal “inverte” nossa funcao, trazendo um
cardter oposto. Dito isso, alguns exemplos de fung¢des pares e impares (utilizadas
até entdo) sdo:

fx]=cos (x) ¢ par, pois cos (- x|=cos (x)
glx|=sen (x) ¢impar, pois sen|-x|=-sen ( x)

Agora, se decidimos calcular integrais num intervalo [- a, a], de fun¢bes pares e
impares, respectivamente, obtemos um resultado interessante (e até conveniente,
dada asituacdo), no qual

a

[ flx|=Fla)-F(-a)

-a

Porém, caso f(x) seja funcdo par, ao calcular suaintegral, sua primitiva serd uma

funcdo impar. Por exemplo, se f(x) = x2, sabemos que sua integral definida resulta
| X3 ~

em F(x_)=?, 0 que aumenta um grau e, consequentemente, torna a fungao de par

para impar. Retomando a ideia de f(x) ser par, teremos uma funcdo primitiva F(x)

impar, ou seja
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_[f Fla)-F(-a|=F|a)-|-Fla)|=F|a)+Fla)]=2 -F|d|

Em outras palavras, dizemos que a integral de uma funcao par é igual a
Jtix)=2-[ flx)=2-F(a)
-a 0

De modo semelhante, temos que caso f(x) seja uma fun¢do impar, teremos uma
primitiva F(a) par. O que nos traria

_[f Fla)-F|(-a)=F|a)-Fla)=0

Logo, nesse caso, a integral de uma func¢do impar resulta em zero sempre!

Para prosseguirmos a ideia, temos uma relacdo de paridade, que é bem
semelhante ao caso da adi¢do de numeros impares e pares. Sabe-se que nos anos
iniciais de escola aprendemos que ao somar nimeros pares com impares, isso
resultaria em um numero impar, e o inverso é valido (4 + 3 =3 + 4 =7). Além disso,
temos que a soma de um numero par com outro par resulta em um par também. E
por fim, ao somarmos um impar com outro impar, obtemos um nimero par.

Embora trivial e aparentemente ndo significante para a situacdo atual, a verdade
é que o produto de fungées segue essa mesma légical Ou seja, se temos duas fungdes
definidas em f(x) e g(x), sendo f(x) par e g(x) impar, se realizarmos o seu produto,
obteremos uma funcao h(x) impar. Exemplificando com f(x) = x e g(x) = x?, temos

flx]-glx|=x-x*=x
Na qual x* é uma funcdo impar. E assim, se estabelece as seguintes relacdes
com produto de fungbes:
\par| -(par|=( par) \impar| | par|=(impar)
(impar| -|impar| -|impar| -|impar|=( par )
(Por favor, ndo confundam com o produto entre nimeros pares e impares, pois
segue a légica diferente do que foi apresentado). E dito isso, devemos lembrar que

os coeficientes de Fourier sdo também um produto de duas funcoes, e f(x) é dada
pela situagdo. Seguindo esse raciocinio, vamos notar os casos para f(x) par e impar.
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Para f(x) sendo par, obtemos os coeficientes

a{,:%_l‘f[x] dx bf%j‘f[x]'senjx dx
g:%_ff[x]-coij dx

Na situacao a,, lembramos do caso para integral de funcéo par. J& para, devemos
notar que a funcdo cosseno é uma fungdo par, logo, o produto f(x) por cos jx
resultara em uma fungéo par também. Nos valores de a, e q;, podemos reescrever
aintegral como

. 21 . .
aﬁ% flx] dx “j=;{f|.X]‘COSJX dx

S

Porém, para o coeficiente b, teremos o produto de uma fungdo par por uma
funcdo impar (funcdo seno), e isso resulta em funcdo impar. Portanto, essa integral
resulta em zero, o que nos da bj =0.

Para f(x) sendo impar, isso retornara o oposto da situacdo descrita anteriormente,
pois a, e a terdo funcdes impares em suas integrais, € isso resultara em zero. Ja o b,
terd funcdo par. E no geral, esse caso fica

a,=0 a;=0
2 T
b, = 7{f(x)- jx dx

Resumindo as paridades para funcdes, teremos, entdo, dois casos:

f(x) par: f(x) impar:
27 .

a,=—| flx| dx

*n '! fix] a,=0

27 .

a=—| flx|-cosjx dx

2
b,=0 b, = n{f(x) jx dx
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Agora, podemos simplificar muitos cdlculos apenas analisando a paridade
das fungdes, vendo quais coeficientes irdo zerar ou ndo. E o mais importante, isso
implica que se uma funcao for par, ela terd apenas termos cosseno, e caso impar,
terd apenas termos senos! (Lembrando que isso sé é valido para intervalos [ - a, al.
Qualquer outro intervalo fora dessa forma ja anula as relacdes).

4.2. Mudanca de intervalos para [ - L, L]

Tudo o que fora desenvolvido até agora foi seguindo um intervalo arbitrdrio
de [ -, m], que tornou os calculos simples e conveniente. Entretanto, a maioria dos
casos, principalmente envolvendo a parte fisica, ndo seguem, necessariamente, o
intervalo de m. Por isso, torna-se necessario generalizar a Série de Fourier para um
intervalo geral de [ - L, L]. E ndo se preocupem, pois os conceitos antes elaborados
permanecem os mesmos. Adotaremos, a seguir, um artificio para poder colocar
nossa série nesse novo intervalo, mas usando também nossos limites de [ - , m].

Primeiro, usaremos uma nova varidvel t, e ela estard em funcado de x da seguinte
forma:

De modo que x € [ - L,L], o que, consequentemente, nos leva a concluir que
quandox - L, t -t (Ié-se, quando x tende a-L, t tende a-m); e também, x > L,
t - 1. Eisso conclui que a nossa variavel t estd num intervalo de [ - m, ], assim como
adotado no comeco deste material. Desse modo, definimos agora uma nova funcao

=12

,dadanointervalode[-m, nt]. Eentao, se f(t) converge (falaremos desse
m
critério no capitulo adiante), podemos reescrevé-la em Série de Fourier

flt)= %aﬁi la,cosnt +b, sennt|

n=1

Para achar seus coeficientes, usamos a mesma férmula estabelecida

flt)-cosnt dt

—_—

1
Qn—;

el

Realizando a mudanca pela funcéo definida

17 (Lt
a=— —|-cosnt dt
el ] o
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Lt
Porém, sabemos que x=?, t=%, e também dt=%dx. E quando t — -,

x = - L. Assim como t - T, x = L. Substituindo na expressao anterior
1 L
L x|\
=—]| flx)-cos|n —|—=dx
}T'[f i L/|L
1 I n
\ TIX
a==| flx] cos—=dx
=] flx)-cos T
E 0 mesmo raciocinio segue para b, que resulta em
1 r n
i X
b == flx|-sen—dx
=g flx)-sen T

Portanto, nossa Série de Fourier generalizada fica na forma

fl:x}=l +Z a, c05—+b sen 2%
TpMT 4 L

Desse modo, podemos trabalhar com qualquer outro intervalo definido no
periodo 2L, quebrando a limitacdo antes imposta e podendo tornar esse método
mais abrangente. E agora, coloquemos em pratica, seguindo esse novo quesito.

4.3. Exemplos e questoes

Exemplo 1: Desenvolva f(x) = x, 0 < x < 2 em semi-série (a) de senos, (b) de
€OSsenos.

(a) Nessa situacao, devemos lidar com a condicao para a paridade de funcdes,
pois uma funcao impar tera termos a_ = 0, o que implica dizer que teremos apenas
termos b, e por isso, nossa funcdo serd uma série apenas de senos, como pede a
questdo. Para isso, precisamos fazer um prolongamento impar da f(x), representada
na Figura 3, que consiste em representar em limites de periodo 2L =4 uma projecdo
da funcgao f(x), porém, assumindo valores negativos, por ser funcdo impar.

Figura 3 — Prolongamento impar de f(x)
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Por conta disso, vemos que f(x) respeita a condicdo de funcdo impar. O que
entdo, nos permite gerar a série de senos, dada por

ra

:Ej' (x] - sen—dx—gfx-sennﬁdx
b=g) 29 L

Utilizando integracdo por partes, obtemos

O que entdo, nos leva a dizer que

fIx}—Z——cosrmsen%—i(se X Loen2™ Loen3MX_
a1 nm n

(b) Para esse segundo caso, deveremos construir um prolongamento par, de
modo que tenhamos apenas coeficientes a , o que nos retorna apenas a parte
cosseno da série (pois b, sera 0). E assim, o periodo 2L é igual a 4, fazendo L=2.E
a funcdo assume apenas valores positivos, por ser par.

Figura 4 - Prolongamento par de f(x)

3

~ N 2 ~
N N N

Assim, o coeficiente a, sera dado por

=2
L

nmnx

iS(m— -1|- imsE
nm 2 nZHZ 2

se nz0

L 2 2
_f [x] - cos—dx —_r cos—dx— X
o 2 0

a=

n

Paran =0, teremos a, dado por

2
ao=_r x dx=2
0
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Entdo, nossa f(x) serd dada por:

mx 1 3mx | 1 Smx
€O§ —+— €05 ——+—Cos ——-...
2 3 2 5 2

flx)= 1+Z-— cosnm - l)ccns%—l-i2
n

Exemplo 2: Supondo que a Série de Fourier correspondente a f(x) convirja
uniformemente para f(x) em [ - L, L], prove a identidade de Parseval.

2 oo
1 | _a 2,42
L[l a2 3% (a2
Sabendo que f(x) pode ser escrita pela Série de Fourier:

flx)=La,+ Z

2

nmx
a, c05—+b se nT

Podemos, entdo, multiplicar ambos os lados por f(x) e integrar a expressdo no
intervalo [ - L, L] (isso se justifica porque a série é uniformemente convergente),
obtendo

oo

[lFxfax=7a,] f(x)ax+ 3

n=1

L
nJ;f cos—dx+b ff seanx]

Porém, pelas relacdes estabelecidas pelos coeficientes, sabemos que as integrais
presentes, na verdade, sédo

L L
_[f(x]cosndex:L -a, J fdx =L -a,
L -L

L

_[f sen—dx L b,

-L

O que nos permite substituir essas integrais na expressao, ficando

r 2 1
_r{ffx}] dx=500 L -a,
L

Evidenciandoo L

[flx)fdx=L

Fa+ 2 (d b))

m—

Por fim, passamos L dividindo, o que nos traz a identidade de Parseval

TP a2 o
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Interessante notar que essa propriedade é matematicamente plausivel
justamente pela condicdo de convergéncia uniforme, pela qual serd descrita e
provada no capitulo a seguir deste material. Por hora, seguimos com as informacoes
predispostas. Mas em qualquer situagao, é valido compreender o rigor matematico
adiante.

Exercicios:

1. Encontre as Séries de Fourier dessas funcoes:

a) flfx}= 1+x, se-1<x<0
1-x, se 0<x<1
b) glx|=|x|, -2<x<2

O h(x|= 0, se -2<x<0
|1, se 0<x<2

2. Calcule a Série de Fourier da funcéo f(x) no intervalo [_E E].
2’2
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5. CONVERGENCIA DAS
SERIES DE FOURIER

5.1. Condicoes de Dirichlet

Embora definida a Série de Fourier, é necessario utilizar de conceitos e teoremas
matematicos para garantir sua convergéncia, visto que ela esta intrinsecamente
relacionada com as Integrais e Transformadas de Fourier, cuja convergéncia é
necessdria para sua solucdo. E para isso, remontaremos a principal definicdo da
Série de Fourier com relacdo a esse paradigma, elaborada pelo matematico aleméao
Dirichlet, determinada como Condic¢des de Dirichlet. Mas antes, precisa-se definir
uma fungdo seccionalmente continua.

Definicdo 5.1 (Funcdo Seccionalmente Continua): Uma funcéo f é dita
seccionalmente continua em um intervalo [a, b] se existe um numero finito de
a=x,<x,<x,<..<x, =b,chamada particdo do intervalo [q, b], tal que:

1. fécontinua em cada um dos subintervalos x,, <x <x,;

2. Os limites laterais nas extremidades de cada subintervalo existem e sdo
finitos.

Figura 5 — Gréfico de uma fungao f(x) seccionalmente continua.

f(x)

oy
—
=
- 4
e
~

5. CONVERGENCIA DAS SERIES DE FOURIER




Teorema 5.1: Suponhamos que

i.  f(x) seja definida, exceto possivelmente em um numero finito de pontos
(-L L)

ii. f(x)seja periddica de periodo 2L;

iii. f(x) e f'(x) sejam seccionalmente continuas em (- L, L) Entdo a série (1) com
coeficientes calculados em (3) e (4) converge para

(a) f(x) se x é ponto de continuidade

se x é ponto de descontinuidade.

flp'l+f(p)
(b)f

Na qual p* e p~ sdo definidos por

flp'|=1im £(x)

X—+p

flp|=1im f(x)

X p
O que nos permite escrever um resultado geral de

T flx],  sefécontinuaem x
an+§ [a,,cosnx+bnsennx}= f[PJr]*f(P')
2 »

Em outras palavras, ¢ o mesmo que dizer que a Série de Fourier de uma funcdo
f(x) convergird para a prépria f(x) nos pontos continuos ou ela convergira para a
média aritmética dos pontos de descontinuidades da funcdo (no lugar onde o
grafico “quebra”, semelhante a Figura 5 e Figura 2). Essa situagao é bem visivel na
Figura 2, visto que a fungdo possui essa descontinuidade em x =0, porém, o grafico
da Série de Fourier passa exatamente na posicdo da média aritmética dessa regido
descontinua.

E importante dizer que as condicdes (i), (ii) e (iii) sdo suficientes para provar a
convergéncia, embora ndo sejam necessarias. Isso implica dizer que, se as condi¢des
sdo seguidas, garantimos a sua convergéncia, mas caso contrario, a série ainda pode
convergir da mesma maneira. Mas no geral, essas condi¢des ja sao satisfeitas nas
ocasides praticas de problemas surgidos na Ciéncia e Engenharia.

5. CONVERGENCIA DAS SERIES DE FOURIER




5.2. Convergéncia Uniforme

Além das condicbes de Dirichlet, a Convergéncia Uniforme nos traz consequéncias
muito importantes para este estudo, que envolve a possibilidade da diferenciacao,
integracdo e operac¢des de limites nas Séries de Fourier.

Suponha-se uma série infinita

=1

=

E a soma parcial de ordem R, sendo esta a soma dos primeiros R temos

Salx)=3 u,(x)

=1

E pela definicdo, a série infinita converge para f(x) em algum intervalo se, dado
um £ > 0, existe, para cada x no intervalo, um ndimero positivo N, tal que

‘Sﬂ[le-f[x)“(é' sempre que R>N
Na qual N depende de x e ¢, e f(x) é conhecida como soma da série. E disso,
surgem dois teoremas importantes da convergéncia uniforme.

Teorema 5.2: Se cada termo de uma série infinita é continuo em um intervalo
[a, b], e se a série converge uniformemente para f(x) nesse intervalo, entdo

1. f(x) também é continua no intervalo

2. asérie pode ser integrada termo a termo, isto é

j éun(x] dx=§jun[x)dx

Teorema 5.3: Se cada termo de uma série infinita é derivavel, e se a série de
derivadas é uniformemente convergente, entdo a série pode ser derivada termo
atermo, isto é

E porisso aintegracdo e derivacdo é justificavel nos casos em que o fizemos para
achar os coeficientes e provar a Identidade de Parseval. Entretanto, o processo pelo
qual é usado para afirmar poderosamente que uma funcao é de fato uniformemente
convergente é usando o teorema conhecido como teste M de Weierstrass.
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Teorema 5.4 (Teste M de Weierstrass): Se existe um conjunto de constantes
M, comn=1,2,..tais que para todo x em um intervalo ‘u (x)|< M .ese além
n - n
disso, o somatdrio a seguir converge

oM,
n=1

Entdo, de fato a série

Y u,(x)

n=1

Converge uniformemente no intervalo. Um exemplo disso é para a série de
uma funcao seno:

o0
Z sennx
2
n=1 N
Essa série converge em qualquer intervalo pois é possivel determinar um conjunto

de constantes M, = 1/n? tais que

sennx sl
2 2

n n

De modo que converge a série

- 1
2=

n=1 N
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6. APLICACOES DAS
SERIES DE FOURIER

Até aqui, nds vimos a definicdo, método e teoria por detrds das Séries de Fourier.
Entretanto, seria muito mais intuitivo e reconfortante ver tudo o que foi aprendido
em termos praticos envolvendo situa¢des do mundo real, ou melhor dizendo, fisico.
Por isso, aqui estarao algumas aplicacbes, envolvendo problemas da conducao
de calor em uma barra, alids, que foi o problema chave que induziu Jean Baptiste
Fourier a criar as renomadas Séries de Fourier.

6.1. Conducao de calor em uma barra de ferro

Exemplo 1:Imagine uma barra de comprimento L, cuja superficie total, incluindo
extremidades, € isolada e possui temperatura inicial f(x). Determine a temperatura
subsequente da barra.

Para esse caso, teremos um problema de contorno, também conhecido como
problemas de valor inicial de fronteira. E é muito importante salientar que para
esse problema é vital o conhecimento prévio quanto a resolucdes de EDOs e
EDPs (Equacoes Diferenciais Ordindrias/Parciais), pois é o método base para seu
desenvolvimento. E caso o leitor desconheca tais assuntos, fique a vontade para ir
direto na sessdo em que se usa as Séries de Fourier.

Primeiramente, temos que a descricdo fisica desse fendmeno é dada por uma
igualdade de derivadas parciais de uma funcdo u(x, t), na qual u depende tanto de
x (deslocamento) quanto de t (tempo):

u=Ku,
(Osindices t e x ai presentes representam que a funcao foi derivada parcialmente

por tais varidveis, e como o x se repete duas vezes, entdo u foi derivada em funcao
de x duas vezes). Suas condi¢des iniciais sdo dadas por:

lu(x,t)|<M, u,l0,t/=0, u,lL,t)=0, ulx,0/=f(x)
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E para resolver essa EDP, é preciso representar a funcdo u(x, t) como o produto
de duas outras funcdes, dependente de x e t, respectivamente, isto é

ulx,t|=F(x|G(t)

Realizando as derivadas parciais, obtemos a seguinte relacdo

Flx)G[t)=KF"|x|Glt

E isolando

E como o lado esquerdo é em funcdo apenas de ¢, enquanto o lado direito
é em funcdo apenas de x, isso nos leva a dizer que eles dependem apenas de t
e x, respectivamente, permitindo-nos igualar essas duas razdes a um parametro
independente -A? dessas varidveis (usamos esse coeficiente pois torna mais simples
e conveniente a resolu¢do da EDO).

O lado esquerdo nos afirma que F deve satisfazer a EDO

F'(x)+A*F(x)=0, para 0<x<L

E de modo anélogo, o lado direito segue também a EDO

Glt)+kA’G[t)=0

Feito isso, utilizando algum método de resolucdo de EDOs, chegamos as
respectivas solucdes gerais para as fun¢des F e G, respectivamente:

. o 2
Flx)=acosAx+bsenix, Glt|=c-e™""
O que nos traz que a solucdo dada é

ulx,t)=e*"(AcosAx+Bsenix), com A=ac e B=hc

E pelas condices iniciais, podemos achar os coeficientes A e B. De u (0, t) = 0,
obtemos B =0, pois derivando em x e fazendo a igualdade a zero

u (x,t)=e " (- Asen Ax+Bcos x|

Xl

u (0,t|=e*"*B=0
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Logo, para ser verdade, apenas tendo B=0. O que nos traz a nova fun¢do como

ulx,t)]=Ae*" "cos Ax

Ecomou(L, t) =0, temos
kA
ulL,t|=-Ae™" ‘senAL=0
Porém, nesse caso, nosso A ndo pode ser zero, pois assim teremos apenas uma

funcdo nula, o que ndo seria desejavel como uma solucéo fisica. Por isso, o termo
que deve zerar é sen AL, 0 que nos trara

senAL=0, ou AL=nm ﬂ).=%, n=0, 1, 2, 3,...

E assim, a nossa fung¢ao, dado um n inteiro, ficara

kdpter? NIX
u,[x,t|=Ae*" U cos ==, n=0, 1, 2,...

Temos entdo uma relacdo parau, , s que essa solucao € apenas para um valor de
n. Porém, a funcdo u(x, t) apresenta uma caracteristica notdvel, que é a sualinearidade,
0 que em outras palavras é que: se tivermos uma ou mais solucdes dessa funcéo u,
nds poderemos achar solucoes gerais através de suas combinacdes lineares. Isso é
chamado de principio da superposicdo. Desse jeito, qualquer expressdo da forma

N
2 e, (x,t)
n=1

Na qual C, sdo constantes e os u, séo as funcoes definidas, seréo elas solugdes
de u(x, t). E tratando isso em somas infinitas, condizente com a Série de Fourier,
teremos pela superposicdo

( _A S -kn’n’t/L? nnx
ulx,tj==2+ A """ cos——

n=1

Porém, nés ainda temos a situacdo inicial de que u(x, 0) =f(x), representando a
temperatura no tempo inicial. O que nos trard a conhecida igualdade de

f(x)=ﬁ+z A e kUL (g MK
2 =0 L
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E agora entra nosso estudo da Série de Fourier, pois para achar esses coeficientes,
precisamos realizar as integrais

L
2| 2
AU=I"];f(x)dx Am=7{f(x) coscos%dx

Portanto, nossa funcdo u(x, t), com os coeficientes A e A passa a ter finalmente
a solucdo geral dada por

o L

- 2 -kntalt/1? nrnx nimx
fi_x]dx+zz Ae cos —— jf(x]cosde

n=1 0

ulx,t)=

ot =

1
L

Exemplo 2: Resolva o problema de valores de contorno

u=2u,
ul0,¢)=10,  u(3,t)=40, ulx,0/=25, |u(x,t)|<M

Esse é o mesmo caso da conducdo de calor em uma barra metalica, com uma
diferenca que agora as extremidades estdo as temperaturas de 10 °C e 40 °C. Isso
ird mudar nossa solucdo pois ndo poderemos mais fazer as mesmas conclusées do

exemplo anterior. Agora, teremos que admitir que nossa funcao seja a soma de
outras duas funcoes

ulx,tl=v|x,t|+y(x)

Na qual ¥ é a funcdo a ser determinada convenientemente e v(x, t) também
segue as mesmas condi¢des iniciais instituidas em u, podendo estabelecer que

v,=2v,+y (x), v|0,t]+y(0]=10, v(3,t|+y(3]=40,
v(x,0)+yl0]=25, |vix,t)|<M

De modo que possa ser simplificado usando

Y [x]=0, wl0]=10, y(3)=40

Donde isso nos leva a concluir que ¥(x) deve ser uma funcdo do primeiro grau,
por conta de a derivada segunda ali presente zerar, com um coeficiente linear igual
a 10, restando apenas encontrar o coeficiente angular, dado por

W|3)=a-3+10=40
3a=30 - a=10
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Isso nos traz que ¥(x) =10x + 10, de modo que o problema de contorno
resultante é

v,=2v,,
v|0,t]=0, v(3,t|=0
v(x,0)=15-10x, |v(x,t)|<M
E assim, de modo semelhante ao problema anterior, fazendo a funcdo v igual

a um produto de duas func¢des de varidvel x e t, respectivamente, obteremos que
a solucdo geral é dada por

vix,t)=e?*|Acos \x+ B sen Ax|
E pela condicdo inicial de v( 0, t) = v(3, t) = 0, isso nos afirma que
v(0,t|=Ae?*'=0, logo A=0

v[3,t]=Be'”2’sen3A=0

E como B # 0, devemos ter sen 31 =0, ou 31 =nr, fazendo nosso valor deA igual a

Realocando nossos valores e usando o principio da superposicao, encontraremos
que a solucdo geral para v(x, t) serd

oo
( | -2n’n't/9 nmx
vix,t)=2 B’ "' sen—=
n=1

E pela dltima condicdo v(x, 0) = 15 - 10x, realizamos a igualdade

15-10x=Y B, sen 2=

n=1

Na qual, pela teoria das Séries de Fourier, achamos coeficientes B, dados por

3
,,=£_f|15 10x sen—dx——icosnn 1)
3Y 3

Agora, como nossa funcdo original é dada por u(x, t) = v(x, t) + ¥(x), temos que
nossa solucdo final para esse problema de contorno é
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; d , N
u(x,t]=10x+10+ ) EIlf:osamrr-ljle2 9 gen I2X.
no1 MU 3

E, fisicamente falando, temos que 10x + 10 é a temperatura estaciondria, ou seja,
a temperatura que o bloco tende a atingir apds uma longa passagem de tempo!

6.2. Analise de sinais de radio AM

Os sinais de radio transmitidos na estacdo AM sao definidos como AM-DSB
(com faixa de 500 a 1.600 kHz), e a sigla significa Amplitude Modulation-Sideband.
Isso implica na modulagdo de amplitudes de sinais com banda lateral. Basicamente,
ocorre a variacdo da amplitude da onda portadora de acordo com a informacéo
que se deseja transmitir (chamado de sinal modulador), e também, nessa variacao,
surgem bandas laterais, que sdo a criacdo de novas frequéncias desse espectro do
sinal, sendo classificadas em superiores (frequéncia maior que a da portadora) e
inferiores (frequéncia menor que a da portadora). E sdo nessas bandas que esta a
informacgao do sinal modulador, que sdo codificados e transmitidos pelo emissor,
para posteriormente serem decodificados pelo receptor.

Nisso, ao se trabalhar com esse sinal, sdo usados dois dominios para representa-
lo:o0 do tempo e o da frequéncia. Por conta desses dois fatores, é possivel descrever
a varidvel em um gréfico tridimensional, constando a amplitude em funcdo tanto
da frequéncia como do tempo. E um detalhe importante, é que esses dois sistemas
sdo permutaveis, ou seja, ndo ha perda de informacdo ao mudar seu dominio.

Figura 6 — Graficos para representacdo de onda em fun¢do do tempo e frequéncia.
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De forma geral, a expressao algébrica para representar a onda em modulacdo
AM é da forma

slt)=[A,+A, -mlt)] -p(t)

Na quals(t) € osinalmodulado, A é aamplitude da portadora, A € aamplitude
da modulante, m(t) é a onda modulante e p(t) é a onda portadora. Além disso, com
as respectivas amplitudes, é possivel determinar o indice de modulac¢éo (p), dado
pela razdo entre a amplitude da modulante pela portadora. Para que a informacao
seja perfeitamente transmitida, o indice deve compreender o intervalor descrito em
0=<u<1,queemoutras palavras, significa que a amplitude da modulante deve ser
menor que a amplitude da portadora. Caso contrério, havera a sobremodulagéo,
caracterizada pela perda dessa informacéo.

Também, existe a funcdo “envelope” da onda, que corresponde exatamente a
A+A, mlt}] mas que também pode ser definida algebricamente por

_slt]
E(fl—m

Em termos praticos, a onda portadora possui uma alta frequéncia, enquanto a
onda moduladora possui frequéncias bem mais baixas. Nisso, é possivel representa-
las uma a uma no software GeoGebra, como exemplo. Primeiramente, definiu-se
as fungdes m(t) e p(t).

Figura 7 — Funcao m(t)

m(t) = cos(10 1)

-4
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Figura 8 — Funcao p(t)
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Definidas as funcdes, escolhe-se amplitudes arbitrarias para a portadora e
modulante, sendo 2 e 1, respectivamente. Agora, basta aplicar esses valores no
GeoGebra usando as equagdes definidas anteriormente, o que retornara o seguinte
grafico.

Figura 9 — Expressdes definidas na janela de algebra.

O m(t) = cos(10t) =N
O p(t) = cos(1000 t) %
Ap =2 %
Am =1 ;
® s(t) = (Ap+Am m(t)) p(t) g
= (2+1 cos(10)) cos(1000t) g
_ st <
o 70
_ (2+1 cos(10t)) cos(1000 t)
N cos(1000 t)
g(t) = —e(t)
@ (21 cos(101)) cos(1000 1)

cos(1000 t)
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Figura 10 — Onda em modulacdo AM-DSB.

ummmmlm.llmhhllxlhllwll’llWIM\‘”M\M)’II'JM\,M\M\,M\IMM\IM!W‘/l!l\!l‘l!ll?ll’l‘l”llllllh"llihlnlhlnhhlmmqlmmqlw@mlmllxlhMMIM
| lmuum“|mmqw“mll\““l\lll!“!l{lll{“l“ll““““ NM“M!“mllml‘l‘lllll'l’lllll!l'lm’lI‘ll‘humlnwwmlwnl“

) ace) : e

%E

Dessa forma, sabendo a natureza da onda AM-DSB, ainda deseja-se encontrar
suas frequéncias de modulante e portadora, pois é onde encontra-se seu contetdo.
E é nesse aspecto que entra a teoria das Séries de Fourier, sé que de uma forma mais
expandida, culminando nas Transformadas de Fourier. Como nao se aprofundaremos
muito nesse Ultimo assunto, em termos basicos, a Transformada de Fourier de uma
funcao f(x) consiste em:

Fifllw)=—= [ " flxlax

E sua principal propriedade é a de converter uma fun¢do no dominio do tempo
para o dominio da frequéncia. Ou seja, aplicando essa transformada na funcdo de
onda AM-DSB, é possivel determinar suas frequéncias de modulante e portadora,
que sdo justamente as frequéncias crucias para adquirir as informacoes desejadas.
Existem fun¢des computacionais que realizam esse procedimento, e geralmente a
mais utilizada é a Fast Fourier Transform, que se trata de um algoritmo eficiente
para esse calculo.
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