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APRESENTACAO

A presente obra tem como objetivo oferecer uma introdugéo rigorosa e
acessivel a Logica Matemética e a Teoria de Conjuntos, com foco nas demandas
curriculares dos cursos de Engenharia e cursos na modalidade de Ensino a
Distancia (EAD). Estes dois dominios fundamentais constituem a base para
o desenvolvimento do raciocinio logico-formal, essencial para a formagéo
académica e profissional dos futuros engenheiros e profissionais das ciéncias
exatas.

A Logica Matematica fornece as ferramentas necessarias para a
construgdo e a analise de argumentos validos, o desenvolvimento de provas
matematicas e a compreensdo de estruturas formais. A Teoria de Conjuntos,
por sua vez, estabelece a linguagem universal da matematica moderna, sendo
indispensavel para o entendimento de conceitos como funcgbes, relagcdes,
estruturas algébricas e sistemas numéricos.

O contetdo foi organizado de maneira gradual, priorizando a clareza
expositiva, a formalizagdo progressiva dos conceitos e a articulagdo entre teoria
e pratica. A estrutura dos capitulos contempla definicdes precisas, resultados,
exemplos e cores, favorecendo o aprendizado autbnomo — caracteristica
essencial no ambiente EAD.

Este livro busca, portanto, ndo apenas cumprir uma fungéo didatica, mas
também contribuir para a consolidacdo de uma formagdo matemética sélida,
critica e aplicada, alinhada as exigéncias contemporaneas da educagdo em
Engenharia.
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INTRODUCAO A LOGICA

A Légica pode ser entendida como a ciéncia que estuda os principios e os métodos
que permitem estabelecer as condi¢bes de validade e invalidade dos argumentos. Esta
teoria permite a construgdo dos resultados em Matematica, através de axiomas (leis
basicas) e regras de dedugdo que demonstram os teoremas.

¢ Por exemplo, o Teorema de Pitagoras: “Num tridngulo
retadngulo o comprimento da hipotenusa ao quadrado é igual
p b a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.”
az2=p2+c?
B ¢ A

Este teorema é valido no plano, pois os Axiomas de Euclides sédo validos na
Geometria Plana. Entretanto, pode ndo valer o Teorema de Pitagoras num contexto de
geometria numa esfera, isto é, é possivel obter um triangulo desenhado sob uma esfera cuja
a soma dos angulos internos desse triangulo é maior do que 180°. Portanto € importante
conhecer as hipoteses para argumentar resultados.

CALCULO PROPOSICIONAL

Como objetivo de argumentar resultados, vamos estudar os conceitos das afirmagdes
e quando estas sao verdadeiras ou falsas, e o que isto significa para evitar ambiguidades na
Matematica, levando a exatidao desta ciéncia. A parte da Légica Matematica responsavel
em analisar estes conceitos € o Calculo Proposicional.

Definicao 1.1.1. Uma proposicdo ou um enunciado é qualquer sentengca que
afirma uma informac&o, a qual é necessariamente

1. Uma oracdo, com sujeito e predicado;
Uma declaragdo ndo exclamativa, nem interrogativa;
3. E verdadeira , denotada por (V), ou é falsa, denotada por (F), podendo ser
apenas uma delas.
Denotaremos uma proposicdo por uma letra, digamos, p. O valor-verdade de uma
proposicao p é (V) ou (F).
Exemplo 1.1.1. Vejamos alguns exemplos.

a. “Tudo bem?” Esta ndo é uma proposicao, pois ndo assume um valor-verdade.
E apenas uma sentenca interrogativa.

b. “Minha nossa!” Esta ndo € uma proposicao. E apenas uma sentenca exclamativa.

c. “Se eu estudar, entdo vou aprender.” Esta € uma proposicéo, pois pode ser
verdadeira ou falsa.
Perceba que podemos enunciar varias informagdes em uma mesma proposi¢céo.
Portanto, apresentamos a seguinte definicao.

Introdugdo a Logica



Definicao 1.1.2. Uma proposicdo é simples se, e somente se, contiver uma uUnica
afirmagao. Uma proposicdo é composta quando for constituida por uma sequéncia finita
de pelo menos duas proposi¢ées simples.

Vejamos como diferenciar proposicdes simples de proposicées compostas.

a. “Matematica é interessante” € uma proposicao simples.

b. “Aprender é uma dadiva” € uma proposicao simples.

c. “Sefizer sol, eu vou a praia” € uma proposicao composta.

d. p: Nove é diferente de cinco (9 = 5). Esta € uma proposicao simples.
e. p: Sete € maior que trés (7 > 3). Esta € uma proposicao simples.

f.  p: Dois € um numero inteiro (2 € Z). Esta é uma proposicao simples.

Principios da Légica Classica

Principio da nao contradicdo: Uma proposicdo ndo pode ser
simultaneamente verdadeira (V) e falsa (F).

Principio do Terceiro Excluido: Uma proposicdo ou é verdadeira
(V) ou é falsa (F).

Principio da ldentidade: Toda proposicdo € idéntica a ela mesma.

Conectivo Negacao

Definiremos o conectivo que nos d& a nocéo de nao, de forma a obter a nogdo de
negativa das proposicdes.

Definicao 1.2.1.: Representamos por ~ 0 conectivo antes de uma proposi¢do p,
para obtermos uma nova proposicao, ~p, denominada negacgdao de p, com o seguinte valor
légico:

Valor légico de Negaciio: A proposigio ~ p assume valor-verdade contrdrio ao valor-verdade de p.

Outra notagéo utilizada para negagéo é: -p
Este conectivo € um conectivo unitario, enquanto os proximos sdo conectivos a
serem definidos seréo binarios, pois ligam duas proposicées obrigatoriamente.
Exemplo 1.2.1. Veja os seguintes exemplos.
1. Considere a proposicdo simples “Pedro ndao compareceu a prova na data

prevista.” Em simbolos, se p: Pedro compareceu a prova na data prevista.
Assim a proposicao dada é ~ p.
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2. Considere a proposicao simples “Jodo nao gosta de estudar.” Seja p: Jodo
gosta de estudar. Simbolicamente, temos: ~ p.

3. Considere a sentenca matematica usando a nog¢éo de diferente como uma
negacdo. Seja p: Nove é diferente de trés, (9 # 3). ~p: Nove é igual a trés, (9 = 3)

4. Considere a sentenga matematica usando a nogéo de menor ou igual como
uma negagéo. Seja p: Sete é maior que trés, (7 > 3). ~ p: Sete é menor ou igual
atrés, (7 <3).

5. Considere a sentenga matematica usando a no¢ao de nao pertence como uma
negacao. Seja p: -1 é um numero natural, (-1 € N). ~ p: -1 ndo € um numero
natural, (-1 € N) Neste caso, usando conhecimentos de Algebra sabemos que
~ p é verdadeira.

Perceba que proposicbes compostas sdo composicoes de varias proposicdes
simples conectadas por elementos especificos: conetivos. A tabela verdade é um dispositivo
utilizado para aferir o valor légico de uma proposicao. Logo, para descobrir o valor verdade
de uma proposicao composta, sera necessario utilizar a Tabela verdade, onde trabalhamos
as possibilidades dos valores verdades das proposi¢des envolvidas.

Por exemplo, a seguir a tabela verdade da negacéo.

p|—p
V| F
F| V

CONECTIVO CONJUNGAO

Definiremos o conectivo que nos da a nocdo de e, de forma a obter a nocdo de
proposi¢des simultaneas.

Definicao 1.3.1. Representamos por A o conectivo binario entre duas proposigcoes p
e q, para obtermos uma nova proposi¢do, pAq, denominada conjuncao das proposigcoes
p e g, com o seguinte valor I6gico

Valor logico de Conjunciio: A conjungio p A q € verdadeira se p e g sdio ambas verdadeiras; se ao
menos uma delas for falsa, entdo p A q é falsa.

Veja a seguir como fica a tabela verdade.

MM <| <|©
Tni<|mi<la
M| <=
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A conjuncgéo € bastante rigida em relagdo ao valor-verdade Verdadeiro. Note que
quando as proposi¢cOes sdo genéricas, precisamos partir para a tabela verdade.

Exemplo 1.3.1. Consideremos a proposi¢cao composta: “Maria foi a aula de Logica
e José, ao futebol.” Denotando as proposi¢des simples

A: Maria foi a aula de Légica.

B: José foi ao futebol.

Simbolicamente, temos: AAB.

Exemplo 1.3.2. Vejamos um exemplo onde as proposicdes que ndo sdo genéricas e
portanto podemos calcular o valor-verdade de cada uma. Considere as proposi¢ées simples

p:2>0

q:2=1

Assim p A q é verdadeira, pois 2 >0 e 2 # 1 sdo ambas as proposi¢des verdadeiras.
Logo, exemplo se enquadra na primeira linha da tabela.

Exemplo 1.3.3. Considere a proposigdo composta: “O ser humano é um animal
mamifero e vertebrado”. Sejam

p: O ser humano € um animal mamifero.

q: O ser humano é um animal vertebrado.

Simbolicamente, a proposicdo composta € pAq. Esta é verdadeira, pois p e g ambas
sdo verdadeiras na Biologia.

CONECTIVO DISJUNCAO

Definiremos o conectivo que nos déa a no¢édo de ou, de forma a obter a nogéo de
alternativa entre as proposi¢des, permitindo simultaneamente, isto é, uma nogéo inclusiva.

Definicao 1.4.1. Representamos porV o conectivo binario entre duas proposigoes p
e q, para obtermos uma nova proposigdo, p V q, denominada disjungcédo das proposicbes
P e g, com o seguinte valor I6gico:

Valor légico de Disjunc¢io: A proposicdo pV q serd verdadeira, se alguma das proposigdes for
verdadeira. A proposicdo pV q serd falsa, somente se ambas as proposi¢des forem falsas.

P q PVq

V \% \"

\Y F \"

F vV v

F F F
Exemplo 1.4.1. Vejamos um caso em que as proposi¢des sao desigualdades.
p: 3*<2°8
q: 22 < (-3)°

Observe que ambas proposicoes sdo falsas. Assim, p V g é falsa, isto €, 3* < 2% ou
22 < (-3)% é falsa, pois se enquadra na ultima linha da tabela.
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Exemplo 1.4.2. Considere a proposigdo composta “Maria foi a aula de Logica ou ao
xadrez.”

A: Maria foi a aula de Logica.

B: Maria foi ao xadrez.

Simbolicamente, temos A V B. Observe que o valor-verdade de A V B sera falso
apenas quando ambas op¢des sao falsas, isto é, Maria néo foi a aula de Légica e também
Maria néo foi ao xadrez. O caso em que Maria foi a apenas um dos eventos, ou em ambos
resulta em AV B verdadeira.

Exemplo 1.4.3. Considere a proposi¢cao composta:

“Um animal é vertebrado ou invertebrado”. Sejam

p: Um animal é vertebrado.

q: Um animal é invertebrado.

Simbolicamente, a proposi¢céo composta é p V q.

O valor-verdade desta, depende de qual tipo de animal que nos referirmos. Mas
sabemos da Biologia que as proposi¢des p e g ndo podem ser verdadeiras simultaneamente,
isto €, na primeira linha ndo seria permitida, necessitando de uma alternativa exclusiva.
Esta ambiguidade vem da palavra ou, que possui duas opg¢des: inclusivo e exclusivo.

CONECTIVO CONDICIONAL

Definicao 1.5.1. Representamos por — o conectivo binario entre duas proposicdes p
e q, para obtermos uma nova proposicdo, p — g, denominada condicional das proposi¢bes
p e g, com o seguinte valor I6gico

Valor légico do Condicional: O condicional p — q é falso somente quando p é verdadeirae q é
falsa; caso contrario, p — q € verdadeiro.

Lemos: “se p entdo q”. Na condicional p — q, a proposi¢do p é chamada antecedente
e g é chamada consequente. Veja a seguir como fica a tabela verdade.
Veja a seguir como fica a tabela verdade.

p q p—q

V Vv \%

V F F ) L. .

F Y] V A proposigio p — ( também ¢ conhecida como:
“p € condigio suficiente para q”

F F V “g € condigio necessdria para p”.

Exemplo 1.5.1. “Se Maria passar no exame, ela vai comemorar com sorvete ou
chocolate.” Sejam as proposicoes

p: Maria passa no exame.

q: Maria vai comemorar com sorvete ou chocolate.

Assim p - q.
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Exemplo 1.5.2. Numa condicional, pode ser que n&o exista uma conexao real entre
a antecedente e a consequente. Por exemplo,

“Se chover amanha, eu vou ganhar na loteria.”

Neste caso, temos

p: Chove amanha.

g: Eu vou ganhar na loteria.

N&o estamos interessados neste tipo de condicional.

Exemplo 1.5.3. Sejam

p: dois é divisor de quatro (2 | 4) (V).

g: quatro é divisor de vinte (4 | 20) (V).

Assim: p — g se dois é divisor de quatro, entdo quatro é divisor de vinte (214 — 41 20)
€ verdadeira, pois se enquadra na primeira linha da tabela.

CONECTIVO BICONDICIONAL

Definiremos o conectivo que nos da a nogéo de se, e somente se, de forma a obter
a nogao de proposicdes condicionais duplas, isto €, uma troca justa de informacgdes.

Definicao 1.6.1. Representamos por < o conectivo binario entre duas proposicbes
p e q, para obtermos uma nova proposicdo, p < q, denominada bicondicional das
proposigées p e q, com o seguinte valor I6gico

Valor légico do bicondicional: O bicondicional <+ é verdadeiro somente quando p e q sdo ambas
verdadeiras ou ambas falsas; se isso nio acontecer, o bicondicional < € falso.

Leia-se: “p se, e somente se, q”.

Obs | Na bicondicional p 4+ ¢ também lemos:
“p & condigio necessdria e suficiente para q”,
“q € condigio necessdria e suficiente para p” ou
“se p entio q e, reciprocamente”.

Veja a seguir como fica a tabela verdade.

P q p<—q
\ V \
Vv F F
F V F
F F \
Exemplo 1.6.1. Considere as proposigoes
p:4<3
q:4+5<3=5
Observe que ambas proposigoes sao falsas. Assim
peq 4<34x5<3«5

€ verdadeira, pois se enquadra na ultima linha da tabela.
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GRAU DE PRIORIDADE DOS CONECTIVOS
Para proposi¢cdes compostas, podemos decompd-la em proposi¢cdes simples
utilizando os conectivos V, A, ~, - ou <. Com o objetivo de remover ambiguidades da
linguagem dentro do Célculo Proposicional, vamos ordenar o grau de prioridade entre os
conectivos e utilizar os parénteses para grau de prioridade maxima como fazemos em
outros contextos da Matematica.
1. Negacéo ~
2. Conjuncéo A e disjungéo V
3. Condicional — e bicondicional <
Vamos trabalhar apenas com proposi¢cdes que respeitem esta ordenacdo de

prioridade, salvo quando séo utilizados parénteses, e analisar o valor-verdade através do
uso de tabelas verdade.

Nuameros de linhas 2"

sendo n o numero de proposicdes simples envolvidas. Vamos classificar as
proposicOes através da tabela-verdade, observando a Ultima coluna.

TAUTOLOGIAS

Seja uma proposigéo t formada a partir de outras proposicdes simples (p, g, 1, ...) €
formada por certos conectivos.

Definicao 1.8.1. Dizemos que t é uma tautologia ou proposicdo logicamente
verdadeira quando t tem o valor l6gico V (verdadeira) independentemente dos valores
légicos de p, q, ...

Assim, a tabela verdade de uma tautologia apresenta s6 V na ultima coluna.

Exemplo: A proposicéo ~ (p A q) < (~p) V (~q) € uma tautologia, conhecida como
Lei de Morgan. Veja a tabela verdade.

P q ~p ~q pAg | ~(pArg) | (~p)V(~aq) ~(pAqg)+— (~p)V(~q)
v v F F v F F v
v F F v F v v v
F v v F F v v v
F F Y % F v v v
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Exemplo 1.8.1. A proposicéo p V (~p) € uma tautologia. Esta representa o Principio

do Terceiro Excluido.

Pl P |PV—P
V| F V
F| V V

Exemplo: A proposicdo p V (~p) é uma tautologia. Esta representa o Principio da
ndo contradicéo.

p|-p|pPA-P | ~(PA-P)

CONTRADICAO

Seja uma proposi¢éo ¢ formada a partir de outras proposi¢des simples (p, q, 1, ...) €
formada por conectivos.

Definicao 1.9.1. Dizemos que ¢ é uma contradicdo ou proposicdo logicamente
falsa quando c tem o valor légico F (falsa) independentemente dos valores légicos de p, q, ...

Assim, a tabela verdade de uma tautologia apresenta sé valor-verdade (F) na ultima
coluna.

Exemplo 1.9.1. A proposicao (p A g) A (~ pV ~ g) € uma contradigao.

p q - p - q pAg | (= p)A(=q) | (PAG)A (= pA—q)
v v F F v F F
V F F V F F F
F V V F F F F
F F v v F v F

Definicao 1.9.2: Quando uma proposicdo ndo € uma tautologia e nem uma

contradicdo, dizemos que ela sera uma contingéncia.

IMPLICAQAO TAUTOLOGICA

Vamos considerar condicionais p — g as quais sao tautologias, isto é, quando ndo
temos simultanea mente p verdadeira e g falsa.

Definicao 1.10.1. Dadas as proposi¢des p e q, dizemos que p —» q é uma implicacdao
tautolégica quando p —» q é uma tautologia.

Lemos: “p implica q” e indicamos p = q.
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Obs  Todo teorema € uma implicagéo tautoldgica da forma
hipdtese = tese

Assim, demonstrar um teorema significa mostrar que néio ocorre o caso de a hipotese ser
verdadeira e a tese ser falsa.

Exemplo 1.10.1. O Teorema de Pitagoras pode ser escrito como uma implicagéo
tautologica da forma p = g. O enunciado desse teorema €: Se o triangulo é um triangulo
retdngulo entdo o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.
Considere:

Hipétese: p: O triangulo € um tridngulo retangulo.

Tese: g: O quadrado da hipotenusa do tridngulo € igual a soma dos quadrados dos
catetos.

Exemplo 1.10.2. O Teorema Fundamental da Algebra também pode ser escrito como
uma implicacao tautolégica p = q. Este teorema afirma que: Se o polinémio € ndo constante
com coeficientes complexos entdo possui pelo menos uma raiz complexa. Escrevemos:

Hipotese: p: O polinémio é ndo constante com coeficientes complexos.

Tese: g: O polinbmio possui pelo menos uma raiz complexa.

Exemplo 1.10.3. Vamos verificar que a proposicao p A g = p é uma tautologia, isto
€, a proposicdo é uma implicagdo tautolégica.

P q PAgq PAG—p
v Vv Vv v
% F F Vv
F Vv F v
F F F v

Vejamos um exemplo de proposi¢des matematicas em que podemos calcular o
valor-verdade de cada uma.

Exemplo 1.10.4. Seja x um numero inteiro. Considere

p: x2é um ndmero par.

q: X € um ndmero par.

Observamos que p ndo é condi¢cdo necessaria para que q ocorra. Basta considerar
x = -1 entéo p é verdadeiro mas q é falso. Logo p — g ndo é uma implicacao tautoldgica.

Exemplo 1.10.5. Considere as proposic¢oes:

p: 2 € um divisor de 4.

q: 2 é um divisor de 4 * 5.

A condicional p — g é tautologica, isto é, 214 = 214 = 5 o que significa “se 2 é divisor
de 4, entdo 2 € divisor de 4 = 5” & verdadeiro.
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EQUIVALENCIA TAUTOLOGICA

Vamos considerar condicionais p < g as quais sao tautologias, isto é, quando nao
temos simultaneamente p e q valores-verdade distintos.

Definicao 1.11.1. Dadas as proposicbes p e q, dizemos que p & g € uma
equivaléncia tautoldgica quando p < g é uma tautologia. Lemos: “p é equivalente a q” e
indicamos p & q

Obs ) Tedo teorema cujo reciproco também € verdadeiro € uma equivaléncia.

hipitese < tese

Exemplo 1.11.1. O Teorema de Critério de divisibilidade por 3 pode ser escrito
como uma equivaléncia tautologica p & q. O enunciado deste é: Um numero inteiro n é
divisivel por 3 se, e somente se, a soma dos seus digitos € divisivel por 3. Escrevemos:

p: Um ndmero inteiro n € divisivel por 3.

q: Um numero inteiro n cuja soma dos seus digitos € divisivel por 3.

Exemplo 1.11.2. Vamos verificar que a proposi¢céo ((p = q) AN (g—= p)) « (p< q) é

uma equivaléncia tautolégica.

Plalprq|lqrp|lpeoq|(p2rqAg—p) | ((P2>g)A(g—p))c(pcrq)
vIiv] v Vv Vv 1% Vv
vIF| F Vv F F v
Flv| v F F F v
FlF| v Vv v 1% v

Exemplo 1.11.3. A proposicéo (p — q) «< (~ g = ~ p) € uma equivaléncia tautolégica.

p q - p -q p—=q | (—gq)=(-p) (p—= q)+—=(—gq)—= (—p)
V v F F v Vv Vv
V F F 1% F F V
F V V F v Vv Vv
F F V v v Vv Vv

Exemplo 1.11.4. A proposicao (p—q)«<(gq—p) ndo € uma equivaléncia tautologica.

plglrp—=qglg—p|(p—q)<(g—p)
VIV Vv Vv 4
V| F F Vv F
FlV Vv F F
F|F Vv Vv Vv
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Exemplo 1.11.5. A proposi¢éo (p - q) < (-p — —q) ndo € uma equivaléncia

tautologica.
plg|p=q|~p|~q|~p—=~q|(p=q) e (~p—o~q)
ViV Vv F F Vv Vv
VI|F F F Vv Vv F
F|V Vv Vv F F F
F|F Vv Vv Vv Vv Vv

SENTENCAS ABERTAS, QUANTIFICADORES

Algumas afirmacdes, o valor-verdade depende dos valores atribuidos. Em alguns
casos, é necessario informagbes adicionais como quantificadores e variaveis para
expressar com mais precisao as informagdes. Em geral, este assunto é estudado dentro do
Célculo de Predicados.

Exemplo 1.12.1. Em Matematica existem afirmacgbes que contém variaveis, como

a. p:x+2=5
b. g:x>-4
C. r:)p=9y

e cujo valor-verdade vai depender do valor atribuido a variavel. Nos exemplos
citados, temos:

a. p € verdadeira apenas para x = 3 e é falsa para qualquer outro valor diferente
de 3;

b. g é falsa para uma infinidade de valores, por exemplo, para x = -5, e g é verda-
deira para uma infinidade de valores, por exemplo para x = -3;

c. réverdadeira apenas paray =0 ey =9 e é falso para uma infinidade de valo-
res, por exemplo para o valor de x = 1.

Observe que nestes exemplos uma notacado mais apropriada, a qual vamos utilizar
de agora em diante:

a. Px:x+2=5
b. Qx:x>-4
c. Ry:p=9y?

onde x e y denotam as variaveis, também chamadas de termos.
Definicdo 1.12.1. Definimos

+ otermo: pode ser entendido como o sujeito da sentenca declarativa;
* Qum conjunto de termos;

+ o predicado: o que se declara a respeito do termo. Em geral, denotamos por
uma letra maiuscula do alfabeto latino
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+ uma funcao proposicional em Qé um predicado P associado a um termo xem
Q, onde o valor-verdade de Px depende de x.

Podemos transformar as sentencas abertas da forma Px em proposicoes:
*  Quando atribuimos valores a variavel x;

*  Quando utilizamos quantificadores, isto &, quando restringimos as fungées pro-
posicionais de forma universal ou existencial.

Definicao 1.12.2. O quantificador universal é indicado pelo simbolo Vv, que se Ié:
“qualquer que seja”, ‘para todo”, ‘para cada”. Vamos escrever o quantificador universal a
esquerda, da seguinte forma:

VX (PXx)

e lemos “para todo x temos Px”.

Exemplo 1.12.2:
1. (Vx) (2x+1 =7), que se |é: “qualquer que seja 0 nUmero x, temos 2x+ 1 =7". (F)
2. (YY) (62 +3>0), que se |é: “para todo nimero y, temos 5y? + 3 positivo”. (V)

Definicao 1.12.3.: O quantificador existencial é indicado pelo simbolo 3, que se Ié:
“existe”, “existe pelo menos um” ou “existe um”. Vamos escrever o quantificador existéncia
a esquerda, da seguinte forma:

aAx (Px)
e lemos “existe x temos Px”.
Exemplo 1.12.3.

1. (3x) 2x+1 =7), que se |é: “existe um nimero x tal que 2x+ 1 =7". (V)
2. 3y (By? + 3 = 0), que se lé: “existe um numero (real) y tal que 5)% + 3 ndo

positivo. (F)

Equivaléncia entre os quantificadores

Equivaléncia 1. ~3x (P (x)) é equivalente a Vx ~ P (x)

Equivaléncia 2. ~ Vx (P (x)) é equivalente a 3x ~ P (X)

Exemplo 1.12.4. Considere x funcionario de certa empresa. Seja Px: x recebe 10
mil reais por més. Assim se queremos mostrar que nao existe funcionario que receba 10 mil
reais por més, isto € o mesmo que mostrar que
~ 3x (Px)
é verdadeiro. Usando a equivaléncia 1, teriamos que mostrar que
VX ~ (PX)
€ verdadeiro, isto €, mostrar que todos os funcionarios nao recebem 10 mil reais por

Exemplo 1.12.5. Considere x um nimero inteiro. Seja Px: x € um namero par.
Assim ~ 3x (Px): ndo existe um numero inteiro x tal que x seja par é equivalente a
VX ~ (Px) para todo nimero inteiro x, ndo é verdade que x seja par”.
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TEORIA DOS CONJUNTOS

Com o objetivo de categorizar objetos para um estudo mais aprofundado de alguma
area é necessario classificar. Para este fim, o estudo da Teoria de Conjuntos se faz
necessario. Desde o desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos, a historia da Matematica
enfrentou uma das suas mais significativas “crises” filosoficas. Esta crise foi desencadeada
pelo surgimento do conceito de infinitude, introduzido pelo matematico russo Georg
Ferdinand Ludwig Philip Cantor no final do século XIX. A Teoria dos Conjuntos investiga
as propriedades dos conjuntos, as relagcbes entre eles, as relagdes entre os elementos e
0s proprios conjuntos. Ao explorarmos os conjuntos, torna-se essencial o uso de simbolos

matematicos para representar situagdes especificas entre conjuntos e elementos.

CONJUNTOS

Definicao 2.1.1. Um conjunto é uma colecdo qualquer de objetos. Os objetos de
um conjunto sgo ditos elementos.

Em geral, um conjunto é denotado por uma letra mailscula do alfabeto: A, B, C, ...,
Z; e um elemento de um conjunto é denotado por uma letra minuscula do alfabeto: a, b, c,
ey Z.

Alguns exemplos de conjuntos.

Exemplo 2.1.1.
1. Conjunto dos estados da regido Centro-Oeste do Brasil.
2. Conjunto dos animais mamiferos.
3. Conjunto de todas as universidades federais do Brasil.
4

Conjunto R de todos os numeros reais.

Exemplo 2.1.2. Alguns exemplos de elementos.

1. Mato Grosso é um elemento do conjunto dos estados da regido centro-oeste
do Brasil.

2. O numero 2 é um elemento do conjunto dos niUmeros primos.
3. 14 é um elemento do conjunto dos nUmeros reais que satisfaz a equacao x-3=17.

A descricdo de um conjunto por extensao ocorre quando o numero de seus
elementos é finito e é relativamente pequeno, possibilitando a enumeracdo direta de
todos os elementos. Nesse caso, os elementos sao listados entre chaves e separados por
virgulas. Outra forma de representa¢éo de um conjunto é o diagrama de Venn. Esta € uma
representacao grafica que ilustra a relagéo entre conjuntos, em geral, por circulos que se

sobrepdem parcialmente ou totalmente

Teoria dos conjuntos
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Exemplo 2.1.3. Representagédo do conjunto A pelo diagrama de Venn é a figura a
seguir e sua representacdo por extensao: A={1, 2, 3}

Exemplo 2.1.4. Vejamos alguns exemplos de representacdo por extenséo
1. Conjunto das vogais: A={a, e, i, 0, u}.
2. O conjunto dos numeros naturais N ={0, 1, 2, 3, ....}.
3. Conjunto dos NUumeros Naturais maiores que 2 e menores que 7: B={3, 4, 5, 6}.
4

Conjunto dos Numeros Naturais maiores que 0 e menores ou iguais a 500:
C={1,2,3,4,5, ..., 499, 500}.

5. Conjunto dos numeros inteiros Z ={...., -2, -1,0, 1, 2, ...}.

Note que podemos ter 3 tipos de conjuntos: um conjunto com uma quantidade
pequena de elementos (item 1 e 2), um conjunto com uma quantidade grande de elementos
e usamos o simbolo ”...” como no item 4 e um conjunto com uma quantidade infinita de
elementos e usamos o simbolo ”...” como no item 3.

PERTINENCIA
Em respeito aos objetos e um conjunto, podemos analisar a relagéo de pertinéncia

entre tais. Isto é, se tal objeto € um elemento de um conjunto.

p) Seum elemento pertence a um conjunto, utilizamos o simbolo € que se 1&: “pertence”. Por
exemplo: a € A. Para representar a negacio da pertinéncia, simbolizamos com o simbolo ¢.

Exemplo 2.2.1. Alguns exemplos de pertinéncia.
1. Mato Grosso pertence ao conjunto dos estados da regido Centro-Oeste do Brasil.

2. Sao Paulo ndo pertence ao conjunto dos estados da regido centro-oeste do
Brasil.

3. O numero 3 pertence ao conjunto dos nimeros primos.

4. O numero 4 ndo pertence ao conjunto dos nimeros primos.
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Exemplo 2.2.2. Na figura abaixo ilustramos a nogéo de pertinéncia.
® os pontos vermelhos pertencem a A

08 pontos azuis ndo pertencem a A

Exemplo 2.2.3. Para dizer que 5 pertence ao conjunto dos numeros naturais,
escrevemos 5 € N.

Exemplo 2.2.4. Por exemplo, para dizer que -9 ndo é um numero natural, ou que -9
nao pertence ao conjunto dos numeros naturais, escrevemos -9 ¢ N.

Conjunto universo e conjunto vazio

Definicao 2.3.1. O conjunto universo é um conjunto que contém todos os
elementos do contexto no qual estamos trabalhando e também contém todos os conjuntos
desse contexto. O conjunto universo é geralmente representado por uma letra U.

O

@

Diagrama de Venn: Conjunto Universo U

U

E fundamental definirmos o conjunto universo que estamos considerando quando o
conjunto se relaciona a calculos matematicos.

Exemplo 2.3.1. Alguns exemplos utilizando solu¢des de equacbes

1. O conjunto das solugbes reais da equacéo 2x + 1 = 4. Aqui 0 conjunto universo
€ o conjunto de todos 0os nUmeros reais.

2. Se U é o conjunto dos nimeros naturais, entdo a equacdo 3x + 7 = 5 ndo tem
solucéo

3. Se U é o conjunto dos numeros reais, entéo a equacao 3x + 7 = 5 tem solugéo.
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Ja apresentamos a representacdo por extensdo no inicio deste capitulo. Agora,
vejamos outra forma de representar um conjunto.

Definicao 2.3.2. Um conjunto é representado por propriedade (ou compreensao)
quando é enunciada uma ou mais propriedades caracteristicas de seus elementos

Exemplo 2.3.2. Alguns exemplos de representag¢ao por propriedade
1. A ={letras do alfabeto};
2. B={aé uma vogal};
3. C={xé primo};
4

D ={x & um numero natural par}.

Obs  Em geral, a forma de escrever um conjunto por uma propriedade € da seguinte forma.

{a € U| descri¢ao da propriedade}

onde U € o conjunto universo. Lemos: “ € o conjunto formado por todos elementos a
pertencente a U tais que satisfazem a propriedade™.

Exemplo 2.3.3. O conjunto Q={a/b| a,b € Z e b # 0} é o conjunto das fracdes.

Exemplo 2.3.4. Ainda podemos descrever um conjunto através de propriedades,
como a seguir.

1.  A={x| é um ndmero natural impar menor que 5}, logo A={0, 1, 2, 3, 4}
2. B={xRIx*=1},logo B={-1, 1}
3. C={xl2n+1=x,neN},logo C={1,3,5,7,9, ..}
4. B'={xeNIlx2=1}logo B'={1}.
Note que neste caso é necessario dizer a qual conjunto universo o elemento

pertence. Os conjuntos B e B'tém a mesma propriedade, mas tomam seus elementos em
conjuntos universos diferentes.

Definicdo 2.3.3. Conjunto vazio é um conjunto que n&o possui elementos. E
representado por @.

Exemplo 2.3.5. Por exemplo:
1.  A={x| x é um nuamero natural impar menor que 0}, logo A= Q.
2. A={xIx<0ex>0}logo A=@.
3. A={},logo A= 0.

Teoria dos conjuntos
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CONJUNTOS IGUAIS

Dois conjuntos A e B sédo iguais quando todo elemento de A pertence a B e,
reciprocamente, todo elemento de B pertence a A. Em simbolos l6gicos:
A=B& (Vx) (xe A= xe B)
Exemplo 2.4.1. Veja a seguir os exemplos.
1. {abc d={dc b a
2. {1,8,5,7,9,..}={x| x é inteiro, positivo e impar}
3. {xl2x+1=5}={2}

SUBCONJUNTOS

Definicao 2.5.1. Dados os conjuntos A e B, diz-se que A esta contido em B,
denotado por A c B, se todos os elementos de A também estdo em B. Em simbolos I6gicos:
AcBe&e (Vx) (xe A= x€ B)

O conjunto A é denominado subconjunto de B .

Algumas vezes diremos que um conjunto A esta propriamente contido em B
quando o conjunto B, além de conter os elementos de A, contém também outros elementos
e A é denominado subconjunto préprio de B.

Obs Notagio: A C B. Lemos: “A esta contido propriamente em B™.

Em simbolos lbgicos,

ACBe [(VX) (XEA>XEB)A[@N(YEBAYEA)]

B

Exemplo 2.5.1. Representamos os conjuntos A={1, 2} e B={1, 2, 3} por diagrama
de Venn. Todo elemento de A é elemento de B, logo A c B. Neste caso, A é um subconjunto
préprio de B, pois 3 € Be 3 ¢ A.

Obs | Indicaremos o caso de ndo inclusio de conjunto por: ¢ e lemos “N&o esté contido em”. Por
exemplo: A ¢ B.
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Exemplo 2.5.2. Alguns exemplos de inclusdo de conjuntos
1. B={a b,c,d eeD={a c e}, entdto Dc B
2. B={1,2,3,4,5}eD={x, v, f},entao D ¢ B.
3. A={1,15}eD={-1,2,3,10, 15}, entdo Ac D, pois-1 e De 15 € D.

Perceba pelos exemplos acima que A c B implica dizer que TODOS os elementos
de A estdo em B, MAS nao podemos afirmar o contrario.

Propriedades da inclusao
Sendo A, B e C trés conjuntos arbitrarios, valem as seguintes propriedades:
1%) g c A ( 0 conjunto vazio est4 contido em todos os conjuntos)
2%) A c A (reflexiva)
3?%) (Ac Be Bc A) = A= B (anti simétrica)
4%) (Ac Be Bc C) = A c C (transitiva)

Igualdade de conjuntos

Usando a definicdo de subconjuntos podemos dar uma nova maneira para verificar
se dois conjuntos séo iguais, isto €, Ac Be B c A. Em simbolos légicos, temos
A=Bo (Ac BABcA)
Assim, para provarmos que A = B, devemos provar que Ac Be Bc A.

UNIAO

Definicao 2.6.1. Dados dois conjuntos A e B, chama-se unido de A e B o conjunto
formado pelos elementos que pertencem a A ou pertencem a B. Denotamos por AU B.
AU B={xixe Aou x € B}.

Obs O conjunto A UB lemos “A uniido B”.

Exemplo 2.6.1. Sejam A={1,2,3}e B={3, 4,5}, Assm Au B={1, 2, 3, 4, 5}.
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Exemplo 2.6.2. Alguns exemplos de unido de conjuntos.
1. {a bpu{c dt={a b c d;
2. {abfu{a c di={a b c d}
3. {1,5,9}u{-5,-14,10} ={-14,-5,1,5,9, 10}

Note pelo exemplo anterior que na unido ndo listamos o elemento duas vezes,
mesmo que esteja em ambos os conjuntos.

Propriedades da reuniao

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades:

1%) AU A = A (idempotente)

2%) AU g = A (elemento neutro)

3%) AU B= BuU A (comutativa)

48 (AuB)U C=AU (Bu C) (associativa)

Exemplo 2.6.1. Demonstrar que a unido dos conjuntos A e B é igual a unido dos
conjuntos B e A, ou seja, AUB=BUA.

Prova. Para mostrar que AU B= B U A, devemos mostrar que todo elementoem Au B
também esta em B U A, e vice-versa. Seja x um elemento em A U B. Isso significa que x esta
em A ou x esta em B (ou ambos). Se x estd em A, entdo x também esta em B U A, pois BU A
contém todos os elementos de A, além de quaisquer elementos adicionais em B. Da mesma
forma, se x esta em B, entdo x também esta em AU B, pois AU B contém todos os elementos
de B, além de quaisquer elementos adicionais em A. Portanto, concluimos que A U B esta
contido em BU Ae B U A esta contidoem AU B, e assim Au B=BUA.

INTERSECAO

Definicao 2.7.1. Dados dois conjuntos A e B, chamamos intersecdo de A e B o
conjunto formado pelos elementos que pertencem a A e a B, simultaneamente. Denotamos
por . Em simbolos l6gicos

AnB={xixe AN xe B}
O conjunto |é-se “Ainter B” ou “ A intersecéao B”.
Exemplo 2.7.1. Sejam A={1, 2, 3} e B={3, 4, 5}. Assim An B ={3}
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Exemplo 2.7.2. Vejamos alguns exemplos.

{a, B}n{c, dt=90

{a, b}n{a, c d={a}

{-14,1,5,9,10} n{-5-14,1, 10} ={-14, 1, 10}
{-3,-2,-1,0,1}n{-7,-2, -1} ={-2, -1}

{M,D, T,s, uyn{0O, M, E, S, u, dy ={M, U}
{{,0,d, BN {B, &) ={®, &}

AU

Ohs ) Dizemos que os conjunto A e B sao conjuntos disjuntos quando AN B = 0, isto €, quando
os conjuntos A e B ndo tém elemento comum. Caso de intersecdo de conjuntos disjuntos, na
representacgio do diagrama de Venn.

N
N AN,

Exemplo 2.7.3. Sejam A e B conjuntos. Entao
a. AnBcA
b. AnBcB.
Demonstragdo. Se AU B =g entdo como ¢ € um subconjunto de qualquer conjunto,
segue ANB=gc BeAnB =g c A.
Suponha ANB # @.
a) Sejaxe AnB entdo xe AN x € Bentdo x € A. Logo AnB c A.
b) Sejaye AnBentdoye ANy e Bentdoy € B. Logo AnNB c B.

Exemplo 2.7.4. Caso de intersegdo de conjuntos ndo disjuntos, na representagéo
do diagrama de Venn.

* Quando AnB é um subconjunto préprio de A e de B.
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Propriedades da intersecéo

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades:
1%) An A= A (idempotente)

2)Ang=¢g
3%) An B= Bn A (comutativa)
4*) (An B)yn C=An (Bn C) (associativa)

* Quando ANB = A.

Definicao 2.7.5. Dizemos que os conjunto A e B s@o conjuntos disjuntos quando
AN B=g, isto &, quando os conjuntos A e B ndo tém elemento comum. Caso de intersecéo
de conjuntos disjuntos, na representacédo do diagrama de Venn.

Exemplo 2.7.5. Demonstrar que a intersecdo dos conjuntos Ae B é igual a intersecao
dos conjuntos B e A, ou seja, An B=BnA.

Proof. Para mostrar que An B = B n A, devemos mostrar que todo elemento em
AN Btambém estad em B N A, e vice-versa. Seja x um elemento em A n B. Isso significa
que x esta em A e x esta em B. Portanto, x esta em B e x esta em A, e assim x esta em
B n A. Da mesma forma, se x esta em BN A, entdo x esta em B e x esta em A, e portanto x
estd em An B. Portanto, concluimos que An B esta contido em Bn A e Bn A esta contido
emAn BeassimAn B=BnA.

COMPLEMENTAR

Definicao 2.8.1. Dados os conjuntos A e B de um Universo U qualquer. Definimos
a diferenca de B por A, notagdo B - A, como o conjunto de todos os pontos que estdo em
B e ndo estdo em A.
Em simbolos logicos,
B-A={xe Ul (xe B) A\ (x¢A)}.
No diagrama de Venn abaixo, a regiéo verde escuro indica B- A
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Exemplo 2.8.1. Seja o conjunto Universo U contendo o conjunto B={0, 1, 2, 3, 4, 5}
e o conjunto A={1, 3}, entdo B- A={0, 2, 4, 5}.

B U

Definicao 2.8.2. Dados os conjuntos A e B de um Universo U qualquer, com A c B.
Chamamos complementar de A em relacdo a B o conjunto formado pelos elementos de
B que néo pertencem a A e indicamos por C’; .

Em simbolos I6gicos, Cg ={x € B|x & A}.

Exemplo 2.8.3. Considere um conjunto Universo U contendo o conjunto B = {1, 2,
3, 4, 5} e o conjunto A ={1, 2}, entdo o complementar de Aem relacdo a B & C‘; ={3, 4, 5}.

Vejamos o diagrama da figura a seguir.

Conjunto Universo U

Exemplo 2.8.4. Demonstrar que o complemento do complemento de um conjunto A
em um universo U é igual a A, ou seja, (A°)° = A. Para facilitar use a notacéo C’; = Ae.

Demonstragao. Vamos provar a dupla inclusdo A C (A°) e (A°)° C A.
(C): Sejax € A. Entdo, x € A, 0 que significa que x € (A°)°.
(2): Sejay € (A°)“. Entdo y € A°, 0 que por sua vez implica que y € A. |
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CONJUNTOS NUMERICOS

Os nameros surgiram da necessidade de contagem do ser humano e, a medida que
a sociedade evoluiu, os numeros também evoluiram, sendo organizados em conjuntos. A
compreensao dos conjuntos numéricos deriva do entendimento basico de um conjunto.
Nesse contexto, os conjuntos numéricos sdo definidos como agrupamentos de niumeros
que compartilham caracteristicas semelhantes. Neste texto, exploraremos a concepgao
desses conjuntos, visando compreender os elementos que os constituem.

Temos, entéo, os seguintes conjuntos numeéricos:

+  Conjunto dos numeros Naturais (N).
+  Conjunto dos numeros Inteiros (Z).
+  Conjunto dos numeros Racionais (Q).

+  Conjunto dos numeros Reais (R).

Assim temos as inclusdes proprias NS Z S Q& R

CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

Definicao 2.10.1. O conjunto dos numeros naturais é representado pela letra
maiuscula N, este conjunto abrange todos os numeros N = {0, 1, 2, 3, 4, ...} positivos,
incluindo o zero. Entdo este conjunto forma uma sucess&o infinita, na qual dizemos que o
2 é o sucessor do 1, 0 3 é 0 sucessor do 2, e assim por diante. Dessa forma, on+ 1 € o
sucessor de n.

N={0,1,2,3,4,...,n,n+1,.}

Obs  Os pontos de reticéncia dio a ideia de infinidade, pois os conjuntos numéricos sio infinitos.

Nesse conjunto sdo definidas duas operacdes fundamentais, a adicdo e a
multiplicac@o, que apresentam as seguintes propriedades:

Propriedades 2.10.1. Veja as seguintes propriedades.

A.1) Associativa da adi¢éo: (a + b) =c=a+ (b + ¢) para todos a, b, c € N.
A.2) Comutativa da adicdo a + b =b + a para todos a, b € N.

A.3) Elemento neutro da adi¢do: a + 0 = a para todo a € N.

M.1) Associativa da multiplicacéo: (ab) ¢ = a (bc) para todos a, b, c € N.
M.2) Comutativa da multiplicagéo: ab = ba para todos a, b € N.

M.3) Elemento neutro da multiplicacdo: al = a para todos a, b € N.

A.M) Distributiva da multiplicacao relativamente & adi¢éo: a (b + ¢) = ab + ac para
todo a € N.
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Exemplo 2.10.1. Observe que da propriedade A.1 temos que: (2+3) +4 =2 + (3 + 4).
Isto significa que podemos calcular cada lado da igualdade e o valor € o mesmo.

Lado esquerdo: (2 +3)+4=5+4=09.

Lado direito: 2+ (3+4)=2+7=09.

Exemplo 2.10.2. A propriedade M2 para nimeros naturais nos garante que a ordem
dos fatores néo altera o produto. Por exemplo: 3-2=2 - 3.

CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS
Definicao 2.11.1. Representado pela letra 7, o conjunto dos nimeros inteiros é
formado por todos os nimeros que pertencem ao conjunto dos Nimeros Naturais mais os
seus respectivos opostos negativos.
Z={.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}
Subconjuntos importantes.
e Z,={0,1,2,3,4,..}
o Z={.,-4,-3,-2,-1,}
e I*={.,-4,-3,-2,-1,1,2,3,4, ..}
No conjunto Z sao definidas também as operagdes de adicdo e multiplicagcdo que
apresentam, além de [A.1], [A.2], [A.3], [M.1], [M.2], [M.3] e [AM], a propriedade:

A.4) Simétrico (ou oposto) para a adi¢ao: Para todo a € Z existe -a € Z tal que
a+(-a=0
Devido a propriedade [A.4], podemos definir em a operagcdo de subtracao,
estabelecendo que
a+(-by=a-b
para todos a, b € Z.
Exemplo 2.11.1. Observe os sinais das operacoes.

1. 11-8=3
2. -5-9=-14
3. 12-33=-11

Adicao
Na adicdo de numeros inteiros:

1. Para nimeros inteiros positivos, é realizada da mesma forma que a soma de
numeros naturais.

Por exemplo, (+ 3) + (+ 4) = + 7, 0 que representa a soma de dois créditos.
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2. Para nimeros inteiros negativos, é realizada adicionando os nUmeros naturais
e atribuindo o sinal “-”, indicando débitos.

Por exemplo, (- 2) + (- 6) = - 8, 0 que representa a soma de dois débitos.

Multiplicacao
Na multiplicagéo de numeros inteiros:

1. Quando multiplicamos dois nUmeros inteiros positivos € 0o mesmo que multiplicar
em nameros naturais, e como 0os nimeros naturais sdo fechados em relagédo
a multiplicagéo, entédo o produto de dois inteiros positivos € um inteiro positivo.

Por exemplo
(+5) x (+2) = (+2) + (+2) + (+2) + (+2) + (+2) =2 +2+2+2+2=10=5x 2.
Da mesmaforma, 4 x5=5+5+5+5 + 5 =20. Portanto, (+) x (+) = +.

2. Quando multiplicamos um nimero positivo por um nimero negativo, o resultado
deve ser um nUmero negativo, pois estaremos somando varias vezes um
mesmo numero negativo.

Porexemplo, (+4) x (-2) =4 x (-2)=(-2) +(-2) + (- 2) + (- 2) = - 8.
Da mesma forma, (+4) x (-5) =4 x (-=5)=(-5) + (- 5) + (- 5) + (- 5) = - 20.
Portanto, (+) x (=) = -.

3. Quando multiplicamos um ndmero negativo por um numero negativo, o
resultado ser4 um numero positivo para manter a propriedade distributiva da
multiplicagcéo em relacao a adicéo, a associativa por exemplo.

Divisibilidade
Definicao 2.11.2. Dizemos que um namero inteiro a é divisivel por um nimero
inteiro b se existe um numero inteiro c tal que a = b - ¢. Neste caso, escrevemos bla e
dizemos que b é um divisor de a. Caso contrario, dizemos que b ndo divide a e denotamos
porbta
Exemplo 2.11.2. Vejamos alguns exemplos.

1. Note que 21 6, pois existe c=11talque 6 =2 - 3.

2. Note que 5155, pois existe c= 11 tal que 55 =5 - 11.

3. Note que 4 }7, pois ndo existe ce Ztalque 7 =4 - c.

4. Note que 9 t -32, pois ndo existe c € Z tal que -32 =9 - c.

Se bla, também dizemos que a € um multiplo de b e que b é um fator de a.

Obs  Se b| a, também dizemos que a € um multiplo de b e que b € um fator de a.
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Definicao 2.11.3. Dizemos que um nimero inteiro « é impar se ndo é divisivel por 2.
Logo podemos escrever todo numero inteiro impar como 2n + 1, para algum n € Z.

Exemplo 2.11.3. Vejamos alguns exemplos.
1. 3=2-1+1
2. 256=2-12+1

Definicao 2.11.4. Dizemos que um nimero inteiro « é par se é divisivel por 2. Logo,
podemos escrever todo numero inteiro par como 2n, para algum n € Z.

Exemplo 2.11.4. Vejamos alguns exemplos.

1. 4=2-2
2. 28=2-14

Definicao 2.11.5.: Dizemos que um numero inteiro « é primo se é maior que 1 e

seus unicos divisores positivos sGo +1, ae - a.
Obs | Os primeiros nimeros primos séo: 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47, 53,59,61,67,71,73,

79, 83,89 ¢ 97.

Exemplo 2.11.5. O numero 20 néo é primo, pois possui divisores diferentes de 1
e de 20. Os numeros 2, 4, 5 e 10 sao divisores de 20. Perceba que ele pode ser expresso
como um produto de dois ou mais divisores:

20=2+10=4+*5=2+2%5

Teorema 2.11.1 (Algoritmo da Divisao). Sejam a e b dois nimeros inteiros, com
b > 0. Entao existem numeros inteiros g e rtaisque a=bg +r,onde0<r<b

Perceba que neste tipo de resultado, os nUmeros a e b sdo dados, mas devemos ser
capazes de encontrar o quociente e o resto.

Assim, dizemos que bla se o resto da divisédo é zero e b t a se o resto é diferente
de zero.

Exemplo 2.11.5.

1. Note que 216, pois existe c=3talque6=2-3+0(g=3 e r=0).
2. Note que 5155, pois existe c=11talque 55=5-11+0g=11er=0).
3. Notequedt7,pois7=4-1+3qg=1er=3).
4. Noteque9+-32,pois-32=9-(-4)+4qg=-4er=4).
Teorema 2.11.2. Todo numero natural n maior do que 1, ndo primo, pode ser
decomposto como produto de numeros primos. Essa decomposi¢do é Unica, a menos da

ordem dos fatores.
Teorema 2.11.3. Existem infinitos numeros primos.
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CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS

Considere a seguinte situacéo: medir a quantidade de macas em uma cesta usando
a unidade de medida 'dizia’ significa determinar quantas dlzias de magés ha na cesta.
Assim, se a cesta contém 90 macgéas, entdo 90 + 12 é a quantidade de dlzias de laranjas
na cesta. Portanto, 90 + 12 = 7 + 1/2 significa que ha 7 dlzias e 1/2 de uma dulzia; ou, de
forma equivalente, 100 laranjas correspondem a 7 dlzias mais 6 magas.

Definicao 2.12.1. Representado pela letra @, o conjunto dos Numeros Racionais
formado por todos os numeros inteiros Z, os numeros decimais finitos e os numeros

. . . .. gz ge N a
decimais infinitos perioddicos, ou seja, todos aqueles que podemos escrever na forma -
com b =0.

Q:{%membez}

A seguir apresentamos propriedades muito Uteis para operar nUmeros racionais.
Propriedades 2.12.1. Sejam — =€ Q.

1?) Igualdade: % = %(: ad = bc;

_— a c ad-+be
2% Adicédo: 4+ =——

a o s o ok © 0 ac
3% Multiplicacéo: = 7= d’
4% Divisdo: = — L x4 _ ad.

b c [

No conjunto dos racionais destacamos os subconjuntos:
e Q, (conjunto dos racionais néo negativos);
e @ (conjunto dos racionais ndo positivos);
¢ Q* (conjunto dos racionais nao nulos).

Exemplo 2.12.1. Alguns exemplos

2 5 2*%445%3 23
1 3 + 4 = 3 T 12
—4 9 (=)*2+49*7 55
2 7 + 2 7%2 T 14
3 5 13 5*%—3*13 _ -9
' 3 6 3*6 — 18
2 x5 _ 25 10
4 3 6 3% 18
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Representacao decimal
Notamos que todo nimero racional — pode ser representado por um nimero
a b
decimal. Passa-se um ndmero racional = Para a forma de numero decimal dividindo o
inteiro a pelo inteiro b. Na passagem de uma notagéo para outra podem ocorrer dois casos:
1°) o numero decimal tem uma quantidade finita de algarismos, diferentes de zero,

isto é, € uma decimal exata.

27
1000

1 3
—=10,5 == 0,027 e > = 0,75

2°) o numero decimal tem uma quantidade infinita de algarismos que se repetem

periodicamente, isto €, € uma dizima periddica:

= =0,333.. e~ = 1,8333..= 1,83,

Quando a decimal é exata, podemos transforma-la em uma fracdo cujo numerador
€ o numeral decimal sem a virgula e cujo denominador é o algarismo 1 seguido de tantos
zeros quantas forem as casas decimais do nUmero dado.

Exemplo 2.12.2.

27
1. 0,27 = Too

2 3100 - 2
3. 71,5428 = L2428

10000

NUMEROS IRRACIONAIS
Definicao 2.13.1. Os numeros irracionais sdo todos os nimeros decimais infinitos

n&o-periodicos.

Obs Em simbolos: o conjunto dos ndmeros irracionais € igual a R — Q).

Exemplo 2.13.1. O numero m, é aproximadamente igual a 3, 14159265..., é
irracional. Este numero é o resultado da divisdo entre uma circunferéncia de um circulo e
seu diametro.

Precisamos mesmo saber sobre numeros irracionais? Sim , pois os numeros
irracionais aparecem naturalmente nos problemas do dia-a-dia. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.13.2. /2 é um numero irracional.

Pense na seguinte situa¢do: desejamos construir uma rampa em formato triangular
onde a altura e a base formam um angulo reto e suas medidas sdo 1 metro. Qual seria o
comprimento da rampa?
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A figura a seguir ilustra a situagdo Usando o Teorema de Pitdgoras e chamando
c h o comprimento da rampa, temos que

H=12+12=2.

1 h Assim, h= 2.

A 1 B

Assim, h= ﬁ que é um namero irracional.

Exemplo 2.13.3. O nimero de Euler, denotado por e, é aproximadamente de 2,
71828. Este niUmero € muito utilizado em calculo, analise matematica, probabilidade e
teoria dos numeros, e é o valor da série infinita:

1 1 1

ondenl=n-(n-1)-(n-2)...2-1.

Exemplo 2.13.4. O nimero de ouro @, € aproximadamente 1, 61803. Este nimero é
proveniente de uma razao entre segmentos: Quando dividimos uma linha em dois segmentos
de comprimentos a e b, com 0 < b < a, ao dividirmos de tal forma que a parte maior a pela

parte menor b é igual dividirmos o comprimento total a+b é para a parte maior a.

a—|—b_E
a b
a b

o A o

Wb—/

Algebricamente ¢ = (1 +/5)/2 e & uma raiz da equacao do 2° grau x2-x—1 = 0.

CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

Definicao 2.14.1. Chama-se conjunto dos numeros reais, denotado por R, o
conjunto formado por todos os numeros com representagdo decimal, isto é, os numeros

racionais e 0s numeros irracionais.

Obs Dessa forma temos as inclusoes
NCZCQGR
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Destacamos R em trés outros subconjuntos:

R, : conjunto dos reais n&o negativos;

R_: conjunto dos reais negativos;

R* : conjunto dos reais n&o nulos.

Intervalos
Outro tipo de subconjunto de R s&o os intervalos
Definicao 2.14.2. Dados dois numeros reais a e b, com a# b, definimos:

intervalo aberto de extremos a e b é o conjunto (a, b) ={xe Rla<x<b}

1.
intervalo fechado de extremos a e b é o conjunto[a, bj={x€ R| a< x < b}

2.

3. intervalo fechado a esquerda (ou aberto a direita) de extremos a e b é o
conjunto[a, b) ={x € Rl a< x< b}

4. intervalo fechado a direita (ou aberto a esquerda) de extremos a e b é o

conjunto (a, bj={xe Rl a<x< b}
Os numeros reais a e b sdo denominados, respectivamente, extremo inferior e

extremo superior do intervalo.
Exemplo 2.14.1. Por exemplo, vamos verificar os seguintes intervalos.

12,5[={x€ R |2 < x<5} ¢ intervalo aberto.

1.
- 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 °
2. [-5,5]={x€ R -5 < x <5} é intervalo fechado.
‘ T T T T T T T . 0
.5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
3. ]1-L,71={x€ RI-% < x=7}éintervalo fechado & esquerda.
_7
5
i f ‘ 1 ; g ‘ 1 ; . (O] >
o -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 17
4. [9,-%[={xe]R§I-9sx<-r[}éintervalofechadoadireita.
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Exemplo 2.14.2. Por exemplo /=[-3, 2] e J = (0, 4].
Assim | U J =[-3, 4].

Logo I nd=(0,2].

—o0

: ! t . :
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Note que a representacé@o visual de cada intervalo usamos “bola aberta” para
intervalo aberto (condicionado ao uso do simbolo < ou >) e usamos “bola fechada” para

intervalo fechado ( condicionado ao uso do simbolo < ou 2)

Ohs  Note que o conjunto {1,3} € diferente do intervalo [1,3].

Definicao 2.14.3. Seja a € R. Definimos os Intervalos infinitos do tipo
1. aberto a direita sendo o conjunto
]-»,a[={xeRIx<a}
ou fechado a direita sendo o conjunto
(-»,al={xeRIlx<a}
2. aberto a esquerda sendo o conjunto
]b,o[={xeRIb<x}
ou fechado a esquerda sendo o conjunto

[b,o[={xeRIb<x}

Exemplo 2.14.3. Exemplos de intervalos infinitos:
+ Intervalo aberto a esquerda: (- «, 0)
+ Intervalo aberto a direita: (0, «)
+ Intervalo semiaberto a esquerda: ( - %, 1]
+ Intervalo semiaberto a direita: [1, ®)
+ Intervalo fechado a esquerda: (- ®, )

+ Intervalo infinito em ambas as diregdes: ( - ®, «).
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INTRODUCAO AOS POLINOMIOS

O estudo de polinémios é fundamental para a anélise de modelagem de problemas.
Suas propriedades algébricas sdo base para os cursos de exatas, como nas disciplinas de
Calculo Diferencial e Integral, Algebra Linear e Teoria dos Nimeros. Neste capitulo iremos
apresentar os resultados principais e conceitos necessarios para um primeiro contato com

este tema.

MONOMIOS

Definicdo 3.1.1. Um produto de numeros reais e variaveis, recebe o nome de
mondmio.
Exemplo 3.1.1. Por exemplo:

1. 3x2
2. -35°¢
3. 102 a3

Note que todo mondémio é composto por duas partes: o coeficiente numérico e a
parte literal (formada por letras).
Exemplo 3.1.2. No caso do exemplo anterior:

1. 3 é o coeficiente numérico e x2a parte literal
2. -35 € o coeficiente numérico e t” a parte literal

3. 102 é o coeficiente numérico e a®a parte literal

ADICAO E SUBTRACAO DE MONOMIOS
Definicdo 3.2.1. Somente podemos somar ou subtrair monémios semelhantes e
para isso conservamos a parte literal comum e adicionamos ou subtraimos os coeficientes
numeéricos.
Por exemplo:
1. 2b+3b=5b
2. -bt+t=-4t
3. 12A-7A+10r+1=5A+10r+1
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MULTIPLICACAO DE MONOMIOS
Ao multiplicar mondmios, devemos seguir 0s seguintes passos:
1° Passo: realizar a regra de sinal, quando necessario.
2° Passo: multiplicar os coeficientes numéricos.

3° Passo: quando houver parte literal igual, devemos conserva-la e somar os
expoentes. Ou seja, devemos aplicar a propriedade da multiplicagdo de
expoentes com bases iguais.

Exemplo 3.3.1. Por exemplo:
1. 2w 4w=8w?
2. 7txbax*3t=211+5a
2 4 8 2
3. Sy Dy = ——
3X X TN
DIVISAO DE MONOMIOS
Ao dividir monémios, devemos seguir 0s seguintes passos:
1° passo: realizar a regra de sinal, quando necessario.
2° passo: dividir os coeficientes numéricos.

3° passo: quando houver parte literal igual, devemos conservé-la e diminuir os
expoentes. Ou seja, devemos aplicar a propriedade da diviséo de bases iguais,

Exemplo 3.4.1. Por exemplo:
1. 4xP+2x5=2x°
15¢° 3

Sa

2.

6 4
a

INTRODUGAO AOS POLINOMIOS

Definicao 3.5.1. Um polinémio é uma expressao algébrica de dois ou mais termos.
Da seguinte forma.
px)=a x"+..+a,xX*+a, x+a,

onde os termos a,, a a,, a, € R sdo chamados de coeficientes do polinémio,

N1t

o termo a, # 0 é chamado coeficiente lider e n € N é chamado de grau do polinémio,
denotado por gr(p)=n.

Obs | Nao definimos grau para o polindmio nulo.

O polinbmio nulo é aquele em que todos os seus coeficientes sdo nulos.
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Exemplo 3.5.1. Alguns exemplos de polindmios
1. 7x-1éum polinémio de grau 1.
2. V5x2-3x+9 é um polinémio de grau 2.

3. 4x%-2x*+ 8x%- x+ mé um polindbmio de grau 5.

Obs | Polindmios n@o admitem poténcias n € R\ N. Por exemplo, \/x e % sd0 ndo polindémios.

ADICAO E SUBTRAGAO

Adicao

Sejam os polinémios p(x) =a, X"+ ... + a,xX*+a, x+a,e q(x)=b_x"+ ...+ b,x*+ b,
X+ b,com 1 <n=m.Assim definimos a soma de p(x) e q(x) como o polinébmio

C,X"+..+C,X+C,
cujos os coeficientes ¢, que acompanha o grau i € {0, 1, ..., m} sendo
¢,=b,sei>nouc=>b+a,seisn

Isto €, somamos os coeficientes de grau i de p (x) + g (x) € a soma do coeficiente de
grau i de p(x) com o coeficiente de grau i de q(x)

Exemplo 3.6.1. Considere os polinbmios

P(x) =3x®+ 5x2- 2x + 4 e Q(x) = 2x3- 4x2+ 3x - 7. A soma dos polindmios P(x) e

Q(x) é:
P(x) + Q(x) = (3x%+ 2x3) + (6x2-4x?) + (- 2x+ 3x) + (4 -7) = 5x%+ x2+ x - 3.
Exemplo 3.6.2. Considere a soma de polindbmios (- 2x2=5x - 2) + (- 3x3+ 2x - 1).
Operando os sinais, temos - 2x2+ 5x-2 - 3x3+ 2x-1=-3x%-2x2+ 7x - 3.
Subtracao

Sejam os polinébmios P(x) - a, X" + ... + a, xX* + a, X + a,e com 1 < n < m. Assim

definimos a diferenga de q(x) e p(x) como o polindmio
c,X"+..+C X+C,
cujos os coeficientes ¢, que acompanha o grau i € {0, 1, ..., m} sendo
c,=b,sei>n e ¢c,=b-a,seisn

Isto €, somamos os coeficientes de grau i de gq(x)- p(x) € a diferenga do coeficiente
de grau i de q(x) com o coeficiente de grau i de q(x).

Exemplo 3.6.3. Considere os polindmios P(x) = 4x3+ 3x?- x + 6 e Q(x) = 2x%- 5x?
+4x- 2.

A subtracdo dos polindmios P(x) e Q(x) é:
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PO — Q) = (4" + 3x" — x + 6)— (2" — 52" + 4x — 2)
4 13 — x4+ 6 — 26 4+ 5% — 4x + 2

=(4x3 - 2x3) + (3x2 + 5x2) +(—x—4x)+ (6 + 2)

=2x3+8x2—5x+8.

Exemplo 3.6.4. Considere a diferenca de polinémios (- 2x2 + 5x - 2) - (- 3x% + 2x -

1). Para remover os parénteses, devemos lembrar que a operagdo de subtragéo satisfaz a
propriedade distributiva com todos os termos do segundo parénteses, assim:
-2x2+5x-2+3x3-2x+1=3x3-2x2+3x- 1.

Multiplicacéo de polindmios

Para efetuarmos a multiplicacdo de um polindbmio por outro polindmio devemos
utilizar a propriedade distributiva.

(m)

= acx’ + adx + bex+ bd = acx® + (ad +be)x+bd
Exemplo 3.6.5.

(X—2 I—) = (x)(x) + () (=5) + (=2) (x) + (=2)(=5) =x2 = Tx + 10
2

Exemplo 3.6.6.
1
—2) x—3=x'——x-3

()0 +()(=2)+ G) o)+ (%) (—2)=x2+( L

Uma outra forma que podemos fazer a multiplicagdo em geral para polinémios.

Definicéo 3.6.1. Considere os polinémios p=a, x"+...+a,x+a,e g=b, X"+ ... +
b, x + b, Entéo o produto p = g é dado pela formula

1
+3)x-2)
2

12| L

m+n i
*g=c  x " 4utcx4c = > cx
p q = min 1 0o i—o i
i
onde ¢, = X @ *b_ parai€{0,1,..,m+n
=0
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Exemplo 3.6.7. Sejam p(x) = 3x2+ x + 2 e q(x) = 4x - 5. O polinémio p(x) g(x) tem
grau 3. Considere

a = 2, by = -5,
a = 1, by =4,
a = 3 b,

a = 0 b3y =

©
»
@.
3

bo_, =apbp =2(—-5)=-10

8

Il
(N

kS

.,
Il
=)

cp = ar-bi,=aph +arbp=2-4+1-(—5)=8-5=3

™ -

.,
Il
=

ar-by_, =aghy+aib; +axbg =2(0)+1(4) +3(-5)=4—-15=—11

1

cy =

~
i
o

-b3_, =aobs +aiby+axby +aszby +asbg =2(0)+1(0)+3(4)+0(-5) =12

el

Il
-
kS

.,
Il
=)

assim p(x) - q (x) =¢, X*+ ¢, x+ ¢,=12x3- 11x2+ 3x - 10. O resultado também pode
ser obtido através da distributividade.

(3x"+(x —%)

1
(3:5%) (4x) + (3x3) (=5) + (€5 2 () +(.@5)
2

2

= 120> — 1522 + (4x® +8x) + (—5x — 10)
1223 — 1122 +3x— 10

Produtos notaveis

A seguir destacamos algumas das vantagens dos Produtos notaveis.

Simplificacao de Calculos: Produtos notaveis permitem simplificar expres-
sOes algébricas complexas de maneira rapida e eficiente.

Facilidade na Resolucéo de Equacdes: O uso de produtos notaveis facilita a
resolucdo de equacgdes algébricas.

Desenvolvimento do Raciocinio Algébrico: Trabalhar com produtos notaveis
ajuda no desenvolvimento do raciocinio algébrico e na habilidade de reconhe-
cer padrdes, habilidades que séo Uteis em todas as areas da matematica.

Introdugao aos Polindmios

36



Alguns produtos notaveis.
Sejam u e v nUmeros reais, variaveis ou expressodes algébricas.

1. Produto de uma soma e uma diferenca: (u+ V) (u- v) = u?- v2

2. Quadrado de uma soma de dois termos: (U + V)2 = u?+ 2 uv + V2

3. Quadrado de uma diferenca de dois termos: (u - v)2 = u?2- 2 uv + v2
4. Cubo de uma soma de dois termos: (Uu+ V)3=u3+ 3 u2v-3 uv?+ v4
5

Cubo de uma diferenca de dois termos: (u- v)3 = u®- 3 u?v+ 3 uv?- v3

Divisao de Polindmios
Definicao 3.6.2. O algoritmo de divisdo: Sejam p(x) e f(x) polinémios. Entao existe
um polinémio q(x) e um polinémio r(x) tais que

p(x) = f()q(x) + r(x) (3.3)

onde 0<gr(n<gr(fyourx)=0

Assim como a divisdo de nUmeros naturais, a divisdo de polinbmios € composta por
dividendo, divisor, quociente e resto. O polindmio q(x) & conhecido como quociente e r(x)
conhecido como resto, em (3.3).

Exemplo 3.6.8. Acompanhe o exemplo resolvido pelo método da chave:

(x=5x-13) + (x-4)

Inicialmente, devemos escrevé-lo na seguinte forma:

x2—5x—13 x — 4

Iremos dividir o termo de maior grau pelo termo de maior grau do divisor, isto
é, x2+ x = x. O resultado encontrado ird multiplicar o polinémio x-4. O resultado desse
produto devera ser subtraido do polinbmio x2- 5x - 13. Juntando os termos semelhantes e
abaixando o -13:

x° = 5x — 13 lx—4 )/C;/SX - 13 Lx :4
- (- :\5 — (X — 4x) |
« w0 * - x —13

Agora, considerando o polindmio - x - 13, iremos repetir o processo, dividindo - x + x.
Novamente, o resultado desse produto devera ser subtraido pelo polinbmio que sobrou no

dividendo 3x-12.
x2—5x—13 l x — 4

—;x2—4x) _x-1
- x—13
- (—x+4)
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Resumindo ¥ —5x—13|x—4

—x% 4 4x x—1
—x—13
x —4
-17

Assim, (x2-5-13)=(x-4) (x-1)-17eoresto é - 17.
Exemplo 3.6.9. Vamos dividir o polindmio x3 - 2x2 - 5x + 6 pelo polinbmio x-1,

-2 —5x+6|x—1
—x7 +x? X —x—6

usando o método da chave.

—x?—5x
2
x° —x
—6x+6
6x—6

Neste caso, a diviséo é exata pois o resto € igual a zero. Assim
Xx3-2x2-5x+6 = (x2-x-6) (x-1)
Exemplo 3.6.10. Vamos dividir o polinémio x3 - 2x2 - 5x/2 + 7 pelo polinémio x-3,

usando o método da chave.

x3—2xz—%x—|—? x—3
—x343x2 xz—i—x—i—%

x2—3x
—x% +3x
%x—i—?
3
—2Xt)
17
2

Portanto x3- 2x2-5x/2 + 7 = (x- 3) (x3-2x2-5x/2 + 7) + 17/2.

TEOREMA DO RESTO E TEOREMA DE D’ALEMBERT

Vamos apresentar alguns resultados que caracterizam o resto da divisdo de
polinémios por binébmios.

Teorema 3.7.1. (Teorema do Resto). Seja a= 0. O resto da divisdo de um polindmio

P(x) pelo binbmio ax+b é igual ao valor numérico P(- i)
a
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Exemplo 3.7.1.
a. Vamos calcular o resto da diviséo de P(x) = x2+ 5x - 1 por B(x) = x + 1, usando
0 Teorema do Resto.

Neste caso temos a=1e b= 1, logo o resto da divisao é .

P(—%)zP(— D=(C-1D"+5-1)—-1=1-5-1=—5.

b. Vamos calcular o resto da divisdo de P(x) = x2+ 2x - 3 por B(x) = 2x - 1, usando
o Teorema do Resto.

Neste caso temos a=2 e b =-1, logo o resto da diviséo &

P(—El)zp(i)z(L)2+ 2(%)—3=%+1—3=%—2=—%.

2 2 2

O teorema a seguir € um caso particular do Teorema do Resto, isto €, quando
estamos interessados em diviséo exata.

Teorema 3.7.2. (Teorema de D’Alembert). Seja a # 0. O polindmio P(x) € divisivel
pelo bindmio ax + b se, e somente se, P(- i) =0.

Exemplo 3.7.2. ¢

1. Vamos mostrar que P(x) = x?+ 2x + 1 é divisivel por B(x) = x + 1, usando o
Teorema de D’Alembert. Neste caso temos a=1e b=1, logo

P(-)=PED=CD+2-D+1=1-2+1=0
2. Vamos mostrar que P(x) = x2+ 2x + 1 ndo é divisivel por B(x) = x- 1, usando o

Teorema de D’Alembert.

Neste casotemos a=1e b=-1,l0go P(— leL): P)=D’+2)+1=1+2+1=4.
Logo, o polinémio P(x) ndo é divisivel por B(x).

DIVISAO DE POLINOMIOS PELO METODO DE BRIOT-RUFFINI

O método de Briot-Ruffini € um algoritmo para encontrar o quociente e o resto da
divisdo de polinbmios de certo formato. Sejam P(x) = a, x"+ a,x™" +...+a_,x+a_ e Q(x)
= x - u, onde u € R. Vamos dividir o polinébmio P(x) e Q(x) usando o método de Briot-Ruffini.

Escrevemos os coeficientes na forma a seguir.

u [43] az as Ap—1 an

1° passo: Repita o coeficiente a1 na linha abaixo

oy (753 1] dy iy

| a1
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2° passo: Multiplique o coeficiente a, por u e some a a,. Coloque este resultado
abaixo do coeficiente a,

iy [15] iy y1
| iy a1+ az |

3° passo: Multiplique o coeficiente a,u + a, por u e soma a,. Coloque este resultado
abaixo do coeficiente a,.

i

al az as dp 1
| ay ayu+ds (au+as)-utas |

iy

4° passo: Repetir o argumento até preenchimento da entrada abaixo do coeficiente
a,, 0 qual chamamos de r.

u |ar  az as e 1 ty
| @y auta; (autar)utas e ((((ayu+as) -u+az)utay)...+a, )Juta, | r
assim

5° passo: o resultado da divisdo é

ax* '+ (aqqu+a)x" 2 + ((aju+az) -u+a3))x* > + ..

com resto r.
Exemplo 3.8.1. Vamos dividir o polindbmio P(x) = x3 - 6x2 + 11x - 6 dividido por
Q(x) = x - 2 usando o método de Briot Ruffini. Aqui u = 2.

1° Passo
2 1 —6 11 —6
[ 1
2° Passo
2 1 —6 11 —6
1 1-2-6
2 1 —6 11 —6
1 —4
3° Passo
2 1 —6 11 —6
1 —4 —4-2411
2 1 —6 11 —6
1 —4
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4° Passo

2 1 -6 11 -6
1 —4 3 3.2-6
2 1 -6 11 -6
1 —4 3 0
Resumindo
1 -6 11 -6
1‘_"" I‘-“‘ l‘-\‘
2 ;2}1"-8’1 -‘6'1
VA AV
SRR ‘=|-' 0
k‘.-', \‘_', \‘_', \‘_‘,
logo
2 ‘ 1 —6 11 ‘ —6
| 1 —4 3 | 0

Portanto o quociente da divisédo € x2- 4x + 3 e o resto é zero.
Exemplo 3.8.2. Vamos dividir o polinébmio x3+ 1 por x+1, usando o método de Briot-
Ruffini. Neste caso u = -1.

L - v g *

-1 T B L A NS B

S .7 p Lt by .

| Ay AT 7

7 e .ee PN

z' A ] o * i *

D N U A I A B E/

‘\ ,' ‘.._" ‘\_,‘ ‘\_,"

Resumindo

—1 ‘ 1 0 0 ‘ 1
|1 —1 1 | 0

Portanto o quociente da divisdo x2- x + 1 e resto 0.
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