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PREFACIO

A presente obra é destinada a discussdo de conceitos iniciais sobre a andlise estrutural
dos paineis de contraventamento em edificios altos, contemplando o levantamento historico da
vertente continua de analise. De forma global, este texto parte da analise dos painéis de
contraventamento usuais, passa pelos sistemas comuns de travamento por lintéis e tece
comentarios sobre a competente analise dindmica.

No capitulo 1 é desenvolvida a analise unidimensional dos ndcleos estruturais, também
denominados de pilares de paredes finas. A abordagem se da por duas vertentes: 1. A teoria da
Flexo-Torcdo, unindo as teorias da Torcao livre (Saint-Venant) e da Tor¢do de empenamento,
e 2. A teoria de Vlassov, consonante com teoria da membrana e abordando os conceitos do
esforco de Bimomento e a propriedade Area Setorial da secéo transversal.

Ja no capitulo 2 é apresentado o historico da Técnica do Meio Continuo (TMC) como
mecanismo de andlise estrutural dos painéis de contraventamento dos edificios altos usuais,
bem como, delineiam-se as analises e caracterizacbes dos seguintes painéis de
contraventamento: 1. Parede de corte, 2. Portico Plano de quadro retangular e 3. Ndcleo
estrutural aberto.

Ao fim, no capitulo 3 é contemplada a andlise tridimensional dos nlcleos estruturais,
estudando-os como a associacdo de paredes finas e contraventaveis por lintéis, dispostos: 1.
Horizontalmente, 2. em Z e 3. em X. Inclusive é procedida analise dinamica dos pilares em
formato de ndcleo estrutural C como secdo transversal.

Prof. Dr. Weslley Imperiano Gomes de Melo
Professor Adjunto 111 da UFRPE
Curso de Engenharia Civil
Estruturas






EPIGRAFE

“Tornar o simples complicado é ficil;
tornar o complicado simples, isto é a
CRIATIVIDADE?”

Charles Mingus
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- INTRODUGAO

A grande relevancia do estudo continuo de estruturas é a minoragdo perceptivel no
nimero de pardmetros envolvidos e como consequéncia a brutal simplificacdo no
processamento dos dados. A titulo ilustrativo tém-se trés parametros envolvidos na analise
tridimensional de edificios altos, enquanto que ativa apenas um parametro na analise
unidimensional (realizada nos painéis em separado).

Ademais, este livro contempla o estudo das paredes finas, visando a analise estrutural
dos nucleos estruturais do entorno dos elevadores nos edificios altos. A formulagdo vai deste a
abordagem unidimensional, com a teoria de Flexo-torcao, até o estudo da secdo propriamente
dita com a teoria de Vlassov (consonante a teoria da membrana) e o implemento dos conceitos
de: empenamento, bimomento e &rea setorial.

Por fim, sdo expostos informagdes historicas e o equacionamento dos painéis de
contraventamento, em separado: 1. Parede de corte, 2. Portico plano regular e 3. Nucleo
estrutural. Sdo expostas, ainda, as formulacdes dos sistemas de contraventamento dos painéis,
via: 1. Lintéis horizontais, 2. Lintéis em formato de Z e 3. Lintéis em X. Contempla ainda, o
procedimento para analise dindmica dos painéis, desde a obtencdo do sistema de equacdes
diferenciais até o seu desacoplamento e exposicao da resposta e modos de vibragao.

Imagem disponivel em: < https://websmed.portoalegre.rs.gov.br/escolas/marcirio/pensar/edificio.htm > Acessada em:
23/03/2025.
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ANALISE UNIDIMENSIONAL DE PILARES DE PAREDES FINAS

DEFINIGOES BASICAS

a) Torgdo de Saint-Venant

Na Figura 1.1 é apresentado o estado de carregamentos de duas se¢des de paredes finas,
uma com formato duplo T (Fig. 1.1 a) e a outra em formato de C (Fig. 1.1 b). Em ambas séo
indicados os centros geométricos, sendo o primeiro deles, o Centro de Gravidade (CG), e 0
segundo o Centro de Torgéo (D).

Figura 1.1 — Estado de carregamento da secao de paredes finas em nucleos: (a) duplo T e (b) C

p{i_ p
I |« PH | !
CC =D Lt . 1”
Z< 4 h Z< i o
cGl [/ D
| —> Pu :
v v (b)
y o y

Fonte: O Autor (2025)

Definigio de Centro de Gravidade (O5): E de ponto de aplicacéo resultante de todos 0s

vetores da forca de gravidade que atua sobre o corpo estudado, ou seja, € o ponto de equilibrio
do corpo. evitando o deslizamento ou o tombamento do mesmo.

Imagem disponivel em: < https://compraco.com.br/en/blogs/construcao-civil/14-tipos-de-formas-estruturais-para-edificios-
altos > Acessada em: 23/03/2025.
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Em consequéncia da analise estrutural da Figura 1.1 (a) tem-se a escrita do momento de
torgdo T, como:

T =py.-h+p.e (eq.1.1a)
E ainda da Figura 1.1 (b) escreve-se:

T=p.(x+d,) (eq.1.1b)
A seqguir, na Figura 1.2 € evidenciado o fendmeno de rotacdo ¢ da secdo transversal,

bem como, apresentado o deslocamento lateral wy.

Figura 1.2 — Estado deformado da secéo de paredes finas duplo T: (a) secdo completa, (b)
enfoque na parte superior da secdo e (c) tridngulo retangulo formado pela rotagdo ¢ em relacéo
ao deslocamento lateral wy

VA

L i
o §
/f], - | t/Z‘ I ANV \;\ |
2/2 &% h
h/2 }‘(/) x /2
e ©
‘A (b)

Fonte: O Autor (2025)

da analise trigonométrica do deslocamento lateral em detrimento da rotacdo e altura da secao

transversal, ver Figura 1.2 (c), exprime-se:

) h
tgp~ ¢ = Tf wr = ¢.5 (eq.1.1¢)

2
por conclusdo do estudo da Torc¢do de Saint-Venant, procede-se a derivacdo da equacéo (1.1 c)

até a terceira ordem da deflexao lateral, assim detalhado:

dog 4,y o

dx —dx\"'2) 2 dx

d*wy _ d (doy :i(ﬁ d_¢):ﬁ a’¢

dx? dx\dx )] dx\2 dx/ 2 dx?

dPw; h d¢

dx3 = EW (eq 12)

b) Definicdo do Centro de Tor¢do

O Centro de Torcdo também pode ser denominado de Centro de Cisalhamento ou de
Centro de Corte, sendo representado por CT ou D. Neste material do curso representar-se-a o
centro de torcdo pela letra D maiUscula.
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Desta forma, define-se o Centro de Torgéo (D) como o ponto onde ao se passar o plano
de cargas transversais ndo se ativa o efeito de tor¢do. Ver Figura 1.3. Este ponto pode, ou néo,
estar contido na se¢do transversal, porém serd definido com base no formato e dimensdes da
mencionada secao.

Figura 1.3 — Flexdo e corte da secdo de paredes finas ao aplicar carga apenas no centro de torcéo

v(x)
P
D Z
S (x DEFORMADA POR
""" CorTEE FLEXAD
¥Ybp

Fonte: O Autor (2025)

Como ficou claro, ao aplicar cargas no Centro de Torcdo ativa-se apenas esforco
cortante e momento fletor, logo seria mais 16gico a nomenclatura de Centro de Corte, porém é
mais recorrente na literatura atualizada a presenca do termo Centro de Torc¢ao, dai a sua adogdo
neste material didatico.

Ademais, faz-se importante o plano de cargas transversais como aquele que contém o0s
carregamentos perpendiculares ao eixo da barra analisada, sendo comumente representado pela
letra beta, conforme Figura 1.4.

Figura 1.4 — Representacéo do plano de carga: (a) no eixo de uma viga biapoiada e (b) detalhe de
esforgos solicitantes ativados por plano

M(x)
—_— n (x)
A B
e e RAI Y(x)
() (b) x
Fonte: O Autor (2025)

q(x)

Neste instante é importante frisar a propriedade de que eixo simetria da secdo indica
eixo de localizagdo do Centro de Torc&o, porém muito cuidado ao utiliz&-la, pois a reciproca
ndo é verdadeira. Assim, uma se¢do com duplo eixo de simetria, como € o caso de um retangulo,
tera o Centro de Torgao coincidente com o centro de gravidade, o qual se localiza no encontro
dos dois eixos de simetria.

No caso de se¢es com Unico eixo de simetria é possivel afirmar, de pronto, que o Centro
de Torcdo estara localizado por sobre este eixo, sendo apenas preciso proceder o
equacionamento para determinar a posi¢éo exata. Vide Figura 1.5.
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Figura 1.5 — Representacdo genérica do centro de tor¢ao no Unico eixo de simetria de uma se¢ao

_dz;é_%
/

iinico eixo
de simetria

N
A

Fonte: O Autor (2025)

¢) Localizacdo do Centro de Torgdo da se¢do retangular

Na localizagdo do centro de torgdo procede-se a aplicagdo de uma forga F, na diregédo y
e com isso sera ativado um cisalhamento resultante 7, do fluxo 7,,.. Vide Flgura 1.6 (a). Em

contraposicdo, ao aplicar a forca F, na direcdo z sera ativado o fluxo cisalhante 7, e com
resultante ,, conforme ilustra a Figura 1.6 (b).

Figura 1.6 — Determinacdo do centro de torcao em se¢do retangular: (a) fluxo e resultante de
cisalhamento na direcéo y, (b) fluxo e corte resultante na direcéo z e (¢) condicéo de simetria

Y Fluxo Cisalhante ’)l(‘
tt [ CG =
t1igtt 7, | |
¢ / Z —h 3 » %
t 1 Tyt 1 1 Pardbola ——F
(a)

Ny A
=
—
-

T
Tt 40
nmn

de 2° grau

L7 L w y l ©
TZ

Fonte: O Autor (2025)

Ademais, ressalta-se que a se¢do retangular é duplamente simétrica (ver Figura 1.6 c) e
que o centro geométrico CG coincide com o cruzamento dos eixos de simetria e principais de
inércia, 10go os eixos y e z.

As resultantes 7, e 7, sdo esforgos cortantes, isto porque as forcas F, e F, sdo aplicadas

intencionalmente nos eixos principais de inércia (y e z respectivamente), visando com isso, a
ativacao apenas da flexao e corte. Logo ndo excitando tor¢éo na estrutura. Desta forma, conclui-

D
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se que 0 cruzamento dos eixos y e z também definem o Centro de Torcdo, pois atende ao
pressuposto fundamental de neste ponto, ao se aplicar cargas, ndo ocorrer a ativacao de torcao.

Cabe deixar bem explicito que a origem dos eixos y e z, conforme mencionado no
parégrafo anterior, definird o Centro de Tor¢ao desta secdo transversal caracterizada por dupla
simetria. Assim, pode-se estender este conceito e definir que sempre que a secdo possuir
dupla simetria, o Centro de Torc¢do (D) coincidird com o centro geométrico (CG). Vide
Figura 1.7.

Figura 1.7 — Posicionamento do Centro de Torcédo em: (a) se¢do retangular e (b) se¢do genérica
duplamente simétrica
»A

(a) (b)
y v y

Fonte: O Autor (2025)

d) Teoria da Flexo-Torgdo

d.1) breves discussdes sobre a Teoria da Flex&o

Da Teoria de Flexdo dos eixos, segundo Euller-Bernoulli, tem-se a deflexdo lateral
expressa em termos do momento fletor, como:

x> E.Ij (eq.1.3)

Ao derivar a equacdo (1.3) e impor que o esforgo cortante equivale a derivada do
momento fletor, tem-se:

=—= (eq.1.4)
Unindo as equacdes (1.2) e (1.4) é possivel escreve a relacdo do esforco cortante com a
rotacdo da se¢do, como:

h d3¢ _/Wf h d3¢
T « Y% =-ElI. (E)'W (eq-1.5)
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d.2) Teoria da Flexo-Torc¢éao

Na Figura 1.8 é apresentado o binario formado pelo esfor¢o cortante lateral.

Figura 1.8 — Binario de esforgos cortantes laterais 7; para a se¢do de paredes finas em duplo T

% | |

/s | |
Fonte: O Autor (2025)

Da analise do momento de tor¢do ocasionado binario do esforgo cortante 7, escreve-
se:

My, = 7. h (eq.1.6)
Impondo a equacéo (1.6) na equacgéo (1.5), tem-se:

h? d3¢ d3¢

mftEiUzw=_E'If'7'ﬁ=_E'Cw'W (€q17)

hZ
sendo: C,, = If. > a constante torsional por empenamento da se¢do transversal; e
E.C, —arigidez ao empenamento da secao transversal. E lembrando que o momento de
torcao livre é expresso mediante a rotacdo diferencial, como:

d¢
M, = Mg = G']'E (eq.1.8)

E, por fim, 0 momento de tor¢do M, serd expresso por:

do d3¢
mem’tS‘l‘m’tw:G.].E—E.C(‘,.W (€q19)

Reescrevendo-se a equagao (1.9), apos divisdo pela rigidez ao empenamento (E.C,) €
deixar o termo de maior ordem de derivagdo como positivo, constata-se:

d¢ 6] dp -Mm,
dx3 E.C, dx E.C,
- Equacéo Diferencial da Flexo-Torgéo -

(eq.1.10)

d.3) Teoria de Vlassov

A Teoria de Vlassov para o estudo das sec¢Oes de paredes foi complemente exposta em
sua tese de doutorado, de referéncia Vlassov (1962), e considera as seguintes hipoteses de
modelagem:
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+ As barras sdo de secdo transversal aberta e constituidas de paredes finas
(delgadas), retas ou curvas;
e A barra sera delgada quando a razéo da espessura (t) pela altura (d) da
parede ndo superar 10 %, bem como, se a razdo entre a altura (d) pelo
comprimento (¥), da mencionada parede, seguir a mesma limitacao.

Assim: t<01 d<01
ssim: 7=0 e 7=0

sendo: t — espessura; d — comprimento de um trecho (reto ou curvo) da
secdo transversal (também denominavel de altura da parede
fina); e £ — comprimento total da barra. Ver Figura 1.9.

Figura 1.9 — Esquematizacéo das dimensdes, eixos e a linha esqueleto da secéo de paredes finas

Fonte: O Autor (2025)

+ A secdo transversal sera substituida pelo equacionamento em linhas que passam
no eixo de simetria das paredes finas, cuja denominacéo é Linhas de Esqueleto;
e Define-se por Linha de Esqueleto como a linha imaginaria que passa no
meio da espessura t da i-ésima parede fina.
e Ainda, tem-se “8” como a ordenada local que passa na linha esqueleto,
cujo sentido € arbitrado por quem procede a analise estrutural.
+ O Sistema Coordenado de Referéncias (SCR) passa pelos centros geométricos,
ficando definido o sistema gravitacional se passar no CG e o sistema flexional
se passar no centro de torcéo D;
e Onde: x — é o0 eixo longitudinal da barra; além, de y e z — que sdo 0s
eixos principais de inércia, definidos no plano da se¢éo transversal.
e Ademais, 0s eixos y e z pertencem ao plano a perpendicular ao eixo
longitudinal da barra, conforme é ilustrado na Figura 1.10.
+ A espessura t dos trechos da secdo de paredes finas pode ser variavel ao longo
da ordenada s, logo, representada por t(s);
+ O elemento diferencial da i-ésima parede fina, conforme esquema da Figura
1.11, tera:
e espessura t(s);
e comprimento ds; e
e dareads = t(s).ds.



16

Introducdo a modelagem continua de Painéis de Contraventamento

Figura 1.10 — Plano a perpendicular ao eixo longitudinal da barra e que contém os eixos
principais de inércia

EIXO LONGITUDINAL
DA BARRA

Fonte: O Autor (2025)

Figura 1.11 — Elemento diferencial de determinada parede fina

Fonte: O Autor (2025)

+ Ap0s a deformacdo na barra, por flexo-torgdo, conforme apresentado na Figura
1.12, a secdo transversal projeta-se indeformada, cuja ocorréncia a classifica
como rigida no plano yz; e

Figura 1.12 — Deformacéo das paredes finas por flexo-torc¢éo: (a) estado indeformado e (b)
posicdo deformada

(@) x (b) X

Fonte: O Autor (2025)

+ Né&o ha distorcéo no plano yz, isto verificando que y,, = 0, conforme ilustrag&o
na Figura 1.13.

Figura 1.13 — Elemento diferencial submetido ao fendmeno de distorg¢éo

Kczi /

Fonte: O Autor (2025)

o (Observacao: Nao havendo distorgéo, resta apenas representar os efeitos
de translacgéo e de rotagéo.
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d.4) Revisdo sobre Equacao Diferencial Ordinéria

d.4.1) Equacéo Diferencial de ordem 3 ndo homogénea

Da equacédo (1.10) é procedida a definicdo do parametro A e reescreve-se a equacao
diferencial, como:

Lo, db_ M

dx3 ‘dx E.C,

(eq.1.11)

G.J

sendo: 1% = EC.

A solucdo da EDO apresentada na equacgdo (1.11) é processada mediante as seguintes
etapas:

» 12 Etapa: Solucdo homogénea
+ Equacdo caracteristica: ¢ —21%.¢p' =0
sendo adotada como solugdo: ¢ = e™;
¢’ =m.e™;
¢ =m3.e™
m3.e™ — 2. m.e™ =0
mq =0 "Solugdo Trivial”
2 m, =4
m.(m?>—-22) =0 N m?— 22 = 0 7
Nmg =-21
+ Solucdo por combinacdo linear:

¢h(X) = Al.eml'x + Az.emz'x + A3

Pn(x) = Ay.e? + Ay.e™ + Ay

Chservacao: lembrando que a obtencio da solugdo homogénea passa pela transformagcao de
funcbes exponenciais na combinacao de fungdes hiperbdlicas, logo expressa por:
ef®* = cosh(a.x) + senh(A.x)
do que aplicando no caso concreto fica:
¢n(x) = Ay [cosh(A.x) + senh(A.x)] + A,. [cosh(A.x) — senh(A.x)] + A3
ouainda: ¢, (x) = (4; + A,).cosh(A.x) + (A; — A,).senh(A.x) + Az

por ultimo, exprime-se: ¢n(x) = A.senh(A.x) + B.cosh(Ad.x) + C (eq.1.12 a)
sendo: A = A, — Ay; B =A, +A,; e C = As.

» 2% Etapa: Solucdo particular

Admitindo que o momento de torcdo M, € a varidvel
[f(x) = M,] e pode ser descrita como o termo que é responsavel pela
caracterizacdo da solucdo particular. Desta forma, genericamente, a
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solugdo particular ¢,(x) pode ser escrita como uma funcdo f;(x)
semelhante a f(x), como:

bp(x) = f1(x) (eq.1.12 b)

Observacao: Diz que uma fungdo é semelhante a outra se for da mesma natureza, por
exemplo, se ambas forem polinomiais, ou trigonométrica, ou hiperbdlica e assim
sucessivamente.

cujas derivadas, da eg. (1.12 b), sdo expressas por:

, dfi(x)
¢p(x) = f;xx

" d?f1(x)

p (X) = dx2

i d*f,(x)

p (X) = d;lc3

por fim, aplicam-se as derivadas da solucdo particular na EDO ndo homogénea, neste caso a
equacdo (1.11), e quantificam-se os coeficientes da solugéo particular ¢,(x). Disto feito, a
substituicdo pode ser expressa genericamente, como:

d3¢p(x) _ )2 d¢p(x) _ _mx

dx3 " dx  E.C,
d*f1(x) ., df1(x) 1
T— Ac. dx = _E.Cw f(x) (eq. 1.12 C)

Deste ponto, a caracterizagdo dos coeficientes da funcdo resposta f;(x) ocorre pela
aplicacdo do método da igualdade dos termos semelhantes da equacédo (1.12 c).

d.4.2) Equacao Diferencial de ordem 4 ndo homogénea

Visando exemplificar o procedimento de solucdo geral de uma EDO de ordem 4 nao
homogénea, procede-se a derivacdo da equacado (1.9) e reescreve-se:

d d d3 d

{G.].—d)—E.C qb}:a{gﬁx}

dx @ dx3
GIl,.¢" —E.I,.¢"" =M, =m (eq.1.13)

dx

sendo: G. I, —arigidez torsional, logo seré a resisténcia da barra para evitar a rotacdo por torcao;

E.1, — a rigidez a0 empenamento, ou seja, € a resisténcia que a barra oferece ao
deslocamento relativo dos bordos livres da se¢do aberta.

E lembrar que se adaptou a nomenclaturade: I, =Jel, = C,,.

Agora, dividindo toda a equagdo (1.13) pela rigidez torsional, a fim de deixar o
coeficiente como pré-multiplicador do termo de maior ordem de derivacéo, escreve-se:
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" EI(U nrr m
¢ —Wq‘b A (eq.1.14)
it it
E.l E.l I
de: 7% = 2= 2 = [2.(1-v).=2
onde \/G.It £ . 1-v) I,
t

2.(1-v)’

Apds multiplicar a EDO da equacéo (1.14), por (—1), reescreve-se:
—-m

2" — " = L (eq.1.15)

Neste ponto, a solucdo da equacdo diferencial apresentada na equacdo (1.15) é
processada atraves das seguintes etapas:

» 12 Etapa: Solugdo homogénea

+ Equacao caracteristica: Py — =0
h h
sendo adotada como solucgéo: ¢, = e?*;

br = 22 e

d);lm — /14.6’1’6

Qe — )2 e =0
e =0 "Solucdo Trivial"

/7 }11=0
22=0
e (2. (222 — 1)} = 0 Ny = 1
rhs =y
A —1=
N, =1
Ay z

Observacao: sabe-se que as raizes A, e A, geram os termos (C;) e (C,.x), bem como, a raiz A5

X X
gera o termo (Cg. e Z) e araiz A4 conduz ao termo (C4. e‘i).

+ Solucdo por combinagcdo linear:
X X
Pn(x) =Ci+Cr.x+C3.et+Che

— X — X
ou ainda: ¢p(x) = €1 + C.x + C3.senh (Z) + C4.cosh (— ;) (eq.1.16 a)
sendo: C; = C3 — Cy; € Cy = C3 + C,.
» 22 Etapa: Solucdo particular

Observa-se que o termo particular da EDO, ver equacdo (1.15), é
a constante m, logo a soluc¢éo particular pode ser proposta de modo que
a derivada pré-multiplicada pela unidade seja uma constante (mesma
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natureza do termo particular). Neste caso, adotando-se a derivada
segunda constante:

p (X) =k (eq.1.16 b)

cuja derivada quarta é:

d)HH (x) — 0

do que ao substituir na EDO apresentada na equacao (1.15), quantifica-
se a constante k, como:

/LZ IIII_ II=_m
PTG,
—-m
20—k =—
G.1I,
k = m
T G.I,

+ Por fim, a escrita da solugéo particular ¢, (x) sera procedida pela
dupla integracdo da equacéo (1.16 b), ficando:

qbp(x):f fkdx dxzf{ G_Itdx}

ol e =23
=Gl =61, 2

» 3% Etapa: Solucdo geral, como soma das solugdes homogénea e particular

¢(x) = dn(x) + ¢p(x)

¢(x) =C; + Cy.x + Cs. senh(l') + C,. COSh</(,) + AR x? (eq.1.17)
t

A solugdo apresentada na equacao (1.17) esta em conformidade com o teor apresentado em
Mori & Munaiar Neto (2017, p. 152). E por fim, esclarece-se que a determinagéo dos coeficientes
C,, C,, C; e C, séo obtidos mediante aplicacdo das condi¢Ges de contorno da barra na equacéo
(1.17). A seguir sdo apresentadas e discutidas as condigdes contorno tipicas.

d.5) Condicdes de contorno devido a Teoria da Flexo-Torc¢ao (TFT)
Neste material serdo apresentados trés casos de vinculagdo, sendo o primeiro para a
barra monoengastada, o segundo para o apoio de garfo e, por ultimo, a configuracdo de

aplicacdo de cargas nas paredes finas de modo a ativar o bimomento (B).

d.5.1) 1° Caso: Barra engastada — livre (monoengastada)

Na Figura 1.14 é apresentado ao caso da barra com base/inicio engastado, na abscissa
x = 0, e extremo livre, para a abscissa x = 4.
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Figura 1.14 — Primeiro caso de vinculacéo da barra, caracterizado por engaste no inicio e
extremo final livre sem aplicacéo de carga axial

Hh P=20
x=0 x=7

Fonte: O Autor (2025)
Desta forma, no inicio da barra tem-se as seguintes condi¢des de contorno:

+ Deslocamento axial nulo: u(x =0) =0
+ Rotacdonula: p(x =0) =0
+ Empenamento nulo: ¢'(x =0) =0
+ Inexisténcia de momento de torcdo livre, gerando momento de torcédo
equivalente a derivada do bimomento:
Me(x=0)=0 - M =M +My, - M(x=0)=-B'(x=0)
E no extremo livre postula-se:

+ Bimomento nulo, em decorréncia da nulidade de carga axial no extremo final:

—P
P=0 - oo=—1/=0 ~ 0=0,=—.wp, — Blxx=£€=0
A I,

d.5.2) 2° Caso: Vinculo de garfo

Agora, na Figura 1.15 é apresentado o apoio de garfo, cuja principal funcéo € permitir
0 empenamento da barra (deslocamentos axiais), porém trava a rotacdo ¢ em relacao ao eixo.

Figura 1.15 — Desenho esquematico do apoio de garfo

x
Fonte: O Autor (2025)

Admitindo-se ainda a ndo existéncia de bimomento no ponto de apoio conferido pelo
garfo, tem-se as duas condicdes de contorno:

+ Rotacdo nula: ¢ =0
+ Derivada segunda da rotacdo como nula:
B=E.l,¢" - ¢¢"'=0

d.5.3) 3° Caso: Extremidade livre com aplicacdo de carga
concentradas nas paredes finas

Na Figura 1.16 é apresentada a atuacéo de cargas axiais concentradas nas paredes finas
de uma secéo em formato de nucleo duplo T.
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Figura 1.16 — Configuracdo de aplicacéo de cargas axiais centradas na se¢éo de paredes finas em
duplo T, a fim de produzir bimomento de convencgao positiva

Fonte: O Autor (2025)

Cuja quantificacdo do bimomento na secéo € procedida via:

=1 A Aq
P n
logo com o devido equacionamento: B = Z A—l.wpci. j dA;; -~ B= Z{P,-. wpcl.}
. i .
i=1 A: i=1

i

De onde pode-se sintetizar o tracado do diagrama de ordenadas de areas setoriais w,,
cujo raio de varredura é o proprio Centro de Torc¢do D. Vide Figura 1.17.

Figura 1.17 — Diagrama de Ordenadas de Areas Setoriais Principais wp: (@) notagdo vetorial
das cargas, (b) diagrama propriamente dito e (c) sentido positivo de varredura com centro D

b by,
2 H
L D | i
I® ©‘|_"_ | —0—5
h ,
. 2 by
L] | LA A
AN
HLH . by o
T b T

Fonte: O Autor (2025)

Ficando definido w,. como as ordenadas (valores) da area setorial no ponto de
aplicacdo da i-ésima carga concentrada axialmente. O que neste caso concreto sera:

done, 1 /b h b'.h
dAd; =—= & Wpg =241 > Wy, =295\ 55 |2 Wpe =

Definicao de Bnomento: Séo os dois momentos fletores evidenciados na Figura 1.16 e
que atuam nas duas mesas (aba superior e aba inferior), cujos modulos séo iguais e diferem



23
Prof. Dr. Weslley Melo

apenas pelo sentido, sendo um contrario ao outro. Esta definicdo pode ser encontrada em
Vlassov (1962, p. 32 — 33).

Tal conceito pode ser visto também em Smith e Coull (1991, p. 311 e 314), com o
entendimento de que o Bimomento é o fenémeno de associacdo de flexdo plana das abas

paralelas de um nucleo, de modo que a flexéo seja de igual intensidade, mas opostas entre si.
Ver Figura 1.18.

Figura 1.18 — Representagéo dos dois momentos associados que caracterizam o fendmeno de
Bimomento em nucleos estruturais

M, (x)
1/2(51/\\- L4

=TT

%(x)

Bimomento
B(x) = M(x).L

Fonte: Adaptado de (Smith; Coull, 1991)

d.6) Convencao de sinais

Tal conceito pode ser visto também em Smith e Coull (1991, p. 311 e 314), com 0
entendimento de que o Bimomento é o fendmeno de associacdo de flexdo plana das abas

paralelas de um nucleo, de modo que a flexdo seja de igual intensidade, mas opostas entre si.
Ver Figura 1.19.
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Figura 1.19 — Convenc&o positiva para os momentos de torc¢do, uniforme m e concentrado 9t,,
bem como, do angulo de rotacéo ¢ e do bimomento B
M, +dM,

Fonte: Adaptado de (Mori; Munaiar Neto, 2017)
e) Definicdo de Empenhamento

Definicio de Enpenanmento. E o deslocamento relativo entre os pontos alinhados de
uma secao transversal aberta, quando estad submetida a um momento de tor¢éo. Esta deformacéo
é decorrente da rotacdo elastica ¢ da secdo de paredes finas. Ver Figura 1.20.

Figura 1.20 — Empenamento de uma se¢do circular de paredes finas aberta: (a) estado de
carregamento e (b) estado deformado com énfase no empenamento da se¢éo transversal

T /\

.
. .
N .
. .
.
. .
. .
. .
.
.
.
.
N
.
.
\ \

(a) (b)
Fonte: O Autor (2025)

f) Exemplo de Aplicacdo

EXTRAIDO & ORGANIZADO a partir de (BARBOSA, 1978). Nesta secéo, discutiremos
a andlise unidimensional do pilar de paredes finas em formato de nucleo estrutural C, cujo
geometria e indicacdo dos eixos € ilustrado na Figura 1.21. Desta forma, pede-se:
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a) Escrever a Solucdo Geral da EDO da Flexo-Torcao;
b) Determinar os coeficientes da Solucdo Geral; e
c) Expressar a rotacdo da secdo em funcdo do eixo longitudinal do pilar, logo, escrever

b ().

Figura 1.21: Geometria, eixos e centro geométricos da se¢do do pilar de paredes finas

R
051 cGa
+“—@ —®
z D
ylr

Fonte: O Autor (2025)

SOLUCAO:

a) Inicialmente partindo da EDO expressa na equagio (13), procede-se:
A solugao da letra “a” é processada em quatro etapas, quais sejam:
» 1* Etapa: Reajuste da EDO.
G.I;.py —E.1,.¢)" =m, (eq.1.18)

Agora simplificando a EDO com a divisao da equacao (1.18) pela rigidez ao empenamento
da secdo, além de multiplica-la por (—1) para que o termo de maior ordem de detivacio seja

positivo, reescreve-se:

(eq.1.19)

G.1
lembrando que: 72 = L=

El, "~

bem como, que M, - é o momento de tor¢ao distribuido uniformemente na altura do pilar.

» 2* Etapa: Solu¢io Homogénea.
% Equagio caracteristica: -1 Py =
sendo adotada como solucio: ¢, = e?*;
¢ = A2 e,
P = At e

AeM —r2 )2 oM =
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e’ =0 "Solucio Trivial"
4 ,=0
Vd 1
V4 /12 == O
e 2.2 -r)}=0 N1, =0
13 =rTr
\ 7
A —r2=0
N 14 = -r

Observacao: sabe-se que as raizes 41 e Ay geram os termos (Cy) e (Cy.x), bem como, a raiz A3

gera o termo (C3.e %) e a raiz A4 conduz ao termo (C4.e 7).

+ Solugio por combinagio linear:
(l)h(X) = Cl + Cz.x + C3.e rx + C4,.e_r'x

ou ainda: ¢p(x) = €1 + C4.x + C3.cosh(r.x) + C4.senh(r. x) (eq.1.20 a)

sendo: C3 = C3 + Cy; ¢
C_‘4 = C3 - C4_.

» 3% Etapa: Solucio Particular.
Observa-se que o termo particular da EDO, ver equacido (1.19), é a constante m,, logo a
solugao particular pode ser proposta de modo que a derivada pré-multiplicada pela unidade seja

uma constante (mesma natureza do termo particular). Neste caso, adotando-se a derivada segunda

constante:
p (X) =k (eq.1.20 b)

cuja detivada quarta é nula. Assim: ¢, (x) = 0. Do que a0 substituir na EDO apresentada na

equacio (1.19), quantifica-se a constante k, como:

rnrr _1
bxy — 12 Ox, “EL
0—r%k= 1 m
TR,
mx
TTZEI,

+ Por fim, a escrita da solugio particular ¢p (x) sera procedida pela
dupla integracio da equagao (20 b), ficando:

¢xp(x)=J Jkdx dXEJ{ rzmTiclwdx}dx

U fd d] my. x*
r2E1 =22 k0,

ressalvando que o momento de tor¢do M, assume fun¢do constante na altura e foi representado

na dissertacao analisada como: m, = my.
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» 4* Etapa: Solucio Geral, como soma das solu¢des homogénea e particular.

$(x) = dn(x) + ¢p(x)

2

_ _ mgy. X
¢$(x) =C1+ Cy.x + C3.cosh(r.x) + C4.senh(r.x) + > 0 (eq.1.21)

.r2 E.I,

b) A determinagido dos coeficientes presentes na equagao (1.21) sera procedida via
aplicagao das condigdes de contorno

Na Figura 1.22 ¢ apresentado o pilar analisado e evidenciadas as condi¢oes de contorno e

a atuacao do momento de tor¢ao distribuido.

Figura 1.22: Condicdes de contorno do pilar de paredes finas analisado

_ ¢y =0
x_H%{EJJItH;tO

Fonte: O Autor (2025)

Antes de aplicar as condi¢des de contorno, é importante detivar a funciao ¢(x), até a ordem

que for necessaria, assim:

2
_ _ My. X
¢(x) =Cy + Cy.x + C5.cosh(r.x) + C4.senh(r.x) + ZT'ZO—EIw
_ _ my. X
¢'(x) = Cy + C3.1r.senh(r.x) + C4.7r.cosh(r.x) +
r2.E.l,
_ _ m,
¢" (x) = C3.7%.cosh(r.x) + C4.r%.senh(r.x) + ———
r2.E.1,
¢""(x) = Cs3.13.senh(r.x) + C,4.73. cosh(r. x)
Agora, aplicando-se de fato as condi¢oes de contorno:
1 , _ , — — my. 0
- P'(x=0)=¢y=0 ~ C,+ Cs.7.5enh(0) + C,.7.cosh(0) + TZEL =0
C,+CuTr=0 eq.1.22a
q
2 p(x=0=¢yg=0 -~ C;+ Cp.x+ C3.cosh(0) + C,.senh(0) + mo—.()z =0
> 2.r2.E.1,
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C1+C3=0 (eq.1.22 b)
~ < m
¢"(x=H)=¢y=0 ~ Cs.r%cosh(r.H) + C,.r% senh(r.H) + ST EOI -0
E.I,

Para facilitar a notagio pode-se trecorre a: Cy = cosh(r.H) e Sy = senh(r.H),

escrevendo-se:

my

Cs.7% Cy. 12 = .1.22
C3 r CH+C4_T SH+r2.E.Iw 0 (eq C)
4 / "
WM =H)= M, = GI.¢'(x=H)—E.I,.¢" (x = H)
— — mo.H
—th = Glt{CZ + C3.T.SH + C4.r. CH +m}
—E.1,.{C5.73.54 + C,.73.Cy} (eq.1.22 d)

# Resolvendo o sistema de equagdes algébricas advindo das equacdes
(1.22 a) a (1.22 d), tem-se os coeficientes escritos como:

1
=g, Mo (R H.Sy+ 1) + My, .15y} (eq.1.23 a)
fth + mo.H
C:=-"2fr1, (eq.1.23 b)
- 1
e A I Co {-mo.(r.-H.Sy +1) —M,,.7.5y} (eq.1.23 ¢)
— ith + mo.H
*T T3 E I, (eq.1.23 d)

c) Expressao da rotagdo da segdo transversal

Ap6s inserir as equacdes (1.23) na equacio (1.21), escreve-se a expressio da rotacio ¢(x)
da secao transversal, como:

4
¢ =-F ;n.oéfﬂ)“'{(r. HCS: =2 [cosh(r.x) — 1] — . H.senh(r.x) +
x 1 /x\2
+. |55 () ]} +
m,,. H>
B m-{tg(r. H).[cosh(r.x) — 1] — senh(r.x) + r.x}  (eq.1.24)

E aproveita-se o ensejo para evidenciar a equagio de variagio do empenamento ¢'(x) ao

longo do eixo longitudinal x do pilar, por:

&0 = — my. H3 {(r. HSy+1)

E.l1,.(r.H)?3 Cy
m,,. H>
E.1,.(r.H)?

.senh(r.x) —r.H.cosh(r.x) + r.H. [1 — %]}

A{tg(r.H).senh(r.x) — cosh(r.x) + 1} (eq.1.25)
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LOCALIZAGAO DO CENTRO DE TORGAO PARA SECAO
DE PAREDES FINAS

1.2

a) Hipodteses basicas

Na busca de estruturas que é a lei em seguranca e economia é que se projeta elementos
com sec¢do transversal formada por chapas metélicas, também denominadas de Barras com
secdo delgada, estes com paredes cada vez mais finas, potencializando o efeito da flexo-torgéo.
E importante ressaltar que a imposicéo de paredes finas em pilares altos de pontes ¢ realizada
a fim de viabiliza-lo economicamente, em termos custo de material empregado.

Conforme explicitado por Vlassov (1962), quando ha aplicacdo de cargas ndo simétricas
em secdes de paredes finas, sdo gerados esfor¢cos combinados de flexdo e de torcdo, ficando
assim caracterizada a flexo-tor¢éo. Vide Figura 1.23.

Figura 1.23 — Nucleo duplo T (paredes finas) submetido a: (a) flex&o simples, (b) torc¢éo pura, (c)
flexo — torcéo e (d) estado deformado da flexo — torcéo

NN

(©

(SILv]

Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)
A analise da sec¢éo de paredes finas é postulada por Vlassov (1962) e segue as seguintes
hipoteses:

a) A barraé delgada aberta se a espessura t for desprezivel em detrimento da dimenséo
d da parede. Além da irrelevancia de d baseado com o comprimento ¢. A relagdo

maxima admitida € de um décimo (t/d < 0,1) e (d/g < 0,1), conforme indicagdes

na Figura 1.9.
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b) A secdo transversal é projetada de modo indeformado (deslocamento de corpo
rigido), quando da acdo de flexo-tor¢do. Assim, ndo se verifica distor¢do e segue o
padréo apresentado na Figura 1.12.

c) O eixo esqueleto s é definido sobre o eixo das paredes finas componentes da se¢do
em nucleo. Na Figura 1.24 é ilustrada a distribuicdo de tensdes cisalhantes como
constante, ao longo do eixo s, sendo mais realistica quanto mais delgada for a
parede. Ademais, na citada figura constam: o posicionamento dos centros de
gravidade (CG) e de Torgéo (D), além do Estado Plano de Tensdes (EPT), todos da

parede fina.
Figura 1.24 — Distribuicdo de tensdo cisalhante nas paredes do pilar sob flexo — torcéo
S
g ¢ x —> eixo longitudinal
y.Z —» eXos principais

de inércia

7
—
A 4
as
Trago do plano &
de for¢cas no "
centro de torgdo (D) t ]

p das
Fonte: (Melo, 2019)

Para uma secdo aberta define-se, como referéncia, o eixo tracejado situado no centro da
espessura t da secdo delgada, de comprimento s, — 8, e representado pela letra s.

Ao analisar as tensdes de cisalhamento, representadas na figura 4, séo regidas por:

o.M, V.M,
TS0 T b

sendo: M, — momento estatico de area;

¥ = Q — esforco cortante;
b —base; e
I — momento de inércia.

Para espessuras pequenas, adota-se a distribuicdo das tensdes de cisalhamento 7 ao
longo do esqueleto .8, como constante. Quanto mais fina forem as paredes, mais realistica ficara
esta afirmacéo.
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Definicio de Centro de Torcao: Na posicdo arbitraria aplicam-se forgas transversais,
surgindo a acdo conjunta da flexdo e da torcdo. Desta forma, define-se como centro de tor¢édo
D, ao ponto do plano da secdo transversal pelo qual deve passar o plano de aplicacdo de cargas
transversais, de modo que ndo ocorra a tor¢ao e apenas sejam ativados os efeitos da flex&o.

b) CondigGes para o posicionamento do Centro de Torgdo

Admitindo-se carregamento @, paralelo ao eixo principal de inércia y da secdo
transversal aplicada num ponto D, a fim de ndo gerar torcéo, escreve-se 0 momento estatico de

area, como:
2 2
{Q:Qy - M= fdeEfy.tdzs
=1,
81 81

onde: dS — &rea do elemento diferencial;
ds — comprimento do elemento diferencial, na se¢do transversal;
t —espessura da parede fina; e
y — distancia do centro do elemento diferencial até o eixo z centroidal principal de
inércia.

Ficando: dS =t.ds

Para que ndo haja torcdo, a soma (integral) de toda a tensdo cisalhante deve ser igual a
forca Q,, aplicada no centro de torgéo D, a resultante cisalhamento sera expressa por:
Tres = T.dS

Calculando o momento gerado pela tensdo cisalhante 7 em relacdo ao ponto D,
definindo-se n com a distancia perpendicular ao eixo de atuacao da resultante 7, até o ponto
D, conforme ilustrado na Figura 1.25.

Figura 1.25 — Representacdo gréafica da resultante tg,¢ € posicionamento relativo a D

i 5 Esq\ueleto 'Z
Fonte: (Melo, 2019)
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Cujo equilibrio de momento no centro de tor¢éo é expresso por:

32

ZMD=O - fr(zs).ndSzO - Jr(s).n.tdszo

N 31

A espessura t como base da se¢do transversal e tida como constante, logo ficara por fora
da integral ao longo do eixo esqueleto ., bem como, aplicando-se a tensdo cisalhante 7(8) em
termos da carga Q,, € 0 momento estatico M, ficando reescrita:

82
.M
t.ny s.ndzs:O
t.1,
81

sendo: Q,, e I, termos constantes ao longo do eixo esqueleto.

Aplicando-se a definicdo de momento estatico M, tem-se:

82 8

Q 82 8 Qy
_y.f fde nds=0 - T j fy.tdﬁ nds _
Iz 2 3 81 81

! ! Parcela 1 Parcela 2

Como a parcela 1 é para qualquer sessdo diferente de zero, caso contrario ndo existiria
tal secdo. Resta a nulidade da parcela 2 para que a equacéo (equilibrio de momentos) seja valida.
Assim, escreve-se:

Realizando integracéo por partes [« dv = w.v — [ v du, conclui-se:
8 8

u=jy.td5 - du=djy.td5 - du=y.t.ds

81
8

81
dv =nds - U=Jd4r - ftrzfnd/s
82 82

81

8 8

f(y.t)ds . fndzs —f fndzs A(y.t).ds}|ds =0

81 81 81

81

Por definicdo, 0 momento estatico de area M, € nulo, concluindo-se a seguinte
igualdade:

8
MszfdezO - f(y.t)dazo
S 81
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82 38
Resultando em: — f fn ds;.y.tds =0 (eq.1.26)
81 \81

Define-se como propriedade geométrica desta(das) secOes de paredes finas, a area
setorial w, como:

8

w = fnd/S (eq.1.27)

1

Definicio da Area Setorial (w): E uma propriedade geométrica definida por Vlassov
(1962), conforme a ilustragédo na Figura 1.26.

Figura 1.26 — Indicacdo da area setorial no segmento da parede fina

81
Fonte: O Autor (2025)

Desta forma, o equilibrio apresentado na equacédo (1.26) fica reescrito pela imposicao
da equacéo (1.27), na seguinte forma:

82 82
—fw.y.tdzszO - fw.yd5=0 (eq.1.28)
81

1

ou simplesmente, o Lugar Geométrico do Centro de Torcao € caracterizado por:

J w.ydS=0 (eq.1.29)
s

A condic¢des de caracterizagdo do lugar geométrico no eixo z € apresentado na equacao
(1.29), com a aplicacdo de Q,, no centro de tor¢do. Porém, ao aplicar @, em D e proceder o
equacionamento analogamente, definem-se as condi¢gdes para definir para definir o
posicionamento Centro de Tor¢do D, como:

CONDIGCAO

w.zdS=0
()

fw.dezO ;
S

nee—
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Analisando a relacdo entre a &rea A do setor e a &rea setorial w, tem-se:

_n.ds
2

dA - Area de Triangulo

dw =n.ds - Area setorial
Agrupando-se, conclui que:

Observacao: Da anélise da equagdo (1.30) percebe-se que a area geométrica A serd igual a
metade da area setorial w. Conforme ilustrado na Figura 1.27, onde o sentido horario é positivo.

Figura 1.27 — Indicacéo da area do setor definida entre os extremos do eixo esqueleto, por trecho

Fonte: O Autor (2025)

Observa-se ainda que a area setorial w depende da integral, do raio vetor n, ao longo do
eixo esqueleto . Sabendo que: para raio n constante tem-se w linear, ja para raio n de grau n
caracteriza-se a area setorial w como funcdo de grau (n + 1). Por fim, o raio n pode ser
inclusive de fungdo complexa em relagédo ao eixo esqueleto, logo: n = n(8). Vide Figura 1.28.

Figura 1.28 — Indicacao da area do setor definida entre os extremos do eixo esqueleto, por trecho

Fonte: O Autor (2025)
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Posicionamento da origem do eixo esqueleto

Verifica-se que a area setorial w independe da posicdo de inicio do eixo esqueleto,
demonstrando-se tal afirmag&o ao impor incremento k e reescrevendo:

w=w+k
sendo: w — a area setorial com origem arbitrariamente escolhida; e

w — a area setorial com origem O, que satisfaz:

fwdSzO

N

Verificagdo: ](T).deEf(w+k).deEjw.de+jk.deE
5 s 5 5

Por direcdo de andlise, admite-se d como sendo o posicionamento do centro tor¢do D
em relacdo ao ponta arbitrario P, conforme ilustrado na Figura 1.29.

Figura 1.29 — Distancias do CG ao ponto genérico P e ao centro de tor¢do D

Faz-se:

ds
sendo: fwdSzO - f(a_)—a)c)dSzo - fEdS—a)C.Sf =0
g 2

S
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onde: S — é a area da secdo de paredes finas.

Notacies Possiveis: w=o— W —  Neste material didatico
otagoes Possiveis: {w,,c = wpsg —w. = Ver (MORI;MUNAIAR NETO, 2017)

e: w = wy, — a area setorial principal, determinada quando se conhece a posicdo de D e de Os;
w. — a area setorial arbitraria, determinada quando se conhece D e arbitra-se a origem 0Os; e

W = wpye — a area setorial.

d) Determinagdo geométrica do Centro de Torgdo

d.1) Polo admitido no Centro de Torgédo

algébrica, desta forma, para ndo imputar tais dificuldades € que se utiliza uma interpretacéo
geométrica na localizagdo do Centro de Torcéo. Ver Figura 1.30.

Figura 1.30 — Determinacdo geométrica do centro de torgdo via ponto genérico Q

< V4 Zp x®_

1 [
- i i CG
K‘i D— ———————————— )]
Y—
()
A
(!
IIOS
Ly e
2 B —
e < A2 P N L
Q L Y
v y
Legenda:  ------ Eixo esqueleto 8

Q(y, z) — Ponto genérico

D(yp,zp) — Centro de Torcio
Fonte: O Autor (2025)

As areas delimitadas na Figura 1.30 sdo expressas por:

% Triangulo MDO;, = NDOg = A
% Poligono KM0O,Q = A
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% Poligono LNO;Q = B
s Figura QO,D = % por definicdo da area setorial.

)
resultando nas seguintes areas: |DLQ =2A+A+ B| e DQL = o) +A+B

Observacao. Como DQ é a diagonal, logo:

Area KDLD .
— = Area DQL

Realizando a soma das areas, conclui-se:

w=A-B

(2.A+2A+B):(%+A+B)

A convencdo positiva de sinais para w: Adota-se positivo a fungdo w quando o raio
vetor n, tracado a partir de D girar a partir da origem O, para um ponto genérico @, no sentido

horéario. Isto para um observador olhando no sentido positivo do eixo longitudinal x. Vide
Figura 1.31.

Figura 1.31 — Convencao positiva da varredura a partir da origem 04 em dire¢do ao ponto

genérico Q
z X
Q9 Q
[ / /]
X 'fN @)
y <
CG=D
. |
Observador

Fonte: O Autor (2025)

d.2) Polo em ponto arbitrario

Por fim para determinar as férmulas procuradas para localizar o centro de tor¢do (D),
arbitra-se um ponto P, cuja varredura ocasionard a area setorial com polo provisorio e
representada por w,. Conforme ilustrado na Figura 1.32.
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Figura 1.32 — Processo geométrica para posicionar o centro de tor¢do com polo provisorio de

varredura
b4 zZ—2z
. o Eom) A 5T P
Z KJ" .M LP | CG
z
(yp — J’P)I P
Ke i
RI—-‘
(+)
N!
* A
rr
B (}’ - yo)
!
¢ o ---FYy
L «—» I
(zp — zp) y
Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)
Enguanto que as areas adicionais, elencadas na Figura 1.32, sdo expressas por:
A" = (z — zy). (J’D - yp)
B" = (y — yo)- (ZD - Zp)
Por analogia ao caso de partir do centro de tor¢do D, tem-se:
w=A-B w, =A"-B'
(A =A+ A .
com: {B’ —B4+p" bem como:
w,=A"-B"=(A+A")-(B+B") =
= [A + (z — zo). (3’D - Yp)] - [B + (v — yo)- (ZD - Zp)] =
aplicando w = A — B, reescreve-se:
=w+(z—2)-(yp = ¥p) — O = ¥0)- (20 — 2p)
ademais, reorganizando expressa-se a area setorial como:
w=wy, + Y — o) (zp — Zp) —(z—29).(yp — yp) (Condigao 1)

Pelo fato de ndo se conhecer a localizagdo do centro de torcdo D e este ser o
objetivo/motivacéo, de tal estudo, é que agora apés a interpretacdo geométrica de um ponto P
arbitrario, como polo, aplica-se a Condig&o Il na Condicéo I e dai:
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fw.dezO
S

e w.y= [a)p + (v —yo)-(2zp — zp) —(z—20).(yp — yp)].y =
= wp.y+ = y0)-(2p —2,).y = (2= 20)-(yp = »)-¥ =
=wy. Yy +2p.Y* = 2p.¥* = ¥0.2p.Y + Y0.2p. Y = Yp-Z.Y + V. 2.Y + 20.Yp. Y — Z0. V.Y
Agora ao fazer a integracéo, percebe-se que alguns termos serdo nulos, por se tratar de

momento estatico de area e produtos de inércia dos eixos principais de inércia (x e z). Sendo
estas nulidades:

e Momentos Estaticos: e Produto de Inércia:
fde=]zdS=O jy.zdS=0
S S S

Ficando a condicdo I, combinada com a condicao 11, reescrita como:

fw.dezO f[wp.y+(zD—zp).y2]dS=O
s s
fyz ds
f wy.y dS + (ZD — Zp).s =0 (ZD —Zp).lz = —f wp.y dS
S - s
L,
1 .~
Zp =2zp — I—Zj wy.y dS Zp=2z,+d, (Condigao I1I)
s
Por analogia:
1 -
Yp=Ypt Ef Wy,.z dS Yp=Yptd, (Condigao I1I)
S

1 1
sendo: d, = —E.f(wp.y) s e dy, = E.f(wp.z) ds.
s s

onde: dz e dy séo as distancias paralelas aos eixos Centroidais z.; € yq, respectivamente. As
distancias sdo compreendidas entre o centro de tor¢do D e o polo arbitrario P. Bem como,
elencam-se: zp, e y, sdo coordenadas do centro de torgdo D, logo expresso:

D (yp; zp)
lembrar que se pode representar também o Centro de Torgao por CT ou por D.
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Chservagao.
++ Para varredura no sentido horario, como realizado na deducdo matematica, tem-se as
condicdes Il para determinar o posicionamento do centro de tor¢do D, bem como,
atrelada a convencao apresentada na Figura 1.33 e o sentido negativo na Figura 1.34,

assim:

1
}’D=}’p+1—-pr-2 das
-

1
Zp =zp—E.f wp.y dS
s

Figura 1.33 — Sentido positivo de varredura da area setorial

Fonte: O Autor (2025)

% Porém, para a varredura no sentido anti-horéario (negativo em convencdo), ocorre
modificacdo do sinal na parcela da integral, ficando:

1
yD=yp—I—.jwp.Z ds
Y5

1
Zp = Zp +—.J wy.y dS
I,
S
Figura 1.34 — Sentido negativo de varredura da &rea setorial

y -

o]
Fonte: O Autor (2025)

7

%+ Em caso de eixo de simetria, o(s) referido(s) eixo(s) sao/serdo lugar(es) geometrico(s)
do Centro de Torgdo. Assim, todo o eixo de simetria contem o CT = D, pois 0(S)
momento(s) estatico(s) de area M, sdo/serdo nulo(s) devido a simetria. Ao posicionar
0 ponto P arbitrario sob tal eixo, tem-se y, = 0 e/ou z, = 0, conduzindo a y,, e/ou

zp nulo(s).




41

Prof. Dr. Weslley Melo

% Secdo duplamente simétrica, conforme apresentada na Figura 1.35, recorre-se a:

Figura 1.35 — Posicionamento otimizado do polo provisério P para se¢es duplamente
simétrica

>R

T 1

P P (yp,zp) \)
z c6(0;0) " >

L[ |

v y
Fonte: O Autor (2025)

zp =0
¥p = 0]

(L —
<
U
95}
I
(e}

Yp=0

ne—

N
U
9)
Il
o

S
Il
o

0,

% Secdo mono simétrica, cuja posi¢do do polo provisério é otimizado ao estar sobre o
eixo simétrico, de acordo com a Figura 1.36, zerando a coordenada y do centro de
torcdo, assim:

Figura 1.36 — Posicionamento otimizado do polo provisorio P para se¢cfes mono simétrica

9 >0 i
2 L1
HP 4_%2':
VA z p D N : TCG (+)
| A
:__ ________ ':I_: azy
v y
Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)
[zas=0 5 n=0 -
S
. o > Yp wp f z dS
Do que, para o eixo z sendo de simetria, tem-se: / =———++ T %
0 y 2 __ _
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d.3) calculo das Areas Setoriais

Esta demonstracéo é destinada a montagem do diagrama de areas setorial principal w,,

adotando o Centro de Torcdo D como polo da varredura, ao longo do trecho da secéo da barra,
com limites do no i ao noé j. Efetua-se, deste modo, a &rea mediante calculo vetorial e parte-se
da andlise matricial como funcéo de determinantes da matriz que contém as coordenadas x* e

y* dos n6s em questao. Vide Figura 1.37.

Figura 1.37 — Delimitacao vetorial da &rea de varredura do i-ésimo trecho da parede fina
y

Vi

D
(Xp,¥p)

Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)

Vide ideia analoga na pagina A-18 da dissertacdo de Jair Alves Barbosa, intitulada
“Edificios com paredes de sec¢do aberta contraventadas, por lintéis sob carga lateral”, do

ano de 1978.

sendo: U = (x]fk —xp).T+ (J’; ~¥5)-J
v = (x; —xp)- T+ ) —yp)-J

O produto vetorial realizado no sentido positivo (horario), U x v, seréa:

i 7 k
Uxv=|(x —xp) (7 —v5) O=0g —xp).-&i —yp)-k— O —xp).(yj —vp)-k
Gf—xp) Gi—yp) 0

O médulo do produto vetorial, ||u x #||, sera o dobro da area da figura delimitada entre
tais vetores, assim expresso:

2.4 =1l x 7l = (G5~ x5). 0 —35) ~ (i —x). (7 )]

2.4 = (x]?*.ylf“ - x]i".yz; —xp.y; + x{).yg) - (xf.yf —x;.yp — x{).yf — xf,.yl’;)

* * *

2.A=x;.yp +Xxp.¥j + Xj.¥; — X[.¥] — Xp.¥; — X}.¥p

Agora, substitui-se pela equivaléncia do determinante da matriz detentora das
coordenadas x* e y* dos pontos D e osnosi e j.
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1 x oy
2A=|1 xp yp
1 x}‘ y]’-"

sendo: i — o nd inicial do trecho da secéo transversal a ser integrado;
j —ono final do i-ésimo trecho da parede fina; e

D — o Centro de Torcdo e origem da varredura.

d.4) marcha de calculo

Para a determinacdo do Centro de Torcdo, por meio do procedimento geométrico
adotando um ponto genérico/arbitrario P como polo de varredura, basta seguir a seguinte
sequéncia:

» 12 Etapa: Definir o polo arbitrario P, de preferéncia sobre os provaveis eixos de
simetria, ou em qualquer posi¢do sobre o eixo esqueleto s.

Chservacao. wy € nulo para as barras que contenham o polo P, devido a inexisténcia
de &rea definida vetorialmente.

> 2% Etapa: Proceder as varreduras e tracar o diagrama de area setorial provisorio wy,
semelhante ao ilustrado na Figura 1.38.

Figura 1.38 — Diagrama de area setorial e Polo Provisério na ligagdo dos painéis (1) e (3)
b,-b
y z

+
") b, b,

ot
/| +) bz'a2y

0
Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)

» 32 Etapa: Tracar o diagrama de coordenadas y e z para as paredes finas da se¢édo

transversal, semelhante ao ilustrado na Figura 1.39.
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Figura 1.39 — Diagrama de coordenadas para o nucleo C, segundo o eixo: (a) y e (b) z

by, — becgy
i | ]
by — by [ ) wie
1 | 1
Cc = by — bc'(,'y —
s begy — azy
(+) .
bcey (l) b
| @

b(.'(r'z

ay,

b(.'GZ

+ bz - bCGz
) . —(*)
{-)
. —(*)
SN N
+
“Q\U\LJJ\ bz - bCGZ

(b)

Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)

> 42 Etapa: Posicionar o centro de gravidade do nucleo e quantificar as propriedades

geométricas das segOes transversais, a exemplo dos momentos de inércia I, € I,,.

5% Etapa: Quantificar as distancias d,, e d, através do emprego da tabela de Kurt —

Beyer (CAMPANARI, 1985, vol.3, p. 899) para céalculo das integrais ao longo do
esqueleto .8, conforme as distancias indicadas na Figura 1.40.

1
—.J(wp.z)dS
Iy J

Observacao: Utilizar a varredura de acordo com a convengéo positiva apresentada nas
Figuras 1.31 e 1.36.

d,

1
_E.f(wp.y)ds ;d,
5

Figura 1.40 — Posicionamento do centro de tor¢éo D para a se¢cdo de paredes finas

82
~
?
//

1
|
| |ce -
| 7Z
|

Yp | t

i,
| dy, d, zp |
b zp VY

Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)

» 6 Etapa: Posicionar o centro de tor¢do D através do calculo das coordenadas y, € zp:

ZD:Zp-I_dZ; yD:yp+dy

Observacao: O centro de torgdo também pode ser denominado de Centro Elastico (CE).



45

Prof. Dr. Weslley Melo

» 72 Etapa: Fixar a origem O, do eixo esqueleto .8, que pode ser sobre o(s) eixo(s) de

simetria — quando existir(em) — ou em qualquer uma das quinas do nucleo, sempre
visando facilitar a operacionalizacéo.

82 Etapa: Tracar o diagrama de ordenadas setoriais principais (w,.) com o polo de
varredura no centro de tor¢cdo (D), conforme decorre da definigéo.

92 Etapa: Determinar a Inércia setorial, conforme expresso na eq. (1.31) e sob égide da
definicdo de &rea diferencial da parede: dS = t.ds. Assim:

I, = | (wp)’dS =t | (wy) ds (1.31)
Jorttas e[

Observacao: O céalculo se da pelo produto da espessura t da parede pela integracéo
quadratica de w,.. Usar a tabela de Kurt-Beyer para integrar.

Por fim, ressalta-se que na Figura 1.41 sdo indicados os graus de liberdade (wcg, v €

¢cg) NO centro de tor¢do, bem como as conseguintes cotas e carregamentos transversais q(z).
E importante mencionar que no caso de abas simétricas (aly = azy) tem-se o eixo z como de
simetria e, com isso, 0 centro de torcao se localizara sobre tal acarretando nulidade na distancia

Figura 1.41 — Nucleo C: (a) graus de liberdade no centro de torcéo e (b) diagrama wy,

| e
r | wy = (by — dy). (by — begy)
1 ;:sb——— — e ——— '* 3 o e Wi/= dZ' (b)’ . bCGy) ‘J
i [ t ; : 5 A (i'_+_l)
i of o 2 PP L bmd =
} ) O i . L. ,. —
} TV ‘ =~ VA o\
& y‘PQ‘ i } ot S & ws = wy + (b, +d;).aqy
‘ O
¢ D wcg }t5 1 " ? & =
CT=CE |E—tme——ggl] “sL Jr &
| T we = Wy — (by +d;).azy
| d; dcczay = S ‘
l > 7 | 2 (+) d ) 4
2
: L. 2
V'cE Y : SR
1 =d B (+) 2]\
NI 7@ s = dy-bocy 4 = (& = b,). ey
q
4 bids g i@ —b)
TTITITT @ =@ d,-by) " @d,-b)
b/ b, 1 (@) (b)

Fonte: (Melo, 2019)
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FORMULAGAO UNIDIMENSIONAL ATRAVES DA
TEORIA DE MEMBRANA

13

a) Analogia de membrana

Realizada por PRANDIL no ano de 1903 em contribuicdo as deducGes pertinentes a
equacéo diferencial da torgéo livre, realizada por Saint-Venant, no ano de 1855, transformando-
a coincidente com a equacdao de equilibrio de uma membrana.

A relevancia de tal analogia é de propiciar resolucéo via ensaio de membranas, isto para
casos de torcdo de dificil ou Impossivel resolucao analitica.

Na Figura 1.42 é apresentado o elemento diferencial do ndcleo C submetido a torgéo.

Figura 1.42 — Elemento diferencial do nucleo C submetido a tor¢céo

- i R E— >
( .

dx
Fonte: O Autor (2025)

Assim para o elemento diferencial ilustrado na Figura 1.42, escrevem-se:

_49_ : d _ d 1.32
“dx G, ; =G (eq.1.32)

!

1 3
com: [ == | t°ds
3
8
d¢ — Giro relativo das secOes transversais separadas por dx, empenamento;
t — Espessura da parede da segéo transversal;
I — Momento de torcéo;
G — Modulo de elasticidade transversal do material; e
I; — Momento de inércia torsional da secdo transversal.
~ M ~
sendo a razao G—; constante se 0 momento de tor¢do for constante ao longo de todo o
At

cumprimento. E elenca-se:
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Ohservacao: Caso t seja constante, escreve-se a inércia torsional, como:

z—tz
t=3 8

onde: 8 — comprimentos dos trechos do eixo esqueleto.

No eixo esqueleto de uma secdo transversal de parede fina, com formato qualquer,
possui como distribuicdo de tensbes cisalhantes 7, com valor maximo nas bordas 7,,. Por tratar-
se de paredes finas considera-se distribuicdo linear ao longo da espessura t. Ver Figura 1.43.

Figura 1.43 — Distribuigdo de tensdes cisalhantes em se¢des de paredes finas
Th

Fonte: O Autor (2025)

No caso de distribuicao de tensdes apresentada na Figura 1.43, elencam-se as seguintes
consideracdes:

e O moddulo resistente a torcdo (W,) sera a razdo entre a inércia torsional (I,) e a

espessura maxima (t,,4,) para a secao transversal analisada:
I
W, = (eq-1.33)
bmax
e A tensdo cisalhante maxima (t,,4,) que ocorre nas extremidades da espessura
(t) seré a razdo entre 0 momento de torcao (9t;) pelo mddulo resistente:

0,
Tmax = Tp = 7~ (eq.1.34)
t

Ao substituir a equacédo (1.33) na equacgéo (1.34), tem-se:

P M
Ty = Itt = Tp = I—t t (eq.1.35)
t
tméx

sendo relevante mencionar que a espessura sera considerada constante no valor t, ficando
expresso que: t,ae = t.

Agora combinando se as equacges (1.32) e (1.35), escreve-se a relacdo entre a tensao
cisalhante méaxima (t,) e da derivada primeira do giro relativo ¢’, cuja nomenclatura é o
“empenamento”, assim:
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=3 :
it /] __b _ !
= ¢'.G = = T, = G.t.¢p (eq.1.36)
m; t
Tp =—1
Iy

a.1) Deslocamento longitudinal em termos do empenamento

Na Figura 1.44 é apresentado o deslocamento longitudinal de um ponto qualquer Q em
detrimento do empenamento e da rotagéo ¢.

Figura 1.44 — Distribuicdo de tensdes cisalhantes em se¢des de paredes finas

Fonte: O Autor (2025)

onde: Z — € o raio vetor do giro ¢;
u — € 0 deslocamento no eixo da se¢do transversal de paredes finas; e

1 — € 0 deslocamento na direcdo da ordenada do eixo esqueleto (.8).

Definicio de Brpenamento: Sdo os deslocamentos longitudinais (u) provenientes da
rotacdo (¢) da secdo transversal, em torno do centro de tor¢cdo (C.T.= D). Ou ainda,
conforme Proenga (2009, p. 305), o bimomento é semelhante ao binario de forgas, sendo auto
— equilibrantes, e sem repercutir esforcos internos do tipo normal ou cisalhante

Aplicando o giro ¢ na secdo transversal constata-se que o ponto Q assume a nova
posicdo Q'. Assumindo a hipotese simplificadora da Teoria das Pequenas Deformacdes (TPD),
tem-se como arco QQ' = r. ¢. Além do deslocamento v escrito via semelhanca de triangulos,
como:
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v n

w = Z v =n. d) (eq 137)

e a consequente derivada fica expressa por:
W _n2 =g’ 1.38
ax_n'dx v =nd¢ (eq.1.38)

onde: v — € o deslocamento na direcdo da ordenada do eixo esqueleto s; e
n — € a distancia perpendicular entre a tangente ao ponto Q e o centro de torcéo D.

Ressaltando que a rotacdo ¢ varia com eixo longitudinal x, enquanto que o
deslocamento v varia com o eixo esqueleto () e com o eixo longitudinal. Desta forma, ao
analisar o angulo de distorcdo (y) do elemento diferencial, escreve-se:

_04r+0u - -
V=9x " os y=ath

em conformidade com o estado deformado ilustrado na Figura 1.45.

Figura 1.45 — Estado deformado do elemento diferencial na altura do pilar e sob efeito de
distorcéo

Fonte: O Autor (2025)

Como nos pontos sobre a linha esqueleto ndo sdo computadas deformacdes transversais
(distorcdo), reescreve-se:

AL 1.39
ox 08 (eq.1.39)
Agora, combinando-se as equacdes (1.38) e (1.39), expressa-se:
du
ng'+—=0 (eq.1.40)

03
Como os deslocamentos longitudinais u dependem unicamente do eixo esqueleto s,

reescreve-se a eq. (1.40) por meio de derivada total, como:

o+ 141
n' +-—-=0 (eq.1.41)

Ao realizar a integracdo por partes, da eg. (1.41), ao longo do eixo esqueleto s e partindo
da origem O, até o ponto qualquer Q, escreve-se:



50

Introducdo a modelagem continua de Painéis de Contraventamento

Q Q
fdud _ f( " d
P 8 = n.¢') ds
0 Os

u=-—¢'. fn ds = u=-w.¢' (eq.1.42)

sendo a Area Setorial expressa por: w = f n ds.

Os

Apos a definicdo do centro de tor¢do (C.T.= D) e seguindo com a convencao positiva
para o deslocamento "u" (também no positivo do eixo axial x do pilar) e as varreduras, procede-
se a obtencdo da area setorial principal (wpc). Deste modo, reescreve-se a equacao (1.42),
resultando em:

U= Wpe. ' (eq.1.43)

a.2) Introdugéo ao Bimomento

Introduzido por Vlassov (1962), o denominado Bimomento B, que atua na flexo-tor¢éo
analogamente ao momento fletor 9t que atua na flexao simples. Ficando entdo expresso por:

( M
imzzfax.y.dS - ale—z.y
z
B= ] Oy Wy dS & X $ (eq.1.44)
S EUEy
Elﬁy:fax.z.dS - 0, =—.Z
\ I
s

E,emtermos datensdo o, = E*. &, = E. (a)pc. qb”) advinda da defini¢do da deformacéo

P du 7] . o . .
especifica &, =a=a(wpc.¢’) = wpe.¢"” na diregdo x, com a derivada parcial do
deslocamento u em relagdo ao eixo axial x e em seguida utilizando a Lei de Hooke

simplificando (E = (1_EV2) ~ E) e substituindo na eq. (1.44) chega-se a:

B = f(E.a)pc.(l)”).wpc as = f(E.a)pcz.q.’)”) dS = B=E.I,¢" (eq.145)
S S

onde, o momento de inércia setorial é expresso por: [, = f wpc* dS.
s
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Ainda em decorréncia da eq. (1.44), considerando-se a tenséo o, constante na integral
ao longo do eixo esqueleto s e utilizando o artificio de multiplicar e dividir a equacao pela area
setorial principal w,,, ficando:

5 Oy B
| wpetdS = B = " gy, = o, = I—.wpc (eq.1.46)
pc w

(o)
B=-"2

Wy

a.3) Equacéo diferencial da Flexo-Torc¢éo, em termos do Bimomento

A tensdo axial (longitudinal) g, numa barra submetida a esfor¢co normal 9t, momento
fletor Mt,, e M, alem do momento de torgdo acoplada a flexdo que resultara no bimomento B,
Sera expressa por:

o,

i_
I

|3

M0, B
o, == ytrt—.z+t—. w (eq.1.47)
L, I,
O momento de Flexo-Torgéo M, aplicado em conjunto da derivacdo do bimomento
apresentado na equacdo (1.45), resultara:

My, = —E.1,.¢" dB
=—-B' =—— .1.48
{ B = E.Iw.¢,’, = iUtft (eq )

dx
Analisando também a tenséo de cisalhamento 7, gerada pela flexo-torcdo, considerada

uniformemente distribuida ao longo da espessura t da parede fina, conforme ilustrado na Figura
1.46.

Figura 1.46 — Estado deformado do elemento diferencial na altura do pilar e sob efeito de
distorcéo

oD

Fonte: O Autor (2025)
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A tensdo axial g, tera como resultante R, e fica expressa por:

S
R, = f o, dS
$1
valendo-se da tensao axial o, escrita em termos do giro ¢, reescreve se a resultante R, , como:

S 8 8
R, = fax ds = f(E.pr.qb") t.ds =E.¢". | wpct.ds =E.S,.¢" (eq.1.49)
Sl 81 81

8
onde, o Momento Estético Setorial ¢ expresso por: S, = f Wpc t. ds.
81

Derivando-se a eq. (1.49), tem-se:

dR,,
dx

=E.S,.¢" (eq.1.50)

Agora, pelo equilibrio axial do elemento diferencial analisado, tem-se:
Ry, — (Rs, +dRy, ) + Tpp.t.dx =0

dR,, E.¢"
. oo T =
dx ft t

& | =

Tpe = .So (eq.1.51)

Unindo-se a eq. (1.51) com um momento devido a flexo-torcéo, conclui-se:

wtft = _E.II’(;).¢) _I(J.)'Tft't _mft.sw
E. (1) = E]:th - — Tft = T
fw

eq.1.52
t s, (eq )

Tft =
Aplicando-se a eq. (1.48) na eq. (1.52), tem-se que a tenséo tangencial 7, devido a

flexo-torcdo em termos da derivada do momento € expressa por:

B'.S,
t.1,

Tpe = (eq.1.53)

A equacdo diferencial da flexo-torgéo possui momentos 9, oriundos da flexo-torgao e
momentos t, provenientes da torcéo livre, assim:

EIR[ + ED'tft = SUEt
GI,.¢' —E.I,¢" =M, (eq.1.54)

- Equacéo Diferencial em rotagao -
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Porém, para facilitar o equacionamento matematico, aplica-se a equagdo (1.48) na
equacdo (1.54) e escreve-se 0 momento i, devido a flexo-torgdo, em termos do bimomento

B, reescrevendo se a equacdo diferencial, como:
Q:Rt = G.It.¢), _B, (eq.1.55)

Derivando a equacéo (1.55), em relacédo ao eixo axial x, conclui-se:

dgjtt — G I n BII
o 0l
substituindo a derivada segunda da rotacdo (¢'') pelo bimomento,
mediante:
Me = —E. I,. 0" o ,
{Emft:_B, = E.l,¢" =B
¢H —
E.I,
. am, _, G.1, .
concluindo-se: e m, = (E. Iw).B - B (eq. 1.56)

dMm
o momento de tor¢do distribuido € expresso por: m = d_xt Ver Fig. 1.47.

Figura 1.47 — Momento de torcao uniformemente distribuido

m
Fonte: O Autor (2025)

Por fim, resultando em:

(G'It) B—B' = 1.57
E1) =m (eq.1.57)

- Equacéo Diferencial em bimomento -

Ohservacao: Pode ser nas equagdes (1.56) e (1.57) a torgéo é considerada uniforme ao longo
do comprimento x = ¥.

b) Resolugdo da equacdo diferencial do nucleo estrutural via Teoria de Membrana

Inicialmente procede-se a escrita do coeficiente » destinado a escrita condensada da
Equacdo Diferencial do problema, assim:
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2.(1+v)'1t

Apos tala definicdo, parte-se para reescrita da EDO apresentada na eq. (z,) atraves da
multiplicacdo de toda a equacgéo por razdo escolhida adequadamente, ficando assim expressa:

G.1, E.I, E.I,
.B—B”.—( )= .—( )
[(E Iw) ] 6.1,) - ™ \G1,
E.I, E.I,
.B”—B=—< )
(G.It) c1,) ™

X.B"—B=-¥.m
- Equacéo Diferencial em bimomento -

A solucdo homogénea fica expressa por:
e A Equacdo Diferencial Homogénea é expressa por:
".By" —By =0

e A Solucdo Homogénea é proposta como:
By = e**
By = A.e**
By = 2%.e**
e Aplicando a Solu¢do Homogénea na Equacao Diferencial encontra-se a equacao
caracteristica:

"By —By=0 & A A2erM_el=0 . x222-1=0
e As raizes da equacdo caracteristica sao:
1 1
1=
wa-1=0 . p==7 "
reN 1
),2 = — =

h
e Ademais, a Solu¢do Homogénea serd a combinacao linear das raizes da equacéo
caracteristica:

By = Cy.eM* 4 C,.e*2* By = Cl.e% + cz.e‘%
e Utilizando as fungdes hiperbolicas, reescreve-se a Solugdo Homogénea, como:
o Relagdes a substituir na solugdo homogénea:
et®* = Cosh (a.x) + Senh (a.x)
o Substituicao:

s = o () 5o ()] [cos () e 2
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o Solugdo Homogénea reescrita:
By = Ay.Senh (1) + 4,.Cosh ()
3 2

com: A1=C1—C2 (§] A2=CI+C2.
E em seguida, a solucdo particular é obtida mediante resposta de bimomento constante
e suas derivadas nulas, assim:

e Solucéo Particular proposta: Bp = ke Bp' = Bp'' =0
e Aplicagdo da Solugdo Particular na EDO:

2By —Bp=-%m «~ 2 0—-k=-%m - k=i
e A Solucdo Particular é expressa por:

Bp =’62.m

Por fim, ao unir as solu¢gdes homogénea e particular é possivel expressar a solugdo geral
da equacéo diferencial em tela:

X X
B=By,+Bp - B = A,.Senh (Z) + Ay. Cosh (Z) +22.m

- Solugéo para a Equacéo Diferencial em bimomento -

c) Abacos adimensionais

Na Figura 1.48 é apresentado o estado de carregamento do pilar analisado, através de
qual pode-se calcular o momento de tor¢cdo como uma fungédo do eixo longitudinal x.

Figura 1.48 — Braco de alavanca entre o centro de carga (CC) e o centro de tor¢éo (D)
qz

Fonte: O Autor (2025)

Ficando a expressdo do momento de tor¢éo, negativo por estar vetorialmente apontando
na direcdo interna do pilar, assim escrita como:

M) == (G +x)e, ¢ M= —(@re)— (Ter)x
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Na Figura 1.49 (a) distingue-se o pilar de secdo aberta e contraventada por lintéis, bem
como sdo indicados os eixos de referéncia no centro de tor¢do, bem como, evidenciado o brago
de alavanca ja apresentado na Figura 1.49 (b).

Figura 1.49 — Pilar de paredes finas: (a) com contraventamento por lintéis e (b) sem lintéis
(aberto)

P

Xp
D
22,

aﬂﬁéﬁ
=

KTV

¢
X
f/\

L~

(€)) (b)
Fonte: Adaptado de (Smith; Coull, 1991)

Ademais, a expressdo do momento de torcdo em termos das derivadas da rotacdo é
expressa por:

*

M (x) = (G.It +%)_¢' —E.q,.$"

sendo: ¢, I, — comprimento e momento de inércia a flexdo do lintel;
h — distancia relativa entre dois lintéis; A; — area interna ao eixo esqueleto s;
a = a,; — quando do caso de se¢des de paredes finas aberta (sem lintéis);
a = a, — para se¢des de paredes finas contraventada por lintéis;

v - Gl v - Gl.h+k k*=48.E.IL.A§ . I=eL.h2
t— e, h.E.I, ’ £3 L™ 12

E invertendo o sinal de toda a equacdo e dividindo-a pela rigidez ao empenamento
(E.1,), chega-se a:

. (G.It_l_ k* )
¢ E.l, h.E.I,

Ao derivar, expressa-se a Equacédo Diferencial em rotacao:

1
P = —m-fmt(x)

1 d
v _ 2 oI _ _
m
v _ 2 pIl _ _
7 -avo El,

G.I k* d
2 t
sendo: @ (E. 1, T RE Iw) © dx[ (]
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A solugdo homogeénea fica expressa por:

e A Equacdo Diferencial Homogénea é expressa por:

v 2 I __
by —a“.¢py =0
e A Solucdo Homogénea é proposta como:
d)H — e/l.x
bu' = Aet>
¢H” = /12.6/1"5
d)H”l =23 e/l.x
¢HIV — /’{4.81.9(
e Aplicando a Solucdo Homogénea na Equacao Diferencial encontra-se a equacédo
caracteristica:

oy —at. oyl =0 o Aterr—aZ 2er =0 . 2222 -a?)
=0
e As raizes da equacdo caracteristica sao:
A1=0 Az3=a
2@ -a)=0 o+ =0 e 2-a?=0 {
A, =0 Ay =—a

e Ademais, a Solugdo Homogeénea sera a combinacdo linear das raizes da equacgéo
caracteristica:

Gu(x) = C; + Cyp.x + C3.e*3% + C . eex
ou
¢u(x) =A; +A,.x + A3.Cosh (a.x) + A4.Senh (a. x)

E em seguida, a solugdo particular é obtida mediante imposicdo do grau do termo
particularizante na derivacdo de menor ordem da EDO, assim faz-se:

e Solucdo Particular proposta:
®p :fﬁbpldx
00 = [ ¢ dx

1 . .
¢p = As (constante, conforme termo particularizante)

¢ I _ 0
o=
¢p'" =0
e Aplicacdo da Solucdo Particular na EDO:
m
v 2 11 2
— a?. =——— & 0—a% A4 =-— Y Ag = ———
P —as-dp El, A ETE L ST a2 EI,

e A Solucéo Particular e expressa por:

¢P11(x) =As - ¢P"(x) - %E.Iw
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¢ szqb”dx:dex:Lx-i-A
P P a?.E.l, a’.El, 6

m m
([Jp=f¢P1dx=f[—a2.Ellw.x+A6 dxz—zlaZ.E.Iw.x2+A6.x+A7

Avancando, ao unir as solu¢cbes homogénea e particular é possivel expressar a solucéo
geral da equacdo diferencial em tela:

d(x) = Py (x) + ¢pp(x)

m
@) = Ay + Ag.x + Ay, Cosh (a.x) + Ay Senh (@.2) + 57—

- Solucéo para a Equacéo Diferencial em rotacdo da secéo transversal -

Ohservacao: Os coeficientes A4 e A, apresentados na equagéo particular sio absorvidas pelos
coeficientes A, e A,, respectivamente.

Apbs a escrita da solugdo geral da equacdo diferencial percebe-se a necessidade de
quantificar os coeficientes A;, A,, A; e A,, via imposicdo das condi¢fes de contorno
apresentadas na Figura 1.50.

Figura 1.50 — Condigdes de contorno do pilar engastado na base e livre no topo
X

________ Ble=H)=By  By=E 1y ¢"(c=H) & ¢"(x = H)= "

M (x =H)=—-M;; = Usarnaeq. dif. antes de derivar

w

|
|
=
=
Il
=
—

o (plx=0)=¢y=0
x=0 {cp'(x:()):(pg:o
Fonte: O Autor (2025)

sendo: By, M., — bimomento e momento de torgdo no topo do pilar de paredes finas.

Deste modo, a fungéo resposta ¢ (x) e suas derivadas sdo expressas por:

m
$(x) = Ay + Ap.x + Az. Cosh (a.%) + Ay Senh (@) + 55— 2"

m
d)l(x) = AZ + A3.a.Senh (a. X) + A4_.(I. Cosh ((Z.X) + m.x
N /2 PSS

m
¢ (x) = As.a?.Cosh (a.x) + A,.a?.Senh (a.x) + ———
a’.E.l,
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¢ (x) = A;.a3.Senh (a.x) + A,.a3.Cosh (a.x)

E da aplicacdo das condigdes de contorno, quantificam-se:

2

q1_> p(x=0=¢y=0 ~ A +A,.x+ As.cosh(0) + A,.senh(0) +2m:r;..—E.Iw -0
A1 +4;=0 (eq. 1.58)
Y P'(x=0)=¢g=0 = A, +As.a senh(0) + Ay a.cosh(0) +2m—.0 =0
% a<.E.I,
Az + A4 =0 (eq. 1.59)
‘i ¢l = H) = i = El.;;{w « Az.a®.cosh(a. H) + Ay a®.senh(a. H) + az,rg. I, EL.?Z,

1 [ By m
As- cosh(a. H) + Ay senh(a. H) = 77 . | 77= = aZ.E.Iw]

(C{Z. BH - m)

A;.Cosh(a.H) + A,.Senh(a. H) = A E]
.E.1,

(eq. 1.60)

*

k
i - Mx=H)=-M;, = (G.1t+7).¢’(x =H)—E.1,.¢""(x = H)

O que reescrito, analogo ao procedido na equacdo diferencial de rotacdo, torna-se:

Aplicando ¢ e ¢y, obtém-se:

[A5.a3.Senh (a.H) + A,.a3.Cosh (a. H)]

2. [ A, + Ay . Senh (. H) + Ay . Cosh (. H) + —— 1| = Xt
—a“.|A, + As.a.Senh (a.H) + A,.a. Cosh (a. )+m_ _E.Iw

anulando os termos semelhantes e de sinais opostos, quantifica-se o coeficiente A,, como:

(M, + m.H)
- a?.E.I,

AZ=

e da equacdo (1.59), expressa-se o coeficiente A,, como:

B (Mm,, + m.H)

A4 as.E.I,

bem como, da equacéo (1.60), quantifica-se o coeficiente A5, como:
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= [a®. By — a.M,,.Senh(a. H)| — m.[(a. H).Senh(a. H) + 1]
3T a* E.1,.Cosh(a.H)

e, em ultimo, mediante a equacédo (1.58), expressa-se o coeficiente A,, como:

—|a?. By — a.M,,.Senh(a. H)| + m.[(a. H).Senh(a. H) + 1]
a* E.1,.Cosh(a.H)

A1=

Neste ponto, utilizando software de simplificacdo de expressGes matematicas,
reescrevem-se a funcao resposta e suas derivadas, em termos de func¢@es adimensionais, como:

d(x) =ky.py t ko Bt ks B3 ¢'(x) = ky. By + ks. Bs + ke. Bo
¢"(x) = ky. By + kg.Bg + ko. By 5 "(X) = kyo.Bro + k11 B11 + K1z Pz

sendo a funcdes adimensionais ; dependente da coordenada adimensional ¢ = %e H é aaltura

do pilar, bem como as curvas aH variam de zero a seis com incremento de meio. Neste sentido,
listam-se os coeficientes k; e as funcGes adimensionais £3;, como:

—m.H* By. H? —M,, . H3
L T N
E.l,.(a.H)* ’ E.1,.(a.H)? ’ E.l,.(a.H)3
—-m.H3 By.H —M;, . H?
ky=——"—+= ; kg = ——— : kg = ——H
E.l,. (a.H)3 E.l,.(a.H) E.l,.(a.H)?
k — _m.HZ . k _ BH . k — _ﬂjttH'H
"7 E.l,.(a.H)? ’ 87 E.1, ’ T E.I, (a.H)
-m.H By.(a.H -
kio =77——% ; ki1 = M ; ki = -
E.l,.(a.H) E.l,. H E.l,
1 — cosh(aH¢) , [&2 sinh(aH¢)
ﬁl = —{W-F (aH).tanh(aH) . [1 - COSh((XHf)] + ((IH) . ? - f +W

1

B, = osh @) [—1 + cosh (aH¢§)] ; B3 = —[sinh(aH¢) — cosh(aH¢) .tanh(aH) — (aH).¢]

X
onde: Senh(a.x) = Senh (a:. H. E) = Senh(aH§) e Cosh(a.x)= Cosh(aH¢).
bem como: B4 = 311 ;o Br = [)'1” ;0 PB1o = [)'11"
Bs=B ; Bs=B" ; Bu=8B""
Be=Bs' ; Bo=Bs ; Biz=Bs"
Por fim, nas Figuras 1.51 a 1.53 sdo apresentados os graficos das fun¢des adimensionais

B, B2 € Bs.
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Figura 1.51 — Representacao gréafica de 4 em termos de aH e &

wr=os | | ]
aH =1,0 ’

Fonte: (Melo, 2019)

Figura 1.52 — Representacao gréfica de B, em termos de aH e &

aH = 0,0
—— 0.99
aH = 0,5 .

al =1,0 ;g

.
aH =15
aH = 2,0 077
aH =25
66|

66| 0
aH = 3,0 /
aH =35 gs3

aH = 4,0 e, L —

0.44] "1
aH =45 % % e
aH = 5,0 ] 005 01 o5 02 0z (Y} 035 or 045 s
—— 033 . ]
aH =55 /
H =82 ox //
011
PN———
] |
| SR
= |
0
0 0.1 06 07 08 0.9 1

Fonte: (Melo, 2019)

Figura 1.53 — Representacao gréafica de B3 em termos de aH e

62 T
aH = 0,0
al =05 558
aH =1,0 |
4.96 -
aH:=15
aH =20 434 ] ]
aH =25 1
ol =30 37 //
aH = 3,5 / /
T o — / |
aH = 4,0 / ////
all =45 248 / //4 e o= ——
aH =50 ///,_,/ "_)Agff-—*-”ﬂ_i
aH =55 156 %/é - ’_f__g_{f—“"_;__
— e e e e |
aH = 6,0 e e b ——"
2 124 — e I E— |
et |
062 .
o 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1

Fonte: (Melo, 2019)
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CAPITULO 2

TECNICA DO MEIO CONINUO

APLICABILIDADE DA TMC EM ESTRUTURAS CIVIS

a) Contextualizagdo

Ao empregar a técnica continua para a analise de estruturas é perceptivel a simplificacéo
no processamento dos dados, visto a brutal redu¢do no nimero de pardmetros envolvidos. Em
geral, o estudo de estruturas planas é processado com apenas uma incognita: a deflexdo lateral
(v); j& o estudo tridimensional remete a trés incognitas: os trés graus de liberdade linearmente
independente (u, v e 8). Ver Figura 2.1.

A titulo informativo, as modelagens discretas de estruturas podem ser processadas via:
Método dos Elementos Finitos — MEF — (a exemplo de Brebbia e Ferrante (1975)), Método dos
Elementos de Contorno — MEC — (exemplificado por Brebbia, Telles e Wrobel (1984)) e o
Meétodo das Diferengas Finitas — MDF — (bem ilustrado e delineado em Guelfond (1963)).

Ademais, a precisdo dos resultados obtidos via métodos discretizados dependem
principalmente do refinamento da malha, tanto no tamanho do passo discretizado (tamanho do
elemento para 0 MEF e da quantidade de pontos para 0 MDF, por exemplo), quanto do tipo e
grau da funcéo interpoladora.

Para o caso da discretizagdo por MEF pode-se elencar os tipos de elementos finitos,
conforme Dhatt et. al (2005), como: 1. de continuidade C°, 2. de continuidade C* e 3. de
continuidade C2. Independente do nivel de analise: 1. Unidimensional (1D), 2. Bidimensional
(2D) ou 3 Tridimensional (3D).

Antes do detalhamento sobre os avancgos ocorridos na analise de sistemas de
contraventamento pela técnica continua é imprescindivel sua definicéo formal:

Imagem disponivel em: < https://www.aisc.org/modernsteel/news/2018/january/rainier-square-tower-uses-revolutionary-
composite-steel-frame/ > Acessada em: 24/03/2025.
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Definicio da Técnica do Meio Continuo: E o modelo matemético utilizado para analise

aproximada de estruturas, frisando movimento horizontal quando a formulacéo for plana e o
conjunto de deslocamentos na base linearmente independente quando se tratar de problemas
tridimensionais. Conforme Laier (2024). Ademais, é usual que a sigla da técnica seja TMC.

Ja no caso da modelagem de painéis de contraventamento pela TMC é relevante

mencionar que a ligacdo e travamento, por entre os citados, ocorre através das lajes do edificio.
O modelo estrutural da ligacéo € por meio da transformacéo dos diafragmas (lajes) em barras
biarticuladas ou pela associacdo apresentadas em Stamato (1971b) e Laier (1984).

Na Figura 2.1 sdo evidenciados os deslocamentos analisados para os casos plano e

tridimensional, sempre expressos por funcbes continuas da variavel z, na altura da edificacéo.

Figura 2.1 — Movimentos analisados pela TMC para o caso: (a) Plano e (b) Tridimensional

q(z)
—»"u(z) y = y //:r(z)
= H(z)$
z
Pl .,
| x u(z)
Vil (a) SO (b)

Fonte: O Autor (2025)

Os mesmos conceitos da TMC séo debatidos com mais detalhes em Stamato (1971b)

para a formulacdo estatica. Neste sentido, € imprescindivel definir os elementos que compdem
0s painéis de contraventamento, como 0s seguintes:

>

>

Definicio do Painel Parede: E um painel plano de contraventamento deformavel
preponderante a flexdo e com elevada rigidez ao corte. Vide a Figura 2.2 (b);

Defini¢io do Painel Partico Plano: E um painel plano de contraventamento deformavel
preponderantemente ao corte (esforco cortante) e com elevada rigidez a flexdo,
conforme ilustrado na Figura 2.2 (c);

Definicio_do Painel Niceo E um painel tridimensional de contraventamento e
caracterizado pela associacdo de painéis Parede formando ndcleo de secdo de paredes
finas aberta, em geral no formato de C e de duplo T, de acordo com a Figura 2.20 (a);

Definicio da Assodiacio Plana (emsérie): E a ligacdo uniforme na altura e por entre os

painéis de Pértico Plano e Parede, em geral, que decorrem do travamento ocasionado
pelos diafragmas ou por vigas. A ligacdo pode se dar por barras biarticulares para as
lajes e por lintéis para as vigas. O modelo desta associacéo é exemplificado na Figura
2.2 (a), enquanto a deformada consta na Figura 2.2 (d);

Definicio da Associacao Tridimensional: E a ligagdo continua de um conjunto de painéis
de contraventamento, ndo dispostos em um unico plano vertical. O travamento ocorre
pelos diafragmas, semelhante ao caso de associacdo plana. Ao final, conclui-se
modelagem apenas de: 1. Paredes, 2. Pérticos Planos e 3. Molas de tor¢do. Visto que 0s
nucleos podem ser substituidos por duas paredes perpendiculares e independentes com
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mola de tor¢do associada, além de posicionamento no centro de tor¢do do ndcleo
substituido (ver item e deste 2.1). A Figura 2.4 (c) ilustra este modelo de associacao; e

> Definicio de Oafragnmas Séo as lajes dos Edificios Altos e que s&o modeladas como
infinitamente rigida em seu plano e flexiveis transversalmente (rigidez transversal
desprezivel). Permitem a transmissdo integral das deformacdes sofridas ao painel a
jusante.

Cabe ainda mencionar que as barras biarticuladas s&o supostas de rigidez transversal
desprezivel e infinitamente rigida no plano, de modo a transmitir integralmente as deformacées
sofridas ao portico, isso para Edificios Altos.

Figura 2.2 — Painéis planos de contraventamento: (a) Associagdo em série, (b) Parede, (c) Portico
e (d) deslocamentos horizontais

(w) (f) 5 (W) F (f)

P r—

p———Q

1 S—

\,

1

-

Qw qf

i

7 /7777 77777 Vecesd 777
(a) (b) (c)
Fonte: (STAMATO, 1971b)
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Dos avancos da TMC relativos a modelagem de painéis Parede pode-se Mancini (1972),
considerando base engastada elasticamente e inclusive associado aos Porticos Plano por meio
de barras biarticuladas. A modelagem do apoio por engastamento elastico € baseado no
momento M, na rotacdo ¢ do apoio e narigidez g do citado engastamento. Vide Figura 2.3.

Figura 2.3 — Painéis planos de contraventamento: (a) Parede com base engastada elasticamente,

(b) Associagdo de Parede com base eléstica e Portico
F
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Fonte: (Mancini, 1972)
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Ja em Mancini (1973) a associacdo plana dos painéis é realizada pelos lintéis que por
sua vez modelam a vinculagdo das vigas. Na Figura 2.4 (a) € ilustrada a associacao plana entre
trés paredes, enquanto na Figura 2.4 (b) consta a associacdo plana de Parede com Pértico Plano,
ambas por meio de lintéis uniformemente distribuidos na altura dos painéis. Além disto,
constata-se que ndo existem esfor¢os normais devido a brutal rigidez axial dos Diafragmas.

Figura 2.4 — Painéis associados em séries com lintéis: (a) Parede, (b) Parede e Pértico

iy I2 I3
|

/{/1[," 5 /bz by i +- 7 7L7/: 7y o c\ 5 TMcareA \Q (c)
1 : . | @ (b) ba

Fonte: (Mancini, 1973) e (Proenca, 1981)

Enquanto, a solucéo das equacdes diferenciais oriundas do processamento via técnica
do meio continuo € realizada pelo método das diferencas finitas, tanto em Mancini (1973)
quanto em seus discipulos. No citado trabalho é constatada a utilizacdo do Método das
Diferencas Finitas como de boa convergéncia e de excelentes resultados. De modo geral, a
validacdo numérica dos resultados pode ser realizada por solucéo exata ou por outros métodos
numéricos, a exemplo do Método de Stodola-Vianello.

Hipdteses basicas

Nesta primeira abordagem da TMC serdo adotadas as seguintes hipOteses
simplificadoras:

¢+ Procede-se a substituicdo dos lintéis, dispostos na altura da edificacdo, por um meio
continuo de caracteristicas mecanicas equivalentes, a exemplo de area, momento de
inércia, e esforco cortante total,

% Os lintéis sdo considerados como barras biengastadas nos painéis — parede adjacentes,
porém, na prética, ha certa rotabilidade das referidas ligacGes. Ver Figura 2.5;

Figura 2.5 — Modelagem das vinculagGes mais realisticas para os lintéis

Fonte: O Autor (2025)

AN,
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+«* Procede-se com o estabelecimento das equacdes de compatibilidade das deformacdes
dos painéis — parede adjacentes aos lintéis;

% Uma fungdo f(x) representara o esforco cortante nos lintéis, isso no meio continuo
equivalente;

¢+ A altura dos pisos é expressa por h e considerada constante ao longo da edificacéo;

%+ O momento de inércia dos lintéis é desprezivel, em relacdo aos momentos de inércia
dos painéis — parede; e

+«+ Os painéis — parede, para edificios altos, sdo modelados como engastados na fundacao
(base).

c) Paredes de Corte

O emprego da Técnica do Meio Continuo serve muito bem para descrever o
comportamento macroscopico da estrutura e, inclusive, reduz bastante o nimero de parametros
elasticos e geométricos. Porém cada mudanca na geometria e nas propriedades estruturais
implicam em uma nova deducao e formulacao de outra rotina de calculo.

Enquanto a utilizacdo de métodos de discretizacdo (MEF, MDF, MEC e etc.) sdo mais
flexiveis e resolvem diversos modelos estruturais sem nova formulacdo. A exemplo da
resolucdo de edificagdes pelo mesmo programa em MEF, inclusive com geometria e/ou
propriedades elasto-mecéanicas diversas. Desta forma, este mecanismo agrega possibilidade de
discretizacdo de estruturas com variadas formas, sem necessidade de nova formulacao.

c.1) Caso usual com base engastada

Definicio de Parede: Acrescendo a definigo ja apresentada anteriormente, tem-se que
advém do inglés “Wall”, sendo um elemento estrutural rigido ao esfor¢o cortante e deformavel
apenas ao momento fletor. Este elemento estrutural, devido a sua elevada resisténcia ao corte,
pode ser nomeado de Paredes de Corte, o que no inglés remete a “Shear-Wall”, conforme
funcionamento ilustrado na Figura 2.6.

Figura 2.6 — Carregamentos, deformada e elemento diferencial da Parede Isolada

Fic Fr
(w)
/]
N T My + d My,
m Oyt d0y
e
Aw t Ay ] i
b e I
- 1dz
2 e é
Qw
\/Mw
X ]
7777777, RTHAT ]

FONTE: (Stamato, 1971b)
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Os parametros analisados séo 0s seguintes:
u,, — Deslocamento na Parede em funcéo da altura Z;
q., — Forca horizontal distribuida em forma de trapézio na altura total ¢; e
F,, — Forca horizontal aplicada no topo da parede.

Iniciando a anélise, equilibra-se o elemento diferencial da parede apresentada na Figura
2.6. O equilibrio ocorre em momento e me forgas horizontais, respectivamente expressos por:

dMW_ 21
77 =~ " Qw (eq.2.1a)
dQy

a7 = w (eq.2.1Db)

com: Q,, — Esforco cortante da parede em fungéo da altura e do carregamento lateral; e
M,, — Momento fletor da parede em funcdo da altura e do carregamento lateral.

Ao aplicar aeq. (2.1 b) na derivada da eq. (2.1 a) escreve-se a relacdo do momento fletor
com a carga distribuida g,,, como:
d*Mm,,
7z = Iw (eq.2.2)

Admitida a acdo do vento pode-se escrever a carga horizontal pela seguinte funcéo:

d1 — 4o
¢
com: q,, — a funcdo do carregamento horizontal,
g1 — 0 valor da carga horizontal distribuida, no topo da parede (Z = ¥); e
qo — 0 valor da carga horizontal distribuida, para a base da parede (Z = 0).

qw(Z) = ( ).Z + q, (eq.2.3)

Ao integrar duas vezes a eq. (2.2) explicita-se a funcdo do momento fletor M,,,, como:

6 2
i - 1) .% + qo.% +CLZ+C, (eq.2.4)
O emprego das condi¢des de contorno em esforgos solicitantes propicia a determinagéo
dos coeficientes de integracdo presentes na eq. (2.4). A condi¢do de contorno em momento
fletor nulo é aplicada no topo da parede [M,, (Z = £) = 0], bem como, a segunda condi¢édo de
nulidade no corte [Q,,(Z = ¥) = 0]. Assim, 0 momento fletor ao longo do eixo da parede é
expresso por:

M, (Z) = (

2

q1 — qoy Z° z? l l
l ).? +qo-— — [FW + (g0 + ql)'f] Z+E, 1+ (g + 2.q1).€
(eq.2.5)
Agora, partindo da equacéo diferencial da linha elastica para a teoria de deformacéo dos

eixos, de Euler-Bernoulli (Navier) é possivel expressar a deflexdo lateral u,,(Z), via:
d*w, (Z)
(Ew- Iw)-T

M, (Z) = (

=M, (2) (eq.2.6)
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Inserindo a eq. (2.5) na eq. (2.6), integrando duas vezes e aplicando as condi¢cOes de
contorno de nulidade de deflexdo [u,, (0) = 0] e de rotacdo [6(0) = u,,(0) = 0], sempre na
base e obtém-se:

VA A VA Z?

(Ewlw)uw(z) = (Q1 qO) 6

¢ £?
com: C; = |E, + (q, + ql)'i] ; Cp = le.f + (q, + 2. ql).zl ja determinados na eq. (2.5).
e. C3 = C4_ = 0

A expressao da deflexdo lateral da parede com base engastada e submetida a a¢éo do
vento, apresentada na Figura 2.6, é expressa como:

A 74 73 7?2
-{(Ch = qo)- 120, €+ qo- 24 Cy.— 3 + Cz-?}

u, (2) = (eq.2.8)

(Ew. 1)
Ao adotar a simplificacdo da ndo aplicacdo de carga concentrada [F,, = 0] no topo da

parede, além de carga do vento uniformemente distribuida na altura, escreve-se a expressao da

deflexdo lateral u,,(Z), como:

7 4

2t 7
w ) +a5- 1] (eq.2.9)

w@ = m 1y |\1 72

c.2) Caso especial, com base elastica e formulacéo simplificada

A consideracdo da base elastica por mola modifica apenas o coeficiente C5, do processo
da eq. (2.1) até a eq. (2.7). Dito isto, na Figura 2.7 é apresentada a parede com base elastica,
bem como sua deformada e caracterizada rotacéo da base ser fungéo do coeficiente g de mola
e do momento fletor nulo [M,, (0) = 0] na base.

Figura 2.7 — Parede com base engastada elasticamente e sua deformada
Fa

p - T ]
I
| Z 4 Uy
p—" |
| L
|
| linha elgstica
|
f
pn\ L
X Uy

Fonte: (Mancini, 1972)

O momento fletor na base € reescrito a partir da eq. (2.5) ao impor a simplificacao de
acdo do vento no formato uniformemente distribuido na altura [F,, = 0 e q,, = Cte], como:



70

Introducdo a modelagem continua de Painéis de Contraventamento

G- >
M,(Z=0)= 5 (eq.2.10 a)
sendo a rotacdo da base admitida como:
du,,(Z) M,(Z=0) q,.¢>
6(0) x ——— = = .2.10b
O~ ="y o (eq.2.10 b)

A eq. (2.10 b) é condicdo de contorno necesséria e suficiente para determinar o
coeficiente C; de integragdo, como:

gyt ( Z)4 Z qu- 2
uy,(Z2) = 4 (Ew-lw).[ 1 7 +4.£ 11+ 2.9 (eq.2.11)

2
we
2.9
Observacao: O coeficiente C, de integracdo é determinado a partir da nulidade da
deflexao lateral na base [u,,(0) = 0], sendo assim nulo [C, = 0].

q

com: C; = (E,,.1,).

c.3) Caso especial, com base elastica e formulacéo completa

Agora obtendo a funcdo do deslocamento horizontal u,(z) para o caso especial
apresentado na Figura 2.8 e com a formulacgéo isenta das simplificagfes expostas anteriormente.

Figura 2.8 — Caso de carregamento e condigdes de contorno para o caso especial

F, 91 7 {mm(z,:e):o
v,(z=¥¢)=F,
£
u,(z=0)=0
10 du,,(z)

= OpasE

KB% "\ dz

Fonte: O Autor (2025)

z=0

Dito isto, em forma de etapas dedutivas elencam-se as seguintes:

v Expressdo do Momento Fletor:

2
2
(eq.2.12)

_ ¢
(91 QO)_Z3+@_ZZ_[Fw+(q0+q1).5]-z+le-{’+(2-q1+CI0).

Mo (2) = =573 2

v" Momento Fletor na parede de corte:

2

M Eimw(zz0)=Fw-£+(2-q1+q0)-? (eq.2.13)

WBASE
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v/ Rotacdo na base da parede de corte:

Através da definicdo basica de molas é possivel expressar, como:

2

1
= Kp * Opasg Opase = K_B. Fy-£+(2-q,+q0) 7 (eq.2.14)

M

WBASE

v Equacdo da linha eléstica:

d?u,(2)
(Bo 1) - o= My (2) (eq-2.15)
& Integrando a eq. (2.15), tem-se:
du,(z) (g1 — qo0) do 1
E L) — e — [F ..... 2
(Ey 1w) dz 24 -7 zZ +6 z3 +(q0+q1) 2|2 z:+

+IFw-€+(2-q1+q0)-?l-z+C3 (eq.2.16)

S Aplicando a condi¢do de contorno de rotagdo na base:

p duw(z) ~0+0-0+0+G
& utilizando a expressao definida na eq. (14), constata -se:
(E lo)
C3=—7—"|F," ¢+ (2" q1+q0) — (eq.2.17)
S Integrando a eq. (2.16), tem-se:
(91 — q0) do 1
(Ew " 1o) " uw(2) :W-z5+ﬁ z* — [F +(CI0+CI1)'— '6'23 +

2] 1
lF L+ (2 q1+q0)-—l-§-zz+C3-z+C4 (eq.2.18)

& Aplicando a condi¢do de contorno de deslocamento lateral nulo na base:
0=u,(z=0=04+0-0+0+C5.0+C, ~ C,=0 (eq.2.19)
v Expressdo da deflexao lateral e horizontal:

Impor na eq. (2.18) os coeficientes de integracdo, C; e C,, apresentados
nas eq.’s (2.17) e (2.19):

24 Z7\5 A Z\3 72 z
uw(z)=120_]w-{A-(1+z) +B-(?) +C-(Z) +D-(Z) +E.(z)+F} (eq.2.20)
KB"B
sendo: J,, = E * 1, ; Jg = ;
w
A=4q1—q ; B=-5(q1—2"q)
F, E,
. _ . (40 5) (20+5>+120 F,
’ LV LIAVA s <
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Portico Plano

Os Pdérticos Planos, do inglés “Frames”, ¢ um elemento estrutural com né de ligacao
entre os pilares e vigas/lintéis regidos por sistema rigido. Cabe ainda mencionar que o0s porticos
com pilares muito robustos em relagdo aos lintéis podem ser modelados como associagéo de
Paredes de Corte “Shear Wall”. Ver 0o modelo de poértico plano na Figura 2.9, com pilares com
secao transversal da mesma ordem de grandeza dos lintéis.

Figura 2.9 — Modelo de pértico plano: (a) geometria, carregamentos e definicdo do comprimento
diferencial, (b) deformada lateral do pértico e (c) elemento diferencial da coluna esquerda

Ff U z
M+ dM,
AL/
R /} + d"f"f
> 1 d
_1": uf(.':) ar > z
4 ) " > %
7
iiju/u.t Elastica (©
H"/m'ﬁ'rmr/u
7777 1 —
U, (a) (b)

FONTE: Adaptado de (Mancini, 1972)

Equilibrando o elemento diferencial apresentado na Figura 2.9 (c), concluem-se as
seguintes relacOes diferenciais:

~(+)
dQy
Z Fy=0 &  —Qr+(Q+dQ)+apdz=0 « —'=-q; (eq.2210)
-(+)
qr.d,’ dM;

Deriva-se a equacgdo (2.21 b) e apds aplicacdo na equacdo (2.21 a), tem-se a relacéo
diferencial entre 0 momento fletor e carga distribuida g, expressa por:

d*M;
7 = s (eq.2.22)

A fim de obter um coeficiente 8¢ de rigidez para um portico/quadro formado por dois
pilares iguais e vigas com rigidez a flexdo infinita, tem-se as seguintes hipdteses:

— Despreza-se o efeito de deformacéo axial dos pilares;

— Os centros dos véos dos pilares sdo pontos de momento fletor nulo, logo pontos
de inflexd@o, onde se impd&e o esforco cortante em caso de analise particionada
(ver Figura 2.10 b);
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— Nao haveré rotulacéo dos nos; e

— As vigas sofrem deformacdo de corpo rigido, deslizando simplesmente na
horizontal, devido a consideracéo da rigidez a flexdo (I = J = o) da viga como

infinita.

Na Figura 2.10 (a) ¢é apresentado o estado deformado de um quadro formado entre duas
vigas/lintéis consecutivos, bem como, na Figura 2.10 (b) é ilustrado o funcionamento do
console AC em detrimento da deformacdo maxima canonizada nas catedras de Resisténcia dos

Materiais, presente na Figura 2.10 (c).

Figura 2.10 — Deformacéo do quadro formado entre dois lintéis consecutivos: (a) indicagao das
rotulacdes e deslocamentos a flexdo nos pilares e de corpo rigido nos lintéis, (b) deformada do
console AC e (c) deflexdo maxima de eixo fletido com carga concentrada no extremo livre

Q/Z

u+ Au ,
Au/z ' E ~ £ _
u %! I E] — 0 [ N e

B
Rotula

[ ”

u‘k I=]— A ©

7,4 /A’ 77777 U
AN/Z

(a) ‘ :

(b)
FONTE: O Autor (2025)

( Au
§=—
23 :
P. 0
0=37 < \P=3
_AZ
L{)_7
Ficando: Au 1 Q (AZ>3 _Q.AZ
teando: 2 3.E1'2°\2 Y= o4 Bl
Avora Au  Q.Az?
gora: Az 24.El

Cujo coeficiente de rigidez, por definicdo, é expresso por:

P=k$6
sendo: P — a carga aplicada;

k — o coeficiente de rigidez, o que neste caso remete ao coeficiente s¢; e

6 — 0 deslocamento do ponto de inflex&o.

e da anélise da equacéo (2.23), tem-se:

(eq.2.23)
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El Au du

Q= 4'AZZ'AZ o Qf = 5f.£ (eq.2.24 a)
.. El
onde a rigidez do console ¢ expressa por: & = 24. 2 (eq.2.24 b)

enquanto que a rigidez do né de portico, considerando a ligacdo do pilar com os lintéis, € escrita

como:
12.E Y, k
& = A 4 {kp. 5 k} (eq.2.25)
sendo: E — Modulo de elasticidade longitudinal, das barras (pilares e lintéis);

h — O pé-direito dos andares, ou seja, a distancia vertical de eixo a eixo de dois lintéis
consecutivos;

k — A relacdo entre 0 momento de inércia pelo véo, no caso de lintel, e pela altura para
os pilares;

n — O somatorio em todos os n6s do andar considerado;

v — O somatdrio de todos os tramos de vigas que concorrem ao no; e

b — O somatério de todos os tramos de pilares que concorrem ao né analisado.

d.1) Analise Estatica via equacao do carregamento uniforme e desprezando

acarga concentrada no topo

Antes do inicio do equacionamento, faz-se relevante mencionar que a consideracao de
cargas concentradas pode ser realizada mediante implementacdo de funcdes de Macaulay, a
exemplo do procedido em Alvarez (1981, p. XX.16 a XX.18). Assim, para 0 caso em tela,
derivando a equacdo (2.24 a) e aplicando a equagéo (2.21 a) escreve-se a EDO do problema
estatico, como:

de dzu
dz T dz? . d’u _
de o '8f@ = —q]c
I
Ou aind weomo: 2@ __1 2.26
u ainda, reescrita como: pra 5f'qf z (eq.2.26)

- EDO do problema estéatico de pérticos planos com duas prumadas -

sendo: qf(2) = qf, — (qu - qu).g — 0 termo particularizante da EDO e representativo do
carregamento lateral apresentado na Figura 28 (a).

Por Gltimo:

d?u(z) (ar, — 4r,)
5}“? = _qu _TTIJ.Z

- EDO n&o homogénea e de ordem 2 —

(eq.2.27)
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d.2) Andlise Estatica via esforco cortante

Outra forma de determinar a equacao diferencial do problema estatico de portico € via
equilibrio de esforcos cortantes, interno e externo, ressalvando que o esforco cortante externo
sera produto da acdo do carregamento e sera recalculado a cada tipo/fonte de carregamento. J&
o esfor¢o cortante interno sera oriundo do equacionamento apresentado no item “V” letra “c”,
mais especificamente na equacéo (2.24 a).

Desta forma, na Figura 2.11 é apresentado o procedimento de determinacdo da
expressao do esforco cortante devido a acdo do carregamento externo.

Figura 2.11 — Portico Plano modelado via TMC: (a) carregamento e (b) determinacéo do esforgo
cortante na cota genérica z

F; Fr ag,
o qr (H - 2)
= ZR
al
as,
Z
> Qs =Fs+qg

777 777 (a) |:| (b)
FONTE: O Autor (2025)

Deste modo, o esforgo cortante externo é expresso por:

(H-2)
Qf :Ff+(qu+qu)' 2 (eq.2.28)
(H —2) (H-2) (2.q95, +4,)
sendo: qgr = (qr, + 4y, )- ’ - ' )
R ( fr f) 2 R 3 (qu+qu)

E em consequéncia, para que o portico plano analisado esteja em equilibrio faz-se
necessaria a equivaléncia do esforco cortante externo (eg. 2.28) com o esforco cortante interno
(eq. 2.24 a). Do que, escreve-se:

du(z) (H—2)
5f.7 = Ff + (qu + qu)' > (eq 229)

Agora substituindo g, em termos do eixo z e dos valores de carga na base, expresso
por gy, , € no topo do portico, expresso por qy,., tem-se:

du(z) z1 (H—2)
&g — = Fpt [qf'r +ag, + (4r, — qu)-ﬁ] S
du(z) H H z z z z?

&g — =t dp ot ap, 5 (a7, - ‘Ifb)-§ s Ay T (a7, — qu)-ﬁ
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du(z) H (97, — 45,)
Sp—g = {[Ff +3 (a5, + qu)] —qf,.Z— TZ—H”.Z2 (eq.2.30)
- EDO de 12 ordem -
Observacao: Expressar o valor de carga em coordenada genérica em termos dos valores dos
extremos. Na Figura 2.12 € apresentada analise geométrica da funcdo q,(z) atraves de
semelhancas de triangulo, utilizando-se do centro de convergéncia entre o eixo horizontal e
a funcéo.
Figura 2.12 — Analise da convergéncia da funcéo de carga até o ponto O
ar;
s,
qr,
0
c z (H-2)
< >
< (z+0o) >
H +
< (H+0) =
FONTE: O Autor (2025)
De qual, escrevem-se as seguintes semelhancas:
% = quT o C = —qu . H
¢ tc (qu - qu)
m - ﬂ qu — s,
c z+c 45 H 24 qrp H
(qu_qu) (qu_qu)
Concluindo-se que:
VA
a5, = 5, + (a5 = 91,) 5 (eq.2.31)

d.3) Analise dindmica

A partir das equacdes a seguir:

M} = —Q; - M{ = -Q; (eq.2.32)
Q} = m.iis (eq.2.33)
Qr Q;
I 11
_ 5 =1 .2.34
Us py us 3 (eq )

Combinando as equacdes (2.32) e (2.34), pode-se expressar a derivada segunda do
deslocamento lateral do pértico plano, como:

M{ = —sp.uf (eq.2.35)
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Ademais, lembrando da equacdo (2.32) inicial, ou seja, que a derivada do momento
equivale ao esforco cortante em determinado ponto, é que se aplica a equacao (2.33) na eq.
(2.35) e chega-se a:

—QL = —s,.ul!
7 e se.ull —m.it; =0 (eq.2.36)
—m.ily = —8p. ull I /
Y= f-“f

Por fim, a equacéo diferencial parcial do problema dinamico do pértico plano com duas
prumadas € expressa por:
o B (eq.2.37 a)
O que pode ser reescrita sob a seguinte nomenclatura:

0%u;(z, t) _m 0%u;(z,t) o
022 s Ot?
- EDP de ordem 2 para o Problema Dinamico de Pérticos Planos com duas prumadas -

(eq.2.37 b)

d.4) Relacdo da elastica com o corte

Os painéis porticos usuais sdo: i. Porticos planos regulares; e ii. Painéis trelicados com
diagonais bastante deformaveis, conforme exemplifica¢do da Figura 2.13 para o primeiro caso.

Figura 2.13 — Painel pdrtico: (a) geometria com a acao dos carregamentos e (b) deformada

P, Za
A u ELAsTICA
f
——>
h
Z
77 VM >u
Portico (a) DEerorMAaDA (b)

FONTE: O Autor (2025)

Além de deterem as seguintes caracteristicas:

v Deformavel perponderantemente por esforgo cortante;

Possui rigidez transversal desprezivel;

A deformagdo por momento fletor é insignificante;

Porticos planos sdo regulares e com rigidez dos pilares ndo supera
exageradamente a rigidez das vigas.

ANENERN

As hipoteses simplificadoras da TMC sdo elencadas como:

v Assimilar o portico a um consolo vertical continuo;
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v As vigas, de todos os andares, sdo tidas como idénticas;
v As colunas sdo supostas idénticas;

v A condi¢des de equilibrio do elemento de pdrtico plano sdo semelhantes as
verificadas na parede, visto independerem do comportamento elastico;

v" O momento fletor é nulo no centro dos vaos das colunas e das vigas; e

v As equacdes da rigidez e da relacdo da elastica com o esforgo cortante advém da
consideracdo de momentos fletores nulos nos centros dos vaos das vigas e das

colunas. Com as seguintes repercussoes:

= Implicagdes: Discrepancias de comportamento na base e no topo do

painel portico, devido as descontinuidades ja existentes; e

= Solugdo: Aplicar as equacdes de Maney para quantificar o coeficiente de
rigidez do N6 e do elemento de pdrtico, dai ndo se precisa impor

momento fletor nos centros do véos das vigas e das colunas.

Na Figura 2.14 é apresentado o elemento diferencial do portico plano regular,
ressaltando que os esforcos solicitantes do elemento de pértico plano absorvem os efeitos das

colunas, em separado.

Figura 2.14 — Esforcos solicitantes no elemento de pdrtico plano e enfatizando as colunas

M, +dm, M, +dMm,

ey +d,
. —>
—> dz
—> 2 d
qr z
—>
> ,VCI c2
B CAVAY
ED‘tcl E[rtfv'?.'
FONTE: O Autor (2025)
Cujas condices de equilibrio séo:
(+) _
~ M(0) =0
de dflﬁf
o (e +dMy) — M + % -dz — g = =0 & —==-% (eq.238)
DN h=0 o o . YW
) Fy=0 & qpedzt (G +dy)-1=0 - =4 (eq.239)
sendo: 7 = Y, + 1, ; Ve+dV =Y, +dv, + Y, +d7,
WMe = M, + M, ; Me +dMe = M, +dM, + D, +dM,,

com o termo de alta ordem tido como nulo (dz? = 0).



79
Prof. Dr. Weslley Melo

J& arelacdo da elastica (deformada) com o esforgo solicitante é ilustrada na Figura 2.15
e obtida via analise da deformada das vigas e colunas no entorno do N6 de Portico Plano.

No processo de deformacdo aplica-se o giro a ao n6 B, no sentido horério, conforme
elencado os trechos deformados de vigas, na Figura 2.15 (a). Além de ocasionar o giro b nas
colunas BE e BD, fazendo com que a reta BE assuma a nova posi¢do BE’ e a reta BD passe
para BD’, bem como, desencadeando também a deformada reativa (curvas) das citadas colunas.

Figura 2.15 — Deformada: (a) do N6 B e barras no entorno, (b) decomposta na viga AB, (c)
decomposta na coluna BE, (d) com indicacdo dos momentos fletores em torno do N6 B

Er A

=
4
p
‘é_
)

(@)

ay
A ——= B ?
Ba lI(P.S.E.)

(b)
FONTE: O Autor (2025)

Aplicando o Principio da Superposi¢éo dos Efeitos (P.S.E.) nas vigas AB e BC, tem-se:

IEsq .
EIRAB=6'E'V£ a - mAB=6'E'kVEsq'a (eq240a)
IDiT
5Ui3c=6-E-"7-a > Mpc=6-E- kP’ -a (eq.2.40 b)

com: kj =—.
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Agora, aplicando o P.S.E. nas colunas, tem-se:

ISup 5w
Mpg = —6-E - Ch ‘(b—a) - Mg=-6-E-k’ (b—a) (eq.2.41 q)
IInf
Mpp = —6-E-CT- b-—a) - Myp=—6-E-k”-(b—a) (eq.2.41 b)
Ic
ki =—.
com: K¢ 3
Na Figura 2.16 consta a geometria para a quantificacao do angulo b
Figura 2.16 — Analise geométrica do angulo b
E, o d
“h
B’
STI7
FONTE: O Autor (2025)
Valendo-se da Teoria das Pequenas Deformacdes (T.P.D.), escreve-se:
tg (b) a p=2 2.41
= — - =— 2.
g A A (eq c)

Determinando o angulo a, via equilibrio do N6 B:

(:)zM(B):O g‘nAB-I_EUEBC-l_ﬂ:RBE-l_EUEBD:O

6-E-(k, " +kP")-a—6-E-(k;," +k,™)-(b—a) =0
(k)" + kP + k5P + k™) a= (k7 + k™) b

k*
a= éi e (eq.2.42)

sendo: Y. k* - Somatodrio das rigidezas relativas das colunas que se concentram ao N6 B; e

Y.+ k* - Somatério das rigidezas relativas de todas as vigas e colunas que se concentram
ao N6 B.

Determinando o &ngulo (b - a), via juncéo das equagdes (8 c) e (9):
d k* d k* d
ool Tk _d X

h Yk T TR Xk R

Lek™ =2ck™| d _ (Qvk"+Xck) —Xck™) d_Xvk' d
2k h Xk
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sendo: Y., k* - Somatorio das rigidezas relativas das vigas que se concentram ao N6 B.

Na Figura 2.17 consta a trajetdria de analise do esforco cortante da coluna, via ponto de
inflex&o.

Figura 2.17 — Colunas BD e BE: (a) Deformada e (b) Ponto de inflex&@o por coluna

Hp
h <—i—
h /Z
h h/zi
Hp
(@) (b)

FONTE: O Autor (2025)
Do equilibrio do trecho BD, que é andlogo ao trecho BE, obtém-se:
DME) =0 My = Hy-
6-E-k2’"f55“”-(b—a)=HB-g HB:(ﬂ)-kz-(b—a)

S Substituindo a equagdo (2.43), reescreve-se:

12-E k* d
Hp = (T) k- g‘:k 'E} (eq.2.44)

Na Figura 2.18 consta o estado deformado do andar e também no eixo arbitrado para a
Técnica do Meio Continuo.

Figura 2.18 — Distorcéo do andar: (a) visao dos quadros e (b) na deformada continua

(a) ()
FONTE: O Autor (2025)

Da andlise do triangulo retangulo evidenciado na Figura 2.18 (a), escreve-se:

d d
tg () =+ Ti b =17 (eq.2.45)
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Via simplificacdo de admitir paridade entre a distorcdo ¢ e a rotacdo da secdo
transversal da elastica do pértico plano modelado como console (Fig. 2.18 b), estabelece-se:

de

~— (eq.2.46)

Na Figura 2.19 é apresentado o elemento de pdrtico plano retangular.

Figura 2.19 — Elemento de poértico plano retangular e o balango de esforgo cortante

No B No H

Considerando todos 0s nos do andar e ndo apenas um unico né (N6 B), rastreia-se o
coeficiente de rigidez do elemento de pdrtico plano e a relacdo da elastica com o corte:

eq. (11 12-E . 2vk') d

D ) I SN CE o
n.a n.a t
& Substituindo as equacdes (12) e (13), reescreve-se:

=T Z{"C Ztk*} G T Gt ap s, (R
n.a
12-E . vk” . .
com: & = 7 Z ke W - arigidez do elemento de portico plano retangular; e

n.a

n.a — Simboliza a soma no andar inteiro.

Nucleo Estrutural

Os ndcleos estruturais sdo modelados por sua substituicdo em duas paredes de corte
centradas no centro de torcéo (D) da secdo inicial e acrescidas de uma mola de tor¢do, conforme
é ilustrado na Figura 2.20. A formulacao atual pode ser vista em Laier (2024), Laier (1984),
Stamato e Mancini (1972), Proenca (1981) e dentre outros.

As hipoteses aceitas atualmente sdo as seguintes:
v Admite-se que a substituicdo obedece a Teoria de Saint-Venant e a Teoria de
Vlassov, compondo a Teoria de Flexo-Torg&o;
v" Admite-se elementos de rigidezes constantes ao longo da altura; e
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v Asubstitui¢do do nicleo é por um sistema equivalente formado por duas paredes
perpendiculares e independentes, associadas com uma mola de torgéo.

Figura 2.20 — Modelagem do nucleo estrutural de edificio alto: (a) localiza¢cdo do centro de
torcdo além da definicao dos eixos principais de inércia e (b) substituicdo pelas paredes
independentes, orientadas nas dire¢des principais e acrescidas da mola de torcéo

JILILLIIIIES, N e F===72

¥ 2 I
- Ao |
D X cG. , § il :
I
A . /R L ——1
d h d
(a) (d)

FONTE: Adaptado de (Laier, 2024)

Dai, séo elencadas as decorrentes constatacdes:
v" O nucleo é uma das espécies (tipo) de painel tridimensional;
v A equivaléncia da substuicdo ocorre para:
= Aequivaléncia a Flexd@o ocorre ao propor paredes independentes com as
mesmas rigidezas do ndcleo, segundo os eixos principais de inércia; e
= A equivaléncia a Tor¢do ocorre ao considerar a mola de tor¢do com as
rigidezes 7, (Saint-Venant) e 7, (\Vlassov) iguais as do nucleo.
v' Aassociacdo tridimensional dos painéis de contraventamento pode ser realizada
apenas por: 1. Paredes de corte; 2. Molas de torcédo; e 3. Pérticos planos, visto
que os nucleos sdao modelados como a associacad dos dois primeiros elencados.

Ja o procedimento de modelagem do nucleo estrutural via TMC é delineado como:

v 1% Etapa: Localizar o Centro de Torcdo (D) do nlcleo. Ver Figura 2.20 (a);

v 2% Etapa: Calcular as rigidezes principais a flexdo: 4, € 7,. Com: j = E - I;

v 3% Etapa: Substituir o nucleo pelas duas paredes perpendiculares, independentes
e posicionadas no Centro de Torg¢éo (D), sendo cada uma orientada em uma das
direcdes principais de inércia;

v' 4% Etapa: Acrescer uma mola de torcdo no Centro de Torcdo (D), com as
rigidezes 7, = G - I, (Saint-Venant) e 4, = E - 1, (Vlassov). Ver Fig. 2.20 (b).

Na Figura 2.21 constam as inércias de tor¢do livre (Saint-Venant) e de empenamento
(Vlassov) para os perfis U e duplo T.

Figura 2.21 — Sec¢des transversais de nucleo estrutural: (a) duplo T e (b) secio Ue C

!
/I\

N

——

h H h t

A 7# ]
A
(a) D* (b)

FONTE: Adaptado de (Laier, 2024)

as formulas para a determinacdo das rigidezas torcionais sao:
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= Paraasecdo C// Perfil U:

3-h 1 b>-h®-d-(3-h-d+2-b-t
c=—— ; It=§-(b-t3+2-h-d3) ;o 1, = ( )

6+% 12-(6-h-d+b-t)

= Parasecao em duplo T:
_h*-b3-t

1
- _. - h-t3 . 43 .
It—3(2bt+hd) ;o 1, o

De acordo com as discussfes em Stamato (1971b), Stamato e Mancini (1972) e Laier
(2024) é possivel estabelecer o elemento diferencial de nacleo estrutural, conforme apresentado
na Figura 2.22.

Figura 2.22 — Nucleo estrutural C: (a) Carregamentos e (b) Elemento diferencial

e °
_f'_ A dz
i Qt*:_ _
H fiq‘f /e
1 »
, (@) (b)
FONTE: O Autor (2025)
Procedendo o equilibrio de momentos de tor¢éo:
dMm,
ZT = 0 o (Mt+th)_Mt+qt-dZ: 0 dz = _qt (eq.2.4’8 a)

q:=—M; (eq.2.48Db)

Considerando a rigidez a torcdo livre através do momento de torcdo (M,) de Saint-
Venant e a tor¢do de empenamento pelo momento da flexo-tor¢édo (Mft), além de soma-los
para quantificar o momento de tor¢éo global (M,):

My=Mp+Mpe = M =[(G-1) 0]+ [(E"1,) 6;"]
My =46, + 7,0, (eq.2.49 a)
. Mt _ . " . v
& derivando: e m, =4 0, +4," 0, (eq.2.49 b)

Por fim, a equacéo diferencial do problema de flexo-tor¢ao para o nucleo estrutural é
expressa por:

com: @ = fe_ |Gk
. Fo E-I,

m
O —q?-9) =—= (2.50)
o
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HISTORICO DA TMC EM EDIFICIOS ALTOS

a) Panorama geral

A modelagem de estruturas por técnicas continuas € encontrada em grande nimero na
literatura, principalmente até primeira metade da década de 1990. Dentre os textos técnicos,
advindos de pesquisadores estrangeiros, podem-se ser evidenciados 0s seguintes como
precursores:

i) O trabalho de Chitty (1947) com a andlise estatica de uma estrutura aporticada
composta por duas prumadas longitudinais travadas transversalmente por barras
e com carregamento lateral uniforme no eixo longitudinal;

i) A publicacdo de Beck (1962) abordando a associagdo de duas paredes de corte
através de lintéis horizontais, também realizando analise estatica. Diferindo do
portico plano apenas pela elevada rigidez caracteristica das citadas paredes. A
associacao é submetida a carregamento transversal também uniforme;

iii) No caso do texto de Coull e Choudhury (1967) ha a abordagem do
funcionamento estatico da associacdo de paredes de corte, porém para
carregamento lateral triangularmente distribuido na altura das paredes e com
méaximo valor no topo delas, além da imposicdo de carga concentrada lateral
com ponto de aplicacdo no topo da estrutura;

iv) Em Rosman (1963) ocorre a analise da associacdo de porticos planos e paredes
de corte, atuantes na mesma direcdo de contraventamento, como o Modelo de
Trem de ligacdo entre os citados painéis. As hipdteses béasicas foram as
seguintes:

iv.1. Hipdtese 1. Admite-se que as Paredes se deformam
apenas a flexdo e sdo rigidas ao corte (esforco cortante);

iv.2. Hipdtese 2: Admite-se que o Portico Plano se
deforma apenas ao corte e ndo a flexdo, porém, em geral, existem
esforgos cortantes e momentos fletores nas barras componentes
do painel do tipo portico;

iv.3. Hipdtese 3: Admite-se que as se¢des transversais sao
prismaticas, tanto para as paredes quanto as barras dos porticos
planos;

iv.4. Hipotese 4: Admite-se que a associagdo (ligacdo) dos
painéis de contraventamento se da por meio de barras horizontais
biarticuladas; e

iv.5. Hipotese 5: Admite-se que as forcas horizontais
advindas do modelo de associacdo dos painéis tém distribuicéo
continua ao longo da altura da edificacdo, configurando um meio
continuo equivalente.

O Modelo de Trem ¢ apresentado na Figura 2.23.
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Figura 2.23 — Modelo de Trem para associa¢do plana entre os painéis dos tipo Parede de Corte e
Portico Plano: (a) 1° painel, (b) 2° painel, (c) 3° painel e (d) enésimo painel de contraventamento
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Fonte: (Rosman, 1963)

O procedimento plano apresentado na citada publicacdo é estendido em
Stamato (1971a) para a associacdo tridimensional, substituindo-se as barras

biarticuladas de ligacdo, entre os painéis, por Diafragmas Rigidos em seus
planos e sem rigidez transversal.

Os Diafragmas sdo as lajes dos Edificios Altos e possuem por incognitas:
os deslocamentos no plano XY da geometria, logo u e ++, bem como a rotacao
no eixo z, conforme ilustrado na Figura 2.23.

Figura 2.23 — Diafragmas Rigidos: (a) representacao 3D da associacao dos painéis pelos

diafragmas e (b) lei de transformac&o de coordenadas do Sistema Local de Coordenadas (SLC)
dos painéis para o Sistema Global de Coordenadas (SGC) do sistema de contraventamento

I'ABULEIRO

v Portico Plano 2

10 1

A )
Portico Pl

v
w 4~
Parede 1

) -
() 27 !

Fonte: O Autor (2025)

DIAFRAGMA

v) J& em Rosman (1974) consta a analise dinamica da associa¢do, por barras
biarticuladas, de parede de corte com um portico plano através da simplificacéo
por substituicdo do portico por uma parede com rigidez a flexao equivalente.
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Em geral, as analises de estruturas pela Técnica do Meio Continuo (TMC) partem do
pressuposto de expressdo de esforcos/deformagbes ou deslocamentos validas em todo o
dominio, trocando o problema real por um meio equivalente com propriedades elasto-
mecanicas e agoes/solicitacdes uniformizadas.

O caso mais classico é a analise de deflexdes em eixos mediante o equilibrio do
elemento diferencial. Em termos gerais, o mencionado equacionamento gera equagdes
diferenciais que por sua resposta expressaram parametros elasticos, quantificaveis em qualquer
coordenada da estrutura, a exemplo de: - deflexdes; - rotagdes; - esforgos solicitantes; - modos
de vibracdo; e até mesmo - carga de flambagem.

No ambito da comunidade académica da Escola de Engenharia de S&o Carlos (EESC),
cita-se o docente e pesquisador Miguel Carlos Stamato como precursor dos estudos de pérticos
planos pela Técnica do Meio Continuo, cujas contribui¢des mais relevantes sdo Stamato
(1971b) e Stamato (1972), sempre versando no campo da anélise estatica de estruturas formadas
pela associacao de painéis destinadas ao de contraventamento de edificios altos.

Antes de mais nada, cabe a defini¢cédo de painel como todo e qualquer elemento estrutural
que detenha resisténcia lateral significante, a exemplo do(a)s: paredes de corte, porticos planos,
porticos espaciais, pilares, trelicas planas e espaciais.

Em linhas gerais, a continuidade das contribuices a TMC ocorreu na EESC, ap6s o
falecimento do professor Miguel Carlos Stamato, através dos esforcos e orientacBes procedidos
pelos docentes: Eddie Mancini, Walter Savassi e José Elias Laier, este Gltimo no campo das
analises dinamicas e os demais procedendo analises estritamente estaticas.

b) Panorama da andlise estdtica

Das producdes e orientagdes do prof. Eddie Mancini podem ser elencadas as seguintes
contribuicOes para a analise estatica de porticos planos pela TMC:

i) Em Mancini (1972) é procedida a analise estatica dos esforcos solicitantes nos
painéis de contraventamento de edificios altos, considerando as seguintes
hipoteses simplificadoras:
i.1. As paredes de corte sdo rigidas ao esfor¢o cortante e deformavel ao
momento fletor;
i.2. Os porticos séo rigidos ao momento fletor e deforméaveis ao cortante,
bem como, despreza a deformabilidade axial das barras verticais;
1.3. As paredes sdo modeladas com fundagéo elasticamente engastada na
base; e
i.4. Os porticos sdo engastados na fundagé&o.

séo analisados os seguintes painéis de contraventamento:
a. Parede de Corte;
b. Portico Plano com duas prumadas;
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c. Associacao plana de parede de corte com portico de duas prumadas

via barras biarticuladas, denominado de Painel Geral;

d. Associacao plana de duas paredes de corte via barras biarticuladas; e

e. Associacdo tridimensional dos painéis.

i) Em Baffa (1982) consta a analise dos porticos planos normais as paredes de
corte;

iii) Em Carvalho (1982) sdo analisadas diversas configuracGes entre painéis de
contraventamento, dentre eles:

ii.1. AssociacOes planas de duas a quatro paredes de corte sobre base
eléstica;

iii.2. Associacdo plana de parede de corte com portico plano de duas
prumadas, por barra biarticulada e por lintéis, sempre sobre base
engastada;

iii.3. Associacdo tridimensional de paredes e porticos

iv) Em Rosa Neto (1984) é realizada a analise da relevancia da Teoria de Bernoulli
para a modelagem da deformada das paredes de corte, das barras do portico
plano, bem como, da associacao destes dois tipos de painéis;

v) Em Souza (1986) sdo analisados alguns painéis de contraventamento submetidos
a mobilizacdo das bases, podendo ser empregados em porticos planos, mesmo
que no citado trabalho tenha sido restrito a demais tipos de painéis;

vi) Em Pascual (1987) sdo apresentados parametros, elasticos e geométricos, para
correta classificacdo das barras verticais como pilares de poértico ou como
paredes de corte;

vii) Em Battistelle (1991) consta a andlise estatica de painéis planos considerando a
deformacdo axial dos pilares, bem como, os efeitos de 2% ordem das cargas
verticais. A citada obra aplica as consideracdes nos seguintes painéis:

vi.1. Parede de corte;

vi.2. Portico plano com duas prumadas;

vi.3. Painel Geral (Associacdo plana de parede com pértico ligado por
barras biarticuladas); e

vi.4. Associacao plana de duas paredes.

viii) Ja em Xavier (1994) sdo analisados poérticos planos gerais contendo “n”
prumadas para pilares prismaticos e escalonados por trechos, considerando: 1.
Deformacdo axial dos pilares, 2. Deformacéo por corte das vigas e 3. Os nos sao
rigidos;

Enguanto nos demais trabalhos de orientacdo do Prof. Eddie Mancini, ja elencados, as
constatacBes abordaram o funcionamento cinematico global dos painéis de contraventamento.
Pode-se ressalvar que a verificacdo da distribuicdo de forgas laterais e de esforcos solicitantes,
por painéis do sistema de contraventamento, é localizada em Stamato (1966).

No caso das orientagfes do prof. Walter Savassi, bem como, de suas produgdes em
conjunto com o Prof. Eddie Mancini, elencam-se as seguintes contribuicdes:
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i) Em Mancini (1973) ¢ realizada a analise estatica de diversas configuracdes de
painéis de contraventamento pela TMC, considerando a rotulacéo plastica no
meio dos vaos dos lintéis e das barras das prumadas dos porticos. Os painéis
analisados foram:

i.1. Painel Parede de Corte;

i.2. Portico Plano com duas prumadas;

i.3. Associacdo de Parede de Corte e Portico Plano através de barras
biarticuladas, denominada de PAINEL GERAL,;

i.4. Associacdo Plana de Parede de Corte com Portico Plano por lintéis;

i.5. Associacdo Plana de trés Paredes de Corte ligadas por lintéis; e

i.6. Associacdo Tridimensional dos Painéis Gerais.

i) Em Oliveira Filho (1990) ocorre o estudo comparativo do comportamento

cinematico dos seguintes painéis de contraventamento:

ii.1. Parede de Corte;

ii.2. Portico Plano com duas prumadas;

ii.3. Painel Geral,

ii.4. Associacdo Plana de trés Paredes de Corte através de lintéis,
considerando, ou ndo, a deformabilidade axial das paredes; e

ii.5. Porticos Planos considerando, ou ndo, a deformabilidade axial dos
pilares.

iii) Em Mancini e Savassi (1985) ocorre a analise comparativa do comportamento
cinematico do Portico Plano com duas prumadas, sob o0s seguintes modelos:

iii.1. Modelo 1: Colunas com deformacéo axial desprezada;
iii.2. Modelo 2: Considerando a deformacéo axial das colunas;
iii.3. Modelo 3: No6s de comprimento finito; e

iii.4. Modelo 4: N@s pontuais.

iv) Em Mancini e Savassi (1999) consta a Analise Plana da associagdo de duas
Paredes de Corte por meio de lintéis horizontais e sob carregamento lateral
constante. Analisa, ainda, o Poértico Plano com duas prumadas e com vigas
analisadas pela teoria dos eixos de Euler-Bernoulli, além da deformacéo axial
das colunas. Concluindo pela associacdo da Parede de Corte com o Portico Plano
de duas prumadas, agora, por meio de barras horizontais biarticuladas;

v) Em Mancini e Savassi (2001) é apresentada a Analise Espacial, publicizando a
sistematizacdo da associacdo tridimensional de Pdrticos Planos, acarretando na
andlise do Pdrtico Espacial via TMC;

vi) Em Mancini e Savassi (2005) consta a associacdo plana de Parede de Corte com
Pdrtico Plano de duas prumadas via lintéis, considerando a deformacao por corte
e por flexéo;

vii) Em Mancini, Savassi e Xavier (2006) séo instados os coeficientes de rigidez
para os seguintes tipos de painéis, com formulacéo advinda de Ferreira (1975),
quais sejam:

vii.1. No rigido de Portico Plano;
vii.2. Ligacdo na associagdo de duas Paredes de Corte através de lintéis
horizontais;
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vii.3. Ligacdo na associacdo plana de duas Paredes externas a um pilar
de portico central, unidos sempre por lintéis; e
vii.4. Na ligagdo Portico Plano com Parede de Corte via lintéis
horizontais.
Por fim, faz a aplicacdo da teoria apresentada e procede o célculo dos
deslocamentos laterais para o Painel Geral (Associacéo de duas Paredes com um
Pdrtico Plano via lintéis).

O trabalho com formulas pincadas e instadas no texto citado acima, no caso, Ferreira
(1975), foi procedido sob orientacdo do Prof. Tioeturo Yagui, considerando a transmissdo de
cargas laterais, por entre os painéis de contraventamento, através dos diafragmas rigidos. Os
diafragmas sdo considerados sem rigidez transversal e infinitamente rigidos horizontalmente.
Além de versar sobre a analise do estado deformado dos seguintes elementos de ligacéo,
apresentando as rigidezes correspondentes, para o andar genérico:

i.  De Portico Plano;
ii.  Da Associacdo Plana de duas Paredes de Corte;
iii.  Da Associacdo Plana Parede-Pilar-Parede; e
iv.  Da Associacdo Plana de Portico Plano com Parede de Corte atraves de lintéis
horizontais.

Torna-se imperativo descriminar a utilizacdo tipica de associacdo por meio de ligacGes
por lintéis quando da ocorréncia de vigas ligando os painéis de contraventamento, bem como,
da associacdo através ligacdes por barras horizontais biarticuladas rigidas, apenas, axialmente,
conforme ilustrado em Laredo (1977) e apresentado na Figura 2.25 (a) e (b).

Figura 2.25 — Sistema de Contraventamento: (a) planta baixa de edificio com indicacdo de
pdrticos planos e paredes de corte, (b) associacao plana dos painéis de contraventamento
diferenciando lintéis e as barras advindas da modeliza¢do dos Diafragmas Rigidos e (c)
indicacéo da influéncia de grandes massas situadas no topo de torres de sustentacao
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Fonte: (Laredo, 1977)

Antes de prosseguir com o detalhamento histérico das contribui¢bes, da EESC-USP, é
relevante ressaltar que as grandes massas concentradas no topo de painéis de contraventamento
interferem no modo deformado e de vibracao, principalmente quando extrapolam as projecoes,
em planta, do sistema de contraventamento, conforme é ilustrado na Figura 2.25 (c).
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Panorama da analise dinamica

Enquanto na linha de desenvolvimento do presente Pds-Doutorado tem-se as valiosas
contribuicBes do Prof. José Elias Laier, permitindo a extensdo e consolidagdo da TMC para o
equacionamento dindmico de porticos planos. Assim, elencam-se as seguintes contribuicdes:

i) Em Laier (1978) ja sdo incrementados os principios da dindmica das estruturas

na TMC e realiza-se a analise das vibragdes livres em Edificios Altos, tanto para
os painéis de forma isolada, quanto para as associagdes entre 0s painéis.
Nesta publicacdo foram analisados:
a. Parede de corte;
b. Portico plano com duas prumadas;
c. Associacdo de portico plano de duas prumadas com parede de
corte via barras biarticuladas;
Associacao de duas paredes de corte através de lintéis;
e. Associacdo do item “c” trocando as barras biarticuladas por
lintéis; e
f. Aassociacdo tridimensional dos painéis elencados anteriormente.

i) Em Laier (1984, p. 8) acentua que as acelerac@es na estrutura quando da ordem

de 5% da aceleracdo da gravidade (g = 9,81 m/s?) ja geram desconforto nos
usuarios, além de se tornarem intoleraveis ao atingir o patamar de 15% de g.

Desta forma, a analise dindmica das estruturas torna-se primordial para
evitar ativacdo do Estado Limite de Servico a Vibragdes Excessivas, recorrendo-
se, pela Teoria das VibracOes, as seguintes etapas:

ii.1. Formulacdo do sistema de equacGes do movimento, em geral,
Equacdes Diferenciais Parciais (E.D.P.’s), uma vez que a equagdo basica do
movimento é caracterizada como func¢do de duas variaveis, sendo elas:

ii.1.1. variavel espacial, representada pela letra x; e
ii.1.2. variavel temporal, representada pela letra t.

ii.2. Aplicacdo de um método capaz de separar as variaveis, espacial e
temporal, denominado de Método da Separacdo de Variadveis, do qual detalha-
se:

ii.2.1. Ocorre a decomposi¢cdo do movimento (x,t),
escrito como fungdo de duas variaveis, para funcdo espacial u(x) e
funcédo temporal T (t);

ii.2.2. A separacdo de variaveis so0 é possivel devido a
ortogonalidade dos modos de vibragéo da estrutura.

ii.3. Resolucdo das EDO’s desacopladas na etapa 2 (ii.2), podendo
existir:

ii.3.1. Solugdo numerica, ou seja, aproximada; ou
ii.3.2. Solucgéo exata.

Ademais, apos leitura apurada do citado texto, ha que se frisar que a

andlise discreta de estruturas envolve nimero elevado de incognitas e parametros
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a analisar, tanto quanto seja mais refinada a discretizagdo. Porém, a recorréncia
a modelagem pela Técnica do Meio Continuo implica na reducéo dréstica das
incognitas e dos pardmetros a processar, uma vez que as solicitacdes e
propriedades elasto-mecénicas da estrutura sdo adotadas distribuidas
uniformemente em um meio continuo equivalente.

Neste texto € realizada a analise dindmica dos seguintes painéis:

a. Parede de corte;

b. Pértico plano com duas prumadas;

c. Associacdo de portico plano de duas prumadas com parede de

corte via barras biarticuladas;

d. Associacao Geral (3D) dos painéis, particularizando também:
d.1. na disposicao simétrica; e
d.2. na disposicao geral.

Em geral, os Edificios Altos tem distribui¢do uniforme dos elementos de
ligagdo, os quais propiciam a associacao entre os painéis de contraventamento,
facilitando e muito a ado¢do de meio continuo com poucos, ou quase nenhum,
pontos de refinamento.

iii) Em Laier (1989) é evidenciada a problematica da excessiva deformabilidade

estrutural com a crescente busca de estruturas cada vez mais esbeltas e
otimizadas. Neste sentido, na citada publicacdo é apresentada uma vertente
requintada da Técnica do Meio Continuo, proporcionando a analise dos efeitos
de 22 ordem em trés modelos basilares de pérticos planos, sempre aplicados a
Edificios Altos.

O citado melhoramento na performance da TMC foi publicizado para a
comunidade cientifica internacional por Laier (2008). Ademais, torna-se
relevante apontar as seguintes consideragfes quanto ao funcionamento
cinematico global em detrimento da relacdo entre as rigidezes das colunas e
vigas dos modelos adotados, quais sejam:

iii.1. Portico Plano com vigas de apenas rigidez axial consideravel: Neste
modelo sdo desprezadas as rigidezes a flexdo e ao corte, sendo denominado de
Modelo A, neste plano.

Neste modelo prevalece a deformada global do pértico plano
como se fosse de uma parede solicitada ao corte e a flex&o, decorrendo das
condicOes de rigidezes dos travamentos horizontais conferidos pelas barras
biarticuladas, conforme é apontada na Figura 2.26.

iii.2. Portico Plano Ideal: Neste modelo é desprezada a deformacdo axial
dos pilares, além das vigas de travamento deterem rigidez superior a das colunas,
proporcionando deslocamento de corpo rigido das vigas atrelado a flexdo dos
andares. A geometria descrita é denominada de modelo B, neste plano.
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A deformacdo dos andares ocorre preponderantemente por corte e a
deformada global € caracterizada por concavidade para fora do portico, de
acordo com a Figura 2.27.

Figura 2.26 — Modelo A: (a) configuracao inicial do portico plano, (b) funcionamento cinematico
global e (c) configuracao de solicitacdo nos elementos estruturais do pértico
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Fonte: Adaptado de (Laier, 1989)

Figura 2.27 — Modelo B: (a) configuragéo inicial do portico plano, (b) funcionamento cinematico
global e (c) configuragdo de solicitagédo
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Fonte: Adaptado de (Laier, 1989)

iii.3. Portico Plano Geral: Este € 0o modelo que a relagdo entre as rigidezes
das colunas e das vigas assume valores intermediarios aos obtidos nos modelos
A e B, denominando-se este de modelo C.

Figura 2.28 — Modelo C: (a) configuracao inicial do portico plano, (b) funcionamento cinematico
global e (c) solicitacdo por elemento estrutural
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Fonte: Adaptado de (Laier, 1989)

O funcionamento global sera misto, entre os modelos A e B, verificando-
se concavidade para dentro do portico, no entorno da sua base, além de
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concavidade para fora ao aproximar-se do topo. Ademais, percebe-se que a
solicitacdo do momento total é resultante da superposi¢do do efeito de momento
do binério de esfor¢os normais e do momento fletor das colunas, vide Fig. 2.28.

iv) Em Martins (1998) existe valorosa contribuicdo ao equacionamento dinamico
de eixos com deformacdo por corte sendo admitida, o que € importante indicador
darelevancia da utilizagdo de teorias de altas ordens no equacionamento de eixos
como os lintéis e pilares;

v) Em Llerena (2009) é realizada a andlise sismica de edificios altos via TMC,
conduzindo a consideracdo de laje como diafragmas rigidos a deformacéo no
plano da geometria desta e deforméavel apenas transversalmente; e

vi) Donneys (2015) também realiza a analise sismica de edificios altos pela TMC.

na andlise estatica dos painéis de contraventamento é imprescindivel listar:

i) Em Laier (1975) € utilizada a Técnica do Meio Continuo para a analise estatica
de pérticos planos de Edificios Altos sob atuacéo de variagdo térmica;

i) No trabalho de Yoshida (1989) consta a distribuicdo das aces horizontais do
vento por entre os painéis de contraventamento, também de Edificios Altos,
considerando a deformabilidade das lajes no plano da sua geometria. A
modelagem da deformabilidade lateral das lajes é realizada via modelo de viga
continua apoiada elasticamente nas prumadas dos porticos; e

iii) Bottura (1991) realiza a analise da deformabilidade da laje no seu plano,
mantendo os painéis com as seguintes deformabilidades: ao esforco cortante
para a parede de corte e para o pdrtico, e ao momento fletor para as lajes.

Panorama da resolucdo da equacdo diferencial

Além de varias contribuicGes a resolucdo das equacOes diferenciais resultantes da
analise estrutural pela TMC, sendo a primeira com solucdo exata e as demais com solucdes
numericas, assim elencadas como:

i) Em Coelho (1987) procede-se o desacoplamento dos sistemas de equacOes
diferenciais, para a analise estatica, dos seguintes casos:

a. Associacdo tridimensional contendo apenas paredes de corte;

b. Associacdo tridimensional contendo apenas porticos;

c. Associacdo tridimensional contendo paredes e porticos, no caso nao
degenerado (quando os conjuntos dos dois tipos de painéis podem
receber carregamentos em qualquer direcéo e posi¢éo, separadamente);

d. Associacao tridimensional contendo parede e pérticos, porém para o caso
degenerado.

i) Das solu¢cdes numeéricas das equacOes dinamicas advindas da TMC podem ser
listadas as seguintes contribuigdes:
ii.1. Em Seixas (1981) pelo Método de Stodola-Vianello;
ii.2. Em Ataide (1981) pelo Método de Ritz-Galerkin;
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ii.3. Em Proenca (1981) pelo Método das Diferencas Finitas;
ii.4. Em Oliveira (1982) pelo Método de Rayleigh-Ritz;
ii.5. Em Ramalho (1983) pelo Método dos Polinémios Interpoladores;

iii) Ja em Hassan (1987) ocorre a apresentacdo sistematizada da resolucdo da
equacdo do movimento para sistemas de um grau de liberdade, por se tratar de
equacdo basilar para a utilizacdo do Método da Superposicdo Modal em sistemas
dindmicos complexos. Na citada sistematizacdo consta a abordagem dos
seguintes métodos:

a. Integracdo Numérica no Tempo, via:
a.1. Método das Diferencas Finitas; e
a.2. Métodos de Newmark, de Wilson e da Convolugéo.
b. Integragdo Numérica no Dominio da Frequéncia, através de:
b.1. Transformada rapida de Fourier; e
b.2. Transformadas rapida modificada e inversa.

iv) No caso de Bottura (1997) é desenvolvida uma nova familia hermitiana de
algoritmo com passos simples e de aniquilamento assintético destinado a
resolugédo da equagdo do movimento;

v) Noronha Neto (2003) faz a integracdo numérica da equacao do movimento, apos
a filtragem de Butterworth, via algoritmo de quadratura de alta ordem; e

vi) Em Mauller Junior (2003) consta a integracao da equa¢do do movimento atraves
da Transformada de Fourier, utilizando ponderadores de ordem elevada.

ANALISE UNIDIMENSIONAL DE PORTICOS PLANOS

a) Projeto Proposto

Com base nas discussbes apresentadas no item 2.1 (d), pede-se para o portico plano

apresentado na Figura 2.29:

a)

Escrever uma funcdo de carregamento lateral g, (z) parabolica, conforme Tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Valores da carga lateral de acordo com a cota z em metros
z [m] 1 3 6 9 12 15 18

qf(z) [kN/m] 0,227 0,454 0,567 0,794 0,794 0,908 0,454
Fonte: (Souza; Jeary e Sparks, 1980)

Determinar a funcéo do esforgo cortante externo Q(z).

Expressar e resolver a EDO (Equacdo Diferencial Oridinaria) da analise estatica via
equacao do carregamento qr(z), quando da resolugdo geral da EDO.

Expressar e resolver a EDO da analise estatica via condicdo de equilibrio de esforco
cortante, também, quando da resolucédo geral da EDO.

Escrever a EDP (Equacéo Diferencial Parcial) do problema dindmico.
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Figura 2.29 — Portico plano com duas prumadas e submetido a carga lateral

qs(z) = AzZ2+B.z+C

£=18m
|, 457m
c=1,57m
|
z < //=
15m 1,5 m|

EV//A\\V//4\\

ZA\\/4

Fonte: O Autor (2025)

GABARITO

a) Via software gratuito VCN, ver Fig. 2.30, tem-se a curva de interpolagdo expressa

por:

qr(2) = —0,00601.z% + 0,13445.z + 0,07428

Figura 2.30 — Valores do ajuste polinomial no software gratuito VCN
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b) Através dos conceitos trabalhados na apostila, escreve-se o esforgo cortante pela
fungio:

Qr(2) = Fr + qg

Lembrando que a carga aplicada no topo ¢ nula nesta aplicagdo. Assim: Fr = 0. Bem como,

que gg ¢ a resultante de carga devido ao carregamento lateral sob distribuicao parabdlica, nesta
adocio e assim escrita:
(H-2)

ar = f (—0,00601.z% + 0,13445.z + 0,07428) dz
0

72 (H-2)
l +0,07428. 2] 2

23 (H-z)
qr = —0,00601. I?l +0,13445. [7
0 0

Simplificando a expressio, tem-se:

qr = (0,002003).z3 + (0,067225 — 0,00601. H). z*
+ (0,00601. H? — 0,13445.H — 0,07428).z
+ (—0,002003.H3 + 0,067225.H% + 0,07428.H)

Implicando em:

Q;(2) = (0,002003).2° + (0,067225 — 0,00601. H). z* +
(0,00601. H> — 0,13445.H — 0,07428).z +
(—0,002003.H3 + 0,067225. H> + 0,07428.H)

Chservacao: A simplificacio da expressio de qg pode ser obtida pela aplicacio dos comandos:
Symbolics - Expand & Symbolics — Collect (z) no Mathcad.

c) A EDO via equagao do carregamento fica expressa por:

d*u(z) 1 @
dzz 5f'qu

d’u(z) 1 ,
—7 =~ (~0,00601.2% + 0,13445.2 + 0,07428)
f

- EDO ndo homogénea de ordem 2 e termo particularizante expresso por polinémio de grau 2 —

Ja a resolucao desta EDO ¢ simples, bastando Figura 2.31 — Balanco de corte

apenas integrar duas vezes e impor duas condi¢des de contorno: 0454  z= {1’ i =0
du(z) d*u(z) p (=2
= | —= —z :
dz dz? q;\
1 z3 z2 Zg
=——.{-0,00601. |=| + 0,13445. =
8f 3 2 _ z
4y (@) ZT Qr(2)
(b)
+ 0,074‘28 [Z]} + C1 (a)

Fonte: O Autor (2025)
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w(z) = f dl;(zz) dz

= [ 000601 || + 013445 [2] + 0,07428. |2V 4 oz 4
—_— 5f . ) . 12 ) . 6 ) . 2 1-Z 2
Aplicando as condi¢bes de contorno:
D
Y u(z=0)=0
0= ! 0,00601 o +0,13445 o +0,07428 o +C.0+C
T [12] T |6 ’ | 2 r 2
CZ =0
) z=H) 0
D oy =m0
Sf Sf
1 H3 H?
0 = ——.1-0,00601. | = +0,13445. |—| + 0,07428. [H]{ + C,
f

2

1 H3 H
C, =< —0,00601. 3 + 0,13445. - +0,07428.[H]
f

(bserva@a O esforgo cortante no topo é nulo, pois nao existe carga lateral concentrada em tal

posi¢do. Assim ¢é possivel escrever: Qy = Q(z = H) = 0.

Por fim, a solucao da EDO ¢ escrita como:

(z) = 1 0,00601 2t + 0,13445 z +0,07428 z +
u(z) = P , |12 , e , 13

H3 H?
— (—0, 00601. l?l +0,13445. lTl +0,07428. [H]) .z}

d) Jaa EDO em termos da equagdo do esforgo cortante é escrita como

du(z)
'5f' dz _Qf
du(z) = 3 .
s7.— == (0,002003).2° + (0,067225 — 0,00601. H). 2 +

+(0,00601. H?> — 0,13445.H — 0,07428).z +
+(—0,002003. H3 + 0,067225. H?> + 0,07428.H)

- EDO nio homogénea de ordem 1 e termo particularizante expresso por polinémio de grau 2 —

Jaa resolucao desta EDO ¢ simples, bastando apenas integrar uma vez e impor uma

condicao de contorno:
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u(z) = f dT;(ZZ) dz =

1 _ [z* z3
=—.40,002003.|—| + (0,067225 — 0,00601.H). | =
'Sf 4 3
72
+ (0,00601. H? — 0,13445.H — 0,07428). I7l
+ (—0,002003. H3 4+ 0,067225. H? + 0,07428. H). [Z]} + D,
Aplicando as condi¢des de contorno:

(1) . -
» u(z=0)=0 "

Por fim, a solucao da EDO ¢ escrita como:

1 _ [z* z3
u(z) = —.10,002003. |- + (0,067225 — 0,00601. H). || +
f

72
+(0,00601. H?> — 0,13445.H — 0,07428). l?l +

+(—0,002003. H3 + 0,067225. HZ + 0,07428. H). [z]}

e) E por fim a EDP do problema dindmico é a mesma apresentada no item 2.1 (d.3).
Assim:

0*us(z,t) m 0*us(zt) o
az>2 s ot
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CAPITULO =3

ANALISE TRIDIMENSIONAL DE PILARES DE=PAREDES. FINAS

CONTRAVENTAMENTO HORIZONTAL

a) Rotulagdo no centro dos vdos dos lintéis

Para a consideracdo da formacdo da rotulacdo dos lintéis sempre no meio dos vaos é
realizada a andlise estrutural da metade do lintel como viga monoengastada, conforme é
ilustrado na Figura 3.1.

Figura 3.1 — Estado deformado dos lintéis submetidos a flexdo na rotulagao plastica
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Fonte: O Autor (2025)

Em seguida, o deslocamento vertical do extremo livre, 65 (adotado positivo para baixo),
surgido com a rotulacdo é calculado através do Principio dos Trabalhos Virtuais, como:

Imagem disponivel em: < https://www.waivio.com/@ateh/core-structural-system-in-tall-buildings > Acessada em:
25/03/2025.



106

Introducdo a modelagem continua de Painéis de Contraventamento

"ol *) w L, 3
|65|:f (V ) C%,s _ - 2. 'Q5-hLL LL_CI5—-h (LL)

"2°2 3.(EI)\2

Esta formulacdo advém dos debates e postulacGes em Vlassov (1962) e percebe-se a
simplificacdo em considerar a formacao de rotulagdes plasticas unicamente no meio dos vaos
dos lintéis de contraventamento dos Painéis — Parede, independente do posicionamento do lintel
ao longo da altura do pilar, conforme € ilustrado na Figura 3.2.

Figura 3.2 — Nucleo estrutural C: (a) formacao de rétulas plasticas no meio do vao dos lintéis, (b)
diagramas de momento fletor e esforgo cortante nos lintéis, (c) area setorial interna e (d)
Diagrama de Ordenadas Setoriais principais w,. com o ponto A sendo o Centro de Torcao D

Fonte: (Vlassov, 1962)

b) Lintéis modelados via equacdes de Maney

A definicdo dos painéis — parede é proposta por Barbosa (1980, p. 11-55), sendo também
denominados simplesmente de paredes. O painel — parede é, entdo, um painel plano com
deformabilidade ao momento fletor e com rigidez elevada ao corte; e caracterizado por se¢édo
transversal constante ao longo do eixo axial e com vinculagdo por engaste na base.

Vide na Figura 3.3 a disposicdo da secdo de paredes finas e a possibilidade de
contraventamento por lintéis.

Figura 3.3 — Pilar em ndcleo: (a) em planta, (b) ndo contraventado, (c) sem lintéis
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Fonte: Adaptado de (Smith; Coull, 1991)
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Na Figura 3.4 visualiza-se a deformada do lintel horizontal e dos Painéis — Parede que
0 suportam, concluindo-se um funcionamento plano.

Figura 3.4 — Deformadas planas dos lintéis horizontais e dos Painéis-Parede de sustentacéo

n,n
s
X,u 1
Z_rr'-u@ég
i ~3 Yb
3;'- S~ g }ubs Iubbs
\
\
\
|
.
Jh
/
I

Fonte: (Roberts; Yeung, 1992)

O processo de translade das reacGes elasticas do lintel, da face da parede para o seu eixo,
¢ apresentado na Figura 3.5. Admite-se que o trecho de superposicdo dos lintéis com as paredes
séo infinitamente rigidos a flexéo (EI ~ o). As reagdes elasticas dos lintéis séo: V", M}, V} e

M}. Em seguida, as reagbes V e M sdo uniformizadas ao longo da altura das paredes, como:
L L

_Y M5 VM
Vi—T,Ml’—T,Vf—TEMf—T.

As analises serdo procedidas via Parcel e Maney (1944) possibilitando o funcionamento
viga do lintel e ndo impor a hipdtese de rotulacdo plastica obrigatoriamente no meio do véo.
Tal hipétese de rotulacdo foi adotada por Smith e Taranath (1972) e seguida por diversos
autores, dos quais citam-se: Mancini (1972), Barbosa (1980) e Xavier (1987). Ver também as
formulagdes de Szerémi (1977, p. 209).

Figura 3.5 — Reacdes elasticas do lintel via equacdes de Maney

¢ Ah El = oo

i -
s ;
m h @Mf
7, N
e

i |
ME
VSL H V[L H VfL

Fonte: O Autor (2025)
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Transladam-se as reaces elésticas do lintel para o eixo dos painéis — parede, mediante
equilibrio dos nos inicial e final (0;, Or), obtendo matricialmente:

{M} = [R.].{M_} (eq.3.1)

com; {M}T ={M; M; V; V¢} sendo o vetor de reacOes elasticas no CG dos painéis —
parede; {M,}T = {M} Mf; V{ V}}o vetor de reagGes elasticas nas extremidades do lintel
e [R,] a matriz de correlacao.

Ficando as reagdes elasticas do lintel, expressas por:

~

l
AR ER i
Fl_| a —pt  bE| )9
!ViL |_bLL _b}: tL L . L (eq32)

t L”iJ
vi) Lbf b et ] o

onde: k. e, h, e I, € o fator de forma, a base, a altura e o momento de inércia
(respectivamente) para a secdo transversal do lintel. Serd admitido que a rigidez a flexdo dos
painéis — parede como infinita. Resultando nas reacdes eléasticas no CG dos painéis — parede,
em reagdes elasticas distribuidas (M;, V;, My e V) na distancia h entre os lintéis, como:

(M) [kiL at  _pL ﬂ (61
B |

~

— Ml' _ ki'gi + ai.Hf — bi.vi + bi.vf

M; = " n (eq.3.3a)
_ V. —=bi.0;+b .0 +t.v; —t.V
=ttt T LT (eq.3.3 D)
h h
_ M ar.0; + kr.0f — be.v; + br. v
h h
f:F: ! ! h : (eq33 d)

com: v; = w;. ¢’ e vy = ws. ¢’ (advindo da teoria de Vlassov para secdo de paredes finas).
- - . _ ’lr _ Vi —_ — /l)/f — 1A —-1.
Pela geometria conclui-se: 9; = ‘/d4 =2.w.¢" . (Ly) ' e b = /d5 =2.wp.¢" . (Ls)™

w; € a ordenada setorial de w, (ver Fig. 1.41 (b) para o ndcleo C, por exemplo) no ponto i (ver
Fig. 3.5) e wy € a ordenada de wy,. no ponto f.

P8 CONTRAVENTAMENTO EM Z

Partindo dos conceitos de contraventamento em porticos planos mediante lintéis
inclinados cruzando os andares de Edificios Altos, conforme percebe-se em Pubal (1988) e em
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Schueller (1990, p. 518), constata-se o contraventamento em Z como modelo de redistribuicdo
das cargas laterais. Vide Figura 3.6.

Figura 3.6 — Contraventamento por lintel inclinado: (a) posicionamento no portico, (b)
determinacao de esforcos via Método das Sec¢oes, (c) esforgo normal no lintel inclinado, (d)
distribuicdo de cargas nodais e (e) funcionamento estrutural do lintel horizontal

Il ,,
== .

ﬂ =
—c=:bc = =
- ’1[ Nﬂ
®) @
(c) (®

Fonte: (Schueller, 1990)

E ainda, seguindo as formulacGes de Goto et al. (2015); Roberts & Yeung (1992);
Zalka (2000, p. 218 — 230); e MacLeod (1990, p. 124 — 127) pode-se aplicar os conceitos do
contraventamento em Z do pértico plano, apresentado na Figura 3.6. Isso para o sistema de
contraventamento do pilar de pontes em paredes finas, considerando a subdiviséo da estrutura
tridimensional do Ndcleo em Painéis — Parede.

Observa-se assim, na Figura 3.7 o funcionamento de um pilar de ponte, além de seus
carregamentos tipicos.

Figura 3.7 — Sistema Tabuleiro de ponte - Pilar: (a) geometria e eixos, (b) cargas atuantes no
topo do pilar e (¢c) momentos atuantes no topo do pilar

— T T_||-:l
P M8 " me,
1;;,__”.- I, Hle;}rﬁ_ — 3
‘ross beam - \_“‘-_../_ “ H, “. '\‘_____,..4 H.u,
Column
(a) (b) (c)

Fonte: (Goto et al., 2015)
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E na Figura 3.8 verifica-se que o Sistema de Contraventamento em Z, acima descrito,
fica com excentricidade de aplicacdo das cargas dos lintéis, admitindo-se para tal que as se¢des
extremas dos lintéis, inclinados e horizontais ficam alinhadas.

Figura 3.8 — Excentricidade e; e ey geradas ao modelar os extremos dos linteis de forma

alinhada
P ‘
\ ~ |
-

‘/ ‘ef
- —— 5
|

|| - |
| - L
| - |
\ ~ \
\ ~ |
B - .

/

\‘ / \|
- \

|| - |
| - L
e |
Fs o
=} B
\ P

e
\ g \

Fonte: O Autor (2025)

Partindo da Teoria dos Painéis — Parede (TPP), bem como adotando-se 0s
procedimentos de analise estrutural preconizados em Laredo (1969, p. 309 — 312); Laredo
(1973, p. 112); Barbosa (1978, p. 11-60 a 11-64); e Melo (2019, p. 93 — 98), postula-se o elemento
de contraventamento por lintéis em Z.

E na Figura 3.9 é apresentado o referido sistema de contraventamento com a
sustentacdo dos lintéis através dos Painéis — Parede (4) e (5).

Figura 3.9 — Elemento do Sistema de Contraventamento em Z
N,+dN, N5+dN5
g 4

A
J\wl4+c{1\fl4 e V4+d\/4 Ms+d M S/LW V
|

; ﬂm h v/ﬁiymf
id T

|
Pa |, V. | 'ps

o
+
o
<

5

— > —> —> —> —> —>
~
o

) “‘?ﬂ 1\44 . \(5 M,
X| < L |

Fonte: (Melo et al., 2021)
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E por fim, mediante adaptacGes da formulagdo postulada para a interacdo dos lintéis
com os Painéis — Parede, ver MacLeod (1973) e Szerémi (1977, p. 209), adotam-se trechos de
rigidez a flex&o infinita, nos aludidos segmentos de interacdo. Vide Figura 3.10.

Figura 3.10 — Modelagem do sistema estrutural da intersecéo Lintéis em Z — Painéis-Parede

thT ¢ D
IR /l_/_ |
~ ‘L’L

\ - ﬂ ar

Fonte: (Melo et al., 2021)

Em ultimo, admitindo-se a modelagem dos lintéis através das equacdes de equilibrio
em esforcos solicitantes, preconizada por George Alfred Maney no ano de 1915, e amplamente
difundidas por: Maney (1915); Parcel & Maney (1944); Hoit (1995, p. 89 — 149); e Megson
(2005) e dentre outros. Postulam-se assim, na Figura 3.11 as reacdes elasticas para os lintéis
horizontais e inclinados.

Figura 3.11 — Reagdes elasticas para: (a) os lintéis horizontais e (b) os lintéis inclinados, do
Sistema de Contraventamento em Z

M- M-
N /,N - - 2 >N+ ()
Lintel Horizontal
ViL s
f

(b)

Fonte: (Melo et al., 2021)

cujos Graus de liberdade dos lintéis séo indicados na Figura 3.12.
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Figura 3.12 — Graus de liberdade nos linté€is: (a) horizontais e (b) inclinados

L
6; O
uf £ : : Y >Uf @
T L Lintel Horizontal T
1y
dH}

Fonte: (Melo et al., 2021)

a) Equac®es de correlacdo

Na Figura 3.13 constam as reacdes dos lintéis e das paredes (nos pontos de
convergéncia 0; e Of), além de ilustrar o estado deformado no trecho de superposicdo
(EI = o), sempre em consonancia com os graus de liberdade elencados na Figura 3.12.

Figura 3.13 — Estado deformado dos lintéis e as decorrentes reagdes elasticas
L -
ME, \

Jns

Fonte: (Melo et al., 2021)

e ao realizar o equilibrio dos pontos de convergéncia O; e Oy, tem-se:
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M5 F,0) =0 ©  Ny=N'+H (eq.3.4 a)
(:) YF,(0)=0 V, =Vt + R} (eq.3.4 b)
(:) YMO)=0 «~ M;=M;-V}td;—N}f.vi+Mg —R.d; —HF. (h; — dR))
(eq.3.4¢)
M5 r0p=0 & Nyp=NE+HE (eq.3.4 d)
M5 R0y =0 £ Vp=VE+RE (eq.3.4¢)
+ , _ \
Dymo)=0 « M =M} +VEd +NFooy + ML, + RE.d; — HE. (hy — dR;)
(eq.34f)

As eq. (3.4 a—f) correlacionam as reacdes elésticas nos pontos de convergéncia com
as dos nucleos e sdo agrupadas matricialmente, como:

{M} = [RPoT].{M]or} + [RIM€].{M["<} (eq.3.5)

com: {(Mpor} = (NE v ME NP OVE ME);
(M} ={H} RF ML Hf Rf ML}

1 0 0 0 0 0] 1 0 0 o0 0 0
0 1 0 0 0 O 0 1 0 0 0 O
hor] _ | ~ Vi —-d; 1 0 0 0 ] incl _ ’U’i* —d: 1 0 0O O .
FEI=1 0" o 0 1 0 of R¥I={ 9 o o 1 0 of
o o o 0 1 0 o o0 o0 O 1 0
0 0 0 v dr L o 0 o0 v df 1

MYT={N; Vi My Ny Vi Mg}, wf=(v;—

=

D; vf = (v — k).

sendo: [Rf"r] —a matriz de correlacdo entre os lintéis horizontais e 0s pontos de convergéncia;
[Ri'nc] —a matriz de correlagdo entre os lintéis inclinados e os pontos de convergéncia;
{M} — o vetor de reacGes elasticas nos pontos de convergéncia;
{M[*"} — o vetor de reagGes elsticas nos lintéis horizontais; e
{M["<} — o vetor de reacdes elasticas nos lintéis inclinados.

b) EquacBes de equilibrio dos lintéis

As equac0es de equilibrio dos lintéis sdo estabelecidas pelo emprego das equagdes de
Maney do elemento finito, horizontal e inclinado, para as convencgdes apresentadas nas Figuras
3.11 e 3.13, como:
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{mPor} = [kpor].{apem} (eq.3.6 a)
L
VL L _pL L —bk .
lL 0 t bi O —t f /U/l
{Ml [ _| 0 -bf kK o b at |0
NE(T|l= 0 0 b0 0 Y
7 0 —tLL b- 0 ti bf "H’f
—_ b L
M}') | 0 f aL O i kf | f

4EL 1+¢, | 2B 1-2.9,
L, 1+4q¢, L, 1+4q,

sendo: ki = kf = k' =

E.A kX + a* 2.bt

L — L, bl = pL = pL = R g .

r LL /] i f LL ’ LL ]
3.E.1, e,.(h,)3

k. = g fator de forma para se¢des retangulares e conforme lintel apresentado na Figura 3.14.

Figura 3.14 — Se¢do transversal dos lintéis horizontais

h

|
A

€L

Fonte: O Autor (2025)

{Mire} = [kfre].{dir} (eq.3.6 b)
L . i -
( Hi ) pinc pxinc b;mc _pinc —princ bfmc u;
RLL princ ginc —pinc  _jxinc  _ginc _b}nc v
L ; . L ) . i
4 MGi > = b;mc _b;nc klync _b;'kmc b;nc am.c 0;
H]E T | —pine _princ —b;inc pinc princ _b]’ﬁmc ) Ur
R}lc’ —princ —tinc binc T*inc tinc inc /U’f
princ __pinc i _princ pinc f Qf
\M(L?fJ f f qinc i f k]l;nC
i inc [ inc
Com;k?nczkinc=kinc=4'E,'I£nc_ 1+(pCL. . qine =2.E'.Iinc.1—2.§l)c.L ;
l 4 Lne 14 4. glne L 14 4. pinc

rin = rl cos?(y,) + th.sen?(y,); t" =rk.sen?(y.) + tL.cos?(y.);

eli‘nc. (h;"nc)3

b = bt.cos(y,); b}”c = bf.cos(¥.) ; b;™¢ = bt.sen(y.); Ii"¢ = 12

*inc L inc E'Ainc *inc L L inc inc pinc
b = br.sen(y.); r :W; r = (r* —t").sen(y.).cos(y.); A" = e[*“. h}
L
. . L .
bLZb%ZbL=k1"0+al”C_ L 2b 3.E.I{"° c E
L ]

e e’ e Tgapeapyr e T T 2
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k.= g fator de forma para se¢des retangulares e conforme lintel apresentado na Figura 3.15.

Figura 3.15 — Secdo transversal dos lintéis inclinados

\
P
vt
hme Ne -

= \/
eL\ nc

Fonte: O Autor (2025)

Por fim, vale ressaltar a igualdade nos deslocamentos:

uf = dH} =y, (eq.3.6 ¢)
vl =dRF = v, (eq.3.6d)
6 = 0¢; = 6; (eq.3.6 €)
uf = dHf = uy (eq.3.6 f)
v =dRf = vy (eq.3.6 g9)
6f = 9@,5 = 0, (eq.3.6 h)

¢) Translade das reaces elasticas

Em seguida serdo realizadas trés mudancas de referencial, visando a transferéncia das
reacOes elasticas dos lintéis até os pontos de convergéncia (0; e Of).

c.1) Primeira Transformacao

A primeira transformacédo de referencial consiste em transladar o vetor com os graus
de liberdade dos lintéis, {d*}, para 0 mesmo referencial dos graus de liberdade {d} nos pontos
de convergéncia. Da compatibilidade tem-se a correlacdo via matriz identidade de ordem 6.

Parte-se do vetor deslocamento {d’} nos extremos dos lintéis, em direcéo ao vetor de
deslocamentos nos pontos de convergéncia. Escrevendo-se:

{dL} — {d?or} = {dinc}
do que para se manter o equilibrio estrutural, exprime-se: {d} = [I].{d*} (eq.3.7 a)

Com:{df"r}T={uiL vl ok uwp wf 6f);
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{di} ={dHF dRF 65 dHf dRf 65%);e
@y ={d"={w v 6 w vy 6}

sendo: {d} — vetor com os graus de liberdade nos pontos de convergéncia;
{d"*} — vetor com os graus de liberdade nos lintéis; e
{dpor}; {di"} - vetores dos graus de liberdade dos lintéis horizontais e dos inclinados,
respectivamente.

c.2) Segunda Transformacao

A segunda transformacao representa a mudanca dos graus de liberdade do referencial
dos lintéis para o referencial global do sistema de contraventamento. Assim, trés etapas serdo
definidas:

> 12 Etapa: Na primeira etapa seré definido o Sistema Global de Coordenadas
(SGC) do sistema de contraventamento, nos pontos pontos de convergéncia (0;
e Of). Deste modo, escreve-se o vetor {D} como:

DY ={w © 6 u T 6]
sendo: {D} — o vetor com os graus de liberdade do sistema de contraventamento em Z, no SGC,
conforme é ilustrado na Figura 3.16.

Figura 3.16 — Graus de Liberdade do contraventamento em Z no SGC
”L_"i ’U’f

TN, e

éf
Fonte: O Autor (2025)

» 2% Etapa: A segunda etapa consiste em translade os graus de liberdade {d{"’r}
dos lintéis horizontais para o sistema global, no formato {D}, mediante os
deslocamentos de corpo rigido (v; e vy) e gerando a matriz de transferéncia

[RI°T]. Na Figura 3.17 é ilustrado a etapa em comento.

Figura 3.17 — Deslocamentos v; € v5 no lintel horizontal
L

6f Ut
L‘f j;F\
u _
oL F,

/-Lui _Ql;: f ‘ iE ﬂf
T”zL /v’fLT dr Org ¥

Fonte: (Melo et al., 2021)
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Ao realizar o equilibrio dos trechos infinitamente rigidos a flexao, escrevem-se:

5. — L = . = — 4L =
U =u; =y ; v = U =0

H_l- = HLL - (’U’l)uf' - (di).’v’iL = 01’ — U U —di.’U’i
= — L = . - — L =
uf—uf:uf ; ’U’f—’v’f:’l)’f

0 que matricialmente fica expresso por: {D} = [R}"]. {alr} (eq.3.7 b)

sendo: [Rf"’”] apresentada na equacao (3.5). E por fim, invertendo-se a eq. (3.7 b), tem-se:
{dper} = [RPr]".(D} (eq.3.7 ¢)

> 32 Etapa: A terceira etapa é andloga a segunda, porém aplicada ao translade
dos graus de liberdade {d}"“} dos lintéis inclinados, de acordo com a Fig. 3.18.

Figura 3.18 — Deslocamentos v; e ¢ no lintel inclinado

det W

aH L

dRL-LT doy
dH;wCJ A

Posi¢ao Deformada df Of Q_f
L
o}
)
W dRy
Fonte: (Melo et al., 2021)
do equilibrio dos trechos infinitamente rigidos a flexdo decorrem:
l_ll:dHlLEul ; 471:deLE’U’l

6 = dof + (v; — hy).dHf + df.dRf

0 que matricialmente fica expresso por: {D} = [RI"].{di"} (eq.3.7 d)

sendo: [Ri'”c] — a matriz de transferéncia dos lintéis inclinados e apresentada na eq. (3.5). Do
que, por fim, invertendo-se a eq. (3.17 d), conclui-se:
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{dirc} = [R‘"C] {D} (eq.3.17 e)

c.3) Terceira Transformacéao

A terceira transformacao decorre da mudanca da rigidez local (nos lintéis) para a
rigidez do sistema de contraventamento em Z, na escrita da equacdo de correlacdo. Ao aplicar
as equacdes (3.6 a) e (3.6 b) naeq. (3.5), tem-se:

{M} — [Rilor] [khor] {dhor} + [Ri'nc]. [kinc] {dmc} (eq.3.8 Cl)

Ao impor as equacdes (3.7 ¢) e (3.7 €) na eg. (3.8 a) tem-se a equacao de correlacdo
para o sistema global, escrita como:

[Rhor] [khor] [ hor] {D}+ [Rmc] [kmc] [Rlnc] {D} (eq_3_8 b)

reorganizando a eg. (3.8 b), tem-se:

{M} = [K].{D} (eq.3.8¢)
com: [K] = [K""] + [K™<];
Khor] [ ] [khor] [Rhor]T; e
[ch] [ ] [ mc] [Rmc] )

sendo: [K] — a matriz de rigidez do sistema de contraventamento em Z, no SGC;
[K"°T] —a matriz de rigidez do lintel horizontal, no SGC; e
[K"¢] — a matriz de rigidez do lintel inclinado, no SGC.

E por fim, utilizando o MathCAD Prime 5.0 procede-se o produto das equacbes (3.8
e) e (3.8 f), além de realizar a soma apontada na eg. (3.8 d), exprimindo-se a Matriz de Rigidez
[K] do Sistema de Contraventamento em Z, como:

roopine pr oy —prine —bp
rinc t _;). _r*inc t —bf
i
K _ bi _bi ki _bl bl a
[ ]— —r" —T‘*inc —b? T pHmnce bf
rxinc 3 rxinc b
f —by a 1 by ks

err=rh4riet=th 4 by =thad;+bf — ™ (v — hy) + 7. d] + b
by = th.dp + bf + 17 (vp — hy) + £ df + b
b} = r*"¢ (v; — hy) — r*"C.d; + b — vl
b} _ princ. (vf _ hf) + T*inc_d; _ b;inc + rL./v,f;
ki =7l (0)? + (bf + b}).d; + ki + (b + bi™¢). (v; — hy) + (b{"° + b{™°). d} + + k",

ke = 8 (0p)" + (BE + bF).dy + Ik + (B — bEm€). (v — hy) + (B + bE). i + ke
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a =rb.vpvp +bf.dp + bf.d; + ab — b;™. (vy — hy) + b™.d} + bi™C. (v; — b)) +

+ b}"c. d; + a'™*

d) Reacdes elasticas nos painéis-parede

Mediante a equacédo (3.8 c), tem-se as reacOes elasticas nos pontos de convergéncia

expressas por:

(N;Y r princ b: -r _grinc —b;‘ (ui\
Vl r*lnC t —bi _r*lnC _t _bf vl
Wb 2 h ko b B g o eqa)
Nf -T _gine —b;f r princ bf Ug q.>5.
Vf e —t b; e t b f Uy
* i *
M) | “Pr -b, a4 by by k| \Or

A seguir faz-se necessaria a uniformizagdo das reacdes elasticas, nos pontos 0; e Oy,
para 0 meio continuo equivalente, conforme € ilustrado na Figura 3.19.

Figura 3.19 — Reagdes elasticas: (a) nos pontos de convergéncia 0;; O e (b) Meio Continuo

Vi Vi o
f o
Ni—b&\» Ty Ny T 1 - f%: }
i M i ’/,/" M r K‘RM ‘ —f
/// /:Fq i f%
7 . IV
/"// VI | f
+ g
Oi /// Of N[ } f
N L 7\« /‘ BV N f )/J_-f:‘Fj - P
Vl ML Vf Mf ’ Parede (4) Parede (5)
() (b)
Fonte: (Melo et al., 2021)
as reac0es elésticas uniformizadas no Meio Continuo s&o expressas por:
_ N, rou+rm o, +b".6;, —r.u —r*" v, — b0
N =-t=_"" Lo ! L (eq.3.10 @)
h h
_ V. rC oy +tv; — b0, — 1" u, — t.ar, — b 0
7o=-L= : Lo ! U e (eq.3.10 b)
h h
_ M; b .u;—b.v;+k;.0;—b;".us+b;.vy+ a6
=—"t=s—tt vt e Ay e ! (eq.3.10 ¢)
h h
_ N —rou—r" ;= b0, +r.us + " v + b0
N, =7f5 ‘ — ! f 7T (eq.3.10 d)



120

Introducdo a modelagem continua de Painéis de Contraventamento

_ Ve —rmC oy —ta; + b0, + 17 u + t.vy + b6
Vf—zfz ‘ it lh ! L i (eq.3.10 ¢)
_ M —bs . u; — bsv; +a.0; + b u; + beovy + k. 0
Mf=7fz L Lk - L LA ey i (eq.3.10 f)

sendo: N;, Vi, M;, N¢, V; e My — as reagOes elésticas do sistema de contraventamento Z para o
meio continuo equivalente.

Atraves da Figura 3.20 exprime-se as deformacoes u;; uy; v;; vy, 0; € 05, em termos
da Teoria da Flexo — Torgdo, explicitando-se calculo das ordenadas setoriais w; € wy.

Figura 3.20 — Nucleo C e a indicacdo: (a) calculo das ordenadas setoriais e (b) graus de liberdade
oo

wf
Fonte: (Melo et al., 2021)

e) Graus de liberdade via TFT

Da Teoria da Flexo — Torcéo quantificam-se os graus de liberdade v; e v, como:
v = w;. ¢’ (eq.3.11a)

sendo: w;; wy as ordenadas setoriais nos pontos i e f, respectivamente. E ¢’ € 0 empenamento
da secdo de paredes finas.

E valendo-se da Teoria das Pequenas Deformacbes (TPD) pode-se exprimir as
rotagbes 6; e 6y unicamente em termos dos deslocamentos v; e v, conforme a relacdo de
triangulos exposta graficamente na Figura 3.21.

Figura 3.21 — Estado deformado do trecho infinitamente rigido: (a) AB e (b) CD

¢
~_ 4
~f
Uy
A d; b Or D
/0 c dy

.
Fonte: O Autor (2025)



121

Prof. Dr. Weslley Melo

v wj. ¢I
escrevendo-se: tg0; = 0; = 7 0; = 4 (eq.3.11¢)
i i
v wr. P’
tg by ~ ;== o = ’;gb (eq.3.11 d)
f f

com: 2.d; = by e 2.dg = bs.

E ainda, recorrendo-se a Vlassov (1962, p. 278) exprime-se 0s graus de liberdade u; e
ur, com a devida consideragdo do Diagrama de Ordenadas Setoriais Principais wpy,

apresentado na Figura 3.20 (a), como:
U =—-w.¢p' (eq.3.11¢)

U = —ws. @’ (eq.3.11 1)

ja, a explicacdo de tal fato reside na consideracdo de distor¢do y entre os deslocamentos v (na
direcdo longitudinal do pilar) e u (na direcdo axial do lintel) como nula. Assim:

6/1!+6u_ ~0 . au_ ov
038 0x_y~ - dx 08

onde: 8 é 0 Eixo Esqueleto do Pilar de Paredes Finas. E por ultimo, conhecendo-se o
deslocamento v, das eq.’s (3.11 a) e (3.11 b), conclui-se:

u=-w.¢'
f) Correlacdo das reacdes elasticas via TFT

Substituindo na equacéo (3.10 a) os coeficientes de rigidez apresentados na eg. (3.8 ¢),
observa-se o produto dos graus de liberdades: v;. ; e v¢. 8. Escrevendo-se:

o+ + [(rC = rb)ooy — I (d] + Ry) + b0 — 1oy
Ni = n +
—r* e e — [(r ™ + rh) v + 77 (df + By ) + b7 6,
h

+

e ao analisar o produto v;. 8; mediante imposicéo das equagdes (3.11 a) e (3.11 c), conclui-se
que: v;.6; = 0;%.d;. E pela TPD tem-se a rotacdo 6; como pequena, e em conseguinte seu
quadrado € consideravel nulo, assim adota-se: v;.0; =~ 0. O mesmo se verifica no produto:
1.0 ~ 0. Reescrevendo-se a reagéo elastica N;, como:

_ oru+r oy + b0 —roup — T . — b0
N; = - - - h ! U B} (eq.3.12 a)

com: b;”" = —r*"C.(d; + h)) + b/ by =7 (df + hy) + by,
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Procedendo-se de forma anéloga, reescrevem-se as demais reagdes elasticas no Meio
Continuo, como:

r*inc.ui + t.’lfi - bi***' Hi - r*i"C.uf - t’v’f - bf*** Hf

V, = - (eq.3.12 b)
i, = b .u; — b, v; + k}.6; ;bi**.uf +b v+ a0 (0q.312 )
7, - —r.u; — i y; — b 0; }-1— r.up + 1 v + b0 (cq.3.12 d)
7 - —r*mC u, — t.v; + b7 6; ;— e ue + tovs + b6, (cq.312 ¢)
i, - —beu; — b vy + a Hi: be™ . u; + by vy + k. 0f (cq.312 f)

sendo: b;"* = th.d; + b} + r.h; + t7. df + bine;
by = thdy + bf + 7 hy + ¢ df 4 b, | |
ki = (th.d; + 2.bE).d; + kE + 2. (r*ne.d} — bj™€). hy + 7€, (d])? + 2.6/ d} +

+ ke
ki = (b dp + 2.bF).dy + kf + 2. (r*n.df — bn0). by + ¢ (d7)° + 2.b7¢. d +
+ k"

a* = (t*.d; + b).ds + bf.d; + a* + "¢ (h;.df — he.d}) + b;™ . hy — b by +
+tM€.df.df + b{".d} + bC.d] + a'™.

Y CONTRAVENTAMENTO EM X

Na Figura 3.22 € apresentado o Sistema de Contraventamento em X, ilustrando: os
trechos infinitamente rigidos e flexdo, o sistema local de coordenadas (SLC), as cotas e as
reacOes elasticas uniformizadas no meio continuo equivalente.

Enquanto na Figura 3.23 sdo apresentados: as reagdes elasticas dos lintéis em X (dupla
diagonal opostas) e os correspondentes graus de liberdade sob a convencéo das equacbes de
Maney.

Ja, os comprimentos dos lintéis sdo expressos por:
'3 hg hg

by = —
¢ 2.cos(yy) 2 tg(yn)
¥4 ha hd

b= %y
27 2.cos(yy) 2 tg(va)

(eq.3.13 a)

(eq.3.13 b)
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Figura 3.22. Sistema de contraventamento em X e os lintéis ascendentes e descendentes

-
YLT ~ S |
0P £ |
Ya
h
hi hf X
= AL
h; h¢

A
v

Fonte: (Melo et al., 2021)

Figura 3.23. Sistema de contraventamento em X: (a) reacdes elasticas e (b) graus de liberdade

O Mg Mg O
el Mol -

Hl—— —>
L M. Mg % .
Ri Gf /-N Rf
L H—
2

a
MGf

(@)

(b)

Fonte: (Melo et al., 2021)
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a) Equacdes de correlacdo

Na Figura 3.24 sdo apresentadas as deslocabilidades de corpo rigido para os trechos
infinitamente rigidos a flexdo, além de ressaltar as reagdes elésticas dos lintéis no SGC.

Figura 3.24. Reag0es elasticas e 0 estado deformado dos lintéis em X

|
Fonte: (Melo et al., 2021)

o0 equilibrio das reac@es elasticas (Figura 3.24) é expressa matricialmente, como:

{M} = [RZ.{M{} + [R{].{M{} (eq.3.14)

T a {MLial} {M dl}
com: {M}' ={N; Vi M; Ny Vi M} {M%}= (M7} =

() {MLf“Z}}

(M) = {H" R™ M), {MLidl}TT={Hid1 R MY,
T
{MLfaz} :{ijz R Mg;}; {MLde} ={H,?2 R;? Mg,f};
Ra. O Rd_ 0
L A T
) d ’
[0] [Rgf]3x3 o] [RLf]3x3
h h
hi = di. tg(va) — f-cos(ya): hy = —ds.tg(va) ‘f-cos(”d)‘
1 0 O 1 0 O]
REl=| 0 1 0]: Rt = AL
_ 1 0 O 1 O O-
[Rfi] _ 0 1 ()]; [Rgf] = 0 1 0f
(b —v) —di 1 (he +vp) df 1
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b) EquacBes de equilibrio dos lintéis

Ao impor as equacdes de Maney, para barras inclinadas, nos lintéis apresentados nas

Figuras 3.22 e 3.23, é possivel estabelecer as seguintes correlaces:

xd
bi
d
d

] =| 2

—r*
*d
by

R

l

—p*d
—¢d
d

(M} = [kE]-{d;)

(M} =

[kf
LRCHS

(M7} = [k{].{d;?}
(M7} = [k{]-{d;7}
com: {dgl}TE{dzil}T={ui v, 6 uf wvp 607}

(di7) = (a7} =i ot

a
Mg

L
a
Hy

az
Hy

s
Hy

*d
—b;

0 w vr
RIY Mmotl.
f MGf}

6r};

)

ap ap .
By MGf} ’

dq di).
By MGf}’
dz dz .
R? MGf},
*A -
_pra by
—ta —b]‘}
blq a?®
ra  —br®
t? bcj:
be
f ki |
*d A
_pa by
—¢d —b]g
b  qd
*d _pxd |
r
td bCJ;
bd
ki |

-

(eq.3.15a)

(eq.3.15b)
(eq.3.15¢)

(eq.3.154d)

onde os coeficientes de Maney sdo expressos na eq. (3.10 b), fazendo as seguintes substituicdes
para compor a matriz [k&]: trocar L* por £, e 0 angulo y, por y,. E na composicdo da matriz
[de] utilizam-se ¢4 e y4, de forma analoga. E por dltimo, adotam-se com dimensdes da se¢ao
transversal: e? e h¢ = h, para os lintéis ascendentes, além de: ef e h¥ = h, no caso dos lintéis

descendentes.

E por fim, para manter o equilibrio estrutural, exprimem-se os graus de liberdade nos
extremos O; e Oy como:

w; = dH" = dH"
v; = dR™ = dR™

_ n1 — pdi
9i—90i —HGi

(eq.3.16 a)
(eq.3.16 b)
(eq.3.16 ¢)
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up = dH/? = dH” (eq.3.16 d)
vy = dR{? = dR;? (eq.3.16 e)
6 =652 = g; (eq.3.16 f)

¢) Translade das reagGes elasticas

Procede-se o translade das reacdes elésticas dos extremos dos lintéis para os pontos de
convergéncia (Ol- e Of), valendo-se do elemento finito apresentado na Figura 3.25.

Figura 3.25. Elemento finito do sistema de contraventamento em X com os graus de liberdade,
cotas e incidéncias indicadas

Fonte: O Autor (2025)

c.1) Primeira Transformacéao

Ocorre de forma analoga ao realizado para o contraventamento Z e consiste no
translado dos graus de liberdade lintéis para o sistema referenciado nos pontos de convergéncia.
As correlacdes sao expressas por:

@)=l )@ (¢0.317a)
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{d*} = [[[00]]3 [[I(;]s] Ad} (eq.3.17 b)
("} = [[[13]3 [[00]]3] Ad} (eq.3.17 )
{a;?} = [[[00]]3 [[1(;]3] A{d} (eq.3.17 d)

c.2) Segunda Transformagéo

Nesta transformacao transladam-se os graus de liberdade nos extremos dos lintéis para
0s pontos de convergéncia, no SGC e este procedimento é elencado nas duas etapas a seguir:

» 12 Etapa: Elencar o SGC dos graus de liberdade nos pontos de convergéncia
que coincidem com os graus de liberdade dos lintéis (Figura 3.25). Ademais,
na Figura 3.16 ilustram-se os referidos graus de liberdade, ficando o vetor {D}
expresso por:

DY ={w, » 6, u T 6} (eq.3.17 e)

> 28 Etapa: Estabelecer a transferéncia dos graus de liberdade {d,} dos lintéis
para os graus de liberdade para o sistema global e nos pontos de convergéncia,
o vetor {D}. Na Figura 3.26 apresenta-se a configuracdo com os deslocamentos
de corpo rigido aplicaveis, no caso: v; € vy.

Figura 3.26. Graus de liberdade e o estado deformado dos lintéis em X

|
al |
661 |
al
dH;
: \
al
TG{K‘ | o
g \_;[ c | o ".L:de — _)f
i_/_____ ‘lid_R_‘[[ } w;h:—lv;‘[ F t h
70 h-v ] O Lt
A B ﬁ N | w'\h:—\':\‘l___ D ut h.
i h;+v) B Ve | f
___JI__ V | e "
S 2 E I
: ] ‘ O{R az I |
i i | 0, 22 f s Uyl
Il di* II g ‘ 0f LAy
s \ dH »
| f
\

Fonte: (Melo et al., 2021)

ao promover o equilibrio nos trechos AC; AB; DE e DF deformados, escreve-se:

i, = dH™ + dH" (eq.3.17 f)

7 = dR™ + dR™ (eq.3.17 g)

0; = 05" + dH{". (h; — vy) — dR{".d} + 01 — dH[™. (h; + v) — dR{".d; (eq.3.17 h)
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Uy = dH;? + dH}* (eq.3.17 i)
— d .
T = dR* + dR;? (eq.3.17 j)
Oy = 6g2 — dH/?. (hy — vy) + dR{*.d} + 652 + dH; 2. (hy +v7) + dR{?.df  (eq.3.17 k)

organizando matricialmente as equacdes (3.17 f) a (3.17 k), escreve-se:

0 _ (IRl {d‘“} 01 1 ({af)
{{Df}}_l [0] RLf] ‘ (a%) [ (0] [Rff]3xj'{{dff}} (eq.3.17 1)

17'i af { } dHial dH]?Z
com: {D;} = {’E’i}; {Df} = { f}, (D} = {{Dl}} {dfil} =<{dR" }; {d?} = dR{? };
2 y ! 0
dHid1 (dH]?q dal} ddl}
(i} =Jdr™ 15 {df?} = { R }: {dﬁ}={ p }: {df}={ p }
l 9‘11 HdZJ {dLi} {dLiz}
Gi Gy
ou ainda da equacéo (3.17 ) exprimem-se:
(03 = [RE] a1} + [RE] {dr} (eq.3.17 m)
(D7} = |re | {af2} +|re | {ai?} (eq.3.17 1)

O que mediante a uniformizacéo no Meio Continuo, faz-se:

(D} = [R{].{df} + [R{']- {d} (eq.3.17 0)
com: {d7?} = {d7*} e {d7?} = {d]"}.

E aplicando o Principio da Superposicéao de Efeitos, expressam-se:

{df}=[R{]".{D} (eq.3.18 a)
{dgll} = [Rfi]T-{Di} (eq.3.18 b)
{d‘fﬁ} =|re| () (eq.3.18¢)
{8} = [rRY]".(D} (eq.3.18 d)
{ddl} [Rf]T {D;} (eq.3.18 ¢)
{af f} [r¢ f] (D) (eq.3.18 f)
e por fim, das equacdes (3.17 a) a (3.17 d) reescrevem-se ainda:
{71} = [15.{d} (eq.3.18 a)

{d;‘;} = [115.{d/} (eq.3.18 b)
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{d}2} = [15.4d} (eq.3.18 ¢)

{dffz} = [15.{ds} (eq.3.18 d)

c.3) Terceira Transformacao

Na terceira transformacéo passa-se do SLC para 0 SGC e escreve-se a matriz de rigidez
do sistema de contraventamento em X. Além de considerar as incidéncias dos lintéis e segue as
quatro etapas elencadas, como:

» 1* Etapa: Marcar os pontos auxiliares, além de formular para o
contraventamento X (ver Figura 3.27). Assim estabelecem-se:

Figura 3.27. Sistema de contraventamento em X: (a) delimitacdo do EF e (b) EF com a indicagéo
dos graus de liberdade.

\}3:‘)8 up

0 Pontos auxiliares

Fonte: O Autor (2025)

+ Matrizes de rigidez por barra no SLC: Basta observar as equacdes (3.15).
+ Matrizes de Incidéncia dos elementos fintos caracterizados pelos lintéis:

L T P
R [ ['[]gf’_ém (q.3.20 b)
1= 0 o) ), ©0:3200
51 = 1o [,[]213 “[]g]“ {8}]6)& (q.3.20 d)

+ Matrizes de rigidez para compor o sistema global: Utilizando a AME (Analise Matricial
de Estruturas) escrevem-se as rigidezas, via matrizes de incidéncia, como:



130

Introducdo a modelagem continua de Painéis de Contraventamento

(k2] = [B]™. [k£1. (8] (eq.321a)

(k2] = [B%]". [kf1. [B%] (eq.3.21b)

(k] = (B4 [kf]. [B%] (eq.321¢)

[k2]" = [Be]". [kf]. [8%] (eq.3.21d)
[kl [0] [kflin [0 (0] [0] [0] [0] 1
a1t _ | [0] [0] [0] [0] a1 [0] [kZlin [0] [kZlimy
e L R R TR ) | i [ N I Ok
[0] [0] [0] (0] [0]  [k{]in  [O]  [Ki]:,d
2], o1 oy il ] LT R (0]
P IO 0 R I PR [ L P L P )
L 0] [o] [o] [o] | ] [k¢] =~ [k¢], [o]f
[kg],, (01 [0 [kf], . LN S (]

» 22 Etapa: Condensar as matrizes expressas nas equacdes (3.21), sempre face
aos elementos finitos ilustrados na Figura 3.27 (b), conforme os equilibrios:

(M} = [k] {a ) (M) =[] fdi} (M) = [k] {dP) e
{Mfz} = [kfz]*. {dfz}. Reduzindo-se a ordem (4 x 4) para (2 x 2), em nota¢ao

de submatrizes, almejando impor, na terceira etapa, as matrizes de correlacéo
da 22 transformacéo.

+ Condensacdo dos lintéis ascendentes:

M3y = [k, {d}s + [k {d]s (eq.3.22 a)
(M} = [k Ad}s + [k {d3s (eq.3.22 b)
M}z = [kl {d}z + [k ] {d)a (eq.3.22 )
M}y = (kL 1A}z + (KL ] {d)s (eq-3.22 d)

Aplicando-se a equacdo (3.22 b) na eg. (3.22 a), bem como procedendo-se
analogamente para as eq.’s (3.22 d) e (3.22 ¢), reescrevem-se:

{M}; = [kg]l,l-{d}l + [k ([kf]u,u_l-{M}?, - [kl(,l]ll,ll_l' (ki {d}1) (eq.3.22 e)
M}, = [kg]u,ll-{d}z + [kg]u,l- ([kil]l,l_l-{M}zL - [kg]l,l_l- [kl(,l]l,ll- {d}z) (eq.3.22 f)

Sabe-se que os pontos 3 e 4 sdo os encontros em X dos lintéis, e para tal ndo se verifica
a aplicacdo de cargas, logo os vetores {M}; e {M}, sdo nulos. Reescrevendo-se 0 sistema
algébrico composto pelas eq.’s (3.22 e) e (3.22 f), como:

{M}1 [[kL [kil]l,u- [kil]u,u_l- [kil]ll,l [0] ] {{dh}
{M}Z [0] [klil]n,u - [kf]n,l- [klc,l]l,l_l- [kf]l,u “d},

(eq.3.23)
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com: (M} = {%;} () = {%2} (M} = [kgT". (.

+ Condensacdo dos lintéis descendentes: Procedendo-se de forma analoga ao realizado
nos lintéis ascendentes, exprime-se o sistema de equilibrio condensado, como:

{{Mh} _ [[kg]l,l — [k [kii]u,n_l- LAl [0] ] _{{dh}
M}, [0] L Pl 1 PP 13 PP 7 P RO
(eq.3.24)

com: {M} = [kil]*.{d}.

» 3% Etapa: Escrever as matrizes de rigidezes referenciadas nos pontos de
convergéncia, mediante a aplicacdo das matrizes de correlacdo [R{] e [Rf]
elencadas nas equacdes (3.23) e (3.24), respectivamente. Concluindo-se:

[kf1™ = [RE]. [kf1" [RE]T (eq.3.25)
(k4] = [RE]. [k2] . [RY]" (eq.3.26)
com: [kf177 = [REr- (ks = kL Ui ™ Ueflin). [RE L5
el = R (Uefinar = el TkE D™ D) [RE T,
(ki1 = [RE1, - (Dt = [ke], o ThED,, e, ) - RED,

*ok -1
[kg]u,u = [Rg]ll,ll' ([kg]u,u - [kld']ll,l' [kg]l,l ' [kg]l,u) ) [Rg]u,u'

> 42 Etapa: Por fim, unificar a rigidez mediante soma das equagdes (3.25) e
(3.26), expressando-se:

(M} =[K1.{D} -~  (M}= (k1" +[k%]").{D}  (eq.3.27)
. [[K],,, [0]3x3l | (K11 = (K], = [k£155 + k£
com: ~ [[0lsxs  [Klipu ' (Kl = Kl = [kE ] + [kf]:”

d) Reacdes elasticas nos painéis-parede

Ao inicio, procede-se a simplificacdo de desprezar os termos de alta ordem (v;2; v;. u;;
..., 1;.8;) presentes na eq. (3.28), em conformidade com a TFT. Desta forma, as matrizes de

correlacéo [Ry, ] e [RLf] dos lintéis ficam reorganizadas, como:
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1 0 0 1 0 0
[Rai]=[o 1 0]; RE|=[0 1 o0f;
R DY 6] —hy df 1

1 0 0 1 0 0
[Rdi]z[O 1 0]; R&|=]0 1 o0
o leh —ap 1 7] he di o1

E mediante a equacdo (3.27) tem-se o Sistema de Contraventamento em X, representado
via equacdes de Maney do EF, como:

(Nl\ _Kll KlZ K13 0 0 0 T u’i
Vi Kyy Kyy Ky 0O 0 0O (44]
M; K:y Kiy K 0 0 O { 0; }
_ K31 K3 33
{ N¢ ( 0 0 0 Kiw Kis Ki| | U (eq.3.28)
Ve 0 0 0 Ksi Kss Kse lvfl
M) Lo 0 0 Koz Kes Kee! 6’f}

Apresentando-se na Figura 3.28 a conversdo do elemento finito expresso na equagao
(3.28) para o sistema continuo de reacdes elasticas.

Figura 3.28. Sistema de contraventamento em X: (a) EF com as reaces elasticas nodais sob 0s

pontos de convergéncia 0; e Oy e (b) Reagdes elasticas distribuidas no meio continuo.

S ]A‘ B —T .T}f
v A\ V, e N
v, e \/ p Vi Vi

T g; T &

GRoN | *

| : f A p

| o /i|§7 /_J‘\E

' ] —L_

(a)

5 (b) b
Fonte: (Melo et al., 2021)
escrevendo-se as reagdes elasticas no Meio Continuo, como:
— N, Kj;.ui+Kyp.v; + Kqi5.6;
L= i = 11 %1 12 i 13- Yi (eq.3.29 a)
h h
_ Vi Kypou;+Kyovi +Ky3.0;
= M = 21- % 22 L 23-Yi (eq.3.29 b)
h h
_ M; Kz .u; +Ksp.v; + Ks3.0;
Mi — L = 31- %1 32 i 33-Yi (E’C[.3.29 C)
h h
_  Ne Kypur+Kye e + Kp. 0
N, = Tf e 45h f T a6y (eq.3.29 d)
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— Vf K54.Uf +K55.’U’f +K56' Hf

Ve = " = A (eq.3.29 ¢)
M, Kgpup + Kes. v + Keg. 0
Mfzrfz v 7 65h L | (eq.3.29 f)

ressaltando-se na Figura 3.21 os graus de liberdade: u;; us; v;; vy, 6; € 65, 0s quais em termos

da Teoria da Flexo — Torcdo (TFT) sdo expressos por: u; = —w;. ¢'; v; = w;. @' 0; = % "

4

I. I. w ’
'Ll.f = —(l.)f(l) , Vi :(l)l‘.¢ !Hf :d_;(p .

a) Caso simplificado

Neste caso sdo consideradas as seguintes hipoteses simplificadoras:

v O peso-proprio dos painéis-parede é desprezado;
v A deformacdo axial dos painéis-parede é desprezada; e
v" A rotulagéo dos lintéis acontece apenas no meio dos vaos.

Na Figura 3.29 é apresentado o nucleo estrutural C com as diregdes das paredes (2) e
(3) generalizadas, bem como, apresentados os fluxos de cisalhamento nas faces dos painéis-
paredes. Lembrar, desde ja, que os painéis-parede também podem ser nomeados simplesmente
de painéis ou de paredes.

Ainda da Figura 3.29 é importante definir a sequinte nomenclatura:

. L — As setas numeradas indicam a numeracao das paredes, além do sentido
dos vetores definidos no plano;

. — Pontos onde se determinard os deslocamentos verticais e as cargas
cisalhantes distribuidas nas faces de ligacao das paredes;

e L;;e; —O comprimento e a espessura da i-ésima parede, respectivamente; e

e L;; e, — O comprimento e aespessura dos lintéis.

Serdo analisadas as paredes que compde o nucleo, com largura L; e altura diferencial
dx, escrevendo-se, assim, via equacdes de equilibrio a rotacdo [Y. M(0) = 0] e a translacdo
vertical [Y, F, = 0]. Ressaltando que o elemento analisado por parede estard a uma cota
genérica x, conforme se apresenta na letra “a” deste item.

Em seguida é realizada a compatibilidade de deslocamentos verticais nas
intersecOes/ligacdes das paredes, buscando retomar a condigdo inicial de funcionamento
estrutural em conjunto tridimensional.
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Figura 3.29 — Ndcleo estrutural C e sua subdivisdo em painéis/paredes

LEGENDA:

® —para cima
cG
® — para baixo

Fonte: O Autor (2025)

E por fim, a equagdo diferencial do problema estatico é determinado via substitui¢do do
vetor de esforcos cortantes das paredes {7,,} na expressao do esforco cortante externo ¥,.;.
Desta feita, vé-se a necessidade de substituir o vetor de fluxo cisalhante {g} para que as
varidveis sejam apenas em deslocamentos, ou seja, em graus de liberdade [v, w, ¢] do nicleo
estrutural e ndo em fluxo cisalhante tambem.

a.1) Equilibrio dos painéis-parede e escrita das equacdes diferenciais

a.1.1) Equacéo Diferencial da Parede (1)

Na Figura 3.30 € ilustrado o elemento diferencial da parede (1), evidenciando-se 0s

fluxos de cisalhamentos g, e q; nas faces em contado com as interse¢des e [3],
respectivamente. Além de indicar a convencdo de esforcos solicitantes considerados em
Barbosa (1978).

Figura 3.30 — Elemento diferencial da parede (1) do nucleo C estudado em Barbosa (1978)

)
M, + dM, A%J“ ¥
7+ dn

I
q2+ *CIS

W m,
e

Ll/z Ll/z
¥

<+—L—»
Fonte: O Autor (2025)
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O equilibrio a rotacdo do elemento diferencial da parede (1) é expresso por:

(+) Ly L,
+ z MO)=0 & Wy +dDy - My + edx = (4505~ (G d). o = 0
L, L,
dm L
T =t (@t as)5 (eq.3.30)

Enquanto que o equilibrio a translacéo vertical do mesmo elemento diferencial é escrito

como.
(JT’)ZFV =0 o My — (W +dN) — Gy dx + gs.dx =0
an,
dy, = (g3 — qz). dx a4z ~ B (eq.3.31)

onde: g, — € o fluxo cisalhante distribuido verticalmente na intersecéo | 2| do nucleo C; e
qs — € o fluxo cisalhante distribuido verticalmente na interse¢éo |3 | do nucleo C.

Quanto aos deslocamentos e deformagdes, apresentados na Figura 3.31, pode-se definir:

Figura 3.31 — Deslocamentos em x e y, egelimitagéo da &rea da se¢do transversal da parede (1)
X

Fonte: O Autor (2025)

&, — como o deslocamento vertical no eixo da parede (1), sendo positivo quando ocorrer no
sentido topo do pilar para a base do ndcleo;

1r; — como o deslocamento horizontal, na direcdo y;

A, —sendo a area da sec¢éo transversal da parede (1); e

&, —sendo a deformagéo vertical da parede (1).

Utilizando a equacéo diferencial da flex&o, advinda da resisténcia dos materiais,
reescreve-se:

(E.Iz)l./v’l” = EIRZ

Considerando se¢éo constante, ao derivar em relacdo ao eixo x, tem-se:
3 !
g Py _ N,
dx?® (E.I)),

vy = M, =J,.vq" (eq.3.32)

onde: J; = (E.I,); - é arigidez a flexdo da parede (1).
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O momento M, é o mesmo M, e ao igualar as equagdes (3.30) e (3.32), faz-se:

1] Ll

My =-n+(+ %)-5

" L1
Ji-v1 =_AV1+(CI2+(I3)-?

Tem-se a equacdo de equilibrio, em termos do esforgo cortante, definida por:

nr Ll
N =-J1v/"+(q + CI3)-? (eq.3.33)
A deformacdo axial da parede, representada por &;, sera expressa por:
_ d61 _ 6 r — 6 r_ 9‘tl
BT T 1 T Ea,
Derivando em relacédo ao eixo x, tem-se:
ﬂt 4
5" =— = N, = (E.Ay).8," (eq.3.34)
E.A

Valendo-se do equilibrio vertical, une as equac@es (3.31) e (3.34), conclui-se:
,_d%y
WEZ =B~ %2 o (54).8, =q;—q, (eq.3.35)
N, =(E.A).6,"

a.1.2) Equacéo Diferencial das Paredes (2) e (3)
Na Figura 3.32 séo ilustrados os elementos diferenciais das paredes (2) e (3), contendo

os fluxos advindos das intersecdes [1]; [2]; [3] e [4], respectivamente dois a dois.

Figura 3.32 — Elemento diferencial: (a) da parede (2) e (b) da parede (3) do nucleo C estudado
em Barbosa (1978)

N, +dN, N3 +di
M, + dﬂJtzm Ms + dﬂthm
7% +d 7 15+ d s

ﬁ ﬁ
TR T
dx CF1+ (%) fqz dx Chi (%) +q3
1 t L4 vy vL_L v

) —— f —
m, M,
iRZ ERS

@ ®)
Lz/ Lz/ Lg/ L3/
2 2 2 2
L
«—32 » 4#»

Fonte: O Autor (2025)
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De modo anélogo ao procedido na subletra “a.1” deste item, podem ser escritas as
seguintes equaces diferenciais e de equilibrio de esforgos cortantes:
¢ Parao Painel (2), elencam-se:
L
Yy = =] +(q + qz).?2 equilibrio do esforgo cortante  (eq.3.36)
(E.4,).8," = q, — q4 equagdo diferencial da parede (2)  (eq.3.37)
¢ Para o Painel (3), elencam-se:

L
Yy = —J3. 03" + (qy — q3).73 equilibrio do esforgo cortante (eq. 3.38)
(E.43).65" = —q3 —q, equagdo diferencial da parede (3) (eq.3.39)

a.1.3) Equacéo Diferencial das Paredes (4) e (5)

Na Figura 3.33 sdo ilustrados os elementos diferenciais das paredes (4) e (5), contendo
os fluxos advindos das intersecdes [1] e [4], respectivamente.

Figura 3.33 — Elemento diferencial: (a) da parede (4) e (b) da parede (5) do nucleo C estudado
em Barbosa (1978)

m;; + d&’R4 m5 + de
M, + dM, fl\' Ms + dMs
Ve +d Vs

7y +d
A A oY = = ot |4
dx Q1$ i *% qs|—— i $‘?4
b @, 4"y ®, |t
% Qi N by > |4
« <« <—LL/2—><—>L5
g —

4
W EUL} 93’ES
9?4 mS

Fonte: O Autor (2025)

De modo anélogo, ao ja procedido, escreve-se o equilibrio a rotacdo e a translacéo
vertical do painel (4), as seguintes expressoes:

', Ly Ly+ 1Ly
(eq.3.41)

N, =q1+qs
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Ademais, expressam-se o equilibrio de esforgos cortantes e a equacgédo diferencial do
painel (4), como:

" L4 L4- + LL
Vo= —Javy — Ch-? + gs. ( > ) (eq.3.42)
(E.A,).6," = q1 + qs (eq.3.43)

Por fim, os equilibrios a rotacédo, a translacéo vertical e ao esforgo cortante do painel (5)
S80 expressos por:

’ Ly Ls+ 1L,
Ns' =qs—qs (eq.3.45)
" L5 LS + LL
Vs = —Js.v5 " + 614-7 + q5.( > ) (eq.3.46)

enquanto que a equacao diferencial do painel (5) é: (E.A5).65" = q4—qs (eq.3.47)
a.2) Compatibilizagdo dos deslocamentos verticais nas intersecoes

As equacdes de compatibilidade dos deslocamentos verticais nos pontos de interse¢ao
serdo obtidas admitindo-se que as paredes sdo deformaveis a flexao e ao esforco axial, conforme
procedimento apresentado na Figura 3.34 para a i-ésima parede.

Figura 3.34 — Analise dos deslocamentos na i-ésima parede: (a) convencao positiva dos
deslocamentos axial §; e transversal v; e (b) rotacéo da secéo e equivalentes deslocamentos
transversais nas faces do elemento diferencial de parede

Sentidos
positivos

6;>0) D(”; >0)
+)

(+)

()

Fonte: O Autor (2025)

Aplicando a compatibilidade de deslocamentos verticais aos pontos de intersecéo [1];

[2];[3]; [4] e [5], escrevem-se:
e Intersecdo[1]: Engloba as paredes (2) e (4)

A =6, — ?2 Sy para a parede (2)
Ly
Ay =06, ——.v) para a parede (4)
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Observacao: - Lembrar que os deslocamentos &, e &, s&0 positivos, para tanto
apontam para baixo, conforme nomenclatura definida na Fig. 3.34 (a); e

- As parcelas de deslocamento %.vi’ sao negativas, tanto para
as paredes (2) e (4), pois o giro da secdo ocasionou que tais deslocamentos

nas faces das paredes fossem para cima, logo contrario a convencao positiva
da Fig. 3.34 (b).

Da compatibilizacdo é possivel escrever:
L,

L
A1=A1 = 82_?.’0’21264—?4.’0’4, (eq348)

e Intersecfio[2]: Engloba as paredes (2) e (1)

Analogamente ao procedido na intersecdo [1], expressa-se a

compatibilidade de deslocamentos na intersegéo [2], como:
L, L,

82 +7.’U’2’:61—7.’U'1’ (€q349)

e Intersecio[3]: Engloba as paredes (1) e (3)
L1 Vi L3 !
81 +—.14 =63 +—=—.1v3 (€q350)

2 2
e Intersecio [4]: Engloba as paredes (3) e (5)
Ls Ls
83—7.’0'3, :65+?.’U’5, (€q351)

e Intersecdo[5]: Sera admitida a formag&o de rétula plastica no meio do vao dos
lintéis
Neste caso, adota-se a contribuicdo da parede genérica superposta ao
deslocamento, a flexdo, dos lintéis. Ver Figura 3.1. Calcula-se o deslocamento
vertical 85 via Principio dos Trabalhos Virtuais:

LL/Z LL 3
85| = f = ( )

L L, Eln 3.1 B2 273 @®I1) \2

Ficando os deslocamentos, na referida intersec@o, expressos por:

= Para a parede (4):

L4 +LL> , qSh (LL>3
- 5 4

AS:S”( 2 T3.(E.1) \2

= Paraa parede (5): Ver Figura 3.35

_ L5 + LL , qsh (LL>3
As = 0 ( 2 )'”5+3.(E.1L)' 2
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Figura 3.35 — Estado de deslocamento dos painéis-parede

Fonte: O Autor (2025)

Igualando-se:

Ly+ 1L, qs-h  (Lp\° Ls+1L, gs.h  (Lp\°
oot () -5 (7) ma- ) ey ()
A R N ADRY. 5 2 )5 Y3E) 2

(eq.3.52)
3
e,.hy . . .

sendo: [} = 12 — o0 momento de inércia a flexao do lintel.

Verifica-se que a equacdo (3.48) é funcdo dos deslocamentos &, e &, e a equacao (20)
depende dos deslocamentos &, e §;, dai aplicando a equacéo (3.48) na eg. (3.49), conclui-se:

Ly , Ly ,
62 :64_7.’0’4 +?’U’2 v
L, L, | Ly Ly N\ L, | L,
52 +?/U'2 =61_?.’U'1 (J: (64—7.’0'4 +7’U’2>+7’U’2 =61_?./U'1
L, , Ly ,
84=81—?.’U’1I—L2.’U’2 +?’U’4 (€q353)

Analogamente, ao aplicar a eg. (3.50) na eq. (3.51), explicita-se o0 deslocamento §s,
como:

Ly , _Ls
85 = 81 +?.’U’1, —L3.’U’3 —?.’0’5 (€q354)

Agora, a fim de determinar o fluxo gs, aplicam-se as equagdes (3.53) e (3.54) na eq.
(3.52) e determina-se:

L L Ly+L ho LN
(61——1.01'—L2./v’2'+74.1r4')+(—4 L> 4_’ ds (L) =

2 2 C3.(E. 1)\ 2
L, Ls Le+1L; gs.h (L\°
— (6, + 2 ) — Lyvry — =2 )_(—) '+—.(_)
(1 2 V1 TR T s 2 ) T3 E ) \2
12.(E.I;) , , (2. L+ L ,
q5:—3.[—L1.’U'1 —Lz.’v’z +L3.’U"3 +(—>’v’4
h.L, 2

2.Ls +L
+ (%) .05’] (eq.3.56)
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Neste instante, ao derivar duas vezes as equacoes (3.48) a (3.51) e aplicando as equagdes
diferenciais de cada parede (eq.’s 3.35; 3.37; 3.39; 3.43 e 3.47) no lugar das derivadas segundas,
reescrevem-se:

" LZ "r " L4 "
62 _?.’0/2 =64 _7.’0'4
(%“h)_ﬁv,,,:(fh"‘%)_ﬁ .
E.A, 272

EA, 2"
multiplicando toda a equacdo por (E.A,.A,), reescreve-se:

LZ " L4 mnr
ql'(AZ +A4) - qz.A4 + q5.A2 = —_.E.Az.A4.’U'2 +_.E.A2.A4.’U'4

> > (eq.3.56)
" L2 " " Ll "
62 +7/U’2 51 _7./0'1
(q2—q1) L

+ /U,,,=(‘I3—‘I1)_ﬁv
E.A, 22 E.A, 271

nr

multiplicando toda a equacéo por (E.A;.A,), reescreve-se:

Ly m L2 "
_CI1-A1 + qZ'(Al +A2) - q3.A2 = —?.E.Al.Az.’lfl ! ——.E.Al.Az.’U’Z ! (eq357)

" " " L3 "
61 +? /Ul 63 +7’U'3
q3—q1) Ly

177 (_q3_q4) L3 ’
EA, 2% T ga, T2

1

multiplicando toda a equacéo por (E.A;.A;), reescreve-se:

Ll " L3 "
—qz.Ag +q3(A1 +A3)+q4A1 = —?.E.AI.A&’U& +_.E.A1.A3.’U3 (€q358)

_ 2 ,v,lll:(q‘l'_qS)_I_L_S/v,lu
E.A; 3 E.As 20

multiplicando toda a equacgéo por (E. As. As), reescreve-se:

L3 " L5 "
q3.A5+q4_. (A3 +A5)—CI5.A3 = —?.E.Ag.As.’v‘g —7.E.A3.A5.4r5 (€q359)
Matricialmente:
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A2 + A4 _A4 0 0 ql _AZ
_A1 Al + AZ _AZ O QZ _ 0 n
0 —A3 A1 + A3 A1 143 o 0 E
0 0 A5 A3 + A5 44 A3
/U,llll
E L 2 2 _22-:;12-24 g L4.1‘1)2.A4 8 /U,ZIH
— |7~ Aa-42 TLho-Aq- 4 "
* 2 |—Li. Ay A3 0 L3.Aq. A3 0 0 : 03’” (eq.3.60)
0 0 —L3.As. A 0 ~Ls. As. As| | Y%
Vs
Em notacdo matricial condensada, tem-se:
[M1].{q1-4} = {M3}. q5 + [M,].{v,,""} (eq.3.61)

onde reescreve-se o fluxo cisalhante nos lintéis, representado por gqs, a fim de buscar
compatibilizar a notagdo, como:

qs = {Ms}".{v,} (eq.3.62)

(U1

E.I 2L 41, 2.Ls+Ly |2
ouainda: ¢s = 12. 'L3.{—L1 —L, —L, —* L =3 L}. vy’ v (eq.3.63)

h.L; 2 2 )

Vg

’0'5,

Assim, substituindo a equacdo (3.62) na eg. (3.61), chega-se a:

[M1].{q1-4} = (M3} {M5}" . {v,} + [My]. {v,"'} (eq.3.64)

Determinam-se os valores de g, a q4, prémultiplicando a eq. (3.64) pela matriz inversa
[M;]71, logo reescrita como:

{q1-a} = [My] 7 M} AM3}T {w, '} + [M] 7 [M]. {v,"'} (eq.3.65)

a.3) Equilibrio de esforgos cortantes

a.3.1) Esforgos cortantes internos

Analisando os esforgos cortantes obtidos via equagdes de equilibrio das paredes, ver
eq.’s (3.33; 3.36; 3.38; 3.42 e 3.46), podem ser reorganizadas como:
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(. e Ly Ly
" =—Ji1. +q2-?+q3-7 (eq.3.66)
_ " Ly Ly
Yy = —Jr. v + q1.7 + q2.7 (eq.3.67)
_ " L3 L3
V7%= —J3v3" — q3-7+ Qe (eq.3.68)
_ . Ly Ly + L
Yy = —J41v)"" — q1.7 + gs. > (eq.3.69)
_ " Ls Ls+ L,
(s = —Js.vs As-— + 45— (eq.3.70)
Em termos matriciais ficando expresso por:
{70} = [M5].{v,,""} + {M¢}. q5 + [M7].{q1-4} (eq.3.71)
" -, 0 0 o 07" 0 0 L L 07 .
7 0 -, 0 o Of]|v"f 4 0 1L L, 0 0 q1
%y=| 0 0 —Jz 0 0 |.{wv3"” +5- 0 s +5 0 0 —L; —Ls|. qg
/%l- 0 0 0 _]4 0 ’U’4”, L4- + LL _L4 0 0 0 q4
s 0 0 0o 0 sl L Ls+ 1L, 0 0 o0 Ls
(eq.3.72)

Ainda, manipulando a eqg. (3.71) e lembrando que g5 = {M3}".{v,'}, tem-se:
{70} = Ms]{vy,""} + {Mc}. {M3}". {v,'} + [M7]. {q1-4} (eq.3.73)
Aplicando a equacao (3.65) na eq. (3.73), escreve-se:
{70} = Ms]{vy,""} + (Mg} {M3}" . {v,'} +

+[M7]. ([My] 7 Mo} AM3} {w, '} + [M] 7 [M]. {w, "' D)

{70} = ([Ms] + [M7]. [M1]7%. [My]). {v,""} +
+({Me} + [M7]. [M{]71. {M;}).{M3}" . {v,,} (eq.3.74)
- Equacdo de equilibrio de esforcos cortantes internos no sistema local de coordenadas -

Analisando os deslocamentos v; de uma parede genérica i, utiliza-se a formulacéo
descrita por Stamato (1978) para a analise do encurtamento de mola para Painel de uma Unica
laje, adaptando a carga p; como unitaria, conforme ilustrado na Figura 3.36.

Figura 3.36 — Transformacéao do referencial local para o global

Fonte: O Autor (2025)
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chegando-sea: v; =a;.u+ b;. v +c;.¢p

e aplicando a cada parede que compd@e o nucleo, escreve-se a lei de transformacdo de sistema
coordenados, como:

o} = [Mg]. {v} (eq.3.75)
1 =a;.v +b.w+c. @ v, a, by ¢
vy, =ay. v +byw+cy. P v, a, b, c,| (v
onde: v3=a3.v+byw+tc.p = [Swvzp=|az by 3 {a)}
vy =04V +bypw+cCy Uy as b, Ca| (@
U5 =ag. v + bs.w + C5. P Vs |as bs Cs

Em seguida, aplicando-se a equacédo (3.75) na eq. (3.74), tem-se o equilibrio em esfor¢o
cortante ¥ para os deslocamentos globais {u; v; ¢}, definido por:

{%} = ([Ms] + [M7]. [M1]7%. [My]). [Mg]. {v""} +

+({Mg} + [M7]. [M{]7". {M;}). {M3}". [Mg]. {v} (eq.3.76)
- Equacao de equilibrio de esforcos cortantes internos no sistema global de coordenadas -

/ly’ /lr”’
sendo: {v'} = {a)’} e {v'""}= {w’”l.
¢I ¢Il’

a.3.2) Esforgos cortantes externos

O equilibrio do esforco cortante externo decorrente da atuacdo do carregamento pode
ser escrito como:

2 Vb = Ve b (eq.3.77 b)

Z Yi.c; + G. (Z ) ¢ = Toxe.C (eq.3.77 c)

— ¢ o momento de inércia a tor¢do das paredes finas; e

A; = Voyt-Q (eq.3.77 a)

€i3. Li

onde: I, =

G.1;, - ¢ arigidez a tor¢do de cada parede.

O que aplicado as cinco paredes do nucleo estrutural C é expandido por:

Yoxt- O = V.01 + V5.0, + 13.03 + Yy.a4 + T5.05
%xt-b = ﬂﬂlbl‘l' %b2+ %b3+ %b4+ ”ysbs

Vot C= V.C1+ Vo.Cy+ V5.C5+ Vp.cq + %.65+G.(thi).¢’

J& a transformacdo do cortante no sistema local para o sistema global do ndcleo é
procedida mediante ilustracdo da Figura 3.37.
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Figura 3.37 — Transformacéo do esforco cortante do referencial local para o global
Zoh

) Vi Wy
7

of i

¢
{ =1 > Yo
Fonte: O Autor (2025)

Matricialmente, escreve-se:

Yoxt-{A*} = [Mg]". {¥,} + [My].{v'} (eq.3.78)
n
a a; a; das das Gas 8
onde: %xt.{b} = [b1 b, bs b, bsl. %,}
C C1 Cy C3 Cy Cs

o O O
o O O

0 U,
G Z I,
a.4) Equacéo diferencial da analise estatica

Por fim, a equacdo (3.76) é substituida na eq. (3.78) e chega-se a Equacao Diferencial
que rege o problema estatico dos ndcleos estruturais, como:

Voxt- (A"} = [Mg]". (IMs] + [M5]. [My]7". [M4]). [Mg]. {v""} +
+[Mg]". ({Me} + [M;]. [M,] 7. {M5}). {M3}". [Mg]. {v'} + [Ms]. {'}
Agrupando-se:

—[J].{v""} + [S].{v'} = {%} (eq.3.79)
- Equacdo Diferencial do Nucleo Estrutural sob REGIME ESTATICO -

sendo: [J] = —[Mg]". ([Ms] + [M;]. [M]~".[M,]). [Mg];
[S] = [Mg]". ({Mg} + [M7]. [M4]71.{M}).{M3}". [Mg] + [M,]; e
%} = Yore {4}

Agora, ressalta-se que basta que a equacéo (3.79) seja resolvida e sera obtida a resposta
dos deslocamentos globais {v}T = {v @ ¢} e em seguida retorna-se ao sistema local, a fim
de determinar os esforgos solicitantes em cada parede que compde o nucleo. O conhecimento
de tais esforcos solicitantes propicia o dimensionamento racional das paredes.
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a.5) Retornando ao sistema local de referéncia dos painéis
Parte-se do sistema global em direcdo ao sistema local de referéncias. Assim,
quantificando:

e Deslocamentos das paredes: Nomeado de Transformagdo de Coordenadas

{vw} = [Mg].{v} (eq.3.80)
1
U2
sendo: {v,} =<{ 3.

)

e Esforcos Cortantes nas paredes:

{70} = (IMs] + [M7]. [My]7*. [Mo]). [Mg]. {v""'} +
+({Mg} + [M7]. [M1]71 M, ). {M5}". [Mg]. {v""'} (eq.3.81)

e Momentos fletores nas paredes:

Via deslocamentos dos diafragmas, tem-se:

M
vy, == e {vo} = —[Ms].{v}
Jo
Assim:

vi"\ g, 0 0 o 07 (M
vy 0 J, 0 0 Of |
{v,"} = —[Ms]. {M,} -~ v3" =0 0 J3 0 O[.{Ts
’0’4’, O O 0 ]4 O E]Jt&l.
s 0 0 0o 0 Jsl \m

Wy} =—[Ms]"{w,"} = (M} =—[Ms]". [Mg].{v"} (eq.3.82)

e Fluxo de cisalhamento g nas intersecfes: Com base nas eq.’s (3.62) e (3.65)

{q1-4} = [Ml]_l-{Mz}- {M3}T-{’Vw’} + [M1]_1- [M,]. {v,,""}

Aplicando a transformacdo de coordenadas, {v,} = [Mg].{v}, fica
reescrita:

{q1-4} = [M1]71.{M2}. {M3}". [Mg].{v'} + [M1]7". [M4]. [Mg].{v""'} (eq.3.83)

e
{as} = M5} {v,'} = {qs} = {M3}".[Mg]. {v'} (eq.3.84)

o Esforco Cortante no lintel:
Y =qs.h (eq.3.85)



147

Prof. Dr. Weslley Melo

e Deslocamentos verticais {&} nos eixos das paredes: Inicialmente, partindo das
equacdes (3.48), (3.49), (3.53) e (3.54). Desta forma, ap6s determinar o

deslocamento §;, os demais deslocamentos (8,; d3; 84; 05) serdo também
determinados. Assim, quantifica-se o deslocamento 8, via equilibrio da parede
(1), via:

(E-A1)-51” =dq3—(q>

onde os fluxos de cisalhamento g, e g5 serdo determinados mediante equacgéo

(3.65), por:
q1

(q1mad = {020 = (M) (M} (ML) (0} + (ML) (M), )

qs

Observa-se que a diferenca (q; — q,) dependera apenas do vetor {v,,""'},
em mais especifico diferenca entre a 32 linha e a 22 linha do sistema {q;_.},
sendo:

D11 Diz D1z D1y Dis
D1 Dz Daz Dpy Das

D3y D3; D33 D3y Dss
Dyy Daz Dyz Das Dysl,

com: [D] = [Mylaxs ™ " [Mylaxs =

onde: Dy = D3y —Dyy 5 Dy = D3y — Doy
D3 = D33 — Dy3 ; Dy = D34 — Dyy
D5 = D35 — D35

- Valores obtidos pela diferenca entre as 32 e 22 linhas da matriz [D],
resultando do produto de [M4]~! por [M,] -

Ficando:
4)/1’/’
1 /0’21,1
51”=EA AD1 D; D3 D, Ds}qus"p o 8 ={My} . {v,"}
. 1 4’/4’”
4)/5”’

Integrando-se por duas vezes, tem-se: 8; = {M;,}".{v,"'} + C;
51 = {Mlo}T.{’v'w’} + Cl.x + Cz

Usando condigdes de contorno a fim de obter as constantes de integracao:
610 = 0

{’U/w,}o =0

61’1‘[ =0

{v,"}y =0

Resultandoem: €C; = 0e C, = 0.

< Parax =0 - {

% Parax=H - {

Ficando: &, = {My,}".{v,'}
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! ! Ll ! LZ
Por fim: 82 = {Mlo}T.{’v’w }—’v’l .?—’U’Z ?
! 14 L1 12 L3
83 = {Mqo}" . {v,'} + 14 o TV
! 14 L1 ! ’ L4
84 = {Mlo}T.{’v'w }—’0'1 '?_02 'LZ +’v'4 ?
—_ T ! ! Ll Vi ’ L5
85 = {MIO} .{’U‘w }+’U’1 .?—’0‘3 .L3 — Us ?
Matricialmente: {6,} = ([Mq12] + [M44]).{v,'}
(611 ( {Mlo}T] (m’] [o 0 0 0 0] (m’]
5, M}t |—L1 ~L, 0 0 0 | vy
onde: < 03 } =< {Mo}F 7. vs } +§' Ly 0 —Ls 0 0 |. 4r3’}
84 M) | | l—Ll 2L, 0 L, O J v,
9 {M10}T} v’ L, 0 —2.Ly; 0 —Ls ’U'SIJ

Agora, valendo-se da transformacdo de coordenadas locais {v,} para
coordenadas globais {«}, faz-se:

{0} 2 et MaDAd 5y — (] + D, M) (o) (e6.386)

e Esforcos Normais em todas as paredes: Utilizando as equacgdes decorrentes
das deformag@es axiais € em cada parede, escreve-se 9t; em termos de 8, ', como:

, M} = [M13].{6,} (eq.3.87)
‘ﬁl = (EA1)61 ’
N, = (E.43). 6, 9Ny A, 0 0 o0 O 61,
Sng = (E.A3).53, =14 mz 0 A2 0 0 O 62
N, = (E.Ay). 8, Nzp=Ef0 0 A [(1) 8 {85
_ r <N 0 0 0 5.
N =(E.A). 6 4 4
5 ( 5) 5 9?5 0 0 0 0 AS 64;-,
substituindo-se a equacdo (3.86), derivada em relacéo a x, na equacéao (3.87) e
chega-se a:
{N,} = [My3]. ((M12] + [M44]). [Mg]. {v"'} (eq.3.88)

Apos determinagao dos esforgos normais 9, de todas as paredes i e dos
respectivos momentos fletores 9t,,, € possivel determinar as tensdes axiais em

qualquer posi¢éo da estrutura de nucleo, em questdo, tanto na secdo transversal
como ao longo da altura.

e Deslocamentos verticais nas interseces: Partindo da primeira parte das
equacOes (3.48) e (3.52), além da segunda parte das equacdes (3.49), (3.50) e
(3.51), escritas como:

Ly Ly

A1=62—?.’U'2, B A2=61_7.’U’1,
Ls Ls
A3=53+?.’U’3’ ; A4=65+7.’U’5’
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L4+LL> , gs.h (LL)3
- 5 4

AS:S”( 2 T3 (1) \2

Neste conjunto, mais especificamente na equacao de A5 e aplicar o fluxo
qs da equacdo (3.55), cuja organizacdo em formato matricial, fica:

{Ap} = {60} + [Mia]- {v,}

A, 511 L, 0 0 o0 O {m’]
Ay S 110 —-L, 0 0 0 {7
A3 = 63 } + E . 0 O L3 0 O . 473,
AS 64 Ll LZ _L3 L1a L5a ’0'4’
A4 65} l 0 0 0 0 L5 J ’0’5,
Ly 2.Ls+ 1L,
sendo: Lq, = > L, = —
Transformando as coordenadas mediante {v,,} = [Mg]. {v}, conclui-se:
{80} = {64} + [My4]. [Mg].{v'} (eq.3.89)

b) Caso via Maney

Na Figura 3.38 consta a numeracao dos Painéis — Parede, de (1) a (5), bem como o
sentido adotado para a modelizacdo. Apresentando-se ainda, os sentidos de fluxo de
cisalhamento nas intersecfes, aléem de expor com detalhes os elementos diferenciais dos
mencionados painéis — parede, mediante TMC.

Figura 3.38 — Pilar de paredes finas: (a) convenc¢des adotadas, além dos elementos diferencials
dos painéis (b) 1, (¢) 2, (d) 3, (e) 4e (f) 5

) 1 -
@p N, O

© ey

cg
ycg
(2)T T(3)
e XCQ N\

) :E::::::j:@
DO— HO @ @

9N, +dN, N, +dN, N3 +dh;

sm1+dsml$“l/1+d‘f/1 sm2+dsmz,$_ t+d gm3+d§m3/$ 7t+d7s
[ I 1 !

I l i
dx M P=Y| Psil

|y s | e |y o4t
l ! l:

‘Vs“‘t? M

N 1 (b) mz (c) N 3 (d)

=
=
=
F
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N, +dR,

M, + dm‘4/£v_> % +dv
dx N
X

(e)

RNs+ dRNs

&
Ms + dMs Dt +d %

T

7

M
N (H

Fonte: Adaptado de (Melo et al., 2021)

b.1) Equilibrio dos painéis-parede

Ao proceder o equilibrio de forgas verticais e momento fletor nos Painéis — Parede (1),
(2) e (3), conforme sdo ilustrados nas Figuras 3.38 (b) a 3.38 (d), exprimem-se as variagcdes de

esforgo normal e momento fletor, por:

g,
W=P1+CI2_CI3

dMm,

dx =—-%+t(q;+q3).d;
dn,

W:PZ‘F%—CIZ

A,

dx = -7+ (q1 +q2).d;
N,

W=P3+Q3+Q4

dMm,

dx = -7+ (qs — q3).d3

(eq.3.90 a)

(eq-3.90 b)

(eq-3.90¢)

(eq.3.90 d)

(eq.3.90 e)

(eq-3.90 f)

partindo da Equacdo Diferencial da Linha Elastica, da Teoria de Euler-Bernoulli, além de
agregar o conceito de deformacéo, reescrevem-se as equacées (1) como:

N =—Jv{" +(q2+q3)-d4
(E.A1).6{ =p1+q:—qs
Yy = —J. 07" +(q1 + q2)-d;
(E.A2).6; =p2+q1—q2
Vs = —J3.v3" + (s — q3). ds3
(E.A3).05 =ps+qsz+q,

com: (E.I,).v{' =M, -~ My, =J.v{" alémde: E.A;.6 =N,

(eq.3.91a)
(eq.3.91b)
(eq.3914d)
(eq.391¢e)
(eq.-391f)
(eq.-391 g)
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Realizando agora o balanco de forcas, vertical e horizontal, além do equilibrio de
momentos, nos Painéis — Parede (4) e (5), exprimem-se:

d ¥, _

T —N; (eq.3.92 a)
ddf, _

dx PaT @ Vi (eq.3.92 b)

= quds— T (eq.3.92¢)
P . i 3.

d s _

E = _Nf (eq 3.92 d)
dJis _

T - Ps — qs — Vs (eq.3.92¢)
dits _

utilizando novamente a Teoria de Euler-Bernoulli e o conceito de deformacéo, postulam-se:

(E.A4). 641’ == p4_ - ql - Vl (eq- 3-93 a)
(E.A5).68 =ps—qs— Vs (eq.3.93 b)
Yy = —J4vry" — qq.dy — M; (eq.3.93 ¢)

Chservacao: Conforme observa-se nas definiges em Vlassov (1962, p. 254; 255; 269 e 270),
gue guando ocorre 0 contraventamento em secBes de paredes finas unicamente por lintéis
horizontais, despreza-se o deslocamento axial nos mencionados lintéis. Assim, o balanco de
forcas horizontais nos Painéis — Parede (1); (2) e (3) conduz apenas a lei de variacdo do
esforco cortante.

Pensando de forma anéloga, nos Painéis — Parede (4) e (5) verifica-se que as
equacoes (3.92 a) e (3.92 d) implicam unicamente na descri¢do da lei de variacdo dos esfor¢cos
cortantes 7,4 e 7 diferente da funcéo constante constante. Assim exprime-se:

dv, _
oW m@=- f N, dx (€q.3.94 @)
dvs _

d_x5 = —N; Vs (x) = — f N¢ dx (eq.3.94 b)

onde as eq.’s (5.94) apenas descrevem a distribui¢ao do esforgo cortante nos Painéis — Parede

(4) e (5).

b.2) Compatibilizagéo dos deslocamentos nas interse¢des

Como foi adotada a Teoria das Pequenas Deformacgdes (TPD), procede-se entdo a
compatibilizagéo dos deslocamentos verticais nas interse¢des, numeradas de 1 a 4. E para tal,



152

Introducdo a modelagem continua de Painéis de Contraventamento

utiliza-se do efeito de cisalhamento %, e de esforco normal 9t; nos respectivos Painéis —
Parede. Desta forma, na Figura 3.39 € apresentada a convenc¢do positiva dos deslocamentos
verticais nas extermidades dos i-ésimo Painel — Parede.

Figura 3.39 — Convencao positiva dos deslocamentos devido: (a) esfor¢co normal e (b)
cisalhamento

9,
51'1 i
| / —
51 ___i T 61' dl'.’lfi’
| ‘ - dl'.’l)’i’
| /
‘ (a) ‘ (b)
Pdiﬁk / Fdlﬁy

l

Ui (l)
>
Fonte: O Autor (2025)

Apresenta-se agora na Figura 3.40 a mobilizacdo dos extremos dos Painéis — Parede
ao serem impostas as rotagdes v;.

Figura 3.40 — Deslocamentos por corte na intersecdo: (a) 1, (b) 2, (c) 3e(d) 4

7
\ (1)
,./\— dz.vz dl”U’{ ,v,l’
v
dl UZ’ 1 d QJ 7d].’b"lr
N
@

ds, U/{ ’L;;é:‘//.f’/\_ d,. ’U’ﬁ

(a) (b)

— | O
dy.vrq ] ~ )
: 3 ‘ vl TN\ dsvs
o
‘_ dl‘ U']I /,///
‘ dz. v\ -
— (b
t\"b_) =
~ r
vy 4\_‘ s3] dy. 0 v -~
. —~ 4

tod\ O | (5) |- s

© | — @)
Fonte: O Autor (2025)
Procede-se agora a compatibilizacdo dos deslocamentos de corpo rigido, ver Figura

3.39 (a), com os deslocamentos apresentados na Figura 3.40, de acordo com as intersecdes,
escrevendo-se:
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> Nalntersecdo 1. &, +dy. vy = 6, +dy. vy (eq.3.95a)
> Nalntersecdo 2: &, —d,. vy, =6; +di. v (eq.3.95b)
> Nalntersecdo 3: §; —dq.v] = 83 — d3.v3 (eq.3.95¢)
> Nalntersecdo 4: 65 — ds.ve = 03 + dz. 13 (eq.3.95d)

Derivando-se a equacado (3.95 a) duas vezes e impondo-lhe as equagdes (3.93 a) e (3.93
c), além de isolar no primeiro membro da equacéo os termos dos fluxos de cisalhamento gq;,
exprime-se:

q]_. (Az +A4) - qZ.A4 = _AZVL - E.dz.Az.A4.’l}'2,,, + E.d4.A2.A4.’U’4’_” - pz.A4 + p4.A2
(eq.3.96 a)

Procedendo de forma analoga nas equacdes (3.95 b) a (3.95 d), exprime-se as demais
equacOes de compatibilidade de tensdes cisalhantes, como:

—q1.- A1 +q2. (A + A3) — q3. A, = —E.d{. Ay Ay — E.dy. A1 Ay vy — p Ay + 3. Ay
(eq.3.96 b)

—Gy.As + qs. (Ay + A3) — Q. Ay = —E.dy. Ay As.vr]” + E.dg. Ay Ag. v} +py. As — 3. Ay
(eq.3.96 ¢)

q4. (A3 +A5) + q3A5 = _A3Vf - E.d3.A3 AS ’v/é” - EdsAsAs’lrs,” - p3A5 + p5A3

(eq.3.96 d)
E matricialmente agrupam-se as equacdes (3.96), como:
[Mi].{q} = {M2} + [My]. {ve"} + [Myo]. {p} (eq.3.97)
(A; + A,) —Ay 0 0 _Az
. — —4, (A1 + Ay) —4; 0 .
sendo: [M,] = 0 A, (A, +43) A ;o My} =
0 0 As (A3 + As) _A3 Vf
O _dz.Az.A4 O d4_A2_A4 O
_ _dl'Al'AZ _dZ'Al'AZ O O O .
[M4] N E _dl'Al'A3 0 d3'A1'A3 O O ’
O 0 _d3.A3.A5 O _ds.A3.A5
0 -4, 0 4, O
_|-42 A 0 0 01.
[Myo] = As  —A, 0 o O}
0 0 —4 0 4

{py' ={P1 P2 P3 p; ps};
(T ={01 92 93 a4}

{/U,IH}T — {’U’,” ,v,zlll ,v,?l)ll /0,41'// ’U’_:.—:”}.
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b.2.1) Considerando as reacdes elasticas dos lintéis

Reescrevendo-se 0s termos do vetor {M,} apresentado na equacdo (3.97), mediante
imposicdo das equacdes (3.12 b) e (3.12 e), para impor a formulacdo da TMC para as reagdes
elasticas V; e I_/f, respectivamente, além de aplicar também os graus de liberdade via as eq.’s
(3.11 a) a (3.11 f). Exprime-se o vetor {M,} em formato matricial, dependente unicamente do
vetor de rotacdes e empenamento {v'} no SGC, como:

{M;} = [M;]. {v'} (eq.3.98)
0 0 di o'
onde: [M,] = 8 8 8 ; {4/}={w’}.
0 0 dj ¢

procedendo-se:

_AZ- Vi = _TAZ [r*inc.ui +tv;— bi***' Bi - T*inC.Uf - t’lff - bf*** Bf]

2

=—2=. [r*inc. (—w;. ") +t.(w;. ') — b;™". (%(;b’) — 7 (—wp.¢') — t.(wr. @)

w '
(26| i

A [—r*inc.ui —t. v + bi***' Bi + T*inC.Uf + t’v’f + bf*** Hf]

73.
—A : i ’ *inc U !
— T3 [_r*mc_ (—w;. ¢") —t.(w;. ¢") + b;™. (Z—l¢ ) + 70 (—wp. @) + t.(wf. @)

*okk a)f ! * !
f

) * A i b} iy b
concluindo-se, por fim: d; = — f.{(—r Mme 4t — - ).a)i + (r inc ¢ L ).a)f};

15
* _ﬁ *INC __ b:**> . __*Inc l***
d, = h.{(r t+ i .a)l+( T +t+df>.a)f}.

E por Gltimo, aplicando a equacéo (3.98) na equacao (3.97) e isolando o vetor de fluxo
de cisalhamento {q} nas intersecdes, exprime-se a equacdo matricial de compatibilidade de
deslocamentos verticais nas interse¢des, como:

{q} = [My]71 [Mo]. {o'} + [My] 7Y [ML ] {v )} + [My] 7 [Myo]- {p} (eq.3.99)

b.3) Equilibrio de esforcos cortantes

O equilibrio de esforgos cortantes é processado mediante igualdade dos esforgos
internos e externos. Quanto a consideracdo dos esforcos cortantes internos, parte-se do balango
de momentos nos painéis com a devida imposi¢do da Teoria de Euler-Bernoulli para linha
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elastica. E por fim, os esforcos cortantes externos sdo obtidos mediante equilibrio da secéo
genérica S localizada a uma distancia x da base do pilar.

b.3.1) Esforcos cortantes internos no SLC

Partindo das equaces (3.91 a); (3.91 c); (3.91 e); (3.93 ¢) e (3.93 d), escreve-se a lei
de equilibrio em esforcos cortantes, no formato matricial, referenciada no Sistema Local de
Coordenadas (SLC) como:

{70} = [Ms]. {vg"} + {Me} + [Mg]. {q} (eq.3.100)

-, 0 0 o0 O [0 d di 0] 0
o -, 0 o0 O d, d, 0 0 J 0 l
eMsl=l0o 0 —J5 0 O[;[Mgl=|0 0 —d; ds|;{Me}=4 O »;
0 0 o0 —J. O -d, 0 o0 O L—Mi I
Lo 0 o o -l Lo o o dl i)

(v ={"n "% 15 v %)

b.3.2) Considerando as reaces elasticas no cortante interno

Nos termos do vetor {Mg} apresentado na equacdo (3.100) procede-se a imposicao das
reagdes elasticas, presentes nas eq.’s (3.12 ¢) e (3.12 f). Além de aplicar os graus de liberdade
expressos sob a Teoria da Flexo — Torc¢do, ver equacgdes (3.11 a) a (3.11 f). Reescreve-se o vetor
{M¢} em funcdo do vetor rotacGes e empenamento {«'}, como:

{M¢g} = [M¢]. {v'} (eq.3.101)
0o o O
00 O v
onde: [Mg]l=|0 0 O]; {v’}={w’}.
0 0 d; ¢’
0 0 d;

procedendo-se agora:

_Mi = _71 [bi**.ui - bi***.’b”i + k;k Bl' - bl**uf + bl***’l/"f + a*. gf]

= —" [bl** (—a)i. ¢’) - bi***' ((I)i. ¢’) + kr (% (,b,) - bi**' (—(Uf ¢’) + bi***' ((Uf (l),)

h
* a)f ! _d* I
+a”. —df.d) =d3. ¢

— -1 sk $ok ok % *ok

Kok

(w0 d') + . (& ¢’) +br (—wp.d")

-1 *% '
:T[_bf .(—(J)i.(l))—bf di.
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' w '
+b" (wp ) + K (d—;.¢ )l =d;. ¢’

concluindo-se, entdo: d3* = —%.{(—bi** — b + %) Lw; + (bi** + b + Z—) : wf};
i f

a* ’

* 1 *k * ok *k * Kk kf
d, = —Z.{(bf .y +d_i)""i + (—bf + bj +d—f>.wf}.
Por Gltimo, aplica-se a equacéo (3.101) na equagdo (3.100) e exprime-se:

{70} = [Ms].{vy'} + [Mg]. {v'} + [Mg]. {q} (eq.3.102)
b.3.3) Esforcos cortantes no SGC

Os esforgos cortantes internos estdo referenciados no SLC, conforme observa-se na
eq. (3.102), porém faz-se necessario seu translade para o Sistema Global de Coordenadas
(SGC). Desta forma, incialmente explicita-se o processo formal de mudancas de sistemas
coordenados, para em seguida reescrever a lei de equilibrio de esforgos cortantes no novo
sistema coordenado.

» 1% Etapa: Transformacéo do SLC para 0 SGC

Na Figura 3.41 ¢é apresentado graficamente os principios para a transformacdo do
Sistema Local de Coordenadas (SLC), do i-ésimo Painel — Parede, para o Sistema Global de
Coordenadas (SGC). Baseando-se em Stamato (1966) e Barbosa (1978, p. 1l —58).

Figura 3.41 — Representacao grafica da correlacdo entre 0 SLC e 0 SGC

Ze @ Y
D,
wT (fj x:
(P / Ci I b
Y
Fond S
Xor v Yo 1

Fonte: O Autor (2025)

Escrevendo-se o deslocamento local 1+; em termos dos deslocamentos globais v; w e
¢, como:

vy =a;.v+b.w+c. ¢ (eq.3.103 a)
vy = ay. v+ by. 0+ Cy. (eq.3.103 b)
3 =az.v +bs.w+c3.¢ (eq.3.103 ¢)
Uy =4V +by0+cCy P (eq.3.103 d)

V5 = as. v + bs.w + 5. ¢ (eq.3.103 e)
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0 que matricialmente fica expresso como:

{vo} = [Mo].{v} (eq.3.104)
[ —bcg,
ag b1 ¢ -1 0 b ’v’1\
a; by ¢ 0 -1 o 2 v
com: [Mg] =|as b3 3| = 0 -1 - (b]_ - bCGy) ; {/U'w} = {13 ; {’lf} = {(u} i
a4 b4 C4 _1 O (bz _ bCG ) 04 ¢
s ps Cs -1 0 z Vs
(b3 - bcaz)_

sendo apresentado na Figura 3.42 as cotas para compor a matriz de rotacdo [Mo].

Figura 3.42 — Representacdo gréafica da correlagdo entre o SLC e 0 SGC
(3)

(ty e ErPcss | )

cG ~ Zce
bCGy ‘

vYca
Fonte: O Autor (2025)

> 28 Etapa: Escrever o vetor {7,,} no Sistema Global de Coordenadas

Incialmente aplicando-se a equacdo (3.99) na eq. (3.102), exprime-se o equilibrio de
esforcos cortantes em termos apenas dos deslocamentos dos Painéis — Parede e do peso-préprio
da estrutura, como:

{70} = (Ms] + [Me]. [M 17" [Mo D). {v)"} + ([Mg] + [Mg]. [M,]7%. [M,]). {0} +
+ [Mg]. [M] 7. [My]. {p} (eq.3.105)

Em seguida, impde-se a transformacédo de sistema coordenado, apresentada na eq.
(3.104), na equacéo (3.105), reescrevendo-se:

{70} = (IMs] + [Mg]. [My]7*. [My]). [Mo]. {r""} + ([M6] + [Mg]. [M,]7%. [M,]). {0} +

+ [Mg]. [M1]71. [My]. {p} (eq.3.106)

b.3.4) Esforco cortante externo gerado pela acéo do vento

Na Figura 3.43 € apresentado o equacionamento do esforco cortante externo %,,; em
relacdo ao i-ésimo Painel — Parede, bem como sua correlagdo com os carregamentos qi; q5 €
Q na direcé&o principal.
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Figura 3.43 — A¢do do vento: (a) direcdo principal, (b) carregamentos e (c) equilibrio do corte

X
D = Zp . X
<.
. % Q 92 41 |g L
%%, =
A * Tt x=H D.-regao principal
L 4 [~
¥ G ., I A do vento
‘ ' = |
}‘ ' \j = || s \
a; y . q Xt Il Secgéo de corte
: =
S =
Yy \x (b)
Vi (a)
a; = cos 6, a = cos g O
b; = sen @, b = sené, iy X =
. x 93 .
a3y fe /(H)=q
B
Qor”
Qr" R R’
5 (H—-x)
3 (H-x)
(H—x)
2
A ©

7(x) ‘x

Fonte: Adaptado de (Melo et al., 2021) e de (Fonseca e Melo, 2024)

Em primeira analise determina-se o ,,, através do equilibrio de forcas horizontais no
trecho AB apresentado na figura 6 (c), assim exprime-se:

Yot = V (x) = D1.x% + Dy.x + Dy (eq.3.107)

Em segunda andlise, procede-se o equilibrio de esforgcos cortantes externos com o
cortante ¥, através da Figura 3.43 (a), de qual escrevem-se:

n
Z Vo Qp = Yoy Q (eq.3.108 a)
i=1
n
Z % by = Yy b (eq.3.108 b)
i=1
n
G. (Z Itl> "+ Z = Ypxt- C (eq.3.108 ¢)
i i=1

Por fim, aplicando as equaces (3.108) na geometria do nucleo estrutural apresentado
na Figura 3.42, conclui-se o seguinte:

%xt.a = 4yl.a,]_ + /Wz.az + /73.03 + %4,.0.4, + %5.0.5
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%xt-b ES %1.b1 + /Wz.bz + /W3.b3 + %4_.b4 + /WS'bS

n
Voxt-C= V1.C1 + Vy.Co+ V3.C3+ Vy.Cu + Vs.c5 + G. (Z Iti>.qb’
i=1

matricialmente, tem-se:

Voxe- (A"} = [Mo]".{7,,} + [My4]. {v'} (eq.3.109)
0 0 0 a cos 6; .
sendo: [My;] =1|0 O 0 ; {4} = {b} = {sen 96}; I, = ZdT‘t
0 0 G.(X%iI,) c e,

e, —disténcia entre o Centro de Gravidade (CG) e o Centro de Carga (CC);
d; — é o comprimento da secdo transversal do i-ésimo Painel — Parede;

t — é a espessura da secdo transversal do i-ésimo Painel — Parede;

G.I., —éarigidez a torgdo do i-ésimo Painel — Parede;

b,
e; = o bccz

apresentando-se na Figura 3.44 o translade do Centro de Carga para o Centro de Gravidade.
Figura 3.44 — Braco de alavanca entre o Centro de Carga e o Centro de Gravidade

Xce Xce
1 e,

YCG YCC
Fonte: O Autor (2025)

b.4) Equacéo diferencial da analise estatica

Por fim, aplicando-se a equacéo (3.106) na equacéo (3.109) conclui-se o processo de
deducéo do funcionamento da solicitagao estatica nos Painéis — Parede. Mediante o procedido
em Melo (2019), conclui-se como sistema de equagdes diferenciais, que representa a solicitagdo
estatica dos pilares em nucleo C contraventados em Z, e referenciado no Centro de Gravidade,
0 seguinte:

—3xs- e (03 + [Slaas- {vree ()} = {”Vfca(x)}3x1 (eq.3.110)
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sendo: [/] = —[Mo]". ([Ms] + [Mg]. [M1]™*. [M,]). [M];
[S] = [Mo]". (IM¢] + [Mg]. [M1]~*. [M2]) + [Mi4];

{77} = Vere {47} = [Mo]". [Mg]. [My]71. [My,]. {p}.

b.5) Transformacao do referencial para o Centro de Torc¢ao

Na Figura 3.45 é apresentado o processo de translade dos graus de liberdade, do CG
para D, do pilar de paredes finas.

Figura 3.45 — Representacdo gréafica da transformacéo de coordenadas dos graus de liberdade
do CG para D: (a) translagdes e (b) rotacao

Xp
X
ot O b 2CG . ZcG . Bp
GAfe—— s
p W
D 1 - —Db , o YecG . 0p
> Zp

=

e g Weg
____________ ce . — /\—|/
Zeg ./

(a) Yp (b)

Fonte: (Melo, 2019)

e a partir das correlagdes explicitadas na Figura 3.45, escrevem-se:

Ve 1 0 —zc1 (YD
{vrce} = [T]. {vp} {wcc} = [O 1 vy, ] .{G’D} (eq.3.111)
Peg 0 0 1 D

COM: y¢ € Zc Sendo as coordenadas do Centro de Gravidade do Nucleo Estrutural.

Por fim, aplicando-se na equacdo (3.110) a transformacdo exposta na eq. (3.111),
exprime-se a equacdo diferencial dindmica da TPP solicitada estaticamente, referenciada no
Centro de Torcdo, como:

—[J 1. {wp" (e, O} + [S]. {op (x, )} = (Vi (x, D)} (eq.3.112)

onde: [ = [TI".ULITL;  [S]=[TV.SLITY: {7} = (7). {v';).



161

Prof. Dr. Weslley Melo

c) Analise dinAmica

Partindo da Teoria dos Painéis — Parede (TPP), bem como adotando-se 0s
procedimentos de andlise estrutural preconizados em Laredo (1969, p. 309 — 312); Laredo
(1973, p. 112); Barbosa (1978, p. 11-60 a 11-64); e Melo (2019, p. 93 — 98), postula-se o elemento
de contraventamento por lintéis em Z. E na Figura 3.46 é apresentada a minoracdo dos
deslocamentos ao impor o contraventamento em Z, cujas diagonais reduzem em muito os
deslocamentos laterais do ja mencionado nucleo estrutural.

Figura 3.46 — Exposi¢do qualitativa da minoracao dos deslocamentos laterais em nacleos C para:
(a) contraventamento convencional e (b) contraventamento em Z
5
X ! X 61<<6

|

@ T (b)
Fonte: (Melo et al., 2021)

4

NAAAARRRANSS
ANAAAARANS

Obtendo-se para tal, o sistema de equacdes diferenciais que representa a solicitagcdo
estatica dos pilares em nlcleo C contraventados em Z, com base nas postulagdes em Melo
(2019) e em Melo e Barbosa (2020). Nesta formulacéo, referencia-se a equacgéo diferencial no
Centro de Gravidade, como:

—[zas- {veg (03 + [Slaxs- {ree ()} = {”Vfa;(x)} (eq.3.113)

3x1

sendo: [/] = —[Mo]". ([Ms] + [Mg]. [M]~". [M,]). [Ms];
[ST = [Mo]". ([M¢] + [Mg]. [M,]7. [M2]) + [Mi4];

{Wf} = Vext- 1A'} — [M9]T- [Mg]. [M;]7". [Mio]. {p}.

A primeira constatacdo que se deve proceder na andlise dindmica de Ndcleos
Estruturais, de concreto armado, é o fato da equacdo diferencial da parcela estética esta
referenciada no Centro de Gravidade (CG). Enguanto que a parcela dindmica referencia-se, a
principio, no Centro de Massa (CM). Assim, na Figura 3.47 € ilustrado o posicionamento dos
centros geomeétricos: de Carga (CC); de Torgéo (D) e de Massa (CM) para o ncleo em comento.
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Figura 3.47 — Nucleo estrutural: (a) eixos na se¢ao transversal, (b) eixos no Centro de Torgéo e
no Centro de Gravidade, (¢) Transformacao dos eixos coordenados do CM para o CG

X.DR XCG
1

Ze6=Zeoc=Lpi=Zey

(a)

-~
I XCM ~

Yeo ©
Fonte: O Autor (2025)

A partir da Figura 3.47 (c) estabelece a Lei de Transformacao dos eixos coordenados,
do CM para o CG, como:

Ve = Veg — dZCM—CG' (I)CG (eq 3.114 Cl)
Wey = Weg + dyCM—CG' (I)CG (eq 3.114 b)
bem = Pee (eq.3.114c)

0 que matricialmente fica expresso por:

{vem} = [Tl {veel (eq.3.115 a)
vem 1 0 —dy col (Yes

{CUCMI =10 1 dy, .{(‘)CG} (eq.3.115b)
bcm 0 0 1 bce

c.1) Parcela dinamica no Centro de Massa

Na Figura 3.48 é apresentado o esquema de consideragédo da forca F ativada mediante
aceleracdo 7 da massa m.



163

Prof. Dr. Weslley Melo

Figura 3.48 — Forca F ativada pela acelerac@o Z na massa m
1

d.r: sem | — z

X + — F

Fonte: (Melo, 2019)

sendo:F = fx (m.Z) dx;e dF = m. Z, ficando expressa para a estrutura tridimensional, como:

dr, m 0 O VoM
{szlz 0 m 0]. WOcm (eq.3.116 b)
de 0 0 Ip (.ISCM

c.2) Parcela dinamica no Centro de Gravidade

Aplicando a Lei de Transformacéo dos graus de liberdade do CM para o CG, exprime-
se a equacao (3.116 a) mediante imposicdo da eq. (3.115 a), como:

{dFcy} = [M]. [Tyl {vce} (eq.3.117)

o que transformando o vetor de forcas, tem-se:

[TM]T- {dFCM} = [TM]T- [M] [TM]- {’i"ca}
{dF ¢} = [M]. {# 6} (eq.3.118)

sendo: {dFce} = [Tyl" - {dFem};  [M] = [Tyl". [M].[Ty].
c.3) Equacdo diferencial da analise dinamica no Centro de Gravidade

Observa-se inicialmente que a equagdo (3.113) exprime a anélise estatica dos Painéis —
Parede, isso referenciado no Centro de Gravidade. Desta forma, para compor a equacdo
diferencial da analise dindmica basta derivar a equacdo (3.113) e somar o vetor de forcas {dF.;}
no primeiro membro da equacdo. Resultando em:

—[J1-{ogg (o, 03 + [S] fve (6, 0 + [M] {ee (6, O} = V', (1, O} (eq.3.119)

sendo: {V'r . (x, D)} = Vire (). {4"} Vot (0);
Ve’xt(x) = 2. Dl.x + DZ;
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Vext(t) = sen (w.t);
w — ¢ a frequéncia da carga atuante, em “rad/s”.

c.4) Equacdo diferencial da analise dinamica no Centro de Torcéo

Na Figura 3.49 ¢é apresentado o processo de translade dos graus de liberdade, do CG
para D, do pilar de paredes finas.

Figura 3.49 — Representacdo gréafica da transformacao de coordenadas dos graus de liberdade
do CG para D: (a) translacdes e (b) rotagdo

Xp

X
%f o ey ZcG ) Z¢G.Op
{.‘(:' ﬁ—/lywu i o
D 1 e o Yee.0p
- Lee,

2
(@) Yo (b)
Fonte: (Melo, 2019)
e a partir das correlacdes explicitadas na Figura 3.49, escrevem-se:
vce 1 0 —Zcg )
{fvee} = [T]. {vp} = {wca} =(0 1 vy, ].{wn} (eq.3.120)
G 0 O 1 D

com: y¢g € z¢ Sendo as coordenadas do Centro de Gravidade do Nucleo Estrutural.

Por fim, aplicando-se na equacdo (3.119) a transformacdo exposta na eq. (3.120),
exprime-se a equacdo diferencial dinamica da TPP, referenciada no Centro de Torcdo, como:

—[J1.{vy" (x, )} + [S]. {v) (x, )} + [17].{4'}D(x, t)} = {Vf’(x, t)} (eq.3.121)
onde: [J1 = [TT".[/1.IT%; [8] = [T1.[SLITY; [#] = [TV [MLITT; {77} = [T1".{v"}).

c.5) Desacoplamento do sistema dinamico

Através do procedimento exposto neste guia de pesquisa, as trés transformacoes de
referencial, além de seguir os conceitos preconizados em Stamato (1966, p. 6); Quarteroni et
al. (2007) quanto ao Método de diagonalizacdo postulado por Jacobi; e em Melo e Barbosa
(2020), postula-se na Fig. 3.51 o fluxograma de desacoplamento do sistema da eq. (3.121).

» 1% Transformacé&o de Referencial: Nesta primeira transformacgéo almeja-se da
EDO expressa na eq. (3.121) para um sistema principal de rigidez do nucleo.
Onde a matriz a a matriz de rigidez [J] é diagonal. Desta forma, na Figura 3.50
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é apresentado o processo de transformacdo das coordenadas iniciais para o
sistema refenciado da equacdo (3.122), constatando-se eixos principais de

rigidez.

Figura 3.50 — Representacdo gréafica da transformacéo de coordenadas para o referencial
principal de rigidez

Xea
of

CG
Zr

Pr

Zcg
YcG

Yr
Fonte: O Autor (2025)

Esta transformacdo ocorre mediante a matriz de rotacdo [R,], partindo do referencial
inicial {r} no CG da secéo transversal, e seguindo em dire¢do ao referencial {x} onde matriz
de rigidez [J] do nucleo estrutural é digonalizada. Neste caso, imp&e-se a Lei de Tranformacao:

{v} = [R.]. {x} na equacdo (3.122), de qual reescreve-se:

—[T1-[Rel- {x""} + [S. [Re]-{x"'} + [M]. [R]. {&} = {V/} (eq.3.122)

do que mediante conceitos de Resisténcia dos Materiais, postulam-se:

[cos(pr) —sen(dr) zg
[Re] = |sen(¢pr)  cos(pr) Vg (eq.3.122 a)
L0 0 1
P R s
Ul= {1 Joz Jes (eq.3.122 b)
_[13 ]23 ]33
1 2.,
$r=5-tg™" Qﬁ) (eq.3.122 ¢)
dr = Ji1.Jaz — (J12)? (eq.3.122 d)
—J13-J1z2 ¥ Jas- T
. led . Jos-Ja1 031220
_ —J13-J22 * J23-J12 (eq.3.122 f)

ZR dr
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agora procedendo a transformacdo de forgcas mediante a mesma lei de transformacao: {Vf’} =
[R.].{V;}, onde: {V;'} é o vetor de esforcos cortantes no sistema de rigidez diagonalizada.
Assim, matematicamente consegue-se provar que: [R.]T = [R,] 1, obtendo-se:

~[Re]". [T 1 [R]- {ix"""} + [R]™. [S]- [R]- {x"'} + [ReI". [M]. [R.]. {3} = [Re]". {Vf}

(eq.3.123)
0 que para facilitar a notacdo, reescreve-se:
—[ 1"y 4 (S Y + [M7). {53 = (v} (eq.3.124)
sendo: [J*] = [Re]™. [T . [Re];
[S*] = [Re]T- [__] [Re];
[M*] = [Re]T- [_] [Re];
{Vf*} = [Re]T'{_f,}-

» 22 Tranformacdo: Ap0s a realizacdo da primeira transformacao de referencial,
observa-se que a matriz de rigidez do nucleo foi devidamente diagonalizada
para [J*]. Assim, nesta segunda transformacdo almeja-se converte a matriz [J*]
em amtriz identidade de mesma ordem, no caso: [I];. Para tal, vale-se da

1
seguinte Lei de Tranformacéo: {x} = [J*] z.{y}.

Impondo a lei de tranformacéo na equacao (3.124) e ja transformando também as forcas,
reescreve-se:

—[1 """} + [S1 "} + M1 (373 = {vf} (eq.3.125)

sendo: [J**] = [/*]_%. U1 [/*]_% = [Is;
[s7] = U2 [8"1. U] %
M) = T2 ML T3
v} =172}

» 3% Tranformacdo: A partir de agora observa-se que a diagonalizagdo das
matrizes [S**] e [M**] ocorrera de forma iterativa mediante o Método de
Diagonalizagao de Jacobi.

Neste caso, aplica-se a diagonalizacao por Jacobi para a matriz [S**] recalculando-se a
matriz [M**], e para fluidez da programacdo faz-se a transformacéo em cima da mesma matriz.
Em seguida, repete-se o procedimento de diagonalizacdo por Jacobi para a matriz [M**],
recalculando-se a matriz [S**]. Repetindo estes dois procedimentos até que todos os elementos,
de ambas as matrizes, que estejam fora das respectivas diagonais principais sejam inferiores a
valores de tolerancia.
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Quanto ao valor de tolerancia para a matriz [M*™] é 0 &, que sera nesta pesquisa
admitada como o menor valor da diagonal principal vezes 10~>. J4 a tolerancia para a matriz
[S™] é 0 &5 e segue a mesma logica. E a fim de expor a procedimento, expde-se o primeiro cicli
iterativo:

+ Transformacao 3.1: Diagonalizar a matriz [S**] mediante o Método de Jacobi,
valendo-se da Lei de Transformacao: {q:} = [@s]. {y}, onde: [¢s] é a matriz de
autovetores que propicia a diagonalizacdo da matriz de rigidez [S**] dos lintéis
para a matriz de autovalores [.s]. Assim, a equacdo (13) fica reescrita como:

—[11-{qy""} + [8].{a1'} + [M™]. (G} = {v/"} (eq-3.126)

sendo: [I] = [s]". [1]. [ps] = [I]5;

Ls] = [os]". [S™"]- [os]:

[M™] = [s]". [M™"]. [gs];

V) = los]" {7}
ressantando que a acumulagdo da matriz [M**] e do vetor {V;*} ¢ realizada por sobre eles
mesmos, a fim de facilitar a programacao.

+ Transformacao 3.2: Diagonalizar a matriz [M**] mediante o Método de Jacobi,
valendo-se da Lei de Transformacdo: {q,} = [¢y]-{q:}. De qual imposicdo,
reescreve-se a equacéo (3.126), como:

—[11-{q2""} + [8].{a'} + [M™]. (G} = {v7"} (eq-3.127)
sendo: [1] = [pu]". [1]. [ou] = [I5;
(571 = lom]". [8]. [oul;
[m] = [ou]". [M™]. [pu];
{7} = lonl"- {7}

Expondo-se por fim, na Figura 3.51, o fluxograma de desacoplamento do Sistema
Dinamico da TPP.

E por fim, ap6s o processo de diagonalizacdo das matrizes do sistema de equacgdes
diferenciais da TPP, sob solicitacdo dindmica, que consta na equacéo (9). Escreve-se o conjunto
com trés equacdes desacopladas, como:

—[11-{q"} + [8]. {a} + [m]. {Gn} = {V, } (eq.3.128)

onde, a equacdo (3.128) e referenciada num Sistema de Coordenadas Generalizadas, e 0
conjunto de equacdes desacopladas, para j = {1; 2 ¢ 3}, é expresso por:

—q;" (%, t) + 8.q7 (X, ) + m;. §; (X, t) = ij(f, t) (eq.3.129)
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Figura 3.51 — Fluxograma de Desacoplamento do sistema na solicitagdo dindmica na TPP

Inserir [/1, [S1, [M1, [T, 1, [T], {7 } }, vy}, {vg'}, {vg""} e {5}

¥

12 Transformagdo: {v} = [R.].{x}; com: [R.] —vereq. (10a) ; [M] = [Ty]".[M].[Ty]

[#7] = (117 (8107, (71 = (707 0T 181 = [TV 0SLIT; (V) = (117 {V ). 17
('] = [R)".[M].[R.]; U]=[R]".TT1[R.]; [5*]=[R]".[5].[R.]; {V}=[R.]".{Vf}
Condigdes de Contomo: {5} = [I'] " {qp} {ag} =D} (@) =U1"" (a0}

{do} = "1 1% . {do}

!

-1/2

s =) Piri=g M= L
[S“1=[TY2. 081U 1Y% U™ 1=071"20101v =1ls
1
v =0T2{v)
Condigges de Contommo: {qy) = [I']"* . {ap} {ag} =['1"""{ap} ()} =010y %

{do}=0"17"2 {0}

22 Transformacdo: [j*]

l

k=0

Fori=j:
. ) T _ ok
—> — J} —71, ?n}'—M”, -5}'— Sli.}.

90, 903 q0,3 Ao,

gl

Diagonalize [$**]: Utilize o Método de Jacobi com [’»bsk] por autoversores

5] = s I 5 Ll i 0071 = T 17 0. [, ]
7Y = T I 07)s €05 = [, (a5 {a0d = [, T (o)
¥
Diagonalize [M **]: Utilize 0 Método de Jacobi com [’J’M,,] por autoversores
(5] = a1 1570 [ Js 00771 = B 1001 [y, ]
7Y = [ 1 07 (08) = [ ] 406 (e} = [ ] i}

!

k=k+1

Fonte: O Autor (2025)

cujas condigOes de contorno, necessarias para a resolucdo da EDP apresentada na eg. (3.129),
séo expressas no Sistema de Coordenadas Generalizadas, como:

{q0} = [Pr] ™" {vo} (eq.3.130 a)
{q0} = [®r] 7. {vq} (eq.3.130 b)
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{q0"} = [@p] " {vg"} (eq.3.130 ¢)
{Go} = [@r]~- {Vo} (eq.3.130 d)
sendo: [@g] = [R]. U172 [Ws]- [m]. - - [l [0l

E por ultimo, apds resolver a EDP expressa ha eq. (3.129) promove-se seu retorno ao
sistema inicial de coordenadas, isso mediante:

{v(x, 0)} = [®r].-{q (%, 0)} (eq.3.131)

onde: {v(x,t)} — € o vetor de deslocamentos nas direcdes y, z e x; respectivamente, isso no
sistema inicial de referéncia. E {q(x,t)} — é o vetor de deslocamentos nas direcdes y, z e X;
respectivamente, sob o Sistema de Coordenadas Generalizadas.

c.6) Anélise modal dos painéis-parede

Seguindo os principios preconizados em Rogers (1959, p. 157 — 177); Volterra &
Zachmanoglou (1965, p. 310 — 323); e Baykov & Sigalov (1980, p. 567 — 597), procede-se a
analise modal da equacdo (3.129) mediante sua homogénea, qual seja:

—q}" (%) + 5;.q} (%, 0) + m;.§;(%,t) = 0 (eq.3.132)

E para analise da eg. (3.132) emprega-se o Método da Superposi¢cdo Modal, o qual
consiste em admitir que a funcéo q(x, t) seré o produto de duas fungdes parciais, em cada uma
das variaveis envolvidas. Assim, escrevendo-se:

—u'""(%).gt) + s.u"(%).g(t) + mu(x).g(t) =0 (eq.3.133)
com: q(x,t) = u(x). g(t).
Impondo-se 0 Processo de Separacdo de Variaveis na eq. (3.133), conclui-se:

_uull(fi(_;;_u”(f) _ _Z(f)(t) — _wz (eq 3134)

sendo: w — a frequéncia de vibracdo da estrutura.

Da equacdo (3.134) concluem-se duas equacdes diferenciais ordinarias, uma espacial
e outra temporal, expressas por:

—u""(x) + 8.u" (%) —w?u(x) =0 (eq.3.135)
- EDO homogénea espacial -

m. j(t) —w?.g(t) =0 (eq.3.136)
- EDO homogénea temporal -
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c.6.1) Resolucdo da EDO homogénea espacial

A analise modal dos Painéis — Parede € processada mediante resolucdo da EDO
homogénea espacial, eq. (3.135), e para tal propde-se por solucéo:

u(x) = e** (eq.3.137)

e ao impor a equacao (3.137) na eq. (3.135) gera-se a seguinte equacao caracteristica de quarto
grau:

at—s.a’—w?>=0 (eq.3.138)

Resolve-se a equacdo biquadrada, ver eq. (3.138), mediante a mudanca de variaveis:
B = a?, caracterizando-se uma equagéo de segundo grau:

p?—s8.—w?=0 (eq.3.139)
~ 8 8 2

e por solugdes, tem-se: pi1= 5t (5) + w? (eq-3.140 a)
2

Br=2—[(5) +w? (eq.3.140 b)

observa-se ainda, que existe a seguinte relacdo entre as raizes f; e 5,, qual seja:

VO +or=p;

e O A

substituindo:

B, =8—p (eq.3.141)

do que retornando a variavel inicial, exprime-se as quatro raizes como:

j N /(2)2 + w2 (eq.3.142 a)
_\/ + /(2)2 + w? (eq.3.142 b)
f- e
_\jg_ ’G) + w2 (eq.3.142 d)

ao analisar as equacdes (3.142) constata-se que a raiz a, é igual a raiz a4, isso em maodulo.
Além de verifica-se igualdade nos modulos das raizes a5 e a,, diferindo apenas pelo sinal.

N | &

N | &

(eq.3.142 ¢)

/N

0(1=
U, =
a3 = +w

2
Uy =
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Assim: a, = —ay; e a, = —as, € dai pode-se operar o restante do equacionamento com estas
duas leis de recorréncia. E em seguida, consegue-se reescrever a raiz a, para remover o sinal
negativo a frente da raiz quadrada, isso mediante:

a2 = §+ (5)2 + w2 - /(5)2 + w? = a;? —% (eq.3.143 a)
a, = —\/g— (5)2 +w? - o, =— E — (alz — g) (eq.3.143 b)

e reorganizando a equacao (3.143 b), escreve-se:

2
a4=\/—‘23+ (2) +w? (eq.3.143 ¢)

As raizes da equacéo caracteristica, equacao (3.138), adimensionalizadas via: 1 = a. H,
e com a raiz a, devidamente ajustada, exprimem-se por:

A =H. s + (f) + w? (eq.3.144 a)
! 2 2

A3 ==, (eq.3.144 ¢)

A, =H |-24 (f)2+ 2 (eq.3.144 d)
4 =H. > > ) q.3.

¢.6.2) Expressoes das frequéncias w;; f; e dos periodos T;

A frequéncia w; € obtida mediante o produto das raizes A, e 4, ao quadrado, advindos
das equac0es (3.144 a) e (3.144 b), escrevendo-se:

/'11].. /'14].
wj = 12
w]-* % A . y -
de onde se pode expressar: w; = —, com: w;" sendo a frequéncia basica e expressa por:
H2 ]

(eq.3.145)

E por definicdo, os periodos sdo expressos, para 0s j-ésimos modos de vibracao, por:

21 . 112
T, =— T;=T".H (eq.3.147)
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E por Gltimo, faz-se relevante formular a frequéncia f; para as devidas comparagdes
com os valores fornecidos por simulacdes numéricas no ANSYS. Assim, escreve-se:

_ 1 : =% 3.148
fj_Tj - fj—Zn (eq.3. )

x Aq.A
oy 1,4

e por frequéncia basica, tem-se: f]* = = -

c.7) Equacéo Transcendental

A equacdo transcendental é obtida mediante imposicéo das condi¢fes de contorno na
funcdo deslocamento u(£), que é a resposta adimensionalizada para a EDO apresentada na
equacado (23). Sendo a solu¢do homogénea u () expressa por:

u(&) = By.eM? + By.e?? + By.e’? + B, et (eq.3.149)

porém, como as raizes A, e A; sdo iguais em modulo as raizes A, e A,, respectivamente.
Modificando-se apenas 0s sinais, 0 que implica em reescrever a solugdo exposta na eg. (3.149),
como:

u(¢) = B;.cosh(44.€) + B,.senh (4,.€) + Bs.cos(43.€) + B,.sen(14.8)  (eq.3.150)
cujas condicdes de contorno sdo apresentadas na Figura 3.52.

Figura 3.52 — Condigdes de contorno para o pilar engastado na base e livre no topo
X

u'E=1)=0; uW'E=1)=0

3

Fonte: O Autor (2025)

Ao aplicar na equacdo (3.150) as quatro condigdes de contorno, apresentadas na Figura
3.52, tem-se:

u(é=0=B,+B;=0 (eq.3.150 a)
u'(§=0)=By. A4 +B,. 4, =0 (eq.3.150 b)

u'(§ =1) = By. A, % cosh(Ay) + B,. 1,2 senh (A;) — Bs. A3, cos(A3) — By. A4°. sen(A,)
(eq.3.150 ¢)

u'"(§ =1) = By. A > senh(4y) + B,. 1,3, cosh(L,) 4 Bz. A3°.sen(A3) — B,. 4,°. cos(1,)
(eq.3.1504d)
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E de onde, agrupando-se as equacdes (3.150 a) a (3.150 d), exprime-se o sistema
algébrico [A].{B} = {0}. Onde a equacéo transcendental é obtida impondo-lhe a condicdo de
solucéo ndo trivial. Logo:

1 0 1 0
0 M 0 12 _ 51
A,%. cosh(,) A,%. senh (1) — 3%, cos(A3) —A, % sen(A)| ~ 0 (eq.3.151)
;3. senh(1y) 1,3 . cosh (1) 13>, sen(13) —1,>. cos(A,)
Concluindo-se por fim, a equacéo transcendental expressa por:
fi.cosh(1,).cos(A,) + fy.senh(4;).sen(1,) = —1 (eq.3.152)

240°4,° PR VR P e
5 5 ) f4 - 5 5 .
A A +2,° Ay A Ag®+2,° 2,

com: f; =

c.8) Resolucéo da Equacédo Transcendental

Na resolucdo da equacéo transcendental, eq. (3.152), € bastante salutar criar uma relagao
A entre as raizes distintas (1, e 1,), para que assim possam ser tabulados os modos de vibracéo.
Assim, realizando a substituicdo da eq. (3.144 a) na eq. (3.144 d), conclui-se:

22 =2,7%-2° (eq.3.153)
Para a geragdo da tabela aludida, impde-se a equacao (3.153) e as séries de poténcia de
Taylor, para as funcBes trigonomeétricas e hiperbdlicas, na equacéo (3.152). Concluindo-se uma
nova equacao que depende unicamente da relacdo A e da raiz A;, e com grau algébrico a
depender do nimero de termos adotados para as séries de Taylor. No caso da imposicdo das
séries de Taylor com 11 termos obtém-se um polinémio com sete raizes distintas, as quais
implicam nos sete primeiros modos de vibracdo. Sendo as funcBes trigonométricas e
hiperbdlicas substituidas pelas séries de Taylor truncadas:
e e Y e
119 1111 1113 /1115 /1117 /1119 1121

M A
senh(d,) = A + -+ - +—-+-+ + + + + + (eq.3.154 b)

2
cosh(4;) =1+ % + (eq.3.154 a)

of 11 ' 13t ' ast o171 | 190 | 21l

142 144 /-146 /-148 1410 /-1412 /'1414 /'1416 1418 1420
s(A)=1-2 42 Al - - eq.3.154 ¢
cos(44) ot T e T T T e e T aar (44 )

_ /143 145 147 149 1411 1413 /-1415 /-1417 1419 1421
sen(de) =As—Sr+ - r Tt e T e T T e Yo (e9:31544d)

Na Tabela 3.1 sdo elencados do 1° ao 7° modos de vibracdo em funcdo da razéo A.

sendo: H —a altura do pilar; e
8 — equivale aos valores 8;1; 8,5, OU 833 advindos do processo de diagonalizagédo da
matriz de rigidez [S] do sistema de contraventamento.

e valendo-se para utilizar a tabela: 1 = H. /3; w;" = 11],./14]. ; T =
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Tabela 3.1 — Primeiros modos de vibracéo para o pilar de paredes finas e contraventado em Z

A i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7

Ay 1,87510 4,69409 7,85483 9,08911 10,02092 11,68901 14,62618

Ay 1,87510 4,69409 7,85483 9,08911 10,02092 11,68901 14,62618

w; 3,51600 22,03448 61,69835 84,61192 10597714  136,63295  213,92514

00 T 1,78703 0,28515 0,10184 0,07606 0,05929 0,04599 0,02937

fif 0,55959 3,50690 9,81960 13,46640 16,86790 21,74580 34,04724

4@ 187510 4,69410 785550  10,99600

o %) 0,00000 0,00021 0,00853 17,3417

A4 1,92738 4,73666 7,92626 9,11768 10,04144 11,69751 14,62569

Ay 1,79298 4,68358 7,89466 9,09022 10,01651 11,67612 14,60859

05 w; 3,45576 22,18454 62,57510 82,88171  100,58021  136,58151  213,66066

T* 1,81818 0,28322 0,10041 0,07581 0,06247 0,04600 0,02941

fi' 0,55000 3,53082 9,95917 13,19087 16,00768 21,73913 34,00204

Ay 1,98334 4,67319 7,89001 9,14477 10,06085 11,73094 15,10577

Ay 1,71279 4,56494 7,82638 9,08993 10,01103 11,68824 15,07263

10 w; 3,39704 21,33285 61,75023 83,12531  100,71946  137,11404  227,68374

T 1,84961 0,29453 0,10175 0,07559 0,06238 0,04582 0,02760

fi' 0,54065 3,39524 9,82801 13,22926 16,03078 21,82453 36,23188

A 2,17092 4,90452 8,03356 9,23096 10,12354 11,68447 14,60825

Ay 1,48758 4,64266 7,87643 9,09454 9,99930 11,57700 14,52243

25  w} 3,22942 22,77003 63,27574 83,05132  101,22834  135,27106  212,14729

T 1,94561 0,27594 0,09930 0,07484 0,06207 0,04645 0,02962

fi' 0,51398 3,62398 10,07049 13,36184 16,11084 21.52852 33,76097

A 2,52714 5,10929 8,16649 9,37042 10,22620 11,77672 14,62109

Ay 1,17747 4,59400 7,85440 9,09971 9,97874 11,56249 14,56249

50 w; 2,97563 23,47208 64,14286 85,26813  102,04455  136,16819  211,26148

T 2,11155 0,26769 0,09796 0,07369 0,06157 0,04614 0,02974

fif 0,47359 3,73566 10,20825 13,57036 16,24168 21,67317 33,62475

A 2,89825 5,30895 8,29810 9,50762 10,32883 11,82274 14,57512

Ay 0,94861 4,54807 7,83316 9,10466 9,95915 11,50118 14,31552

75  w} 2,74930 24,14548 65,00038 86,56365  102,86640  135,97548  208,65043

T 2,28538 0,26022 0,09666 0,07258 0,06108 0,04621 0,03011

fif 0,43756 3,84290 10,34554 13,77790 16,37197 21,64033 33,21156

A 3,25746 5,50391 8,42839 9,64266 10,43138 11,87014 14,61565

Ay 0,78169 4,50478 7,81267 9,10938 9,94051 11,44116 14,26945

10 w; 2,54634 24,79389 65,84820 87,83870  103,69321  135,80821  208,55730

T 2,46754 0,25342 0,09542 0,07153 0,06059 0,04627 0,03013

fif 0,40526 3,94602 10,47998 13,98015 16,50437 21,61228 33,18951

A 3,91350 5,88096 8,68511 9,90673 10,63608 11,96891 14,53238

Ay 0,56168 4,42557 7,77375 9,11829 9,90587 11,32496 14,00679

15 w; 2,19813 26,02661 67,51584 90,33248  105,35959  135,54747  203,55194

T* 2.,5843 0,24141 0,09306 0,06956 0,05964 0,04635 0,03087

fif 0,34984 4,14233 10,74576 14,37610 16,76727 21,57497 32,39391

A 6,10829 8,61531 9,29340 10,43048 11,65087 12,06984 14,60359

Ay 4,16067 7,36367 8,14661 9,42311 10,75838 11,21076 13,90197

20  w; 2541460 63,44026 75,70972 98,28751  125,34450  135,31202 203,01871

T 0,24723 0,09904 0,08299 0,06393 0,05013 0,04643 0,03095

i
* 4,04482 10,09693 12,04964 15,64211 19,94813 21,53780 32,31018

L

Onde: A,-(“) ¢ a raiz apresentada em Kiseliov (1983, p. 172), isso no capitulo destinado a a¢des dinamicas em vigas
de segdio constante. Assim tais valores podem validar a formulagéo desta tese para s; = 0 (sem lintéis).

Fonte: Avanco de (Melo, 2019)
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NUCLEO DUPLO T

Na Figura 3.53 é apresentado o nucleo estrutural em duplo T, elencando-se: - 0s sentidos
dos fluxos cisalhantes nas intersecdes; - a numeracéo e direcdo das paredes; - a numeracao das
interseces; - a configuracdo de rotulagdo dos lintéis e o consequente fluxo cisalhante adotado.

Figura 3.53 — Nucleo estrutural duplo T

1|/ by 1v
L bla v blb [
1 1 1
E = Me >
O e —Ula)—> —(1b))— © @
IR YO] [l T i |@4
@] I__| I ® hGXLJ G
= Observador
i " ”‘“ f do lintel (2)
© CGlilp 4| s
{: 2 b ©) 1 T g
Observador 1®: :®: cG
do lintel (1) lintel ™! i il
@ Yce ¢ pnte
e it @)
L | 1

- : Yb b 4 Nos Lintéis fica:
<Z>||| g 2 “.II 1)
® ® A f

, | 4 v 7
Ok T)— ® —(h)—%2® M 4 v i

(7)® > ! 4 E A v Y

L b K b7p i 4 i 4 & 4

1 B ! 1 .

.,I/ ¢4 ,II/ ou seja: ® ® ® ®

Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)

Desta forma, evidenciam-se as seguintes ideias na proposicdo do modelo estrutural
ilustrado na Figura 3.53, como:

e Os fluxos cisalhantes sdo representados em notacdo vetorial, sendo o fluxo
entrando no plano do desenho representado por ®, além do fluxo saindo do
plano ser representado pelo simbolo ©;

e Comeca-se a definir o fluxo arbitrado de cisalhamento a partir dos lintéis, porém
o0 sentido é arbitrario, como ja mencionado, uma vez que o sinal do resultado é
que informara o sentido final dos fluxos cisalhantes; e

e Admite-se como hipotese simplificadora da modelagem das ligagdes dos lintéis
com as paredes laterais: - N&o ha efeitos tridimensionais relevantes na ligacéo,
visto que ndo ha razdes praticas para o nucleo apresentar grande
excentricidade na ligagdo das paredes.

Neste subtopico procede-se a utilizagdo da geometria tipica de pilares de pontes, em
formato de duplo T, bem como sdo modificadas algumas condi¢cdes de contorno, mais
especificamente no topo do pilar. Observando-se na Figura 3.54 (a) o estado de carga para a
acao do vento, e na Fig. 3.54 (b) expBe-se a notagdo para o tracado do diagrama de ordenadas
setoriais da secdo transversal em duplo T.
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Figura 3.54: Pilar de ponte com secéo transversal em duplo T: (a) carregamento do vento e (b)
ordenadas setoriais nos pontos de rotulacéo dos lintéis (meio do vé&o)

biq i byp

51

N 92
.

éy(L)'/,‘h by -(_1;;," o (b)
Fonte: (Melo, 2019)

i
‘;/ 7a b7u

A solucdo da EDO expressa na eg. (3.155) para o pilar apresentado na Figura 3.54, em
termos das rotacdes ¢, serd a mesma apresentada na equacao (3.156), quando aproximada a
acdo do vento unicamente pela carga lateral g,. A Unica diferenca € o calculo da area interna,
que consiste agora, na area de cada um dos dois ndcleos em C que compde o duplo T.

G.l.¢' —E.1,.¢"" = M, (eq.3.155)

m
¢(x) = A, + Ay x + Az.cosh(a.x) + Ay.sinh(a.x) + m.xz (eq.3.156)
.E.l1,

Na Figura 3.55 é apresentado o diagrama de deformacdo dos lintéis ap0s a rotulacéo
plastica da secdo do meio do véao, bem como explicitando-se o célculo da érea interna A;. Em
tais lintéis sera utilizado o PTV para a determinag&o dos deslocamentos relativos 8 € §prprr.

Figura 3.55: Deformagcéo dos lintéis apos rotulacéo plastica no meio do vao

SRR

o g,

&

Fonte: (Melo, 2019)

Equacdes diferenciais dos painéis-parede

Ja na Figura 3.56 sdo apresentados os elementos diferenciais das paredes do ndcleo
duplo T, considerando o peso-proprio p;, os fluxos cisalhantes g, e 0s esforcos solicitantes nas
secOes das coordenadas x e (x + dx).
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Figura 3.56 — Elemento diferencial para a parede: (a) 1, (b) 7, (c) 4, (d) 3, (e) 2, () 5e (g) 6
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De qual equilibrio a rotacdo, expressam-se:

dai _

= Y+ (q1 + qz) ——(qe-Ag (eq.3.157 a)
din, 2 (1)
e -, + 43— — My (eq.3.157 b)
dmm b; _ @
dx3 =-Y ql.?g— ML( ) (eq.3.157 ¢)
dmn
dx4 =—Y,+(qs + q6) — (eq.3.157 d)
dwts b5 — (2)
T -V - q4.? - M; (eq.3.157 e)
dEIR6 b6 — (2)
= Y+ q, -~ My (eq.3.157 f)
d b
L= =Y+ (g5 — qu)-— + qs. Ag (eq.3.157 g)
dx 2
b b b;a — b
sendo: A, M; e Ag :(7‘12—”’)_
E do equilibrio transversal, escrevem-se:
dJn,
I Pt di TGt (eq.3.158 a)
dn _ 1
d_xz =D, — (3 — Vf( ) (eq.3.158 b)
an _a
d_xg =p3—(qL — Vl-( ) (eq-3.158 ¢)
amn,
T Ps+ Qs — Qe (eq.3.158 d)
dn _
_de =po—q,— 7, (eq.3.158 ¢)
dn 2
d_x6 =P —(qz — Vf( ) (eq.3.158 f)
amn,
I P tastda—as (eq.3.158 g)
Bem como, via equagdo da linha elastica, elencam-se:
b
N =—J1vi" +(q + Clz)-_1 — (e-Dg (eq.3.159 a)
_ b, €
= -/t +q;. 5" Mf (eq.3.159 b)
_ w_ by @
Vs = —J3. 13 G- M; (eq.3.159 ¢)
b
Yy = —J4v"" + (qs + q6).—4 (eq.3.159 d)
b
Ve = —Js. 15" — qa. =_ M; @) (eq.3.159¢)

2
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" be = @
Vo = —Jo- 6 + Q. 5" Mf (eq.3.159 f)

Vg =—]7.v7" +(q3 — %) "+ gs. Ag (eq.3.159 g)

Além do conceito de deformacéo axial especifica, tem-se:
P1t+q1—q: 1t qe

6, = £, (eq.3.160 a)
P2 — 43 — Vf( )
"= .31
02 £ A, (eq.3.160 b)
(€]
"no_ P3 —q1 — V
03 = £, (eq.3.160 ¢)
no_ Pstqs — Qs
0, = LA, (eq.3.160 4d)
@
" Ps — 44 — V
= .31
05 E A (eq.3.160 e)
= (2)
no_ Ps — 4z — Vf
0 = E A, (eq.3.160 f)
" + + -
5," = P7 T 43 T (4 — (s (eq.3.160 g)
E. A,

b) Compatibilidade dos deslocamentos nas intersecées

Na Figura 3.57 séo apresentados o estado deformado das paredes, com enfoque das
intersecdes, aplicando a rotagéo da secdo e definindo, por geometria, os deslocamentos verticais
nos extremos das paredes e em contato das intersegdes.

Ao Analisar as intersecOes € possivel estabelecer as seguintes equacbes de
compatibilidade de deslocamentos, visando sempre a retomada da estrutura tridimensional
inicial. Assim escritas:

Intersecdo [1]: Da andlise da Figura 3.57 (a)

b, b,
63 —7 ’0’3 —61"‘7 ’v’l (€q3161)
Intersecéo [2]: Da anélise da Figura 3.57 (b)
b, by
51 - 7.’0‘1, = 86 - 7 ’0‘6 (eq. 3.162)

Intersecéio [3]: Da anélise da Figura 3.57 (c)

bZ b7
62 +7.’U’2, =67+7.’U'7, (eq3163)
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e Intersecéio[4]: Da anélise da Figura 3.57 (d)
85+—.’U'5’:87——.’U'7’ (€q3164‘)
o Interseg.: Dividindo-se a parede (7) em (7 a) e (7 b) e ver a Figura 3.57 (e)

b
67 - AB.’U'7’ = 84 + _4.’0'4’ (eq 3165)

2
e Interseciio[6]: Dividindo-se a parede (1) em paredes (1 a) e (1 b)
b
8, — Ay vy = 84— 7‘*.04' (eq.3.166)
Figura 3.57 — Estado deformado das paredes convergentes as interse¢des: (a) 1, (b) 2, (c) 3, (d) 4
e(e)5
&) : &)
by l by '
e [ ER IR
N 1 _ﬂ w ” I by
¢ 21 -3 11
I b3 03 B
UE—-- \/ L &Q e Yo N6
~\. “h N\
V3 02 (@) |\
7(’“ 77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 \3%).“‘ e (8

2 ) by v i
T
. ™ 2 4
97 07.[ 1:3: L
Iy b
3 S, (d)
(c)
)
( ‘ v o
A & -~ b

(7a) ;
bra — , el
Zra ! o, !

2 = 2 2

5
> b
[, © S
27

Fonte: O Autor (2025)

(e)

Derivam-se duas vezes as equacdes (3.161) a (3.166) e reescrevem-se:

" b3 " bl

b3 — 7.03”’ =48, + ?.01”' (eq.3.167 a)
" bl " b6

6, — ?.01”’ =0y — ?.06"’ (eq.3.167 b)
" bZ " b7

6, + ?.02”’ =46, + ?.07”’ (eq.3.167 ¢)
" b5 " b7

&5 + 7.05”’ =6, — 7./&7"’ (eq.3.167 d)
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b,
5, —hg.vr,"" =8, +—=. v,
7 L 7 4 2 4
b
61” - Aa.’lfl”’ = 64,” - ?4.4)’4,”

" b3 " " b1 "
O 63 _?.’0'3 61 +?’U’1
7 D
P3—q1— Vi _Ev,,,zpl‘F(‘h—CIz"‘%)
E.A; 273

E.A,

multiplicando toda a equacéo por (E.A;.A;), reescreve-se:

q1. (A1 +A43) — q2. A3 + q6. A3 =

_ o b, m b3 i
__Vi .A1—7.E.A1.A3.’U'1 —7.E.A1.A3.’U'3 +p3.A1—p1.A3
B " bl " " b6 "
o 51 _?'/U/l - 66 _7'06
(2)
P1+(Q1—CI2+%)_E ,,,:p6_q2_Vf %v,,,
E.A4 21 E.Aq 2 ¢

multiplicando toda a equacéo por (E. A;.Ag), reescreve-se:

q1.46 + q2. (A1 — Ag) + q¢. A6 =

- _y,®

E.A, 22 E.A,

+ = r/r=p7+(q3+q4_q5) b

by

>

7

5 U7

1

Ag+ 71.E.A1. Ag. v — 76'E-A1-Ae-ve”’ —P1-46 + Pe- A1

nr

multiplicando toda a equacéo por (E. A,. A,), reescreve-se:

qs. (A; + A43) + q4.4; — q5. A3 =

_ _Vf(l)

Az + 72.E.A2.A7.vz"' - 77'E-A2-A7-v7”’ +P2. 47 — 7. A2

nr

(eq.3.167 e)

(eq.3.167 f)

(eq.3.168)

(eq. 3.169)

(eq.3.170)
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+_U/,/=p7+(Q3+Q4_CI5)_ﬁv
E.As e E. A, 27

nr

multiplicando toda a equacéo por (E. As. A,), reescreve-se:
q4.-(A7 + As) + q3. A5 — q5. A5 =

_ b
=-7,%.4,+ - EAs. Ay 07" + 75.E.A5.A7.05"' +ps. Ay —py.As  (eq.3.171)
E " " " b4' 127
67 _A'B’U'7 =54 +?’U’4

Pr+:+494—4s) _, ., _Pstds—qs bs
E.A, BT E.A, 2

nr

multiplicando toda a equacéo por (E.A4. A;), reescreve-se:

qs- (A4 + A7) — q4. 44 — q3.44 — q¢. A7 =

= —AI;.E.A4,.A7.’U'7”’ — 74E A4.A7.’v"4”’ + p7.A4_ - p4.A7 (eq 3172)

F

" " b4-
51 _Aa-’lrl”’ == 54_ _?.’0’4”’
P1t(@1-492%4s) . _Pst@s—q) b,
E.A4 a1 E.A, 270

multiplicando toda a equacdo por (E.A;.A,), reescreve-se:

qe- (A1 + Ay) — q2. 44 + q1.44 — q5. 41 =

b
—A,.E.Ay. Ay vy — 74.E.A1.A4.4r4”’ +ps. Ay — P14y (eq.3.173)

b.1) Analise do lintel (1)

Na Figura 3.58 ¢é apresentado o estado de reacdes elasticas dos lintéis horizontais
dispostos na se¢éo aberta 1, denominados de lintel (1).
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Figura 3.58 — Estado de reac0es elasticas dos lintéis horizontais via Equagdes de Maney

Yy /f\
‘ El El =
.\FB - ¢ D
s m
m 7>
@ h ﬁ‘MI
i ™
ik m
OI_B "#Or —
A D X
at ‘-

gi‘L l"' M AWM dr /N
T 7

UW UW

Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)

Lembrando que a Técnica do Meio Continuo consiste em uniformizar a distribuicdo das
reaces elasticas [Vi(]); ARS AL Mf(’)] dos j-ésimos lintéis, com j=1 e j =2, pela

divisdo do espacamento h dos lintéis. Assim, escrevem-se:

70 _ ki(j)_gi(j) + ai(j)_gf(f) — bi(j)-"fi(j) + bi(j).vf(f)

i - (eq.3.174)
7o _ o 0.0,0 + k0.6, ;bfm_m(n + b P, D (6q.3.175)
70 —5,D.6,0) + b0, 9f<j)h+ tD. 7, 0) 4 tD), 45, (q.3176)
7o b.0,9 + b,D.6,D) — ¢ 1y, O) 4 (D)4, D (eq.3.177)

h

Além da Figura 3.59 contemplar a geometria do estado de rotacdo dos trechos
infinitamente rigido dos lintéis (1) e (2).

Figura 3.59 — Estado de rotacao dos trechos infinitamente rigido para o: (a) lintel 1 no trecho
inicial, (b) lintel 1 no trecho final, (c) lintel 2 no trecho inicial e (d) lintel 2 no trecho final

b
%/, /2

b be
3/2 /2
® O ®
gV ISy g® e
t (1) (€3] r t 2 2
\QU" vy Ui( ) ”f( ) I
(a) (b) (c) (d)

Fonte: O Autor (2025)
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Elencam-se as rotagdes inicial e final, para os lintéis e lembrando que v = w. ¢’, como:

(D (D) p 2.w;D ¢’
@ _ Y W _ w9 w _2o ¢
0; b = 0; b = 0; b
2 2
1 ! 1 ’
f % f % b,
2) 2 wi(z). ¢’
i b5
2) 2 (l)f(z) ¢,
f b

E as deflexdes verticais, por lintel, sendo expressas por:
v, = g, ¢’
o = M, ¢’
;@ = 0, ¢’
v ® = @, ¢’

Faz-se também:

(eq.3.178)

(eq.3.179)

(eq.3.180)

(eq.3.181)

(eq.3.182)
(eq.3.183)
(eq.3.184)

(eq.3.185)

_Vl(l)Al
d1 = T
—A, 2.0;M. ¢’ 2.0,M. ¢’
= N B i SRR cHNFY SO i MR SRPIC) AN CV R LRI NN O I Y
h.(,b’[‘ b, U b, trectd wr -9
« (1)
Ay bim 1 1 1 by 1
=7.{l2.b—3—t() cw; D+ [tV -2, . AP (eq.3.186)
_Vf(Z)Al
dz == ¢,
—A, 2.0;P. ¢’ 2.0;@. ¢’
=— |p;P = b D L T 1@ D ¢+ t@. D, P’
h.’ [l b f be WP wr- @
A p® p.®
= f.{lt@) — z.’—l 0@ 2L @ @ (eq.3.187)
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= (1) [ D] i (1 1
-V A A b; b
dy=—L T =" W 2L | o,® 4|2 L4 i@ o (eq.3.188)
¢’ h 3 | ™ b,
= (2) [ 2) 1 [ *(2)7
-V, A, A b; b
_ i 7 _ 7 i 2 2 2 f 2
d4—T=7.{2.b—5—t() .(l)i()+ t()—Z.b—6 wf( )} (€q3189)
Escreve-se o vetor {M,}, como:
( = (1)
—A..V;
Yol [0 0 di
_Al' Vf 00 dz ’U’I
My} = | -4, 7, = 09 23 {w} = [M]. (v} (eq.3.190)
_ 4 !
4,721 lo o o'
0 0 0 o
\ 0 J
Organizando matricialmente as equacdes (3.168) a (3.173), ficando:
[M].{q} = (M3} + [M,].{v,""} + [M10]. {P} (eq.3.191)
Aplica-se a equacdo (3.190) na eg. (3.191), obtém-se:
{@} = M5 IMa] {o '} + ML) M) {v, "3 + [Ma] 7 [Ma) {p} (eq.3.192)
sendo:
A +A;  —A, 0 0 0 Ay @ P1
Ae  A—A; O 0 0 A . 52
_| o 0 Ay + A, A, -4, 0 | q_Jas )53
[Ml] - 0 0 A5 A5 + A7 _AS 0 ) {Q} - qs(’ {p} - 54 )
0 0 —A, —A, As+A, A, as Pe
Ay —A, 0 0 —A, A tA, s P,
—by. Ay Ag 0 —bs. Ay Ag 0 0 0 0
by.A;. Ag 0 0 0 0 —bg.A;. Ag 0
M,] == 0 by.A;. Ay 0 0 0 0 —b,.4,. 4,
=5 0 0 0 0 bs. As. A, 0 b,.As. A,
0 0 0 —by. Ay 47 0 0 —2.0p.44. 4,
2.7,. A A, 0 0 —b,. Ay A, 0 0 0
(/v,llll
_A3 0 A]_ 0 0 0 0 /UZIH
_A6 0 0 O 0 A1 0 U3Hl
0 A 0 0 0 0 A " — "
[Myo] = 0 07 0 0 4, 0 _Iis ;e {v,""} = U4m>
0 0 O _A7 0 0 A4 USIH
-4, 0 0 A4 0 0 0 Ve
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Equilibrio dos esforgos cortantes

com:

c.1) Esforgos cortantes internos

Organizando as equacdes (3.159) e (3.160) em formato matricial tem-se:

{70} = Ms].{vg"} + {Me} + [M;].{q} (eq.3.193)
—, 0 0 0 0 0 07 by by 0O 0 0 —2.Ap
o —J 0 0 0 o0 O 0 0 by 0 0 0
o o —J/3 0 0 0 O b, 0 0 O 0 0
0 0 0 —J+ O 0 0 M;]=5.10 0 0 O b, b,
0 o 0 o —J/5 0 O o 0 0 =bs 0
0 0o 0 o0 0 —J O 0 b 0 O 0 0
L 0 0 0 0 0 0 -/ L0 0 b, —b; 2.A, 0
(0
71 Jo o 0]
_Mi d
_ (2) 0 O 5
_Mi 0 0 d6 ’U”
{Mg} = < 0(1)}5 0 0 OfJw';=[Mgl.{v'} (eq.3.194)
_Mf 0 0 d7 ¢’
0 0 0 o
_ [0 0 dgl
\_Mf(Z)) 8
Ao substituir a equacédo (98) e na eq. (97), escreve-se:
{70} = Ms]{vg"} + [Me]. {v'} + [M7]. {q} (eq.3.195)
7. (D (1) ] (1) .
M; 1 k; a;
- (; EE.{ —2.;’—3+bi(1) .wl“)—lz.‘—z—bi“) L@ (eq.3.196)
7 (2) i ) 1 @ ]
M; 1 k; a;
_ q‘b EE.{ —2.;)—5+bi(2) ;@ 2'1;—6_1"'(2) @ (eq.3.197)
= (1) . @7 [ gD ]
M 1 a k
Bk E'{l”f“) B 2'1’;—3] o® = 125—+b P 0P (eq.3.198)
v (@ @) @ ]
M 1 a k
ok E'{l”f@) B 2'1’;—5] 0@ = 125—+b P 0@ (eq.3.199)
Aplica-se a equacdo (3.192) na eq. (3.195), escreve-se o vetor {7,,}, como:
{%} = ((Ms] + [M7]. [M{]~1. [M,]). {v," '} +
+([Me] + [M7]. [M1]7". [M3]). {v'} + [M;]. [M1]™". [My,]. {p} (eq.3.200)

Valendo-se da rotacdo no espaco, conforme ilustrado na Figura 3.60.
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Figura 3.60 — Transformacao de sistema de referéncias, passando do SLR (sistema local de
referéncia) para SGR (sistema global de referéncia)

@,
& s
,\T D=cG
N
(7—)—P
YVp =Vca

Fonte: O Autor (2025)

Deseja-se correlacionar os graus de liberdade 1, w e ¢ em relacdo ao deslocamento v;
do i-ésima parede, sendo a rotacdo via a parcela (c;. ¢), vide Figura 3.61, assim:

v; =a;.v+b.w+c.

com: a; = cos ;e b; =sen8,;.

{vo} = [Mg].{v} (eq.3.201)
- Zl o 6, =0,=90° = {bl I
a; by cs oy 02=03=0,=05=0,=180° > {/'~
onde: [Mg] =|as b, C4f; {v}= {a)}; ¢, =0

as bg Cs ¢ o= —co = _ﬁ
s bg Co 1= 7T 2
az C7 b

b7 - C2:C3:_C5:_C6:——1

Figura 3.61 — Paredes do nucleo duplo T e os &ngulos de rotagdo entre os sistemas de referéncia
4
A

Hl = ()[_)“ y6
(1)_+; ,
— ?

ET D 7 Zg (6) Zp

05 = 180°

8 —a e Ue
—

Fonte: O Autor (2025)
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Ao aplicar a equacéo (3.201) na eq. (3.200), tem-se:

{7} = ((Ms] + [M7].[M,]~1. [M,]). [Mg]. {v""'} +
+([Mg] + [M7]. [M1]7 . [M3]).{v'} + [M]. [M4] 1. [M10]. {p} (eq.3.202)

c.2) Esforcgos cortantes externos

Agora, analisando o esforco cortante gerado pelo carregamento externo #,,;, conforme
ilustracdo apresentada na Figura 3.62.

Figura 3.62 — Esforgo cortante externo

Zp
\‘\\ [a=cos(9G)
Th.L b = sen(6;)
: Vexe " b
{bt- = sen(6,)
v Vext A
Yp
Fonte: O Autor (2025)
O equilibrio em cortantes externos fica:
D et = Yoo
D Vi = Vo b
Z Y.c; + G. (Z ) &' = Voxs.C
e’ L o
onde: I, = — ¢ o momento de inércia a tor¢do das paredes finas; e

G.1;, - € arigidez a tor¢do de cada parede.

Da aplicacdo as sete paredes, escrevem-se:

Yoxt-A = V.01 + V5.0, + V.03 + Vy.a, + V5.05 + Yg. a6 + V5.05
%xt-b == /Wl'bl-l_ %.bz‘l‘%.bg'{' %.b4+%.b5+%.b6+ %.b7

Voxt-C = V1.C1+ V5.Cy + V53.C3 + Y.Cy + %.05+%.c6+”ﬁ7.c7+6.(21ti).¢’
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(71
7
a a, a; 4z a4 das dae 4ay 3
%xt.{b}=[b1 by by by by by b|.{nb+

Ci € C3 €4 C5 Cg Cy 75
K3
L7

o O O
o O O

Voxe {A*} = [Mg]" . {¥,} + [Ms]. {v'} (eq.3.203)
d) Sistema de Equacdes Diferenciais da analise estatica

Por fim, aplicando a equacdo (3.202) na eq. (3.203), chega-se a EDO do problema
estatico dos painéis-parede. Assim:

Toxt- {A"} = [Mg]". (IMs] + [M7]. [My] 7. [M,]). [Mg]- {v"""} +
+[Mg]". ([M6] + [M7]. [M,]7%. [M3]). {r'} + [Mo]. {r'} + [Mg]". [M;]. [M,]7. [My,]. {p}

Reescrita como:

—[J1.{v"} + [S1.{v"} = { %} (eq.3.204)
- EDO da analise estatica da Teoria do Painéis — Parede -
sendo: [J] = —[Mg]". ([Ms] + [M;]. [M{]™". [M,]). [Ms];
[S] = [Mg]". ([Me] + [M;]. [M;]~". [M3]) + [Ms]; €
{Aﬁf} = Yoyt {A"} = [Mg]". [M;]. [M;]7*. [My,]. {p}.

RESOLUGAO DO SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAS

O sistema de equacOes diferenciais da analise estatica dos nucleos estruturais é
acoplado, uma vez que cada equacao do sistema depende de mais de um dos graus de liberdade
v; w e ¢. Assim, 0 sistema a ser desacoplado é a equagdo (3.204). Onde: v e w sdo 0s
deslocamentos na direcdo y e z, respectivamente; e ainda se tem ¢ como o0 empenamento da
secdo de paredes finas.

A diagonalizacdo do sistema de equaces diferenciais é realizada mediante as seguintes
transformacdes de referencial:
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+ 1% Transformacdo: Mediante matriz de rotacdo [R,] do sistema cartesiano para
o sistema de referéncia dos eixos principais de momento de inércia da se¢édo
transversal. Assim:

Na Figura 3.63 consta o sistema coordenado cartesiano do nucleo, além
dos graus de liberdade e da rotacéo para os eixos principais de inércia da se¢édo
transversal. Onde a transformacdo do vetor de graus de liberdade e suas
derivag0es, por:

{v}=[R].{7}
{v'} = [R.].{7'}
{v"'} = [R.]{v""}
Figura 3.63 — Nucleo estrutural: (a) indicacdo dos graus de liberdade e (b) rotacao entre os eixos

cartesianos y, z para os eixos principais de inércia (yg, zg)
b X

‘l’T‘

\ z
L ZR e
(l) L L*\ .| \ . , e
o \- \ ¢ y
- 8 > S\
A T (b)
y< = (@
Fonte: O Autor (2025)
sendo:
_ _]13']12 +]23']11
Yr = d
cos¢p —sen¢  zg 7 = —J13-J22 + J23-J12
[R.] = [sen ¢ cos¢p —yg ; R d
0 0 1 2.]12
tg 2¢p) = ————
9@ =,

d=J11-J22 — (/12)2
Desta forma, na equacgdo diferencial substitui-se {«'} e {¢+""'} para o

novo referencial {z} e pré-multiplicar toda a equacéo (3.204) por [R,]”, esta
ultima a fim de transformar o vetor de esforgos cortante, ficando:

—[RI". UL [Re]- {7} + [RI". [S]. [Re]. {7} = [R.1".{ %}
~[J1.{z""} + [8].{%'} = {7}

onde: [J] = [R.]". U]. [Re];
[51 = [Rc]".[S]. [R.]:
7} = [RJ". 1%}
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Observando-se que a matriz [J] no referencial [/] ja esta diagonalizada,
uma vez que é referencial no sistema desacoplado de rigidez, ou seja, nos eixos
principais de inércia, 0 que conduz a rigidez desacoplada.

+ 22 Transformacdo: Agora via transformacéo da matriz [J] em matriz identidade,
valendo-se da transformacéo quadratica por [/] _%, vejamos:
S
{ry=Ul2{v}
~-1
{r'y=02{v}
1
{—III} — []] 2 {/U,HI}*
: _1 21 N 1
Ficando: -z = { }.|_[] 51U 2_{4,}: 7] Z{Wf}
. {v } sl {v'} ={%}

onde: [s]" = [J] %.[51.[J] 7 = m-%. (R IS] R[]
() = 72{7} = 172 (R {7}

+ 3* Transformacdo: Diagonalizacdo da matriz [S]* mediante transformacdo ao
sistema de coordenadas {v}**, mediante matriz [A, ] de autoversores e resultando
na obtencdo da matriz de autovalores [A2]. Logo:

{v} =[Ay]{v}~
{v'} =[4Ay]{v'}"
{v"} =[Ay].{v""}

Ficando: — [ {o " + [Ay]7. [S]. [Ay ). (o' = (417 (%)

—M{o") " +[2%] {0} = {%)"

onde: [A?] = [A,]7.[S]*.[Ay] — é uma matriz diagonal
(s6 tem elementos ndo nulos na diagonal
principal)
(i} =] {%}

[Ay] — é a matriz de autoversores da matriz de rigidez [S]*.

+ 42 Transformacdo: Apds diagonalizar o sistema num referencial generalizado é
necessario passar as condicdes de contorno {v,} e {7,} no referencial inicial
para {v,}** e {#,}"* no referencial generalizado mediante a manipulacdo das
trés transformacdes de referencial:

{v} = [R.]. {7}
= [R.].UT

= [Re]- UT

Avl
[Ay]. {v}™

N[~ N
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Por analogia ao procedido na diagonalizacdo de sistemas dinamicos, faz-
se: [®@] = [/_]"é. [Ay] e dai reescreve-se:
{v} = [Re].[®]. {v}”
Ao pré-multiplicar por [R,]™! e em seguida por [®] 1, conclui-se:
{v}" =[][R] {v}

Por fim, as condicbes de contorno no sistema de coordenadas
generalizadas serdo expressas por:
{vo}" = [@]7" [R] ™ {w,}
{’l'fo}** = [q)]_l- [Re]_l-{’l'fo}
+ 5% Transformacdo: Expressar o vetor de esforgos cortantes {"ﬂf} mediante
matriz modal ponderada [®], ficando:

{5} = 141" {%)

a) Rotina de cdlculo

A diagonalizacédo do sistema de equac@es diferenciais é realizada mediante as seguintes
etapas:

1. Montar o Sistema de EDO’s:

—[J1{v""} + [S]. {v'} = {%}

2. Diagonalizar a Matriz []]:

Calcular [R,] — Matriz de Autoversores
cos¢p —sen¢ zj

[R.] = |sen ¢ cos¢p —yp
0 0 1

Calcular [J] - Matriz de Autovalores

J1=[R.]".[J].[R.]
3. Calcular a Matriz [S]*:

1 1
[1° = [J] 2[RI [S). [R1.[J] 2

4. Diagonalizar a Matriz [S]*: Via Método de Jacobi
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Calcular [Ay] — Matriz de Autoversores (Modal)

Calcular [A%2] - Matriz de Autovalores (matriz diagonal)
[22] = [Ay]".[S]". [Ay]

5. Calcular a Matriz Modal Ponderada:

-1
[®] = [J] 2.[Ay]
6. Calcular o Vetor de Esforcos Cortantes no Referencial Generalizado:

(%) = [@I".[R]"{%}

7. Reescrever as EDO’s no Referencial Generalizado:

—{’U"”}** + [AZ]{’U”}** — {,Vf}**

Ressaltando que ja se encontra desacoplado e sera:
g
1%k 2 pEE ok . _

8. Solucionar o conjunto de EDO’s considerando-se as sequintes condicdes
iniciais:

{vo}" = (@] [R] ! {v,}
{3 = [@]7L.[R] 7" {#r,}

9. Calcular as respostas no Referencial Inicial:

{v} = [R]. [@]. {v}™
= [®]. {v}”

onde: [®] = [R,]. [®].

b) Grau do polinémio particularizante

Na Figura 3.64 é exposto o processo de determinacdo da expressdo do esforco cortante
no pilar, tendo como variavel o eixo axial x.
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Figura 3.64 — Indicacdo do carregamento lateral no pilar e a determinagéo do esforgo cortante
atraves do método das se¢des

Q g1 7z=0 7(H) = Q q1
> | quR q Lag
» - qZR 1r >
> (=0 2 -x > (H—x)‘f":

z >
" e
> — 7/(x) Qi = 1 (H —%)
- X q
> qu:EZ'X'(H—X)
P> qz X
_ Q2pg =5 \1—3) (H—x)
ST e z ( H)

Fonte: O Autor (2025)
Ao equacionar e admitir que os carregamentos Q, g, e g, sdo aplicados na direcao vy,
conclui-se que a expresséo do esforgo cortante 7, no referido eixo sera fungéo das aludidas

cargas. Enquanto que o esforco cortante ¥, na dire¢do z sera nulo em todo o comprimento do
pilar. Assim:

1 =fQ,q1,92,x,H) ;1 =0
Equilibrando as forcas na direcdo y, chega-se a expressao do esforgo cortante:

ZF(y) =0 - %(x) = /W(H) + qu + qZR + quR

X

%(X)=Q+CI1.(H—x)+%.x.(H—x)+%,(1_ﬁ

).(H—x)

@ , % x?
(X)) =Q+q1.H—qrx+q.x ——.x° + H—x—x+—

H 2 H
qz qz
() =Q+(q2—q1 — q2)-x + (‘ﬁ*‘ﬁ)-xz +q:1.H
’Vy(x) = Dl.xz + Dz.x‘l' D3
q:
sendo: Dy = 2 H ; D, = —q, ; D; =Q+q+H

Como o esforco sera expresso por funcdo de 2° grau, logo a deflex@o v sera a integral
tripla do esforgo cortante, com isso o grau do polinémio da deflex&o sera cinco (5° grau). Assim
esquematizado:

% (x) é de 2° grau = logo: v (x) = %(x) & v(x) = [ [ [ #%(x) dxdxdx
~ v(x) de 5° grau

Por fim, a expressdo da deflexdo pode ser escrita de maneira genérica com seis (6)
coeficientes a determinar, como:
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v(x) = Ap.x® + Ay xt + A x3 + Ay x? + As.x + Ag
e a EDO desacoplada fica expressa por:

*k

_vj”’** + Ajz.v]_r — n»ﬂf** = Dl**.xz + DZ**.x + Dg**

J

sendo: D, a transformacédo dos coeficientes Dy, basicamente mediante a transformacdo de

referenciais para a expressdo do esfor¢o cortante, conforme é expresso na etapa 6 da ROTINA
DE CALCULO.

¢) Sistema de Coordenadas Generalizadas e momento fletor nulo no topo do pilar

Para facilitar a notacdo sera reescrita a EDO desacoplada, como:
—v"" + 220" =D;.x%> + Dy.x + Dy

+ Solucdo Particular: Na maior ordem de derivacéo faz-se a escrita de polindmio
com mesmo grau que seja apresentado no termo particularizante da EDO:

A, As A,

vp(x)—Jv(x)dxz—x +ﬁx +?x +7x +As.x+ A4 <
, " A A3

vp(x)—j/tr (x)dx——x +Zx +7x + Ay x? + Ag T
iz " Al 3 A2 2

vy (x)=f4r (x)de?.x +7.x + Az.x + A, T

/U’p”,(x) = Al.xz + Azx + A3 -

Aplicando-se as derivadas da solugdo particular v, (x)na EDO, quantificam-se os

coeficientes A4,, em funcdo de Dy, estes ultimos sendo dados de entrada da questdo analisada.
Deste modo reescrita a EDO:

—1,"" (x) + A2, (x) = D1.x* + Dy.x + D3

Aq A A
—(Ay. X2 + Ay x + A3) + 22, (—12 x4+—62.x3+—23.x2+A4.x2+A5) =
=D1.x2+D2.x+D3

2 2 2
A, B +</1 As

12 X 6 2 —A1>.x2+(AZ.A4—A2).x+(AZ.A5—A3)=

=0.x*+0.x3+D;. x>+ D,.x + Dy

Agrupando os termos semelhantes:
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( A2 A A -0
= -_ =
12 1
A4y 0 A,=0
= —_ =
6 2
A2 A, 2.D,
V5 —A=D o Ay=—3
2 D,
/1.A4_A2:D2 g A4:)’_2
X A2.D; +2.D,
KA .A5_A3 =D3 - A5 - 14

Cabe lembrar que A ¢ conhecido e vem da diagonalizagdo do sistema de EDO’s. Ver
etapa 4 da ROTINA DE CALCULO.

d) Sistema de Coordenadas Generalizadas e existéncia do momento fletor no topo

Como o pardmetro A? pode assumir valores positivos ou negativos a resposta
homogénea serd mantida em termos da funcdo exponencial. Assim para a EDO reescrita:

_’U,I, +12.’v'l = Dl.Xz + sz + D3
+ Solucdo Homogénea:

vy (x) =e™*
Admitindo como solu¢do homogénea: { vy'(x) = m.e™*

’U’H”,(X) — m3_ em.x

Ao substituir a EDO homogénea tem-se a equacdo caracteristica e suas raizes:

—m3.e™* + 2. m.e™* =0
—m3+22m=0
m=0 - my=

m? =22 o {mlz/l
m2:_/1

m.(-m*+23)=0 =

Ficando a solucéo caracteristica expressa como a combinacao das trés raizes:
vy(x) = A;.e™* + Ay e™2* 4 Az e™s*

vy(x) = Ay.e** + A, e + Ag
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+ Solucdo Particular:

O termo particularizante é de grau dois (2) e a maior derivada é de ordem trés (3), logo
a integral tripla de um polinémio de grau 2 conduz a resposta particular de grau 5, e para tal
necessitar-se-a de seis (6) coeficientes na resposta geral. Assim, a Solucdo Particular sera:

/lfp(x) = A3.X3 +A4.x2 +A5.X +A6

dvp(x
v, (x) = ;x( ) _ 3. A3. %% + 2. 4,.x + As
dv,'(x
vy, (x) = % =6.43.x + 2.4,
" duvy," (x)
vy (x) = Zx =6.43

lembrar que o coeficiente independente da solugdo homogénea sera englobado pelo coeficiente
independente da solucéo particular.

Apos escrever o grau e o polindmio particularizante pode-se determina-los através da
substituicdo deste na equacéo diferencial ndo homogénea:

—v,"" (x) + 220" (x) = Dy.x* + Dy.x + D3
_(6143) + /12. (3.A3.x2 + 2.A4.x +A5) = Dl.xz + Dz.x + D3
(3.12.143).3(:2 + (2/12144)3( + (AZ.AS - 6A3) = Dl.xz + Dz.x + D3

resultando nos coeficientes particularizantes expressos, como:

2 D,
3./1.A3=D1 - A3 =ﬁ
2.02.4, = D > a, =22
. . 4’ 2 4’ 2.12
X A2.Ds +2.D,q
A% As —6.A5 = Dy - Ag = ——————

;{4—
Agora, juntando as solu¢des homogénea (4, A, e Ag — Visto que € 0 A3 renumerado) e
particular (A5 a As), escreve-se a solucdo geral «(x) da EDO ndo homogénea, como:

v(x) = Ar.e? + Ay e + Az x3 + Ay x? + As.x + Ag
cujas derivacdes sao expressas por:
v'(x) = A1 A er* — Ayl e +3.43.x% + 2. A4 x + As
v (x) = A A% eM + A, A% e + 6. A5.x + 2. A,

Na Figura 3.65 ¢é apresentada a deformada continua do ndcleo, além de elencar as
condigdes de contorno inerentes (via TFT).
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Figura 3.65 — Condic¢des de contorno com base na deformada do pilar submetido a flexo-torcéo

X w(x)
0@ f > E.L.v"(x=H) =M,y
ELw"(x=H)= Myy
E.l,.¢"(x=H) = By
v(x=0)=0
v'(x=0)=0
A

V

Fonte: Adaptado de (Melo, 2019)

Apos a aplicagdo das condicOes de contorno na solucéo geral v (x), determinam-se

dH./14 - 2. (AZ.H - 1).D1 - 12. (DZ - D3)
4> = A6, (eAH 4 g=AH)

dy. A*—2.[22H—-1+d.].D; —22.D, + A2.[1 —d,]
A= A6, (eAH + e—AH)

Ag = —(A1+ 43)
fEUtZH
; no caso do deslocamento v
E.I,
2ig
My
51 ; no caso do deslocamento w ;o vetor deslocamento {v} ={w
Ly

¢
B

H
\E.I,

onde: dy = <

; no caso da rotagao ¢

sendo: M, e M,,,; — 0s momentos fletores aplicados no topo do nicleo, conforme as diregdes
z e y, respectivamente; e

By — 0 bimomento aplicado, também no topo do ndcleo. Além de:

d, = 22, (e*H + e~2H)

SN PROJETO PROPOSTO

Com base nos conhecimentos formulados e debatidos neste capitulo 3, pede-se para o

Nucleo com vista indicada na Figura 3.66 e se¢do transversal de paredes finas ilustrada na
Figura 3.67, 0 seguinte:
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Figura 3.66 — Vista do pilar com dois nucleos C germinados

/\/ £=18m

5m 1,5m1,5m 1,5m

V/ZANNYZZANNYZANNYZZA\\Y/74\\Y//4
Fonte: O Autor (2025)

a) Localizar o centro de tor¢do do pilar com dois ndcleos C germinados, conforme

Figura 3.67 — Representacgdo da secdo transversal do pilar de paredes finas do projeto proposto e
indicagdo do tragado do diagrama de ordenadas setoriais principais
bz

ST
7 -\\\
— Ve N

- N0
/] Gam‘“h

- @

C T 117

I_I_l_L_I_l_I_I_L_I_Lz..__r_'_1_|_|_|._'__'___
1Y
n?l
3
g
-

Fonte: O Autor (2025)
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b) Apresentar as equacOes diferenciais das paredes que compdem o nucleo acoplado

c) Apresentar as equacdes de equilibrio do esforco cortante interno das i-ésimas paredes.

nr

Dica: Usar o formato: % = —j;. v;

d) Elencar as equacdes de compatibilidade de deslocamentos verticais, nas intersecdes das
paredes, bem como, organiza-las em formato matricial.

+ (combinagio de qk).%.

d.1) Analisar os lintéis horizontais, no meio continuo, via equacdes de Maney.

e) Organizar matricialmente as expressdes de equilibrio de esforgos cortantes internos,
além de aplicar a rotacdo de eixos e escrever a expressao matricial no SGC.

f) Apresentar o equilibrio de esforco cortante externo no pilar, devido a a¢éo do vento.

no topo do pilar + Carga lateral concentrada no topo do pilar.

g) Apresentar o sistema de equacdes diferenciais da andlise estatica da TPP.

h) Proceder o retorno ao sistema local dos painéis, enfocando:

Deslocamentos das paredes;

Esforgos cortantes nas paredes;

Momentos fletores nas paredes;

Fluxo de cisalhamento nas intersegdes;

Deslocamentos verticais nos eixos das paredes;

Esforcos normais em todas as paredes; e

Deslocamentos verticais nas intersecoes.

i) Resolver o sistema de equacdes diferenciais da andlise estatica e postular a Rotina de
Célculo.

R
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RELEVANCIA DA TEMATICA:

A andlise estrutural correta é imprescindivel para o
dimensionamento econdmico atrelado & seguranca,
promovendo, desta forma, o lancamento racional dos
elementos de sustentacdao de determinada estrutura.
Neste sentido, entende-se que a andlise estrutural
agucada de edificios altos constitui condi¢ao basilar,
exemplar e imprescindivel para a atua¢cdo do(a)s
futuro(a)s engenheiro(a)s estruturais. Assim, este livro
visa colaborar no aprendizado sobre o funcionamento
dos painéis de contraventamento nos edificios altos,
sendo uma fonte concatenada de informacgoes.

Editora

Ano 2025




