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A literacia matematica sera uma ferramenta de li-
bertacdo para as pessoas que tentam sair da po-
breza e a melhor esperanga para as pessoas que
tentam ndo ficar para tras.

Bob Moses (1935-2021)
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Prefacio

Esta obra possui muitos aspectos inovadores: seu titulo, seu
conteudo, suas ilustragdes e suas propostas de ensino. As
inovacdes trazem muito boas reflexdes aos educadores
matematicos que pesquisam e que ensinam, tanto no Ensino
Fundamental, quanto nas Licenciaturas (de Matemadtica e de
Pedagogia). E assim, um livro muito ttil a formadores de
professores, aos que ensinam Matematica e aos que realizam
pesquisas na tematica: o aprendizado de fracées.

Pesquisas anteriores evidenciam muitas dificuldades no
ensino e na aprendizagem de fragdes, e este livro traz importantes
contribuicdes na superacdo de obstaculos. Nessa dire¢do, a obra
aponta caminhos que podem ser utilizados em sala de aula para
uma ampla compreensio dos nimeros fracionarios.

O titulo pode dar ideia inicial de uma visao tradicional, em
contraposicdo a perspectivas mais modernas, tais como o socio-
construtivismo. Entretanto, 'a moda antiga' presente no titulo
possui outros sentidos do que pode parecer. As propostas
baseiam-se na histdria do surgimento da fracdo - na perspectiva
de uma medida. Contrapondo-se a ideia de contagem (base dos
numeros naturais), os autores defendem - e muito bem - a ideia
de medida como base da fra¢do, dos racionais de modo geral.

0 tema é muito relevante pela fracdo, em si mesma, e pelas
suas aplica¢des no estudo da algebra e da probabilidade, dentre
outros conteddos. Esses sdo muito importantes, em particular na
compreensao das situacdes hipotéticas e dos eventos aleatdrios
que nos cercam. Associam-se, assim, o aprendizado da fragdo e
operacoes com fracdes a aplicagdes em problemas do mundo real
e questoes relacionadas a justica e equidade sociais -
possibilitando a ampla compreensao de conceitos matematicos.



As propostas de ensino sdo muito bem tratadas, em
particular nas secdes de 'Conversa com o professor’. Ha
importantes alertas efetuados, como a da necessidade inicial de
dominio das relagdes no material proposto - as barras de
Cuisenaire. Para tanto, recomenda-se, com base no manuseio das
barras, a escrita de expressdes matemadticas de igualdade, de
desigualdade e de diferenca. Essa proposta inicial permitird a
proxima etapa da sequéncia de ensino: estudo da equivaléncia de
fracdes.

Apés manuseio das barras, representacées outras siao
recomendadas por intermédio de agdes virtuais, acdes escritas e
acdes formalizadas. Atengdo especial é dada a andlise de unidades
de medidas, em particular em aplicagdes extraescolares, tais como
receitas culinarias, dentre diversas outras.

A medida que se avanca no estudo das fracdes (como na
comparacdo de fracdes proprias com outras fracdes préprias, das
improéprias com improéprias e das proprias com improéprias),
recomenda-se na obra que os estudantes observem e tirem
conclusdes e generalizacgdes, tais como:

- fragdes com mesmo denominador tém maior medida, quando os
numeradores sio maiores;

- fragdes com numeradores maiores que os denominadores tém
maiores medidas do que aquelas que possuem numeradores
menores que os denominadores;

- fracbes de mesmo numerador tém maiores medidas quanto
menores sejam os denominadores.

H4 novas recomendacgdes no estudo das operacdes com
fracoes, em especial a de que o uso de algoritmos seja antecedido
e sempre acompanhado da compreensao do que representa cada
operacdo: adi¢do, subtracdo, divisdo e multiplicacdo. Exemplos e



sugestdes de atividades estimulam a ampla compreensao dessas
operacoOes com fracgoes.

As ilustragdes utilizadas no texto sdo bem claras e sua
diversidade - figuras de barras de Cuisenaire, estérias em
quadrinhos, esquema de sequéncia de ensino, dentre outras -
contribui para uma leitura muito agradavel e compreensivel. Mais
um aspecto muito positivo da obra.

Por todos esses motivos, a leitura, o estudo e a aplicacdo de
propostas deste livro sdo mais do que recomendados. O leitor -
seja professor do Ensino Basico, seja docente atuante em Cursos
de Licenciatura, seja pesquisador da Educagdo Matematica - em
muito se beneficiara com o estudo desta obra.

Como sugerido logo na epigrafe, propde-se - e consegue-se
efetivamente - contribuir para a libertacao da pobreza de nossos
estudantes e conduzi-los para um futuro melhor, capacitando-os
para a compreensdo e aplicagio de um conceito matematico
basico.

Rute Borba
Universidade Federal de Pernambuco - UFPE
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Sobre o livro...



OPERACOES COM FRACOES A MODA ANTIGA é continui-
dade do trabalho iniciado em Fra¢des a Moda Antigal, que se de-
brugou sobre a construcdo do conceito de fracdes sob a perspec-
tiva de medicdo. Essa perspectiva surgiu de uma antiga matriz
africana diante da demanda de medir terrenos agricultaveis, so-
bretudo quando aguas dos rios subiam além de seu leito normal e
acabavam por inunda-los, gerando necessidade de remarcagdes
que ndo eram multiplas exatas de alguma unidade de medida2. Es-
ses comprimentos eram fracionarios. Nesse contexto, fracdes
eram entendidas como uma comparag¢ao multiplicativa entre duas
quantidades: uma distancia d e uma unidade de medida u. A com-
paracdo é a quantidade d/u, cuja representacdo ainda é usada nos
dias de hoje.

Essa compreensdo parece carecer de algum resgate por
estudantes e professores, considerando a preocupacdo da
comunidade de pesquisadores da Educacdo Matemadtica, da
Psicologia Cognitiva e da Neurociéncia3 sobre entendimentos
equivocados acerca do conceito de fracdes e suas operacdes
aritméticas. Como ilustracdo, ndo raramente, estudantes veem
numerador e denominador como dois niimeros naturais isolados,
sem qualquer relacdo entre eles. Ou, ainda, ndo compreendem
fragdes imprdprias porque, para eles, ndo é possivel obter cinco
partes de algo que esta particionado em quatro (5/4)*.

Pelo lado das operacdes aritméticas, é comum estudantes
somarem numeradores e denominadores de fracdes
indiscriminadamente, provavelmente por desconhecimento das
relagdes que mencionamos (eg., 2/3 + 1/5 = 3/8). Na

1 Fragdes a Moda Antiga pode ser adquirido gratuitamente no link Educape:
https://educapes.capes.gov.br/handle/capes/602100; Autoria de Amaral, Souza &
Powell (2021)

2 Silveira, Souza & Powell (2023).

3 Booth & Newton (2012); Ni & Zhou (2001); Powell (2022; 2023); Siegler et al. (2012);
Souza (2021); Abreu-Mendoza et al. (2020); Rosenberg-Lee (2021).

4 Sullivan, Barnett & Killion (2023).

2


https://educapes.capes.gov.br/handle/capes/602100

multiplicacdo e divisdao de fracdes sdo identificadas outras
dificuldades epistemoldgicas quando multiplicam numeradores e
conservam denominadores (e.g., 3/5 X 2/5=6/5).

Esses equivocos sdo preocupantes, porque o conhecimento
de fracbes estd diretamente associado ao desempenho de
estudantes na matemadtica futura - sobretudo na algebra e
probabilidade® - sem contar com aplicacbes em outras areas
cientificas (e.g., Engenharias, Quimica, Estatistica, Economia,
Geografia etc.). Por essa razdo, desde anos escolares iniciais, é
indicado que os estudantes apreendam as propriedades das
fracdes e saibam reconhecer semelhancas e diferencas com as
propriedades dos nimeros naturais.

Mais do que isso, é preciso entender o nimero fracionario e
a relacdo do numerador com o denominador, cujas ideias iniciais
podem ser construidas pela compreensio de trés tipos de compa-
racdo: (1) fragdes com numeradores diferentes e denominadores
iguais; (2) fragdes com numeradores e denominadores diferentes
e; (3) fragdes com numeradores iguais e denominadores diferen-
tes. Somente depois dessa introducdo - apreensao do conceito de
fragdo -, estudantes e professores estardo prontos para o
conteudo deste livro, e é por isso que recomendamos estudo de
Fracdes a Moda Antiga, antes de se lancarem ao trabalho com as
operacdes aritméticas basicas com fragdes (soma, subtracio,
multiplicacdo e divisao).

Além do contetildo matematico exposto em Fragdes a Moda
Antiga, este livro indica estratégias de ensino com uso de uma
abordagem denominada 4A-Instructional Modelé, desenvolvida
especialmente para ensino de fracdes sob a perspectiva de medi-
¢do. Essa abordagem foi validada cientificamente e esta apoiada

5 Siegler et al. (2012), Van Hoof et al. (2020), Booth, Newton & Twiss-Garrity (2014),
Powell, Gilbert & Fuchs (2019), Olive (1999), Booth & Newton (2012).
6 Powell (2018), Amaral (2021).

3



em quatro A¢bes para a construcdo de seu conceito: Atuais (ou
Concretas), Virtuais, Escritas e Formalizadas. Sempre que
apropriado, essas Ag¢des serdo mencionadas e recomendadas
pontualmente no texto.

Ainda como seguimento ao trabalho iniciado em Frac¢des a
Moda Antiga e buscando ampliar, aprofundar e detalhar materiais
audiovisuais sobre o tema’ em pauta, abordaremos as operacdes
com fragdes, usando as barras de Cuisenaire (Figura 1), criadas
por Emille-Georges Cuisenaire (1891-1975), justamente por
facilitarem a estratégia de trabalho sob a perspectiva de medicao.
As barras ndo sdo os Unicos meios para conduzir essa perspectiva.
E possivel uso de barbantes, tiras de papel, fios, canos, palitos ou
outros materiais e recursos que possibilitem em sua esséncia uma
comparacdo multiplicativa entre quantidades - esse é um ponto
que importa conhecer.

Figura 1: barras de Cuisenaire

'l IlII

As barras de Cuisenaire, bem como quaisquer instrumentos

educacionais ndo sdo bastantes para garantir a aprendizagem
conceitual que desejamos. A ideia que subjaz ao uso do material, é

7 Powell (2020a; 2020b; 2020c; 2020d).



que é promissora para a construcdo do conhecimento. Assim, as
barras podem ser fisicas bem como de outros materiais e
recursos, mas a ideia que pretendemos produzir, ndo é tatil. As
barras sdo um instrumento simples, mas se tornam sofisticadas
pela proposta pedagdgica que lhes sdo subjacentess.

E com esse espirito que apresentamos em OPERACOES
COM FRACOES A MODA ANTIGA um meio de inspirar docentes
para repensar o conteddo e o ensino das operagdes aritméticas
basicas, com fracdes sob a perspectiva de medicao, iniciando com
a adicao e subtracao, seguidas da divisdao e multiplicacdo. O orde-
namento das operagdes de adi¢cdo e subtracdo pode ser invertido
sem prejuizo para compreensdo. Ao contrario, recomendamos
que o estudo da divisdo com barras de Cuisenaire preceda o da
multiplicacdo, porque da primeira decorrera a compreensao para
o0 algoritmo tradicional da segunda.

Antes desses estudos, porém, é ttil recordar particularida-
des das barras de Cuisenaire, estabelecer uma codificacdo para
suas cores, lembrar os trés tipos de comparacdo que menciona-
mos e que integram ensinamentos de equivaléncia e minimo mul-
tiplo comum, para fazer sentido quando da leitura e trabalho com
as operagdes aritméticas. Essas particularidades estdo distribui-
das em seis aulas em Fracdes a Moda Antiga, cuja retomada neste
livro ndo se constitui tinica e exclusivamente como lembranca ou
reforco, mas conta com avancos e acréscimos para um leitor mais
amadurecido em suas concepg¢des acerca de fragdes.

Nessa esteira, sdo oferecidos resultados de discussdes sobre
pontos que permeiam o tema e ampliam a compreensdo do que se
esta a estudar. Exemplo disso é a argumentacdo sobre o sinal de
igual (=) em expressdes matematicas, significando igualdade ou
equivaléncia. Terdo sempre a mesma interpretacio matematica?

8 Thompson & Lambdin (1994).



Mais adiante, o leitor encontrara reflexdo sobre a importancia do
reconhecimento da unidade de medida.

Concretamente, o livro esta dividido em duas partes. A pri-
meira contém se¢des nesta sequéncia: (1) Ensino e aprendizagem
de fracdes: o que diz a literatura cientifica? (2) Fragdes com as
barras de Cuisenaire; (3) Equivaléncia de fracoes; (4) Comparacio
de fracoes com o mesmo denominador; (5) Minimo maultiplo
comum; (6) Comparacdo de fragdes com numeradores e
denominadores diferentes; (7) Comparacdes de fracdes com o
mesmo numerador. A segunda parte desenvolve estes topicos: (1)
Adicao e subtracdo de fragdes; (2) Divisdo e multiplicacdo de
fragdes; (3) Palavras finais sobre desdobramentos e continuidade
do que foi visto. Sempre que pertinente, cada se¢do traz
concepcdes tedricas e praticas do tema em voga e indicacio de
estratégias para construcdo de ideias, seguida de breve “conversa”
com o professor.

Quanto a formatacdo, a propo6sito, as figuras deste livro com
as barras de Cuisenaire ndo possuem sempre a mesma escala de-
vido, por vezes, a ocupacdo de longas configuragdes com esse ma-
terial. Recomendamos, portanto, exame da proporcionalidade das
barras dentro de cada figura, pois pode ocorrer que a paridade
referida ndo seja a mesma encontrada entre figuras. Por exemplo,
as barras da Figura 3 sdo proporcionalmente menores que as da
Figura 2 pela necessidade de redugdo do tamanho por limitacoes
de espaco fisico na pagina. Ainda sobre a estrutura, observe-se
que algumas figuras ndo explicitam a fonte, porque foram
elaboradas pelos autores deste livro e, por serem a maioria,
optamos por omiti-las visando a despoluicdo visual.



Figura 2 Figura 3

.

Por fim, sublinhamos nossa ndo intencionalidade em apre-
sentar um estudo a ser implementado com os estudantes de modo
rigido ou como um script. Ao contrario, nosso propoésito é o de
atender a uma agenda escolar e cientifica que ofereca material
inspirador, ou que, talvez, seja start-point para professores,
deixando que sua criatividade e intuicdes digam o melhor meio de
aplica-lo e, com isso, imprimam suas marcas pessoais e de
identidade a cada acdo ou aula.

Boa leitura! Bons estudos!

Maria Alice Veiga Ferreira de Souza

Arthur Belford Powell



PRIMEIRA PARTE



P DDDDDDOPDD,

Ensino e aprendizagem
de fracoes: o que diz a
literatura cientifica?



A comunidade de pesquisadores da Educacdo Matematica,
Psicologia Cognitiva e Neurociéncia muito tem investigado o con-
teddo de fracdes, revelando e argumentando sobre dificuldades
epistemoldgicas de estudantes® e professores!® quando se
envolvem com esse estudo. As producgdes cientificas nesse tema
sdo antigas e recentes, ndo importa a época, porque
independentemente do tempo, guardam, de modo geral, a mesma
esséncia ao apresentarem rasas compreensoes de estudantes e
professores sobre o que seja um numero fracionario e em como
opera-los aritmeticamente. Essas dificuldades podem ocasionar
consequéncias desastrosas em estudos que necessitem do uso das
fracdes, sobretudo quando aplicados em problemas do mundo
realll. As dificuldades sdo de diferentes ordens e origens!z e
conhecé-las pode alertar professores sobre ocorréncias indese-
jadas na aprendizagem.

Desde ja, vale mencionar haver certa conformidade entre
os autores de que as pessoas pouco sabem sobre diferencas e se-
melhancas das propriedades dos niimeros naturais e fraciona-
rios!3. Essa caréncia traz consequéncias sobre entendimento do
que seja um namero fracionario e de como lidar com as operagdes
aritméticas com fragdes. Os nimeros naturais formam um con-
junto discreto, enquanto os racionais sdo densamente ordena-
dos!*. Os naturais tém antecessor e sucessor (com exce¢ao do
zero; e.g., 3 antecede 4); os racionais, ndo, ou seja, entre dois raci-
onais ha incontaveis outros racionais (e.g., 3/5 ndo antecede 4/5).
A contagem é inerente aos naturais; a medic¢do é caracteristica dos

9 Booth & Newton (2012), Ni (2005), Ni & Zhou (2001), Powell (2023), Siegler et al.
(2012), Souza (2021).
10 Ball (1990), Ma (1999), Ni (2001), Newton (2008), Lin et al. (2013), Powell (2022),
Souza (2021); Sullivan, Barnett & Killion (2023).
11 Behr et al. (1983).
12 Silveira, Souza & Powell (2023).
13 Ni & Zhou (2005), Aytekin (2020).
14 Gabriel et al. (2013), Souza & Powell (2021).
10



racionais pela emergéncia de medir terras ou distancias cujos
comprimentos ndo sdo multiplos exatos da unidade de referéncia
eleitals. Esse discernimento parece ter se perdido em algum mo-
mento no ensino de fracoes.

A sugestdo de Aytekinl6 é introduzir diferenciacdes entre
estruturas discretas e continuas logo apds o ensino de niimeros
naturais. A primeira semente para a construgdo do conceito de fra-
¢do pode ser plantada com situacdes cotidianas que nao “cabem”
na estrutura discreta de nimeros naturais. Esse autor indica o
problema que chamou de Homem a Meio Caminho?’. O problema
versa sobre um passageiro na realizagdo de uma viagem terrestre.
No primeiro dia, percorre a primeira metade do caminho; no dia
seguinte, alcanca a metade do que ficou; no outro dia, atravessa a
metade do que restou do dia anterior, e, assim, sucessivamente,
todo dia seguinte o passageiro percorre metade do caminho que
restou. Quantos dias o homem levara para chegar ao seu destino?
Um novo ponto da trajetéria pode ser encontrado entre dois
pontos na reta numeérica, e isso ndo ocorre com nimeros naturais.
Imagine o leitor a contagem de gols de um time de futebol.
Nenhum time pontuara 3/2 gols.

Com efeito, nos naturais, quanto mais digitos, maior o nu-
mero (e.g., 56 > 4); nos fracionarios, essa regra falha (e.g., 56/100
<4/5). 0 mesmo ocorre na multiplicacao de naturais que pode ser
concebida como adigdo repetida (e.g., 4 + 4 + 4 = 3 x 4); nas
fragdes, essa norma nem sempre se funciona (e.g., 4/5 x 1/2 =
4/10; 4/10 < 4/5)18. O desconhecimento das particularidades
entre os dois conjuntos pode levar a aplicagdo do que se sabe dos

15 Roque (2012). Aspectos ligados a ontologia e a epistemologia das fragdes.

16 Aytekin (2020)

17 Esse problema expressa o Paradoxo de Zendo. Matematicamente podemos enuncia-lo
assim: Dados dois pontos em uma reta. Partindo do ponto A para atingir o ponto B, antes
temos que atingir C que é ponto médio de AB. Partindo de C para atingir B, existe um
ponto D que é ponto médio de CB, e assim sucessivamente.

18 Souza & Powell (2021).
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naturais aos fracionarios!®, podendo acarretar soma
indiscriminada de numeradores e denominadores pela simples
juncao (eg., 2/3 + 3/4 = 5/7). A contagem também provoca
embaracos na compreensio de fracdes impréprias e mistas. E
dificil conceber uma fracdo 4/3, se o todo foi dividido em trés
partes.

Essa dificuldade é equivocadamente pensada ser superada
por alguns professores, ao defenderem ser suficiente acrescentar
outras trés partes, para abrigar a que extrapolou a quantidade an-
terior. Essa pratica conduz a outras implicacées. Tomando as fa-
mosas representacdes em retangulos igualmente subdivididos
para a fracdo 4/3 pelas partes verdes (Figura 4), estudantes
podem declarar 4 /6. Estariam equivocados?

Figura4:4/3 ou4/6?

Essa confusdo entre 4/3 e 4/6 nos encaminha para outra
discussdo: a unidade de referéncia. A unidade deve ser sempre o
primeiro item de observacdo, quando o assunto é fracdo. No
primeiro caso, a unidade é 3, no segundo é 6. O desprovimento da
determinacdo da unidade de referéncia justifica uma série de
enganos em diferentes pontos do estudo de fragdes. Por exemplo,
o autor Tzur20 propos aos estudantes uso de uma fragio unitaria
para compor fracdes ndo unitarias. Eles iteraram 3 vezes 1/4,
fazendo resultar em 3/4; iteraram 4 vezes 1/4, tendo feito
resultar em 4/4; quando os estudantes iteraram 5 vezes 1/4,
deveriam ter declarado 5/4, mas concluiram que o todo agora
tinha sido 5/5 e que a fracdo unitaria tinha passado a ser 1/5. A
explicacdo dos estudantes foi de que era necessario aumentar o

19 Ni & Zhou (2005), Aytekin (2020).
20 Tzur (1999).
12



denominador (a unidade de referéncia), provavelmente para
abrigar “o que ndo cabia” na unidade anterior.

A discussdo sobre a unidade de referéncia vai além e é esta-
belecida pela comunidade de educadores matematicos como um
dos fundamentos para o estudo de fracdes?l. Dois pesquisadores
propuseram a 246 professores estadunidenses este problema:
"Uma porgdo de iogurte é 1/3 de uma xicara. Para uma refeigao,
Amanda comeu 1/2 de uma porgdo. Quantas xicaras de iogurte
Amanda comeu?"22 Alguns professores representaram o
problema como na Figura 5.

Figura 5: representacdo do problema de multiplicar fracdes pelos
professores

Fonte: Copur-Gencturk & Olmez (2021, p. 1126).

Na Figura 5, em (a) os professores representaram 1/3 da xi-
cara na cor cinza escura; em (b) 1/2 da por¢ado; em (c) 1/6 de uma
xicara na parte hachurada. A primeira vista, o método da sobrepo-
sicao23 parece coerente. No entanto, os autores ponderaram sobre
a importancia da coordenacio de diferentes unidades de referén-
cia para o ambiente de aprendizagem criado pelos professores.

21 Souza (2021).

22 Copur-Gencturk & Olmez (2021, p. 1126).

23 0 método da sobreposicdo consiste em sombrear o multiplicador e o multiplicando
horizontal ou verticalmente (ou vice-versa), e identificam a drea sombreada sobreposta
para representar o produto das fragdes.
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Uma andlise mais cuidadosa revela que a representagao da Figura
5 falha ao desconsiderar as diferentes unidades. O tamanho da
porcao é 1/3 de xicara (o retangulo completo na Figura 6a).
Amanda comeu 1/2 do tamanho da porc¢do, que nado é a xicara
cheia representada pelo retangulo inteiro (Figura 5b)24. Embora o
resultado exposto nas Figuras 5c e 6¢ (partes hachuradas) sejam
0os mesmos, 0 modo como as Figuras 5b e 5c foram construidas
denuncia desatencao as diferentes unidades.

Figura 6: representacdo do problema de multiplicar fracdes con-
siderando as unidades de referéncia

b C

Y
N N

Fonte: Copur-Gencturk & Olmez (2021, p. 1125).

Esses pesquisadores consideram o método da sobreposicio
problematico para o ensino da multiplicagido de fragdes, porque
dificilmente mapeara corretamente o problema. Eles e outros
autores?s ponderam que essa estratégia é uma tentativa de
explicacdo do algoritmo da multiplicacdo de fragdes, com pouca
correspondéncia com a realidade do problema. Outros estudos
corroboraram com esses resultados e acrescentaram que essa
representacdo também foi usada de modo equivocado por

24 Copur-Gencturk & Olmez (2021, p. 1125).
25 Davis & Maher (1990), Lee et al. (2011), Webel, Krupa & McManus (2016).
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professores em operacgdes de divisdo com fracdes. De modo mais
geral, Izsdk?¢ estudou conteddos e metodologias de 990
professores do ensino basico estadunidense sobre aritmética de
fracdes e apenas 30% demonstraram dominio das unidades de
referéncia.

Os episddios constantes da literatura cientifica levam a crer
na faléncia da introdugao do estudo de fragdes por meios discre-
tos?’. HAd mais a dizer sobre essa maneira introdutéria de lidar com
as fracoes. As cinco interpretacoes de fracdes preconizadas por Ki-
eren (1980), amplamente utilizadas em livros didaticos?8 de
muitos paises2® e aceitas acriticamente por professores, estdo li-
gadas de alguma forma a contagem (discretizacdo), umas mais do
que outras: parte-todo, quociente, razao, operador e medida. Além
disso, parece haver pouca articulagdo entre elas, podendo condu-
zir a crenga de que sdo objetos independentes.

A interpretacdo parte-todo se baseia na relacdo entre quan-
tidade de partes e o total de partes; o quociente é a divisdo de uma
quantidade m em n partes de mesmo tamanho; a razdo compara
uma quantidade de partes a outra; o operador é parte que atua
sobre um todo e o modifica; a medida funciona com iteragoes da
fracdo unitaria (a fracdo unitaria é a parte). A razao, a proposito,
vem sendo confundida com fragdo em situa¢des que nao circuns-
crevem fragdes. Toda fracdo pode ser razio, mas nem toda razdo
pode ser fragdo. A relacdo de 4 cachorros para 5 gatos pode ser
escrita como 4/5 (quatro quintos), mas nao faz sentido como fra-
¢do. Arelacdo de 4 cachorros para 9 animais (quatro nonos) é fra-
¢ao.

26 Izsak et al. (2019).

27 Sullivan, Barnett & Killion (2023).

28 Scheffer & Powell (2019), Dogan & Tertemiz (2020).
29 Souza & Powell (2021).
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Mais do que considerar fracdes como contagem de partes, é
concebé-las sempre como partes iguais. Imagine o leitor 90 unida-
des monetdrias (u.m.) divididas em trés grupos de 45,30 e 15 u.m.
Pela logica da divisdo das fracdes exclusivamente em partes
iguais, ndo poderiamos dizer que 30 seja 1/3 do todo, pois 90 ndo
esta dividido em partes iguais. Mais do que a equiparticdo, alguns
(estudantes e professores) nao reconhecem 30 como sendo 1/3
de 90, se o agrupamento for maior do que trés (e.g., 5, 10, 30 e
45)30,

Historicamente, a medicdo de distancias que ndo sdo multi-
plas exatas da unidade é anterior e se opde a perspectiva de par-
ticdo. O atributo do comprimento (e, portanto, ndo de partes) gera
uma comparac¢do multiplicativa entre tamanhos. Essa perspectiva
tende a superar desafios epistemoldgicos apresentados pela dis-
cretizacdo. Por exemplo, fracdes impréprias surgem naturalmente
dessa comparagdo multiplicativa. Observe o leitor a Figura 7 e
tome a barra branca medindo uma unidade de comprimento e a
barra marrom medindo oito barras brancas. Lendo da esquerda
para a direita3! as relacbes dos comprimentos de cada par de
barras, temos respectivamente: 1/8,2/8,5/8,8/8,9/8 e 13/8. A
passagem das fragdes proprias para as improprias possui uma
légica que ndo enseja duvidas, em fun¢do dos comprimentos
relacionados.

30 Resultados preliminares de uma investigacdo em andamento realizada por uma equipe
liderada por Powell & Souza.

31 A leitura da fragdo da esquerda para a direita é uma convengdo que pode ser adaptada
da direita para a esquerda, desde que a unidade de medida seja reconhecida pelos leitores.
Além disso, as barras podem ser posicionadas horizontalmente, permitindo uma nova
convengdo de leitura, de cima para baixo ou vice-versa, contanto que se mantenha o
entendimento da unidade de referéncia.

16



Figura 7: leitura das fragdes proprias para improprias3?

Nessa seara, as operagdes aritméticas seguem essa logica e
fazem sentido, porque a medicdo denuncia quando o produto de
duas fracgoes, por exemplo, resulta em um tamanho menor do que
as parcelas (Figura 8). Essas medicoes ajudam a compreender o
algoritmo tradicional da multiplicacdo de fragdes, como veremos
em secoes futuras.

Figura 8: tomando a barra branca como uma unidade de compri-
mento, a relacdo entre o 12 (3/4) e 0 22 (4/5) comprimentos pro-
duz o resultado de 3/4 x 4/5 =3/5.

4

5
n_

D-Mw

uma unidade de ‘ |:|

comprimento

e

Autores defendem que o ensino de fragdes iniciado pela me-
dicdo apoia a flexibilidade cognitiva necessaria para um ensino
eficaz e significativo33. Pelo reverso, estudantes que inicialmente

32 Amaral, Souza & Powell (2021, p. 64).
33 Sullivan, Barnett & Killion (2023).
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tentam compreender fragdes com base em niimeros naturais, tém
dificuldades em criar um sistema numérico continuo34. Ndo é o
caso de descartarmos a perspectiva parte-todo ou a discretizagao,
mas de introduzi-la ap6s profunda compreensao do conceito pela
ideia ontologica da medicao.

A ideia de continuidade subjacente a perspectiva de medi-
¢do (eg., Figura 7) remete a no¢do de pensamento relacional e,
mais especificamente, ao raciocinio relacional3s. O pensamento re-
lacional é a capacidade espontdnea de reconhecer padroes em di-
ferentes episddios, especialmente em momentos de aprendiza-
gens (e.g., passageiro estende o braco para o 6nibus parar no
ponto; médico reconhece sintomas de infarto do miocardio; pisca-
alerta aceso de um veiculo sinaliza problemas mecanicos). Sem
esse discernimento, os fatos ocorrem de modo isolado, ndo sendo
Uteis para construcio de futuras experiéncias.

O raciocinio relacional é o aproveitamento do poder mental
da padronizacgao e exige esforco e intencionalidade. No caso das
fracdes, a passagem (ou compreensao) de fragcdes proprias para
imprdprias é natural (ou fluida, sem interrupg¢des) na perspectiva
da medicdo (vide Figura 7). Ha uma padronizacdo que ndo deixa
“escapar” a relagdo de magnitudes. Diferentemente, a perspectiva
de particdo impde uma “quebra” no raciocinio relacional que pre-
judica a fluéncia da compreensio. Essa argumentacdo pode ser
ilustrada em um estrato de conversa do Prof. Powell com um
estudante do quarto ano do ensino basico estadunidense. Esse
estudante ja havia tido aulas sobre fracdes e suas operagdes
aritméticas em sua escola. Prof. Powell ofereceu-lhe uma folha de
papel e caneta para solugdo de algumas tarefas sobre fra¢des, sem
uso de qualquer material manipulativo e isento de qualquer

34 Ni & Zhou (2005), Aytekin (2020), Powell (2023), Souza & Powell (2022).
35 Alexander (2016).
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instrucdo prévia. Em meio as tarefas, o estudante foi solicitado a
relatar o que fazia e como pensava resolveé-la.

Pela facilidade, esse estrato esta organizado em quadrinhos
enfileirados em duas colunas e numerados: a coluna da esquerda
traz o diadlogo entre Prof. Powell e o estudante, em baldes; a da
direita mostra a producao escrita do estudante e a numeracao de
cada linha na cor vermelha. Comentarios adicionais sobre o
comportamento do estudante interceptam as linhas. Para
resguardarmos os sigilos éticos necessdrios, as identidades do
estudante e de sua instituicao de ensino ndo sdo reveladas.

Producio
Dialogo Prof. Powell e Estudante Escrita do
Estudante

A primeira tarefa continha a figura de um circulo. Prof. Powell
solicitou...

Use essa figura
para representar

a fragan 3/4.

0 estudante dividiu a figura em quatro partes iguais...
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..oqueeufize

acrescentar um

sinal de "mais" e,
em sequida, o que eu
tinha...

Diga-me o que
vocé fez até
agora.

.0 qUE U vou
fazer é.... vou
sombrear 3

deles.

Parque quando vocé esta
fazendo 4, a maneira
correta é fazendo um

sinal de “mais”, porque

vocé tem 1, 2, 3, 4.

Par que voce
fez um sinal de

Geralmente, de uma

Voce tem 4 fragén, ..se for... se & um
regides, ok, tipo 4, entdo voce tem
obrigado. 2/4, isto seria 2/4 e 2/4,

..mas se vocé tiver 3/4,

elag3/4el/b

0 estudante hachurou trés das quatro partes..., apontou duas regioes
da figura para se referir a 2/4; apontou trés regides para se referir a
3/4; apontou para a regido ndo sombreada para se referir a 1/4.

Escrever uma
frase?

[k, vocé
poderia
BSCrEVEr iSSO
para mim?
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E o estudante escreveu...

Isto pode ser 3/4 ou
1/4.

Sim, sim,
usando suas
fragdes.

Entan, 1/4 seria como se
eu pegasse J e 4 e, entag,
subtraisse... seria como
I/4 ... e olhando a figura,
voce tem |/4 aqui
[apontou para a regido
nao sombreada).

Interessante. E
onde estaria
1/4 na sua
figura?

Entdo. [/4 6 a
regido néo
sombreada e

/hé..

sombreada.

A maioria dos colegas da minha turma,

'S,‘fféﬁ&? quando atiiniurllalrn uma fragao, eles acham
& 0s funt que estao adiciopando o numerador e o
V'LDEUZSJDUEEE' denominador. As vezes, quando eles
e’ pegam_l/l? mais 3/12, eles nnlunam’24 no
: denominador, e, talvez 3 ou outro nimero

em cima, mas o que eles..o que eles nao
olham, & que eles deveriam apenas olhar...
fazer o mesmo na parte de baixo, para que
néo adicionem... apenas adicionem o
numeradaor.

21



Entao, se vocé
adicionar esses dois
[apontou para as
fracies |/4 e 3/4),

vocé obterd 4/4.

Isto pode ser 3/4 ou
1/4.

- ®

(o - @

Apos a solicitacdo do Prof. Powell, o estudante escreveu a sentenga

174+ 3/4=4/4 ‘

matematica...

[k, entao, voce
pode escrever
uma frase
numérica?

E seus 4/4
representam
0 qué nesta
figura?

0 todo. /4 +3/4 = 4/4
| @

[k, obrigada.
Vamos olhar
para o circulo
na praxima
tarefa.

Prof. Powell pediu que o estudante considerasse o circulo na préxima

tarefa.
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Considere o circulo
como um todo.
Como vocé pode
usé-lo, ou circulos
semelhantes, para
representar /47

O estudante refletiu por alguns instantes e se lembrou de ter
questionado seu professor, no ano passado, sobre a fragcdo 5/4.
Continuou pensativo e dividiu o circulo em quatro partes, como na
tarefa anterior, e voltou a refletir. A pergunta do Prof. Powell ndo
pareceu ser trivial para aquele estudante. Em seguida, o estudante

declarou...

[ trugue que meu professor ensinou
que, geralmente, quando voce os
coloca em cima, voce tem um resto...
humm, vocé teria um restante e um

. todo. Entéo, se vocé costuma dizer

assim para da/4, vocé diria que tem

um todo e o restante de um, porque
vocé ndo poderia E[:maixar 0 outro nos

Em seguida, o estudante sombreou as quatro regides do circulo e

disse...

Vocé teria 4/4 e

um restante de

23



Eoque
podemos fazer
com isso?
Como podemos
representar
isso?

Entdo, voce poderia
fazer 4/4 e depois
colocar como...
talvez... [pensativa].

Lembre-se de que pedi
para usar circulos,
aquele circulo ou
circulos como aguele
para montar 7/4.

Prof. Powell perguntou a razdo de aquela pergunta ser tdo complicada

para o estudante.

Parque & 7/4.
isso & mais do
que o
denominador.
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07 & mais do
que o
denominador?

Prof. Powell perguntou mais uma vez como o estudante poderia
representar a fracdo 7/4, mas nio conseguiu responder. Prof. Powell

tentou ajuda-lo a refletir...

0 que vocé est4
mostrando até
agora, & o qué?

Como vocé pode
mostrar quantos
quartos mais vocé
vai precisar?

q.

Voce precisa

de 7 no total. ané
\océ tem 4. precisa de
mais 37




[k, como voceé
poderia
mostrar isso?

Sem riscar o papel, o estudante mostrou possibilidades de subdivisdes
das quatro regides ja sombreadas.

Eu diria que, colocando uma
linha, como se quisesse obter

2. e depois 2 e 2.... mas isso_
néo funcionaria, porque & 7. £
um nimero impar... E 4 é par...
talvez se fosse 4, entéo
poderfamos aiustar os 7.

Mas, uma estratégia que
vocé poderia usar.. talvez
um 3 e, talvez, eu possa
adicionar mais 2, e depois
adicionar mais |.

k. talvez eu possa fazer
como 3...talvez eu pudesse
ter feito primeiro como
3., Entdio eu teria
sombreado aqueles e, em
sequida, apenas adicionado
o sinal de mais.
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E entéo eu teria
como... se tivesse B
e tudo o que eu
precisaria & mais .

Sem mais declaracdes para a tarefa dos 7/4, Prof. Powell convidou o
estudante para resolver um novo problema, a partir de uma figura
com oito botdes, com diferentes quantidades de furos.

0 que esté na
figura? 0 que
voce va?

Vejo 3 botdes
sombreados com um
triangulo, ou 3 com
furos e, entéo...

Vejo também que
existem 3 sem
sombrear com 2 furos e
7 sem sombrear com 4
[furos].

Significa como se voce
pudesse voltar para o
primeiro (exercicio] que
fizemos. E meio que similar a

Pensando em
fragdies, o que

essa imagem , o
significa para isso, porque f/StBE el/8
voce? ..exceto que é 1/8 a menos

que 3/8, ou voce poderia ter
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Ok, entsio 3/8
representa o
Qué nessa
imagem?

3/8 representa a érea
sombreada e 9/8
representam a érea
ndo sombreada.

Vocé disse que, nessa figura, existem
8 botdes. Vocé disse que os botdes
sombreados representam 3/8, e os

ndo sombreados sao /8. Se
quisermas representar 11/8, o que
terfamos de fazer?

Entdo, se
quisEssemos

fazer 11/8...

Prof. Powell, compreendeu a dificuldade do estudante e tentou ajuda-
lo, sugerindo que desenhasse na figura os 11/8. O estudante desenhou
oito circulos abaixo dos botdes existentes e disse...

Entao, 11/8 seria |

botdo, 7 botdes, 3. 4 e, EY DD,
. entan, E[L'I:IdESEfI'th] 2 ®®®
quartos [duas fileiras OO0O0
com 4 botées em cada
umal. 0UOoQ

Sem escrever, o estudante respondeu, apontando a caneta para os
circulos que desenhou.
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Isto &, 8/8 e, entdo, para
obter 11/8, eu poderia
fazer, talvez colocar uma
linha como 2, 4, B e, em
sequida, eu poderia ter 8.

Em sequida, 9. 10, 11, 12.

2@@@
@EO®
OO00
elefely.

Depois, voltando para a figura dos oito botdes, o estudante disse...

Entao, talvez, se eu
pudesse... eu poderia
separar esses 3
[apontou para os 3
botties sombreados).

E, entdo, eu teria 11/8. Se eu
cortar esses 2 [apontou para
2 circulos que havia
desenhado), ao meio; 3, esses
3 ao meio [repartiu ao meio 3
circulos que desenhou]...

Entdo, eu teria 11/8, exceto
que nao seria tao igual quanto
os outros [referiu-se ao fato
de os 3 circulos repartidos ao
meio ndo Serem mais iguais
aos outros nao repartidos]...

29

2@@@
OGO
O0O00
elefaly,
S&S&O
@GO
OOMO
elefaly;

@D
5033

OOMO
slef=le)




Quanda vocé diz ~ Nao seriam Gq da
isso "tao igual iguais, porque 3
quanto os deles sao (DQJ (h]@)

diferentes dos
outros .

outros”, o que
voce quer dizer?

3 botdies mmm D
pareceriam Porque eles Qo GG
dlfiﬁpézsﬁdﬂs séo cortados ®
Difersﬂée?s em e O%j chlg

Apds poucas conjecturas do estudante, Prof. Powell agradeceu a pela
sua participagdo e encerrou o dialogo.

Observe o leitor que o estudante soube conduzir e explicar
seu raciocinio, quando a tarefa versava exclusivamente sobre
fragdo propria, incluindo explicacdo sobre a soma de 3/4 e 1/4
(Quadrinhos 1 a 14). Entretanto, ao ser solicitado a representar
7/4 na préxima tarefa, buscou uma solugdo que ndo conseguiu
representar (Quadrinhos 18 a 31). Faltou ao estudante saber lidar
com fragdes improprias, provavelmente por ndo compreender
como “caberiam” sete partes havendo apenas quatro.

0 mesmo ocorreu em nova proposta do Prof. Powell com a
tarefa dos botdes (Quadrinho 32) - o estudante soube explicar
questionamentos sobre fracdo prépria, mas falhou na representa-
¢do de 11/8 (Quadrinhos 36 a 44). O esfor¢co do estudante em
subdividir as figuras (Quadrinhos 41 a 44) indica o desejo de
ampliacdo do todo (unidade de referéncia) para “encaixar” um
numerador maior do que o denominador. Em outras palavras, a
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persisténcia do estudante em subdividir as figuras, leva a crer em
uma tentativa de relagdo e importacao do raciocinio desenvolvido
na perspectiva de particdo para resolucdo ou representacdo da
fracdo improépria. Esse obstaculo é superado, quando o apoio
cognitivo esta baseado na medicao.

Com efeito, baseados no fato de que as fracées podem influ-
enciar o desempenho na matematica futura - especialmente na al-
gebra3é - somado ao didlogo com o estudante do quarto ano
estadunidense e aos resultados de investigacbes com a
perspectiva de medicdo3’?, acreditamos nio ser sustentavel a
introducdo do estudo de fragcdes pela particdo. A aprendizagem
apresentada pelo estudante do quarto ano estadunidense leva a
crer na satisfagdo momentanea do ensino de fracdes aquela altura,
mas pode comprometer as chances de compreensdo em temas de
que necessitem das fracdes dentro e fora da matematica. A busca
pelo equilibrio entre as necessidades do presente sem
comprometer as chances do futuro - a sustentabilidade - deve
inspirar acdes docentes que tenham energia para apoiar
ensinamentos posteriores.

E nesse sentido que recomendamos o estudo de fra¢des na
sequéncia da Figura 9: inicialmente, proporcionar familiaridade
com as barras de Cuisenaire. Depois, a equivaléncia de fracdes,
comparacdo de fracdes com o mesmo denominador. Em seguida,
0 MMC com o que chamamos de “corrida de trens” ou “corrida das
cores”. Essa “corrida” auxiliard na comparac¢do de fragcdes com
numeradores e denominadores diferentes e na comparacao de
fracbes com mesmo numerador. Por fim, o estudo das quatro
operacgdes aritméticas: soma, subtracio, divisdo e multiplicacdo.

36 Siegler et al. (2012), Van Hoof et al. (2020), Booth, Newton & Twiss-Garrity (2014),
Powell, Gilbert & Fuchs (2019), Olive (1999), Booth & Newton (2012).
37 Amaral (2021), Powell (2023).
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Figura 9: sugestdo de sequéncia para estudo de fracdes e
suas operacdes aritméticas basicas

Divisdo e
multiplicagdo de
fracdes

Comparagio fragdes

________ com numeradores e Comparagdo frages

| AcBes ! denominadores com mesmo
| Awaisou L diferentes numerador
| Concretas |
-] [
\\I’ e &
r-----==-="
| 4Acbesdo4A- ! N N
! Instructional | Comparagio fragdes
il | Modet; Sinatde 1 com mesmo
1 igual; Unidade. | denominador
[ J MMC .~ " mmeemao
T 1
Familiaridade com = e ol . :
S L “'--! corridade
as barras de 1
A N NS Trens
Cuisenaire f

Equivaléncia de
fragdes

A perspectiva de medicao foi objeto de validagido da apren-
dizagem de estudantes do ensino basico brasileiro e
estadunidense38. Baseados nos resultados dessas investigagoes e
de autores que sao citados neste livro, convidamos professores e
pesquisadores a experimentarem e vivenciarem com seus
estudantes a proposta apresentada em OPERACOES COM
FRACOES A MODA ANTIGA.

38 Amaral (2021), Powell (2023).
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Cuisenaire

Fracoes com as barras de
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As barras de Cuisenaire formam um conjunto de dez barras
com comprimentos e cores diferentes (Figura 10). Embora sejam
representadas por paralelepipedos, o que nos interessa para o es-
tudo de fracdes sdo as cores e os comprimentos das maiores faces
dispostas sobre uma mesa.

Figura 10: barras de Cuisenaire

Dlﬂﬂllll

A barra branca possui a face com determinado compri-
mento que, quando duas ou mais sdo arranjadas ponta a ponta,
alcangcam os comprimentos das barras de outras cores (Figura
11).

Figura 11: Relacdo de comprimento das barras brancas com as
barras de outras cores




Logo, uma barra vermelha tem o mesmo comprimento de
duas barras brancas arranjadas de ponta a ponta. Uma barra
verde clara tem o mesmo comprimento de trés barras brancas. Se-
guindo essa logica, uma barra laranja tem o mesmo comprimento
de dez barras brancas. As barras de mesma cor tém o mesmo com-
primento.

Esses comprimentos auxiliam os estudantes a compreender
uma relacdo entre a barra da esquerda e a barra da direita por
suas extensdes3®. A leitura dessas relacdes é sempre realizada da
barra da esquerda para a barra da direita. Como exemplo, pode-
mos dizer que a barra branca é metade do comprimento da barra
vermelha (Figura 12).

Figura 12: relagdo do comprimento da barra branca com a barra
vermelha

pois,

Entdo, podemos dizer que a barrabranca é 1/2 dabarraver-
melha (Figura 13).

39 Neste livro, as diferentes ilustragdes com as barras de Cuisenaire ndo possuem sempre a
mesma escala. O leitor, portanto, deve estar atento as relagdes entre as barras em cada
figura, isoladamente. Por exemplo, a barra vermelha da Figura 5 ndo tem a mesma escala
da barra vermelha da Figura 6.
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Figura 13: comprimento de uma barra branca é 1/2 da barra ver-
melha

1

2

Seguindo a mesma légica e considerando o comprimento da
barra da direita como a unidade de medida em cada caso, temos
as seguintes relacoes (Figura 14):

Figura 14: relacdo entre o comprimento da(s) barra(s) da

esquerda com a respectiva barra da direita em cada dupla
9

6

-

V|
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Observe o leitor que a unidade de medida deve ser sempre
considerada em cada contexto relacional entre os comprimentos
das barras.

Para acgdes futuras, devemos codificar cada barra com letras,
pois teremos expressdes matematicas para representar ou falar
das magnitudes*® de cada barra ou conjunto de barras. Adota-
remos a codificacdo da Tabela 1:

Tabela 1: representacdo de cada barra com uma letra

Corda
barra

Letra | Descricao da cor

ve verde escura
p preta

m marrom
a azul

40 Na préxima pagina esclarecemos o significado de magnitude no contexto deste livro.
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Desse modo, a titulo de exemplificacdo e considerando o
comprimento da barra branca como a unidade de medida, pode-
mos escrever expressoes como:

v=b+bouv=2b

[>r

Esclarecemos que...

a magnitude de uma fragdo é o valor de seu
comprimento, ou seja, é o valor que
atribuimos para descrever o comprimento de
uma fracao.

Conversa com o professor

Recomendamos que a aula nao prossiga com novas ideias
até que os estudantes tenham dominado as relagdes de
comprimento, as letras que representam cada barra e o
estabelecimento da unidade de medida em cada caso. E
importante que essas acdes preliminares sejam incorporadas em
suas mentes e, para isso, € aconselhado imprimir as mesmas agdes
com outras barras. Por exemplo:

1- quantas barras brancas arranjadas de ponta a ponta sdo neces-
sarias para ter o mesmo comprimento da barra preta?

2- quantas barras amarelas arranjadas de ponta a ponta sio ne-
cessarias para ter o mesmo comprimento da barra preta?
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3- que relacdo ha entre o comprimento da barra roxa e o compri-
mento da barra marrom?

4- que relacdo ha entre o comprimento da barra azul e o compri-
mento da barra verde clara?

Sugerimos que essas questdes sejam realizadas e respondi-
das com os estudantes manipulando as barras sobre a mesa. Essa
acdo concreta*! ajudara os estudantes a compreender as relacoes.
Estudantes que ndo respondam corretamente  aos
questionamentos devem retornar as atividades do contetido do
livro Fra¢bes a Moda Antiga.

Prosseguindo..., sugerimos pedir aos estudantes que:

5- escrevam expressdes matematicas de igualdade, desigualdade
e diferenca, demonstrando-as com as barras. (Por exemplo, como
na Figura 15).

Figura 15: exemplos de senten¢as matematicas e corresponden-
tes representagdes nas barras

a=4b+o

[+v>2r -

Essas atividades ajudardo os estudantes na constru¢do dos
proximos conceitos, a iniciar por fragdes equivalentes.

Até a préxima segio!

41 Acdo Concreta do 4A-Instructional Model - ver o livro Fracdes a Moda Antiga.
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Equivaléncia de fracoes
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A abordagem de equivaléncia de fracdes deve ser antecedida
de um protocolo de comunicag¢do. A comunicacao entre professo-
res e estudantes deve ser sempre bem estabelecida para que ela
ndo seja um obstaculo para a aprendizagem. As barras arranjadas
sobre uma mesa, ponta a ponta, vertical ou horizontalmente,
formam uma carreira que chamaremos de trem (Figura 16). Um
trem pode ser uma ou mais barras dispostas ponta a ponta
gerando um novo comprimento (Figura 16).

Figura 16: exemplos de trens

ou
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Nao sdo aqui considerados trens, conjunto de barras dispostas
lado a lado (Figura 17a) ou posicionadas “como uma torre” sobre
a mesa (Figura 17b):

Figura 17: ndo sdo trens

(a) (b)

Com a comunicacdo definida entre professor e estudantes, o
trabalho com a equivaléncia de fragcdes pode ser iniciado. Tome
pares de trens que possuam uma relacdo 1/2 do comprimento de
outro trem e disponha-os lado a lado, de modo que o trem (ou
trens) que é (sdo) a unidade de medida em cada par fique(m)
posicionado(s) do lado direito (Figura 18)42. Dessa forma, o trem
que representa 1/2 do outro, esta do lado esquerdo do par.

42 Lembramos ao leitor que esta é uma convencdo e que pode ser adaptada, desde que a
unidade de medida seja reconhecida pelos leitores.
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Figura 18: mesma relacdo do comprimento do trem da esquerda
com o trem da direita

12

Vs

Unidade de medida de cada par de barras.

/| Esempre bom lembrar que...

NE o comprimento da barra a direita representa
% _ aunidade de medida em cada par de barras.
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Observe que a relacdo do comprimento do trem do lado es-
querdo e o comprimento do trem do lado direito é de 1/2 em to-
dos os pares (Figura 19).

Figura 19: relagdo de 1/2 em todos os pares

ﬂ
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de medida de cada par de barras.
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Depois disso, precisamos convergir para a compreensdo da
equivaléncia de fragdes. Para isso, tome novamente um trem
branco e um trem vermelho e construa outros pares de trens,
acrescentando um trem de mesmo tipo a cada cor em cada par.
Repita essa acdo por, pelo menos, cinco vezes (Figura 20).

Figura 20: incremento de trens de mesmo tipo a cada cor

all

0 que muda de um par para o outro? O que ndo muda de um
par para o outro? Apds uma reflexdo atenta sobre as relacdes de
cada par de trens, uma conclusio esperada é que o incremento de

uma barra, a cada cor, em cada par, expresse uma relacdo
invariante a cada par de trens que é de 1/2 (Figura 21).
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Figura 21: relagdo invariante de 1/2 a cada par

M| =

—

a—
—

s>

[

Ha outro modo de ler esse conjunto de pares...

s> -
sl > -
T——

-
>

46



Se arelacdo de cada par de trens é de 1/2, entdo:

5 Z g g 10’ .Sao equlvalentes.

Matematicamente falando, como podemos estar convencidos
dessa equivaléncia? Observe que os acréscimos simultaneos de
uma barra de mesma cor a cada trem ndo alteram a relacdo de 1/2.

AR m
1 X|1 2x1 4 X1 5x1

1x12]” 22| U 4 %|2 5x2

De modo mais geral, chamando a barra branca de b e a barra
vermelha de v, temos a seguinte expressdo que também mostra a

relagdo de 1/2 inalterada.

" m%%%m
b+b| b+b+b b+b+b+b
v+U v+v+v +v+v+w_

1777

Ou ainda,
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b_1xb_2xb_3xb_4xb_5xb_
v 1Xv 2Xv 3Xv 4XvV S5Xv

b_nxb

v nxv

,comn € N

Mas essa equivaléncia ndo acontece somente com a relagdo en-
tre b e v. Precisamos generalizar a equivaléncia para quaisquer re-
lagdes entre duas barras.

Chamando de a a magnitude de qualquer barra ou conjunto de
barras em relacdo a magnitude b de qualquer outra barra ou con-
junto de barras, e sendon € N e n # 0, temos:

a nxa
- = ,coma,b,neN; bn#0
b nxb

Conversa com o professor

Apo6s estudantes demonstrarem compreensdo da existéncia
de uma relacio invariante de 1/2 com 2/4, 3/6, 4/8, 5/10 etc,, é
hora de experimentarem outras mais. O professor pode
questiona-los nesta direcdo:

1- que outras representagdes podem ser apresentadas para a re-
lacao 3/47?
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Do mesmo modo, vale os estudantes realizarem relacdes
com fracdes improprias:

2- que outras representacoes podem ser apresentadas para a re-
lagdo 3/2?

Logo apo6s, de modo mais flexivel, o professor pode solicitar
que cada estudante crie uma relacdo entre duas barras (por
exemplo: barra roxa e barra amarela ou barra verde escura e
barra vermelha - Figura 22) e construa representacdes
equivalentes para a relacio escolhida. E importante que o
professor estimule trabalho com fra¢des préprias e impréprias
indistintamente.

Figura 22: sugestao para criacao de relacoes entre duas barras

3- escolha duas barras quaisquer. Que relacdo existe entre elas?
Que outras representacdes equivalentes podem ser escritas para
essa relacdo? Mostre nas barras e escreva as representagdes no
papel. Compare suas representagdes com as de seu colega.

Essas acdes sao denominadas atuais (ou agdes concretas na
abordagem 4A-Instructional Model)*3, ou seja, com uso das barras

43 Ac¢Oes Atuais, Agdes Virtuais, A¢des Escritas e A¢des Formalizadas fazem parte de uma
abordagem denominada 4A-Instructional Model de autoria do Prof. Dr. Powell. Essa
abordagem pode ser encontrada no cap. 3°, p. 24, do livro Fragdes a Moda Antiga.
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para responder aos questionamentos do professor. Em seguida, é
desejavel que estudantes que ja tenham compreendido a
equivaléncia de fra¢des, avancem para a¢des virtuais. O professor
pode mostrar duas barras quaisquer e pedir que os estudantes
verbalizem outras representacées equivalentes para a relacao
eleita pelo professor.

Novamente, o professor pode selecionar outras duas barras
quaisquer e pedir que os estudantes escrevam trés ou quatro
representacoes equivalentes aquela (estardo envolvidas acdes
virtuais, acOes escritas e acdes formalizadas).

Se algum estudante ndao conseguir responder a essa
atividade, significa que ainda ndo dominou a equivaléncia
plenamente. Vale a pena, nesse caso, retornar as atividades
anteriores até que a aprendizagem ocorra.

A aprendizagem no tdpico de equivaléncia pode ser expan-
dida. Sugerimos um debate sobre a representacdo do sinal de igual
(=) como igualdade e como equivaléncia, pois € o0 mesmo para
ambos os casos. Mas, que significados tem para cada uso? O
estimulo ao debate poderia ser iniciado com uma problematiza-
¢do. Por exemplo, 1/2, 2/4 e 3/6 sdo relacdes equivalentes como
as da Figura 17, mas, se fossem barras de chocolate, por que Caro-
lina comeria mais chocolate do que Samir, que, por sua vez, come-
ria mais do que Clara? (Figura 23)

Figura 23: problematizacdo sobre igualdade e equivaléncia
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Clara Samir Carolina

O debate poderia prosseguir para a seguinte situacdo: con-
sidere o leitor as relacdes 2/4 - barras brancas e barraroxa -e 1/2
- barra vermelha e barra roxa - da Figura 24.

Figura 24: relagdes de 2/4 e 1/2 de barras brancas e barra ver-
melha em relacdo a barra roxa, respectivamente

DMN
DMH

A situacao da Figura 23 mostra que 2/4 e 1/2 sdo iguais e
equivalentes, porque seus comprimentos sdo os mesmos em rela-
¢do a unidade de medida. Logo, o sinal de igual (=) nessa situacdo
expressa igualdade e equivaléncia.

2 1

Z = E o sinal “=” expressa igualdade e equivaléncia.

Observe o leitor a relacao de 2/4 das barras brancas com a
barra roxa e de 1/2 da barra branca com a barra vermelha na Fi-
gura 25.
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Figura 25: relacdes de 2/4 e 1/2 de barras brancas com barra
roxa e vermelha, respectivamente

D-P-IN

DMH

A Figura 25 expde uma circunstancia de 2/4 e 1/2 cujos
comprimentos ndo sdo os mesmos em relacdo as respectivas uni-
dades de medidas. Nesse caso, essas relacdes guardam tdo so-
mente a mesma propor¢io em relacdo as suas unidades de medi-
das, logo, sao equivalentes, mas ndo sao iguais.

2 1
- = E, o sinal “=” expressa equivaléncia, mas nao igual-

4
dade.

Ap6s um debate sobre o sinal de igual (=), o professor pode
solicitar que os estudantes apresentem nas barras outras
situa¢des com duas ou mais relagdes que expressem igualdade e
equivaléncia, e somente equivaléncia. Exemplos: 2/3 e 4/6; 1/3,
2/6e3/9).

O debate com o sinal de igualdade e equivaléncia tangencia
o reconhecimento da unidade de medida, quando do estudo de
fracdes. A esse respeito, podemos estimular outra reflexdo.
Sugerimos apresentar aos estudantes a seguinte situacdo:

“Marcos comeu 1/3 de pizza, e Carlos comeu 1/2. Quem comeu
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mais pizza?”44 A ideia é promover uma reflexdo sobre comparagao
entre 1/3 e 1/2. Quem responder 1/3, provavelmente esta
baseado no fato de 3 ser maior do que 2. Nesse caso, ha aplicacdo
das propriedades dos numeros naturais aos racionais. Quem
responder 1/2, possivelmente pensa que a metade de algo seja
sempre maior que um ter¢o. Em ambas as respostas, ha
desconsideracdo da unidade de medida, logo a resposta deveria
ser “depende”. A andlise da Figura 26 ilustra cada uma das
respostas.

Figura 26: comparacgao entre pizzas com diferentes unidades de
medidas*

©

A Figura 25(a) apresenta duas pizzas com a mesma magni-
tude, portanto 1/2 > 1/3. As pizzas das figuras 25(b) e 25(c) pos-
suem diferentes magnitudes: em 25(b), 1/3 da pizza da direita é
maior que 1/2 da pizza da esquerda e; em 25(c), 1/2 da pizza da
esquerda é maior que 1/3 da pizza da direita. A analise da unidade
de medida justifica a resposta “depende” ao problema proposto e
leva os estudantes a refletirem sobre a necessidade do reconheci-
mento de magnitudes.

Como seguimento a abordagem com a unidade, é util ilus-
trar o conteddo escolar com alguma aplicagido extraescolar. Por
exemplo, é comum em alguns paises a indicagio da distancia a ser
percorrida por um veiculo até o destino desejado (Figura 27).

4 Souza (2021, p. 87).
45 Souza (2021, p. 88).
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Figura 27: sinalizacdo em uma rodovia estadunidense

A Figura 27 mostra uma sinalizacdo que informa ser possi-
vel um retorno na rodovia a 1/4 de milha. Qual é a unidade de re-
feréncia nesse caso?

O que significa dizer “Brandon, 3/4 de milha” na Figura 28?
No todo (na unidade de referéncia), quanto falta percorrer para
chegar a Brandon?

Figura 28: sinalizagdo em uma rodovia estadunidense
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O contexto culindrio é rico para abordagem da unidade de
medida. Vejamos a receita de biscoitos de chocolate da Figura 29.

Figura 29: receita de biscoitos de chocolate

¢ 3/4 de xicara de agucar cristal

¢ 1/4 de xicara de aglicar mascavo

¢ 1 xicara de manteiga

¢ 3/2 colheres de sopa de baunilha

el ovo

e 1/2 xicara de farinha de trigo

¢ 1 colher de cha de sal

¢ 1/2 colher de cha de bicarbonato de sddio
¢ 350g de chocolate.

e 1/2 xicara de nozes picadas.

Ha varias unidades de medida a serem consideradas na re-
ceita da Figura 29. Observe o leitor que 1/2 xicara de nozes ou fa-
rinha de trigo ndo é a mesma medida que 1/2 colher de cha de
bicarbonato. Por qué? Quais unidades estdo envolvidas? Serdo
usados mais agicar cristal ou aglicar mascavo nessa receita? Por
qué? Podemos comparar essas medidas?

A comparacao, equivaléncia e andlise da unidade de medida
de fracoes sdo fundamentais para a construgio do conceito de fra-
¢Oes e serdo base para compreensdo de suas operacoes aritméti-
cas. Vamos seguir com um estrato sobre a comparacao de fracdes
com o mesmo denominador, semelhante a discussao realizada no
livro Fra¢bes a Moda Antiga.
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Apés a familiaridade com as barras de Cuisenaire, com a
compreensdo de equivaléncia de magnitudes e a aten¢do a uni-
dade de referéncia, é o momento de compararmos fragdes com o
mesmo denominador. Propomos comparar as magnitudes das fra-
¢coes 2/9 e 4/9 (Figura 30).

Figura 30: comparacgao entre 2/9 e 4/9

A medida 4/9 é maior do que 2/9, porque a barra roxa tem
maior comprimento que a barra vermelha, ambas em relacdo a
medida da barra azul.

E sempre pertinente a diversificacdo das a¢des. Propomos,
entdo, a comparacdo entre duas fragdes impréprias 11/8 e 9/8
(Figura 31).
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Figura 31: comparagdo entre 11/8 e 9/8

11
8

i

A fracdo 11/8 tem maior comprimento do que 9/8, ambas
em relacdo a unidade marrom.

w| o

Y

Do mesmo modo, é bem-vinda a comparac¢do de magnitudes
entre uma fracdo prépria e outra improépria (Figura 32).

Figura 32: comparacao entre 2/5 e 6/5

:
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A fracdo 6/5 tem maior magnitude do que 2/5, ambas em
relacdo ao comprimento da barra amarela.

Conversa com o professor

Ap6s as comparacgdes propostas pelo professor, sugerimos
que os estudantes possam criar suas proprias comparagoes:

1- escolham uma barra qualquer como unidade de referéncia. De-
pois, escolham outras duas barras de cores diferentes entre si e
diferente da unidade, cada qual formando uma fracdo com a uni-
dade de referéncia. Por fim, declarem qual fracdo é maior ou me-
nor.

Depois, o professor pode estimular comparagdes com bar-
ras de cores iguais. Qual conclusdo é esperada? A ideia é que as
comparacdes estimulem os estudantes a concluir que fracdes com
o mesmo denominador terdo maior medida, quando os
numeradores forem maiores. Logo, 11/8 >9/8,5/6 > 2/6, etc. O
professor pode provocar a conclusao...

2- como podemos identificar se uma fracdo é maior, menor ou
igual a outra, tendo 0o mesmo denominador?

E possivel ir além. Sempre que uma fragdo possuir numera-
dor maior do que o denominador, e a outra fragdo ndo possuir essa
caracteristica, a primeira terd maior comprimento. Por qué? Tal-
vez esse seja 0 momento de conversar com os estudantes sobre o
fato de que se o denominador é menor que o numerador, a medida
da fracdo aumenta. As barras podem convencer os estudantes
sobre essa afirmacao.

Em algum momento, é possivel que os estudantes tenham
curiosidade em comparar fragdes com denominadores diferentes.
Se isso ndo acontecer espontaneamente, o professor pode
estimula-los...
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3- como podemos comparar fragdes com denominadores diferen-
tes?

A comparacdo de fragdes com denominadores diferentes
pode requerer que conhecamos a ideia de um multiplo comum
(ndo necessariamente o minimo multiplo comum - MMC). Pela
tradicdo matematica, usaremos o MMC!... Vamos a ele na préxima
secao.
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A necessidade do minimo multiplo comum nasce, quando
duas ou mais barras de cores diferentes participam de um jogo:
Corrida das Cores ou Corrida de Trens. Vamos conhecer esse jogo,
tomando as barras verde clara e amarela da Figura 33. A barra
verde clara corresponde ao comprimento de trés barras brancas.
A barra amarela possui 0 mesmo tamanho de cinco barras bran-
cas, arranjadas ponta a ponta.

Figura 33: duas barras com cores diferentes

O jogo consiste em posicionar as barras emparelhadas uma
a outra, e acrescentar barras de mesma cor a cada um dos trens,
sempre no menor trem naquele momento, até que o comprimento
dos dois (ou mais) trens seja igualado, quando, entdo, o jogo ter-
mina.

Na Tabela 2, iniciamos com uma barra verde clara empare-
lhada com uma barra amarela. A barra verde clara é menor do que
a barra amarela, portanto, ela recebera a segunda barra verde
clara. Com isso, duas barras verdes claras tém comprimento maior
do que uma barra amarela, portanto acrescentamos a segunda
barra amarela. Sempre que o comprimento de um trem seja me-
nor do que o outro, recebera uma barra de mesma cor. O jogo
prossegue até que as duas fileiras de barras verdes claras e ama-
relas possuam o mesmo comprimento.
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Tabela 2: Corrida dos Trens entre as barras verde clara e ama-

rela
Corrida de trens entre barras verde clara e amarela Etapas do jogo
1 verde clara
1 amarela
:: 2 verdes claras
1 amarela
2 verdes claras

2 amarelas

3 verdes claras
2 amarelas

4 verdes claras
2 amarelas

4 verdes claras
3 amarelas

5 verdes claras
3 amarelas

0 jogador que igualou os comprimentos dos dois (ou mais)
trens é o vencedor. No nosso caso, o jogador que posicionou a ul-
tima barra verde clara. O comprimento de cada trem é o minimo
multiplo comum entre as magnitudes das barras verde clara e a
amarela. Minimo multiplo comum - MMC (verde clara, amarela) =
comprimento de 5 verdes claras ou comprimento de 3 amarelas.

Como a barra verde clara tem o comprimento de trés barras
brancas e a barra amarela tem o comprimento de cinco barras

brancas, entdo o MMC (3, 5) = 15.
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Conversa com o professor:

0 jogo da “Corrida de Trens” funciona como uma estratégia
eficiente para futuramente comparar magnitudes de fracoes pelos
comprimentos que alcancam em cada trem. Depois de os
estudantes terem compreendido o jogo e apreendido seus
objetivos, é hora de estimula-los a jogar em pares ou trios com
seus colegas. E importante que, ao final de cada rodada do jogo, os
estudantes declarem o MMC entre os comprimentos das barras.

Além disso, alguma reflexdo é bem-vinda como uma ampli-
acdo ou aprofundamento da aprendizagem dos estudantes,
questionando-os:

1- sera que conseguiriamos ter um ganhador na Corrida dos Trens
para quaisquer duas ou mais barras?

2- por que ndo faz sentido jogar a Corrida de Trens com duas ou
mais barras de mesma cor? Nesse caso, qual seria o minimo mul-
tiplo comum?

3- como seria o minimo multiplo comum se jogdssemos a Corrida
de Trens com uma barra branca e outra de cor diferente?

Com a Corrida de Trens aprendida, podemos seguir para a
comparacdo de fragdes com numeradores e denominadores dife-
rentes. Até 14!

64



OO DO,

Comparacao de fragoes
com numeradores e
denominadores
diferentes



A comparacgio de fragdes com numeradores e denominado-
res diferentes ndo é trivial a primeira vista. Como podemos com-
parar 2/3 e 1/4? (Figura 34)

Figura 34: comparacao entre 2/3 e 1/4

Essa pode ser uma oportunidade de levar os estudantes a
trazer ao primeiro plano o que aprenderam da comparagdo com

w2

1
2
n

frac6es de mesmo denominador e o dominio da Corrida de Trens.
Por que é dificil compararmos 2/3 e 1/4? E possivel simplesmente
compararmos as medidas dos numeradores e denominadores? O
que podemos fazer para compararmos 2/3 e 1/4? O que sabemos
até agora sobre a comparacido de fragcdes? As respostas a esses
questionamentos devem leva-los a Corrida de Trens e ao que
aprenderam da primeira propriedade de fracdes — fracdes com o
mesmo denominador terdo maior medida se tiverem
numeradores maiores (Tabela 3).



Tabela 3: Corrida dos Trens entre as barras verde clara e roxa

Corrida de trens entre barras verde clara e roxa Etapas do jogo

1 verde clara
1 roxa

‘ | 2 verdes claras

1 roxa

| ‘ 2 verdes claras
| | 2 roxas

| | | 3 verdes claras
| | 2 roxas

| | | 3 verdes claras
| | 3 roxas

| | | 4 verdes claras
| | 3 roxas

0 MMC entre o comprimento de quatro barras verdes claras
e o comprimento de trés barras roxas é 12. Em outras palavras,
como cada barra verde clara tem o comprimento de trés barras
brancas e cada barra roxa tem o comprimento de quatro barras
brancas, entdao o MMC (3,4) =12.

Assim sendo:

2 8 1 3
3-12°2 12
Logo:
2 1 8 3
§>Z porque E>E
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Conversa com o professor:

Depois da conclusdo de que a Corrida de Trens fornece
igualdade de denominadores e que esse fato conduz a comparagao
de fragdes com mesmo denominador, é o momento de o professor
buscar conclusdes de seus estudantes.

1- como podemos comparar duas fracdes com numeradores e de-
nominadores diferentes? (Resposta esperada: apés a Corrida de
Trens e a equivaléncia das fra¢des, a que tiver maior numerador,
terda maior medida.)

Essa conclusio é tutil, mas podemos ir além. O que dizer so-
bre comparacdo de fragdes propria e impropria com numeradores
e denominadores diferentes?

2- vamos comparar as fragcdes 5/4 e 2/3.

Como:
5 15 2 8
412 °3712
Logo:
5_ 2 15_ 8
4~ 3 Porave 5~ 75

E esperado que os estudantes realizem a Corrida de Trens e
a equivaléncia para essa comparacao, mesmo que desnecessaria-
mente. A verificagdo com as barras, entretanto, pode ensejar outra
importante conclusdo — a comparacao de uma fracdo prépria com
uma improépria é dispensavel, pois a imprépria sempre tera maior
medida que a propria.

3- precisamos realizar a Corrida de Trens e a equivaléncia de de-
nominadores, para compararmos essas fracdes? Por qué?
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Esse estimulo podera promover conexdes e reforgos com o
que ja foi estudado, tornando a aprendizagem relacionada a todo
momento.

E se a comparacao for entre duas fracdes impréprias?

4- como podemos comparar as magnitudes das fracoes 5/4 e 7/3?

Como:
5 15 7 28
4-12°3 12
Logo:
5 7 15 28
Z<§ porque E<E

Aideia é que os estudantes recorram a Corrida de Trens e a
equivaléncia das fracGes para essa comparacao.

A experiéncia da comparacio de fragdes com numeradores
e denominadores diferentes pode gerar o questionamento: e se as
fracdes tiverem numeradores iguais e denominadores diferentes?
Vamos ver isso na proxima segdo.
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Quem tem maior medida, 4/3 ou 4/5? As duas fracdes pos-
suem numeradores iguais. Essa comparacdo serd (devera ser)
imediata se os estudantes se lembrarem de que fracdes
improéprias sdo sempre maiores do que fracdes proprias, mas
como seria comparar 8/3 e 8/5? As duas sdo imprdprias, com
numeradores iguais. A esta altura da aprendizagem podemos usar
as barras de Cuisenaire apenas para comprovarmos a conclusao
de que quanto menor o denominador, maior a medida. Por qué?
(Figura 35)

Figura 35: comparacao entre 8/3 e 8/5

8 8
3 5
[ [:

Se essa conclusdo ndo emergir imediatamente, sdo indica-
dos mais estimulos: quem é maior, 5/2 ou 5/4? (Figura 36)
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Figura 36: comparacdo entre 5/2 e 5/4

5
4
n

Dmlm

A magnitude de 5/2 é maior do que a de 5/4 porque a rela-
¢do entre 5 e 2 é maior do que entre 5 e 4. Observe o leitor que os
comprimentos relativos das barras amarela e roxa sdo mais
proximos do que os comprimentos relativos das barras amarela e
vermelha, portanto, a magnitude 5/2 é maior do que a de 5/4.

A ideia é que os estudantes entendam que, se o
denominador cresce, a medida diminui. O comprimento das
barras pode esclarecer essa propriedade.

Conversa com o pl‘OfESSOl‘:

Depois dos estimulos oferecidos pelo professor, é sempre
bem-vindo que os estudantes proponham comparagdes uns para
os outros.

1- elabore duas fragdes com denominadores diferentes e peca
para um colega dizer qual delas é maior.

A ideia é que os estudantes concluam que, entre duas
fracbes de mesmo numerador, a fragdo de maior medida é a que
possui menor denominador.
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A primeira parte deste livro trouxe lembranca, reforgo e
acréscimos do que pode ser encontrado no ebook Fra¢des a Moda
Antiga de modo mais amplo e profundo, incluindo maior quanti-
dade de atividades e propostas de conducio de aulas desenhadas
por uma equipe em meio a um Lesson Study#¢. A familiaridade
com as barras de Cuisenaire e o estudo das trés propriedades de
fracdes (1- comparacao com denominadores iguais; 2- compara-
¢do com numeradores e denominadores diferentes e; 3- compara-
¢do com numeradores iguais) sdo base para compreensao da arit-
mética com fragdes que inaugura a segunda parte.

46 Lesson Study é um modo de formar professores, elaborado por educadores japoneses,
cuja eficacia vem sendo comprovada cientificamente (Takahashi & McDougal, 2016;
Takahashi, 2006; Takahashi, Watanabe, Yoshida & Wang-Iverson, 2005).
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As operacgdes de adicdo e subtracao de duas fracdes come-
¢am pela determinacdo do MMC entre as unidades de medidas.
Precisamos, entdo, da Corrida de Trens entre as barras, que sdo as
unidades de medidas de cada relacdo. Mas por que realizar o MMC
antes de tudo? Se as relacoes possuem unidades de medidas dife-
rentes, é util torna-las iguais. Por exemplo, em 2/3, 0 “2” se relaci-
ona com o “3”; em 1/2, 0 “1” se relaciona com o “2”; “3” e “2” sdo
magnitudes diferentes e, portanto, cada relacdo é Uinica dentro da
unidade de medida que estio se relacionando. Por isso, precisa-
mos fazer com que ambas as relacdes estejam com a mesma uni-
dade de medida. Essa é a razao para realizarmos o MMC. Vamos a
ele nessas mesmas relagdes...

Tome as fragdes 2/3 e 1/2. A unidade de medida de 2/3
pode ser representada pela barra verde clara. A unidade de me-

dida de 1/2 pode ser representada pela barra vermelha (Figura
37)

Figura 37: unidades de medidas para 2/3 e 1/2, respectivamente

O passo a passo da Corrida dos Trens para as barras verde
clara e vermelha est4 na Tabela 4.
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Tabela 4: Corrida dos Trens entre as barras verde clara e

vermelha

Corrida de trens entre barras verde clara e vermelha

Etapas do jogo

1 verde clara
1 vermelha

1 verde clara
2 vermelhas

2 verdes claras
2 vermelhas

o

2 verdes claras
3 vermelhas

2 barras verdes claras representam 6 barras brancas;
3 barras vermelhas representam 6 barras brancas;
MMC(3,2)=6

A Tabela 4 declara o MMC (3, 2) = 6, porque o comprimento
de duas barras verdes e o comprimento de trés barras vermelhas

correspondem a 6 barras brancas (Figura 38).

Figura 38: MMC (3, 2) = 6, com as barras de Cuisenaire

Acabamos de encontrar uma unidade de medida que sera
comum as duas relagdes (2/3 e 1/2). Resta ajustarmos cada rela-
¢do a essanova unidade de medida. Por qué? Porque 2 se relaciona
com 3 em 2/3, e ndo com 6; 1 se relaciona com 2 em 1/2, e ndo
com 6. Se 6 é uma nova unidade de medida, 2em 2/3 e, 1 em 1/2,
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devem ser ajustados para essa nova magnitude. Na verdade, deve-
mos encontrar relacdes equivalentes a 2/3 e 1/2, respectiva-
mente, que tenham unidade de medida igual a 6, ou seja,

2 7 1 7
_—— - e _—— -
3 6 2 6
Como podemos representar 2/3, tendo 6 barras brancas
como unidade de medida? (Figura 39)

Figura 39: representacao de 2/3 com barras brancas como uni-
dade de medida

2 C » 2 passa a ser 4 nessa nova relagio.

3 =) MMC=6  [1]

Como podemos escrever 1/2, tendo 6 barras brancas como
unidade de medida? (Figura 40)

Figura 40: representacdo de 1/2 com barras brancas como uni-
dade de medida

1 C - 1 passa a ser 3 nessa nova relagdo.

2 = MMC=6  [2]

Adicionando os comprimentos de cada relacdo, temos: (Fi-
gura 41)

Figura 41: adicdo dos comprimentos das duas relagdes

4+3=7
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Substituindo o resultado de [1] e [2] nas respectivas rela-
¢Oes iniciais, temos:

4+3
6 6

(S—
MMC

2+1_
3 2

E como seria com a subtracdo de 2/3 e 1/2?7 Sabemos que
2/3 > 1/2, pelas propriedades das fracdes*’. Entdo, vamos con-
frontar 2/3 com 1/2 (Figura 42).

Figura 42: confronto dos comprimentos das duas relacoes

Substituindo o resultado de [1] e [2] nas respectivas rela-
coes iniciais, temos:

47 Essa comparagdo consta no livro Fragdes a Moda Antiga e foi revisada em secdes
anteriores deste livro.
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A adicao ou subtracdo de fracoes que tenha a mesma uni-
dade de medida, requer apenas a soma ou diminuicdo de suas re-
lacbes.48

Essa experiéncia pode ser generalizada para outras adi¢des

e subtracdes de fra¢cdes da seguinte maneira:

Sejam a/b e c/d relagdes com unidades de medidas b e d,
respectivamente; sendo a, b, ¢, d € Z; b, d # 0. A expressao

axd bXc axXxd+bXc

(o
—d bxd — bxd bxd

a
b

propaga a adicdo e subtracdo para quaisquer relacdes fraciona-
rias.

Conversa com o pl‘OfESSOl’:

As operacdes com fracoes seguem um algoritmo que sera
(claro que sim!) memorizado pela pratica com diferentes adi¢des
ou subtracdes. Mas, essa memorizacdo deve estar associada a
compreensdo do que fazemos ou do que ensinamos. No caso das
operacgdes de adicdo e subtracdo de fracdes, é sine qua non que se-
jamos conhecedores dos motivos para iniciarmos pela determina-
¢do do minimo multiplo comum para, depois, prosseguirmos com
os ajustes das relacdes com a nova unidade de medida (a equiva-
léncia). O que subjaz dessa manobra matematica sdo comprimen-
tos associados a um parametro que chamamos de unidade de me-
dida. Essa concepcao deve estar presente a cada passo dado nas
operacoes.

Com isso em mente, como um desafio, podemos sugerir que
os estudantes realizem soma com trés ou mais fracdes, todas com

48 Essa afirmacdo é uma das propriedades das fracdes que pode ser encontrada em
detalhes no livro Fragdo a Moda Antiga e revisada em se¢des anteriores deste livro.

80



unidades de referéncia diversas. Nesse caso, a Corrida dos Trens
serd com trés ou mais barras. Mais adiante, o professor pode
sugerir alguma operacdo que mescle adicdo e subtracdo de

fracoes. Veja um exemplo.

1- qual é o resultado de 3/4 + 1/2 - 2/3? (Tabela 5)

Tabela 5: Corrida dos Trens entre barra roxa, vermelha e verde

clara
Corrida dos trens entre barras roxa, vermelha e verde .
Etapas do jogo
1 roxa
1 vermelha

1 verde clara

1 roxa
2 vermelhas
1 verde clara

1 roxa
2 vermelhas
2 verdes claras

2 roxas*
3 vermelhas*
2 verdes claras

1{}]@@]

2 roxas
4 vermelhas*
3 verdes claras*

3 roxas*
5 vermelhas*
3 verdes claras

3 roxas
6 vermelhas*
4 verdes claras*

*Observe que houve dois trens que foram menores no comprimento e, por-

tanto, ambos receberam barras na Corrida dos Trens.

3 barras roxas representam 12 barras brancas;
6 barras vermelhas representam 12 barras brancas;
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4 barras verdes claras representam 12 barras brancas.
MMC (4,2,3) =12

Se o MMC (4, 2, 3) = 12, entdo:

+1 2_9+6 8 9+6-8 7
2 3 12 12 12 12 12

S w

A Corrida dos Trens pode se transformar em uma brinca-
deira para os estudantes. Por isso, podemos fazé-los desafiar uns
aos outros, criando expressdes que estimulem o colega a busca
pela solugdo. Também recomendamos combinacées de
expressoes que tenham fracdes proprias e improéprias.

Resta conhecermos a divisdo e a multiplicagdo. Vamos a es-
sas operacdes na préxima secao.
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As operacdes de divisdao e multiplicacdo de duas fracoes sao
facilitadas com o emprego do MMC na perspectiva de medigdo,
como veremos. Vamos iniciar pela operacdo matematica de
divisdo. Antes de tudo, porém, lembramos que usamos as barras
de Cuisenaire para representar numeros. Na verdade, estamos
focando em um atributo das barras para sinalizar nimeros: seus
comprimentos. Entdo, as barras e as letras que as simbolizam
representam comprimentos e o0s comprimentos exprimem
numeros. Compreendemos que a expressao m/v pode ser pensada
do seguinte modo: quanto da unidade de medida v é necessaria
para medir m. Entdo, se m for a barra marrom e v a barra
vermelha, quantas barras de v sdo necessarias para medir o
comprimento da m (veja Figura 43)?

Para efeito de nossa comunicacdo pictérica, até aqui,
usamos nas figuras a setaf \ para indicar o sentido da relagio do
comprimento de uma barra em relacdo ao comprimento de outra
barra que representa a unidade de referéncia. Doravante,
usaremos a seta } para sinalizar a quantidade de barras
necessarias para alcancar o mesmo comprimento de outra barra
(ou magnitude).

Figura 43: quantidade de barras v (a unidade de medida) para
medir o comprimento da barra m#°

b

O contexto da Figura 43 indica que necessitamos de quatro
barras vermelhas para alcangar o comprimento da barra marrom.

49 Observe o leitor que as barras podem ser dispostas vertical ou horizontalmente. No
modo horizontal, costumamos dispor a unidade de medida na parte inferior do conjunto
de barras em andlise que, nesse caso é a barra vermelha medindo a barra marrom.
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f“\ A divisdo de fracdes ocorre de modo
/ semelhante da divisdo de naturais. Pense, por
% exemplo, na operacdo 8 <+ 4 (nesse caso, m =
8 e v=4). Que quantidade é necessaria de v =
4 para alcangcarmos a quantidade de m = 8?
Resposta: duas quantidades de v = 4.
Em outras palavras, quantos “4” para chegar
a “8”? Resposta: Dois “4”.

Paralelamente, vamos usar a ideia graficamente ilustrada
na Figure 43 para realizar a divisdo de 9/8 + 5/8. Entendemos
que essa operacdo de divisdo significa se perguntar: quanto da
unidade de medida, 5/8, é necessaria para medir o comprimento
9/8? Notamos que, além da fragdo 5/8 sendo uma unidade de
medida na dada expressio, nesse caso, ela e a outra fracdo
representam comprimentos que estio sendo medidos pela
mesma unidade de medida, que é o 8 ou, em termos das barras, a
marrom, m (veja a Figura 44).

Figura 44: comprimentos de 9/8 e 5/850

5

8

A barra azul representa 9/8 e a barra amarela representa
5/8. Como as unidades de medida sdo as mesmas para ambas as

w| o

50 As setas das Figuras 44 e 45 ndo indicam arelagdo de fragdo como em situagdes passadas
neste livro.
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fracdes, nossa questdo passa a ser entre os comprimentos, da
amarela em relacdo a azul. Podemos nos perguntar, o seguinte:
quantas barras amarelas sdo necessarias para medir uma barra
azul? (Figura 45)

Figura 45: quantas barras amarelas medem a barra azul?

5<F

Na Figura 45, considerando a barra amarela como a unidade

de medida para medir a barra azul, observamos a necessidade de
uma barra amarela mais um comprimento menor que uma
amarela. O comprimento que resta é igual a uma barra roxa que,
com respeito a unidade de medida, é 4/5 da amarela (veja a Figura
46). Entdo, a resposta para a questdo da Figura 45 é 1 e 4/5 da
barra amarela. Também, uma vez que a barra branca é uma
subunidade das barras amarela e azul e ela é 1/5 da barra
amarela, a barra azul é igual a 9/5. Em resumo, temos que:

9 5 4 9

8 8 "5 5

Figura 46: relagao 1 g nas barras

Entao, como



podemos generalizar em termos simbdlicos assim:

S S}
|

a
= Z,sendoa,b,ceZ;b,ciO. [3]

(S oY

Essa generalizac¢do esta coerente quando os denominadores
sdo iguais.

Agora, e se as unidades de medidas das duas fracdes forem
diferentes? Por exemplo, vamos considerar como realizamos a
divisao 7/6 por 3/10. Se quisermos aplicar a generalizacdo acima
[3], precisaremos de fracées com o mesmo denominador. Para
facilitar nosso calculo, utilizaremos o MMC (6, 10) = 30 (verifique
com a Corrida dos Trens) para transformar as fracées dadas para
fracdes equivalentes que possuem um denominador em comum.

7 3 35 9_35_3
6 10 30 30 9

O

Vamos experimentar nosso procedimento com o problema
da situagdo a seguir:

Maria esta participando de uma gincana matematica na escola. Em
uma das atividades, ela precisou preparar 2/3 de um litro de suco.
Em seguida, Maria foi perguntada sobre quanto essa quantidade
de suco representaria em uma garrafa com capacidade para 5/2
litros. Maria respondeu corretamente. Qual foi a resposta dela?

Como as unidades de medida de cada fracdo sao diferentes,
usaremos o0 MMC (3, 2) = 6, e ajustaremos cada fracdo a nova
unidade de medida que é comum as duas fragdes, como
apresentamos na Figura 47.
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Figura 47: Ajustes de 2/3 e 5/2 a nova unidade de medida 6

s O
CF
s ¢ [ —

Se temos as unidades de medida comuns, nos resta
comparar os comprimentos das duas barras vermelhas com as
trés barras azuis, que representam 4/15 (Figura 48).

NI

Figura 48: Comparacao dos comprimentos de barras
vermelhas e azuis

= C I ——

O resultado da Figura 48 nos diz que Maria respondeu que
a quantidade de suco na garrafa com capacidade para 5/2 litros

representa 4/15 desse recipiente.

Em termos simbdlicos:

pela equivaléncia de fragdes... E . E_ f . 1_5
3°2 6 6
(S—
MMC
Aplicando [3], temos
2 5 4 _ 15
32 6 6



De modo mais geral que em [3], para simplificarmos o
calculo, aplicamos o MMC e a equivaléncia de fragdes assim:

VRS

axd_ch_aXd
bxd bxd bxXc
\ J

Y
MMC Q
sendoa,b,c,deZ; b, c,d#0. Este é o algoritmo tradicional

. para divisdo de duas fragoes.
Os desdobramentos da divisao de fracoes podem ser apro-

veitados para a multiplicacdo de fracdes. Vamos iniciar tomando a
multiplicacao entre 1/2 e 2/3.

1 2

2 3

Essa expressdo diz que queremos encontrar a metade (1/2)
de 2/3. Vamos representar 1/2 com uma barra branca em relagao
auma barra vermelha e, 2/3 com uma barra vermelha em relacao
a uma barra verde clara (Figura 49).

[4]

c
d

S| Q

Figura 49: representacdo de 1/2 e 2/3 com as barras de

Cuisenaire 2
3

A compreensdo da multiplicacao de duas fra¢des pode ser
realizada por meio de trés comprimentos: a barra branca é 1/2 da
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barra vermelha; a barra vermelha é 2/3 da barra verde clara (Fi-
gura 50).

Figura 50: relacdesde 1/2e 2/3
2

3
nN

DMH

A comparagao multiplicativa entre o 12 e 22 comprimentos
e entre 0 22 e 32 comprimentos é a relagdo do 12 e 32 comprimen-
tos (Figura 51).
Figura 51: Construcdo da relacdo do 12 e 32 comprimentos

2 2

Tl

Entdo, 1/2 de 2/3 é 1/3. Em outras palavras, a metade de

2/3 é 1/3. Simbolicamente, temos:
90
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1
3

N| =
wl N

Observe o leitor que a unidade de referéncia de 1/2 é igual
arelacdo em 2/3. Em outras palavras, o denominador da primeira
fracdo e igual ao numerador da segunda fracdo. Quando essa
igualdade ocorrer, a operacdo de multiplicacdo pode ser escrita
como:

a

=7 [5]

X

Sl IS
Qs

sendo a/b e b/c relagbes com unidades de medidas b e c,
respectivamente,ea, b,c€ Z; b, c # 0.

Mas, e se a unidade de medida da primeira fracdo ndo for
igual a relacdo da segunda fracdo? Vejamos o caso de 9/5 x 4/7
em um problema como este: uma pequena fabrica produz 9/5
metros de tecido por hora. Quantos metros de tecido ela produzira
em 4/7 de hora?

A solucdo nas barras sera facilitada se realizarmos o MMC
entre a unidade de medida da primeira fracdo e a relagdo da
segunda frag¢do, ou seja, MMC (5,4) = 20 (Confira na Corrida de
Trens). Depois, ajustamos as fracdes a nova unidade de medida
para ambas e aplicaremos a expressao [5], do mesmo modo como
procedemos com a multiplicacdo entre 1/2 e 2/3.

Figura 52: Ajustes das fragdes 9/5 e 4/7 a nova unidade de

medida
; G [rm—
2 C —
L e e e ——
= C I ——————




A pequena fabrica produzira em 4/7 de hora 36/35 metros
de tecido. Simbolicamente, temos:

9X4_36X20_36
577 2035 35

De modo mais simples, como ja construimos a ideia da
multiplicacdo e divisdo de fragdes com as barras, podemos aplicar
a expressdo [4] diretamente em quaisquer multiplicacées de
fracdes. No problema da Figura 52, temos:

a d 9 4 36
— X —==X == —.
b c 5 7 35

sendo a/b e d/c relagdes com unidades de medidas b e c,

respectivamente, e a, b,c, d € Z; b, c # 0.

Conversa com o professor:

Mais uma vez, o professor pode propor outras operagdes
matematicas de divisio e de multiplicagdo, a iniciar com
operacOes mais simples, como as que ilustramos nesta secdo, ou
com conexdes preliminares que tragam esclarecimentos

L 2 _ 5
adicionais. Por exemplo, para o caso de S X 500 professor pode

questionar ou argumentar:
- Quanto sdo 2/5 de 5/9 de um terreno?
- A metade de dois metros é um metro;

- A barra vermelha é 2/5 da barra amarela. A barra amarela é

5/9 da barra azul. Simplesmente, a barra vermelha é 2/9 da

2 5 2
barra azul, logo, = X == -.
579 9

Depois que os estudantes compreenderem essas agdes e
estiverem confiantes sobre o que fazem, recomendamos avangar
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para uso de procedimentos ou algoritmos que simplifiquem as
operacbes matematicas com fracdes, sempre associando aos
conceitos construidos.

Bom trabalho!
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No mundo de hoje, o acesso econdmico e a
cidadania plena dependem crucialmente da
literacia matematica e cientifica.

Bob Moses (1935-2021)51

A introducao do estudo de fra¢des ocorre geralmente em
anos iniciais do ensino basico de muitos curriculos escolares mun-
diais. Esse inicio deve estar comprometido com a construcao dos
conceitos ali subjacentes, sob risco de que alguma superficiali-
dade, parcialidade ou equivoco>2 ligados ao ensino e aprendiza-
gem de fra¢des possa lesar, em algum senso, a literacia matema-
tica e cientifica. Essa lesdo pode ser nociva para além da escolari-
dade e cientificidade, e atingir mais amplamente a plena cidada-
nia.

E que indicios demonstram que o ensino e a aprendizagem
de fragdes alcangaram objetivos escolares e cientificos no sentido
de que a literacia matematica ndo tenha comprometido a
cidadania? Quando, por exemplo, houver: (1) atencdo sobre a
unidade de referéncia; (2) entendimento sobre as relagdes
existentes entre numerador e denominador forem entendidos em
suas relacdes; (3) interpretacdo das fracées impréprias e mistas
forem interpretadas além dos limites da unidade de medida; (4)
reconhecimento de uma fracdo independa de parti¢des
representativas iguais; (5) discernimento entre as propriedades
dos nimeros naturais e fracionarios; (6) compreensio de que o0s
numeros racionais sdo densamente ordenados (entre dois
racionais ha infinitos outros racionais); (7) diversidade de
representacdes imagéticas de fracdes nao seja um empecilho para
a compreensao; (8) conexdo entre os diferentes modos de

51 Bob Moses (1935-2021) foi um ativista dos direitos civis e educador, publicou o livro,
“Radical Equations: Civil Rights from Mississippi to the Algebra Project” em 2001.
52 Souza (2021), Silveira, Souza & Powell (2024), Powell & Souza (2024).
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expressao do numero fracionario; (9) aplicacdo do algoritmo das
operacOes aritméticas de fragdes forem aplicados como uma
simplificacdo do conceito apreendido.

Esses indicios podem ser mapeados pelas atividades apre-
sentadas no inicio deste livro ou nas que sugerimos a seguir:

1) suponha que a forma abaixo represente a quantidade 9/4.

Usando essa informacgdo, mostre uma forma que represente a
quantidade 1.

2) suponha que os pontos abaixo representem a quantidade 2/5.

Usando essa informagdo, mostre uma representacdo para a quan-
tidade 4/3.

3) na reta abaixo, Maria localizou a fracdo 3/2 em A, Pedro locali-
zou em B e Clara em C. Quem localizou 3/2 corretamente? Quem
se equivocou? Por qué?
| l l
I [ |
4 B 5 6
C
4) vocé tem R$90,00 repartidos em quatro partes: R$10,00,
R$5,00, R$45,00 e R$30,00. Algum desses valores é 1/3 de
R$90,007? Justifique sua resposta.
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5) a parte amarela da figura abaixo representa 1/8 de toda a fi-

\//
N

6) Ana leu 3/4 de um livro na primeira semana e 2/3 do restante
na segunda semana. Quanto falta para Mariana finalizar o livro? A
unidade de referéncia interfere na resposta?

7) uma noite, o rei ndo conseguia dormir, entdo desceu até a
cozinhareal, onde encontrou uma tigela cheia de mangas. Estando
com fome, pegou 1/6 das mangas. Mais tarde, naquela mesma
noite, a rainha estava com fome e ndo conseguia dormir. Também
encontrou as mangas e pegou 1/5 do que o rei havia deixado. Mais
tarde, o primeiro principe acordou, foi até a cozinha e comeu 1/4
das mangas restantes. Mais tarde ainda, seu irmao, o segundo
principe, comeu 1/3 do que restava. Finalmente, o terceiro prin-
cipe comeu 1/2 do que restava, deixando apenas trés mangas para
os servos. Quantas mangas estavam originalmente na tigela?s3

A importancia do estudo de fragdes se constitui em um im-
portante viés para a Matematica e outras areas cientificas. A pers-
pectiva de medicdo retoma a emergéncia do nimero fraciondrio,

53 https://www.nctm.org/uploadedFiles/Content/Lessons/Resources/6-8/Classic-AS-
Mangoes.pdf
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evitando simplificacdes desastrosas para a compreensio desse
objeto matematico. Nessa esteira, a comparacdo multiplicativa
entre duas grandezas comensuraveis se apresenta como uma
possibilidade de superacdo dos problemas apontados pela
comunidade cientifica da Educacdo Matemadtica, Psicologia
Cognitiva e Neurociéncia, como vimos em sec¢des anteriores.
Nesse sentido, desejamos que o conteddo deste livro possa ser
ponto de partida para formacdes de professores, deixando a cargo
de cada docente sua criatividade, experiéncia e intuicdo na
desafiadora responsabilidade de ensinar e aprender fracoes e,
assim, imprimirem sua marca pessoal.
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