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RESUMEN

El libro “Principios de cinematica de particulas para ingenieros”, esta
dirigido principalmente a los estudiantes de pregrado en ingenieria mecanica, o
de alguna disciplina afin, o para cualquier profesional interesado en disponer de
una herramienta metodolégica que apoye la comprension, solucién y validacion
de resultados en problemas de ingenieria relacionados con el movimiento de los
cuerpos, sin detallar las causas que lo producen. El libro incluye la descripcidon
de la cinematica de un cuerpo o un conjunto de cuerpos, con enfoque vectorial,
cuyo comportamiento dinamico podria tratarse como el de una particula o de un
cuerpo rigido, con movimiento lineal, curvilineo, o combinacién de ambos, para
diferentes intervalos de tiempo. Para la solucién de los problemas, se requiere
de la seleccion adecuada de un sistema de referencia fijjo o en movimiento:
cartesiano, normal-tangencial, polar-cilindrico, utilizando diferentes herramientas
del calculo, algebra lineal, geometria, trigonometria y fisica, considerando los
principios de Newton.

Como valor agregado que propone el libro en la solucién de los problemas
de cinematica, se presenta una metodologia desarrollada en varios pasos
secuenciales que caracterizan la cinematica del cuerpo: 1) un primer paso inicia
con la comprension, analisis e interpretacion detallada de los requerimientos del
problema; 2) un segundo paso plantea un modelo fisico o modelo grafico del
comportamiento dindmico, que describe el movimiento simplificado del cuerpo;
3) un tercer paso formula y resuelve de manera analitica, mediante ecuaciones
matematicas, el movimiento del cuerpo; 4) un cuarto paso, para la metodologia
propuesta, permite realizar la interpretacion y validacion de los resultados
obtenidos, de acuerdo con el modelo fisico y con las ecuaciones analiticas
planteadas para la solucion del problema.

Se resalta que, la metodologia propuesta enfatiza en la necesidad de
describir graficamente y mediante un modelo cinematico, la geometria que
caracteriza el movimiento del cuerpo, durante el intervalo de tiempo, para
una situacion particular, utilizando un sistema de referencia especifico. De
esta manera, se evita en una primera instancia la aplicacion memoristica de
ecuaciones cinematicas aisladas, sin un analisis detallado y la construccion
previa de un modelo descriptivo que sintetice el comportamiento del cuerpo. En
este sentido, las ecuaciones analiticas utilizadas para la solucién del problema
deben representar de manera coherente el movimiento del cuerpo material en
armonia con el modelo fisico (cineméatico), y simultaneamente permite fortalecer
la capacidad critica deductiva y/o inductiva para la solucion de problemas de
ingenieria.

Finalmente, se menciona que las variables de interés para abordar los
problemas de cinematica de la particula, corresponden a: desplazamiento,
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velocidad y aceleracion en funcion del tiempo. Dicha variacion permite
caracterizar el movimiento lineal, curvilineo, tridimensional, del cuerpo material
para diferentes intervalos de tiempo con aceleracion constante, aceleracion
variable (acelerado, desacelerado). Esta caracterizacidn del movimiento se
presenta en una direccion (un solo eje, 1D), dos direcciones (dos ejes, en un
plano, 2D) o tres direcciones (tres ejes, en el espacio, 3D), dependiendo del
sistema de referencia elegido (cartesiano, polar-esférico, normal-tangencial o
cilindrico).
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INTRODUCCION

La dinamica es una rama de la mecanica que estudia el movimiento de los cuerpos
materiales (objetos de estudio), en funcién del tiempo. Si el movimiento del cuerpo se lleva a
caboconvariaciones de velocidad constantes en eltiempo, se tratade un movimiento uniforme
0 movimiento con aceleracion constante, pero si el movimiento ocurre con variaciones de
velocidad no constantes en el tiempo, se trata de un movimiento uniformemente acelerado,
desacelerado o movimiento con aceleracién variable. Adicionalmente, el comportamiento
dinamico puede ser tratado como el de una particula, representado por un Unico vector de
velocidad en su centro de masa y sin rotacion alrededor de su centro de masa; sin embargo,
si dicho movimiento implica la rotacion de un punto cualquiera del cuerpo material alrededor
de su centro de masa, el comportamiento dinamico corresponde al de un cuerpo rigido. En
este Ultimo caso, la velocidad en cualquier punto del cuerpo rigido no puede representarse
por un unico vector de velocidad, y por lo tanto su magnitud, direccién y sentido para un
mismo instante de tiempo podrian ser diferentes.

De manera global, el estudio de la dindmica de los cuerpos materiales suele dividirse
en dos grandes areas: una relacionada con la descripcion del movimiento de los cuerpos
sin importar las causas que lo ocasionan, denominada cinemética; mientras que la segunda
gran area de la dinamica, esta relacionada con el efecto de las fuerzas y momentos externos
que causan el movimiento del cuerpo, denominada cinética.

En el libro “Principios de cineméatica de particulas para ingenieros” se trata la
primera area, donde se destaca que la cinematica permite obtener las diferentes variables
y/o parametros presentes en el movimiento como: desplazamientos (trayectorias),
velocidades, aceleraciones y/o la combinacion de ellas en funcidon del tiempo, partiendo de
las definiciones establecidas en la mecanica del movimiento estudiada por Newton, bien
sea en trayectorias lineales como en trayectorias curvilineas. En este sentido, dependiendo
del tipo de problema a resolver y de las variables que se deseen evaluar, de acuerdo con
el tipo de problema y/o aplicacién de ingenieria, se opta por un método particular o una
combinacion para dar solucién a los problemas. Estos métodos y/o combinacion de estos
utilizando diferentes sistemas de referencia, se detallaran en el desarrollo de este libro
introductorio de “Principios de cinematica de particula para ingenieros”.

Con el fin de establecer resultados de aprendizaje para la cinematica de particula de
manera comparativa con la cinematica del cuerpo rigido, el libro “Principios de cinematica
de particulas para ingenieros” considera de manera especifica los siguientes capitulos:

+  El capitulo 1, presenta un comparativo del comportamiento dindmico de la par-

ticula y del cuerpo rigido, y una breve metodologia para resolver los problemas
de cinemética de particula.

. Los capitulos 2 al 6, abordan la cinematica de particula considerando los tres
sistemas de coordenadas y/o de referencia: cartesiano o rectangular (x, y, z);

Introduccion

1



normal-tangencial (n, 7) y el polar-cilindrico (r; 9, z). En estos capitulos, se eva-
lban los diferentes parametros de posicion, velocidad y aceleracion en funcion
del tiempo para algunos componentes de sistemas mecanicos y/o elementos
de maquinas.

Es importante advertir al lector que, para cada uno de los temas especificos en
cinematica, que conforman los seis capitulos mencionados se desarrolla un ejemplo
ilustrativo aplicando la metodologia propuesta, con el fin de adquirir competencias
y habilidades para la solucion de cualquier problema que se plantee de los autores
reconocidos y/o de los textos tradicionales que se recomiendan en las instituciones de
educacion superior a nivel global.

No sobra mencionar que los problemas de cinematica se resuelven considerando
los sistemas de referencia universales: cartesiano (x, y, z); el normal-tangencial (n, 7) y el
polar-cilindrico (5, 6, z), los cuales se espera que los estudiantes y/o lectores tengan los
conocimientos suficientes adquiridos en cursos previos de calculo diferencial e integral,
algebra, trigonometria y fisica mecanica.

Finalmente, es importante mencionar que en la soluciébn de los problemas se
implementa una metodologia detallada y secuencial conformada por cuatro etapas, la cual
se sintetiza a continuacion:

+  Etapa 1, de comprension y entendimiento del problema, identifica y caracteriza
el comportamiento del cuerpo material (particula o cuerpo rigido); establece
las variables, pardmetros e incégnitas del problema; plantea suposiciones y/o
posibles hipotesis a utilizar durante las etapas posteriores, en particular en la
analitica; identifica e interpreta la informacion y datos que entrega el proble-
ma; discute sobre un posible método de solucién al problema, de acuerdo con
las especificaciones de cada caso. De acuerdo con el grado de claridad que
se le dé al problema en esta etapa es muy posible que se brinden elementos
para establecer modelos fisicos simplificados de la situacién problema y/o para
posibles planteamientos analiticos que apoyaran las siguientes etapas de la
metodologia.

- Etapa 2, contempla el planteamiento de un modelo fisico que sintetiza el pro-
blema, considerando un sistema de referencia que permita establecer los pa-
rametros cinematicos que representan el comportamiento del cuerpo material.
En esta etapa, se establecen los diferentes modelos y/o esquemas graficos
considerando geometria, dimensiones, niveles de referencia, parametros y/o
variables especificas del problema.

»  Etapa 3, desarrolla el planteamiento matematico y/o analitico que se soporta en
el modelo grafico cinematico y en los deméas esquemas posibles que sintetizan
la situacion fisica del problema. Entre la Etapa 3 y la Etapa 2, debe existir 100%
de coherencia, dado que una explica a la otra o da respuesta a la otra. Es decir,
el planteamiento analitico se realiza a partir de los modelos gréaficos y de los
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principios y/o ecuaciones de cinematica que se aplican especificamente a ese
modelo y no a otro. Los modelos gréaficos son especificos y tienen validez plena
con el planteamiento analitico de la Etapa 3.

Etapa 4, permite ampliar el entendimiento y comprension de un problema deter-
minado, incluso proyectarlo a otras dimensiones y/o aplicaciones. Esta etapa es
muy importante porque no cierra el aprendizaje, sino que lo abre a nuevas posi-
bilidades y permite fortalecer los conocimientos y fundamentos. No solo ac4 es
importante la interpretacion de los resultados, también es posible la exploracidon
de estos en otras aplicaciones similares, incluso plantearse nuevas hipétesis,
nuevas formas de solucionar el problema, comparar métodos, comparar e inter-
pretar resultados entre tantas posibilidades.

Introduccion
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1. CONCEPTOS DE LA PARTICULA Y DEL CUERPO RIGIDO

1.1 Conceptos basicos del cuerpo material

*  Resultado de aprendizaje

Desarrollar capacidades y habilidades conceptuales para establecer y diferenciar el
comportamiento entre una particula y un cuerpo rigido y sentar las bases para implementar
una metodologia de solucion de problemas que pueda extenderse al curso de dinamica.

1.1.1 Consideraciones generales para abordar problemas de la dinamica

+  Concepto base de particula

En la cinematica de particula, se considera que el objeto material de estudio,
independiente de su tamafio, peso y geometria, no sufre cambios estructurales en ninguno
de sus puntos materiales. Ademas, se considera que ningun punto del cuerpo material
presenta una rotacion alrededor de su Centro de Masa (CM); es decir, el movimiento del
cuerpo material puede representarse por el movimiento del CM del cuerpo de estudio y

viceversa.

»  Paralelo entre la estatica y la dinamica

En un curso previo de estatica en ingenieria y/o de fisica mecanica se logra identificar,
comprender y describir las caracteristicas del comportamiento del cuerpo material: el
de una particula o de un cuerpo rigido, en funcion de las fuerzas y momentos externos
que provocan el movimiento del cuerpo material, en estado de equilibrio, en ausencia de
aceleracion.

- Ejemplo 1
Si se aplica la Segunda Ley de Newton y el cuerpo material no se desplaza, la

velocidad en cada instante es cero y por lo tanto no existe aceleracion, de manera que la
Segunda Ley de Newton es cero:

(XF=ma=0) ; (IM=#xF=0)

- Ejemplo 2
Si un cuerpo material se desplaza con velocidad constante en el tiempo, su

aceleracion, debida al cambio de la velocidad en el tiempo, es nula y por lo tanto aplicando
la Segunda Ley de Newton al movimiento del cuerpo es cero.

1. Conceptos de la particula y del cuerpo rigido
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La diferencia entre ambos casos radica en que en el primero de ellos el cuerpo
material permanece en reposo y en el segundo se desplaza con velocidad constante.
Lo comun entre ambos casos es que no existe aceleracion porque no hay cambios de
velocidad en funcion del tiempo.

Para el caso de la dinamica, el cuerpo material siempre se desplaza, con algun
movimiento caracteristico: lineal, relativo, absoluto, oscilatorio, pendular, parabdlico,
circular y/o curvilineo general, pero dicho desplazamiento ocurre con variaciones de la
velocidad para cualquier instante de tiempo de interés particular. Es decir, siempre existe
una aceleracion resultante durante su desplazamiento y por lo tanto la Segunda Ley de
Newton es diferente de cero.

- Consideraciones sobre condiciones cinematicas de los cuerpos materiales

+  Podrian acelerarse. Situacion en la cual la velocidad incrementa con el tiempo.

«  Podrian desacelerarse. Situacion en la cual la velocidad disminuye con el
tiempo.

- Podrian moverse inicialmente con una velocidad diferente de cero y en
otro instante cualquiera podrian llegar a una velocidad nula. Movimiento
ascendente o tiro vertical; movimiento lineal oscilatorio (alternativo).

«  Podrian partir de una velocidad nula y acelerar un instante posterior. Movi-
miento vertical de un ascensor, golpe a una pelota, lanzamiento de un plato vo-
lador, el movimiento lineal y alternativo de un pistén, lanzamiento de un proyectil
en un sistema inercial, entre multiples casos.

»  Caracterizacion de los cuerpos materiales: Particula o cuerpo rigido

Es importante considerar que, en la caracterizacion cinematica de un cuerpo
material, dentro de un sistema de referencia, existen restricciones de movimiento bien sea
en el desplazamiento en una o varias direcciones e incluso en la rotacion sobre alguno
de los ejes, lo cual implica que la aplicacion de la Segunda Ley de Newton sobre los ejes
con restriccion es cero. Para las demas direcciones, donde no existe la restriccion del
movimiento lineal acelerado o para movimiento con rotacion acelerado, la Segunda Ley
de Newton es diferente de cero, por lo tanto, las variables cinematicas del cuerpo material
podrian cambiar en funcién del tiempo.

Cuerpo con movimiento acelerado:

(XF=ma=0) ; (IM=FxF=#0)

En el caso particular, del movimiento del cuerpo material que incluye rotacidén
alrededor de un eje cualquiera que atraviesa al cuerpo, incluido su centro de masa, el
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comportamiento del cuerpo es de un cuerpo rigido. Esto implica que tanto las magnitudes de
la velocidad sobre los diferentes puntos materiales del cuerpo rigido como sus direcciones
podrian ser diferentes. Esta diferencia es evidente cuando varia la velocidad angular de
rotacion y por lo tanto la aceleracion angular varia en el tiempo.

A diferencia del movimiento de traslacion lineal, donde la direccion y sentido de las
velocidades se mantiene constante, durante el movimiento rotacional los cuerpos sufren
variaciones en sus direcciones en los diferentes puntos materiales del cuerpo rigido.

Una clave importante para caracterizar el movimiento de un cuerpo material
es identificar como se mueve un punto cualquiera dentro del cuerpo con relacion a su
centro de masa y si existe una rotacion de este punto con relacion al centro de masa,
el comportamiento del cuerpo material se estudia como el comportamiento de un cuerpo
rigido. Por lo tanto, las ecuaciones que evaluan el movimiento del cuerpo rigido, son las

ecuaciones que consideran rotacion.

. Aplicaciones de la dinamica

Es importante tener presente que de acuerdo con las exigencias funcionales en las
cuales debe operar un componente, sistema, mecanismo 0 maquina en un area cualquiera
de la industria, se decide el tipo de disefio bien sea mediante los calculos estaticos o
dinamicos. Por ejemplo, para el caso de maquinas y estructuras que operan con altas
velocidades y aceleraciones los calculos son fundados en los principios de la dinamica,
mas que en la estatica (Meriam y Kraige, 2012-2014).

Algunas aplicaciones en las cuales prima el disefio mediante los calculos dinamicos,
mas que los calculos por la estética, son las siguientes (Meriam y Kraige, 2012-2014):

- Disefo de estructuras méviles, cohetes, misiles, naves espaciales, aviones,
vehiculos de transporte terrestre.

- Disefo de estructuras fijas sometidas a cargas de choque y/o de impacto.

. Dispositivos para robots, sistemas de control automatico, balistica, electronica,
sistemas eléctricos.

. Disefio de turbinas, bombas, motores eléctricos, motores alternativos, polipas-
tos, maquinas herramienta, entre otros.

- Disefno de maquinaria para el procesamiento y empaque de alimentos y bebi-
das, entre otros.

Otras aplicaciones importantes del disefio de equipos y sistemas en las industrias
estan asociadas con:

- Diseno del tren de aterrizaje de aviones.

+ Disefo de los elementos mecanicos para una grua.
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- Disefo de compresores para diferentes aplicaciones en la industria del petro-
leo, cemento, alimentos, ente otras.

- Diseno de suspensiones y direcciones de ruedas en vehiculos automotores.

1.1.2 Metodologia propuesta para la solucion de problemas de dinamica

Se propone un procedimiento metodoldgico que facilita la comprension del problema
a partir del entendimiento del enunciado y la interpretacion de la informaciéon de los datos
que se entregan y, en consecuencia, abstraer del mismo una posible solucion.

Este procedimiento metodologico contempla varias etapas secuenciales:

- Etapa 1

Inicia con un proceso de comprension y entendimiento del problema.

- Etapa 2

Continta con el planteamiento de un modelo o modelos graficos y fisicos que
sintetiza el problema.

- FEtapa 3

Se realiza el planteamiento analitico del problema, aplicando las herramientas
matematicas, las ecuaciones caracteristicas y/o las definiciones basicas que rigen el
comportamiento dinamico de los cuerpos.

- FEtapa 4

Se cierra el ciclo con un proceso de validacion, retroalimentacion, sintesis y/o
ampliacién de los resultados obtenidos, con fines de fortalecimiento argumentativo.

Con fines de ampliar y detallar la metodologia propuesta, para cada una de las
etapas se desglosan las actividades a desarrollar, considerando que cada problema, es un
caso especifico y para el mismo, pueden existir multiples soluciones, de acuerdo con los
métodos y herramientas que se utilicen.

Ampliemos el procedimiento metodolégico de cada una de las etapas:

- Etapa 1. Comprension y entendimiento detallado del problema

Durante esta etapa se requiere desarrollar los siguientes propoésitos, con fines de
avanzar la solucion coherente del problema de estudio:
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Interpretar y comprender la naturaleza fisica y analitica del problema mediante
la lectura critica, estableciendo las posibles variables, parametros y/o incogni-
tas que se requieren para una posible solucion.

Contextualizar coherentemente a partir de la formulacion del problema, las hi-
pétesis y los datos entregados, con fines de proyectarla en los posibles modelos
fisicos y analiticos que la puedan explicar.

Establecer el tipo de comportamiento del cuerpo o cuerpos materiales de estu-
dio mediante los fundamentos de la dinamica: comportamiento de particula o
de cuerpo rigido.

Determinar y clasificar los parametros dinamicos en el tiempo para cada punto
de la trayectoria, al menos se requiere caracterizar dos puntos: una condicion
inicial y una condicién final; sin embargo, hay condiciones intermedias (comu-
nes) que también requieren de informacion.

Plantear otras posibles hipo6tesis en caso de ser necesarias de acuerdo con la
informacion especifica del caso de estudio.

- Etapa 2. Planteamiento de un modelo o modelos fisicos dinamicos que sintetizan
la situacion fisica del problema

Similar a la etapa anterior, durante esta etapa se requiere cumplir con diferentes

exigencias con fines de avanzar en la solucion secuencial del problema:

Plantear un posible modelo o modelos fisicos, graficos y/o esquemas detalla-
dos, con la informacion contextualizada y procesada en la etapa anterior, que la
vez, permita el avance coherente y secuencial del problema en las posteriores
etapas.

Establecer claramente un sistema de referencia vectorial y/o escalar detallado
y completo, con especificaciones geométricas, segun la informacion y datos del
problema, contextualizando la situacion particular con fines de facilitar el proce-
dimiento analitico posterior de solucion.

Identificar y ubicar los parametros cinematicos y/o cinéticos, las variables, las
cotas, los niveles de referencia, las incognitas y demas informacion pertinente
sobre el modelo fisico construido, que son necesarios y/o intervienen en la so-
lucion del problema.

Plantear diferentes esquemas y gréaficos necesarios para describir la geometria
y/o la topologia de las posiciones del cuerpo durante la trayectoria en el tiempo,
con fines de ofrecer un mayor grado de detalle y/o complementar.
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- Etapa 3. Desarrollo de un modelo o modelos matematico(s) y/o analiticos que
expliquen los modelos fisicos y permitan avanzar en los calculos solicitados

Conforme se ha mencionado en las etapas anteriores, es necesario la aplicacion
de los fundamentos de la dindmica, mediante ecuaciones analiticas que expliquen el
planteamiento fisico y brinden un procedimiento adecuado para la solucién. A continuacion,

se detallan algunas actividades que deben desarrollarse:

+  Establecer la formulacidbn matematica y/o el planteamiento de las ecuaciones
analiticas necesarias para resolver el problema, evidenciando el uso de herra-
mientas matematicas viables, que den solucion y expliquen adecuadamente los
modelos fisicos planteados, en la etapa anterior.

+ Realizar los calculos matematicos en concordancia con las ecuaciones plan-
teadas, considerando la informacion del modelo fisico, utilizando las hipotesis y
los datos que entrega el problema. Este procedimiento debe garantizar la cohe-
rencia con el sistema de referencia y sus convenciones, con el fin de que los
resultados obtenidos en esta etapa, brinden soporte adecuado a los modelos
fisicos y geométricos planteados, previamente.

»  Utilizar adecuadamente los principios y fundamentos de la dinamica a cada
caso particular, de acuerdo con la caracterizacion especifica que se ha dado
a los cuerpos materiales de estudio (particula, cuerpo rigido); al tipo de movi-
miento que presentan; los efectos externos que originan el movimiento y sus
consecuencias; las ecuaciones y métodos caracteristicos que se utilizan para
los célculos matematicos; el uso adecuado de hipoétesis, las consideraciones
a las restricciones de movimiento que tienen los cuerpos; el soporte de cono-
cimientos previos y/o la utilizacién de informacion complementaria de apoyo,
entre otras, que faciliten la busqueda de los soluciones al problema planteado.

+  Utilizacién de herramientas computacionales y/o de modelamiento gréafico y/o
matematico que satisfagan completamente y guarden la coherencia con los mo-
delos fisicos establecidos.

- Etapa 4. Interpretacion y validacion de los resultados obtenidos

Se establece como una etapa vital para la retroalimentacion de resultados, de
autoaprendizaje, de interpretacion, de comparacion y/o de proyeccion, de los resultados
obtenidos. Se considera una etapa con gran potencial para fortalecer los fundamentos y
conocimientos de la dinamica de los cuerpos materiales y proyectarlos a otras areas que
los requieren como insumo de célculo previo para su implementacion como: el disefio de
componentes, de sistemas, de maquinas, de procesos; el disefio y desarrollo de materiales,
el desempefio, mantenibilidad, y confiabilidad de elementos en sistemas y maquinas;
entre multiples posibilidades. En esta etapa se proponen actividades que brindan un valor
agregado a los resultados y proyeccion de estos:
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Interpretar y validar los resultados obtenidos para los diferentes parametros e
incognitas formuladas, considerando el uso adecuado de hipotesis, informa-
cion, datos y modelos fisicos utilizados. Nota: debe validarse la coherencia inte-
gral del proceso llevado a cabo para la solucién del problema.

Evaluar de manera critica y/o autocritica los resultados obtenidos con relacién a
los diferentes métodos y herramientas analiticas utilizadas: ecuaciones y mode-
los analiticos de la dinamica; herramientas de céalculo; herramientas de modela-
cion grafica; herramientas de simulacion; herramientas computacionales, entre
multiples herramientas. Nota: toda evaluacion, comparacion, retroalimentacion
critica y/o autocritica debe considerar el rigor establecido en los principios y
formulaciones de la dinamica para el comportamiento particular del cuerpo y/o
cuerpos materiales de estudio.

Realizar proyecciones de los resultados de acuerdo con los problemas especi-
ficos planteados a otras areas de interés en la ingenieria, con fines de mejorar
procesos de fundamentacioén, de retroalimentar conocimientos, entre otros. Es
comun potenciar a partir de los datos y resultados obtenidos para el problema,
modificar, agregar, plantear otros posibles problemas para fortalecer y/o am-
pliar, conocimientos modificando la perspectiva del problema inicial, con fines
de autoaprendizaje y de mejora continua.

Realizar comparaciones y establecer conclusiones practicas a partir de los re-
sultados obtenidos con el problema especifico y/o estudio de los casos plan-
teados para potenciar conocimiento, con fines de autoaprendizaje activo y de
mejoramiento continuo de la dinamica.

- Referencia general sobre Galileo Galilei y de Isaac Newton en relaciéon con la
dinamica

Galileo Galilei (1564-1642). Astrbnomo ltaliano (1609). Formulé las primeras
leyes sobre el movimiento de los cuerpos. Metodologia experimental en caida
libre de cuerpos en torre de Pisa (“todos llegan al suelo con el mismo tiempo”) y
movimiento pendular (1602). Inicio de la metodologia cientifica moderna y argu-
mentativa. Construccion de un plano inclinado de 6 metros pulido para reducir
friccion. Sent6 las bases para la caida de cuerpos en el vacio y el disparo de
proyectiles.

Isaac Newton (1642-1727). Cientifico y matematico britanico. Tomo los funda-
mentos que dejaron Galileo y Kepler. Estableci6 las tres leyes fundamentales
de la Dinamica (Ley de inercia, Ley de proporcionalidad y Ley de accién-reac-
cién), publicadas en 1687. Formul6 la Ley de atraccion gravitatoria universal
compitiendo con Robert Hooke en 1679. En 1685 comprobé su validez con la
aplicacion a la Luna.
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2. CINEMATICA DE LA PARTICULA. MOVIMIENTO
RECTILINEO

*  Resultado de aprendizaje

Desarrollar capacidades y habilidades para caracterizar el movimiento lineal
(unidireccional, lineal oscilatorio, tiro vertical, caida libre, relativo, absoluto) o curvilineo
(parabdlico, pendular, general 2D, general 3D), del cuerpo material independiente o
haciendo parte de un sistema mecanico dentro de un sistema de referencia en funcion del
tiempo, y utilizando los principios de la cinematica para el movimiento rectilineo en 1D, 2D
0 3D, soportado en las herramientas basicas de fisica mecanica, trigonometria, estatica y/o
de calculo integral y diferencial.

2.1 Movimiento rectilineo

*  Resultado de aprendizaje

Desarrollar capacidades y habilidades para caracterizar el movimiento lineal del
cuerpo material independiente o haciendo parte de un sistema mecanico para el sistema
de referencia unidireccional, y utilizando los principios de la cinematica para el movimiento
en 1D, soportado en las herramientas basicas de fisica mecanica, trigonometria, estatica

y/o de calculo integral y diferencial.

2.1.1 Conceptos basicos para el movimiento rectilineo

Corresponde al movimiento de los objetos materiales que no rotan y que solo se
trasladan; es decir, su centro de masa se desplaza en la misma direccion del objeto, por
lo tanto, no hay cambios ni en la magnitud ni en la direccion de los vectores y/o variables
cinematicas de cualquier punto material del objeto en movimiento.

El movimiento de la particula puede realizarse en una dimensién (una linea recta,
rectilineo), y corresponde al movimiento rectilineo sobre una coordenada de un sistema
de referencia y se denomina movimiento de traslacién unidimensional (unidireccional o
en un eje). Si se lleva a cabo en dos coordenadas simultaneamente o sobre plano de un
sistema de referencia, se denomina movimiento de traslacion bidimensional (bidireccional
o en el plano). Si el movimiento rectilineo ocurre en tres direcciones o en tres coordenadas
simultaneas de un sistema de referencia, el movimiento se denomina movimiento de
traslacion tridimensional (tridireccional o espacial).

Se considera el concepto de particula material ideal como un punto matematico sin
extension espacial, sin tamafio, que hace referencia al centro de masa del objeto. En este

sentido, conforme se mueve el centro de masa se caracteriza el movimiento del objeto.

2. Cinematica de la particula. Movimiento rectilineo
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Con frecuencia, el modelo de particula se considera practico para representar
situaciones donde se evalua Unicamente el movimiento de traslacion sin importar el tamafio
y la geometria del objeto. Por ejemplo, el movimiento de una bola de billar, de un disco
volador (frisbee), de un vehiculo de transporte, de un avion, de un cohete espacial, podria
considerarse como el movimiento de una particula, pero depende de la situacién particular
de dinamica y/o propiedad del cuerpo que se desee evaluar.

Es importante recordar algunos conceptos cinematicos relacionados con las
ecuaciones del movimiento de los cuerpos materiales en traslacion como son: la posicion,
la velocidad y la aceleracion, todas en funcién del tiempo; con fines de caracterizacion del
comportamiento cinematico del cuerpo en un sistema de referencia.

+  Posicion

Se representa mediante un vector de posicidbn que corresponde a la trayectoria
rectilinea que realiza una particula con relacion a un origen y/o a un sistema de referencia.
La posicién es una cantidad vectorial, con magnitud y direccion (positiva, negativa) de
acuerdo con el origen y/o el sistema de referencia que se utilice.

- La posicion como una funcion del tiempo. Si se requiere obtener una ecua-
cién para la posicion de un cuerpo material como una funcion del tiempo, se
lleva a cabo el siguiente procedimiento:

« A partir de la definicion de velocidad instantanea (ecuacion diferencial):

ds
UZEZUL--I-act

+ Integrando los diferenciales de posicion y del tiempo :

sf ty
j ds = (v; + a.t)dt
Si 0
Asumiendo que: s=s, cuando t=0

+ Resolviendo las funciones diferenciales de posicion (ds) y de tiempo (dt), se
obtiene la ecuacién para la posicion de la particula en funcion del tiempo:

1 2
Sf = S; +vit+EaCt

- Desplazamiento. Analiticamente, corresponde al cambio en la posicion que
presenta una particula entre una posicion final y una posicién inicial. De acuer-
do con el sistema de referencia, el desplazamiento puede tener el sentido posi-
tivo (desplazamiento positivo) o el sentido negativo (desplazamiento negativo).

Se representa mediante la siguiente ecuacion:

As = sp — 5
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. Velocidad

Vector que representa el cambio en el vector posicion con respecto al tiempo. A
la magnitud de la velocidad se le conoce como rapidez o modulo y siempre es un valor
(escalar) positivo. El sentido del vector de velocidad depende del sistema de referencia.

- Rapidez promedio. Escalar positivo que define la distancia total recorrida por

una particula (S, ) con relacion al intervalo de tiempo transcurrido.  Se define
mediante la siguiente ecuacion:

(U ) _ STotal
rap/)prom At

* Velocidad promedio (v, ). Distancia recorrida por una particula (As) durante
un intervalo de tiempo (Az). Puede ser positiva o negativa dependiendo de las
coordenadas de posicidén (s/) y (s) y se representa mediante la siguiente ecua-
cion:

As
Vprom = E

«  Velocidad instantanea. Vector definido por el limite de la velocidad promedio
cuando el incremento de tiempo es muy pequefo (At—0); es decir, representa
el diferencial del desplazamiento con respecto al diferencial del tiempo, segun
la siguiente ecuacion:

v= i torom
ds

UZE

«  Velocidad como una funcion de la posicion y de la aceleracion. Puede ob-
tenerse una relacion diferencial entre el desplazamiento, la velocidad y la ace-
leracion, combinando las ecuaciones diferenciales de velocidad y aceleraciéon
instantaneas, y eliminando de estas el diferencial del tiempo (dt) con el siguiente
procedimiento:

« Apartir de la definicion de aceleracion instantanea (ecuacion diferencial):

_dv

aC—E

+ Igualando el diferencial de tiempo (df) en la ecuacion de velocidad con el
diferencial de tiempo en la ecuacion de aceleracion, se tiene:

ds_dv

v o oa
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+ Organizando los términos diferenciales de la igualdad anterior, se obtiene
la ecuacion diferencial que relaciona la aceleracién, el desplazamiento y la

velocidad:
ads = vdv

Velocidad como una funcion del tiempo y de la aceleracion. Si se requiere
obtener una ecuacion para la velocidad como una funcién del tiempo y de la
aceleracion, se lleva a cabo el siguiente procedimiento:

A partir de la ecuacion diferencial para la aceleracion constante dada por:

dv

T

Integrando los diferenciales de velocidad (dv) y de tiempo (dt):

vy tr
f dv = f a.dt
Vi 0

+ Considerando que los limites de integracion corresponden a:

v =1, cuandot =0

V=g, cuando t tr

+ Resolviendo las diferenciales de velocidad (dv) y de tiempo (dt), se obtiene
la ecuacion de la velocidad en funcion del tiempo:

Uf =v; +act

a. = aceleracion constante

Aceleracion

Vector que representa el cambio de la velocidad en el tiempo.

Aceleracion promedio (a,, ). Representa el incremento de la velocidad (Av)

durante el intervalo de tiempo (As).

Aceleracion instantanea. Vector definido por el limite de la aceleracion prome-
dio cuando el incremento de tiempo es muy pequefio (Ar—0); es decir, repre-
senta el diferencial de la velocidad con respecto al diferencial del tiempo, segin
la siguiente ecuacion:

@ = Jim, vorom
dv

G,:E
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Nota: El vector de aceleracion, similar al vector de velocidad y al vector de
desplazamiento puede tener sentido positivo o negativo, de acuerdo con el sistema de

referencia.

2.1.2 Ejemplo ilustrativo para el movimiento rectilineo

Ejemplo ilustrativo para el movimiento rectilineo
Una bola (A) es liberada del reposo a una altura de (40 pies), al mismo tiempo que
una segunda bola (B) es lanzada hacia arriba desde (5 pies) con respecto al suelo. Si las
bolas pasan una frente a la otra a una altura de (20 pies), determine la rapidez con que la
bola (B) fue lanzada hacia arriba (Hibbeler, 2004-2010-2016).

- Solucion
De acuerdo con la metodologia propuesta en el libro se expondran las diferentes
etapas y se introduciran algunas reflexiones para que el estudiante se familiarice con la

misma.

- Etapa 1. Comprension del caso de estudio

. Reflexion 1. ldentifique de manera general el comportamiento de cada una
de las bolas y trate de describir y detallar las caracteristicas del movimiento de
cada una de ellas, contextualizando los siguientes cuestionamientos:

+ ¢ldentifica la informacion general del movimiento de cada una de las bolas
de acuerdo con la informacion que entrega el problema?

« ¢ Puede establecer y determinar qué tipo de movimiento rige a cada una de
las bolas durante su trayectoria?

+ ¢ Puede identificar y comprender las variables cinematicas iniciales, durante
y al final de la trayectoria de cada bola?

+ ¢ Puede determinar y explicar brevemente con detalle el tipo de comporta-
miento que presenta cada una de las bolas (A y B) durante su trayectoria?

¢ De acuerdo con el problema previamente comprendido, esta de acuerdo con los
siguientes planteamientos generales?

+ El movimiento de la bola (A) es independiente de la bola (B), por lo tanto,
puede plantearse un modelo para cada una de ellas.

+ Los objetos de estudio denominados bola (A) y bola (B), presentan un movi-
miento de traslacion en direcciones verticales y opuestas.

+ Labola (A), presenta un movimiento en caida libre bajo la accién de la gra-
vedad Unicamente.
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+ Labola (B), presenta un movimiento vertical lineal ascendente en contra de
la gravedad.

+ Se puede establecer un sistema de referencia coordenado fijo y externo
para cada una de las bolas, Util para la construcciéon de un modelo cinema-
tico.

+ Se identifican algunos parametros cinematicos al inicio, durante y al final de
cada una de las trayectorias de las bolas.

+ Se identifican parametros y se establecen incognitas cinematicas para dife-
rentes intervalos de tiempo durante la trayectoria de las bolas, incluido un
punto comuan de encuentro cuando una bola pasa al frente de la otra.

. Caracterizacion del movimiento para la bola (A)

+ Describe una trayectoria rectilinea vertical hacia abajo en caida libre (trasla-
cion vertical descendente). Movimiento en una sola direccion.

+ Ninguno de sus puntos presenta una rotacion sobre su centro de masa; es de-
cir, el movimiento de su centro de masa representa el movimiento de la bola.

+ Su comportamiento se considera el de una particula ideal, independiente
de su tamafo, geometria, peso u otra caracteristica topoldgica, dado que
ningun punto del cuerpo de la bola presenta un cambio en la magnitud ni en
la direccion de la velocidad, ni presenta una rotacion.

. Caracterizacion del movimiento para la bola (B)
- Describe una trayectoria rectilinea vertical hacia arriba en contra de la gra-
vedad (traslacién vertical ascendente).

+ Ninguno de sus puntos presenta una rotacién sobre su centro de masa,
similar al movimiento que se evidencia para la bola (A).

+ Su comportamiento se considera como el de una particula ideal, similar al
comportamiento de la bola (A).

Nota: las bolas (A) y (B) se desplazan de manera independiente una de la otra,

es decir, que el movimiento de la bola (B), no depende del movimiento de la bola (A) y

viceversa.

- Etapa 2. Describir el movimiento de cada una de las bolas mediante un modelo
fisico independiente

*  Reflexion 2. De acuerdo con la comprension que tiene del problema para cada
una de las bolas, establezca y describa mediante un modelo o modelos fisicos
las trayectorias de la bola (A) y la bola (B) contextualizando los siguientes cues-
tionamientos:

+ ¢ Se establece con claridad un sistema de referencia y su ubicacion?

2. Cinematica de la particula. Movimiento rectilineo
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¢ Se identifica el sentido positivo y/o negativo de los vectores posicion, des-
plazamiento y aceleracion, definidos para cada instante durante la trayecto-
ria de las bolas (A)y (B)?

¢ Se define con detalle la geometria de la trayectoria para cada bola (A) y
(B): forma, dimensiones, variables geométricas?

¢ Se pueden establecer los parametros y definir las variables cinematicas
durante la trayectoria del movimiento para cada una de las bolas (A)y (B):
¢durante el instante inicial, en el instante final y en instante de encuentro
para cada una de las bolas?

¢ Es posible identificar y seleccionar algunas de las ecuaciones de movi-
miento para describir y explicar el movimiento de las bolas (A)y (B)?

¢, Considerando los cuestionamientos y reflexiones anteriores esta de acuerdo con

los siguientes modelos establecidos para las bolas (A)y (B), respectivamente? y ;,Qué otra

consideracion podria establecer?

«  Modelo fisico cinematico para la bola (A). La Figura 1, ilustra el modelo fisico
cinematico que representa el movimiento vertical en caida libre para la bola (A)
bajo un sistema de referencia de un solo eje (y) vertical con direccion positiva
hacia abajo. En particular se establecen los parametros cinematicos para la po-
sicion inicial (o) y para una posicion intermedia de encuentro (e) para la bola (B).

Ye = 20 pies

® ty,=0s Y4 =0pies vy, =0p/s aAU:g:IiZ.ZSBZ:cte

l g= 32.2:;2:cte

e t=t, =77 Ype=20p Vyge =77 aAg=g=32.ZS£2:cte

Ly

y

Figura 1. Modelo cinematico para el movimiento en caida libre de la bola (A) en un eje vertical (y),
ilustrando los parametros cinematicos en los puntos inicial (0) y en el punto intermedio ()

+  Modelo fisico cinematico para la bola (B). La Figura 2, ilustra el modelo fi-
sico cinematico que representa el movimiento vertical ascendente para la bola
(B) en contra de la gravedad, bajo un sistema de referencia de un solo eje (y)
vertical con direccion positiva hacia arriba. En particular se establecen los para-
metros cinematicos para la posicion inicial (o) y para una posicion intermedia de
encuentro (e) con la bola (A).

2. Cinematica de la particula. Movimiento rectilineo

17



*e t=t, =77 y,=15p Ve =27 ae=9=-32-25£2:£'t€
; ez [4
15 pies ag=g= —32.25—2:cte
. To =05 Yp= 0 pies Vg, =77 apo =g = —32.2;:61:3
5 pies
PREEEER

Figura 2. Modelo cinemético para el movimiento ascendente vertical en contra de la gravedad para
la bola (B) en un eje vertical (y), ilustrando los parametros cinematicos en los puntos inicial (o) y en el
punto intermedio (e) de encuentro con la bola (A)

- Etapa 3. Planteamiento analitico del movimiento para las bolas Ay B

*  Reflexion 3. De acuerdo con los modelos fisicos planteados para cada una de
las trayectorias de las bolas establezca las posibles ecuaciones de movimiento
que expliquen analiticamente el comportamiento cinético, contextualizando los
siguientes argumentos:

« El planteamiento analitico explica con coherencia el modelo fisico planteado
para cada bola: utiliza la nomenclatura de los modelos, utiliza las variables
y datos del problema, tiene coherencia con el sistema de referencia y con la
geometria del problema.

+ Las ecuaciones analiticas planteadas no son memoristicas, guardan cohe-
rencia con el modelo y evidencian una posible solucién a las incognitas
establecidas.

¢ Considerando los cuestionamientos y reflexiones anteriores esta de acuerdo con
los siguientes planteamientos analiticos a fin de obtener las incognitas planteadas en las
Etapas 1y 2, anteriores?

- Planteamiento analitico para el movimiento de la bola (A) en el intervalo
inicial y de encuentro (o - ¢). De acuerdo con los parametros cinematicos es-
tablecidos para la posicién, velocidad y aceleracion en el instante inicial (tiempo
cero) de la bola (A) y los parametros cinematicos de posicion y aceleracion para
el instante en el punto de encuentro, se debe establecer ecuaciones diferen-
ciales que relacionen dichas variables cinematicas.

En particular, podria utilizarse la ecuacion diferencial (avdv=vydvy), que relaciona la
aceleracion, la velocidad y el desplazamiento, siendo la velocidad de encuentro una de las
incognitas requeridas.

ad=vdv
Yy vy
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De acuerdo con el modelo de la Figura 1 para la bola (A) y considerando los limites
de integracion para las variables cinematicas de velocidad y desplazamiento en los puntos

inicial (o) y de encuentro (e) con la bola (B) que se derivan del mismo, se replantean en la

Figura 3.
= Para la condicion inicial:
O Lyo =05 Yao=0p V4, =0p/s a, =32.2:cte
2] p
tao =05 Yao =0 p; Vg = 0;;
Ye=20p _q::iz.z%:cu: a =3220 £= cte:
¥ y . 52 ’
= Para el punto de encuentro:
e t=t,=?7 y,, =20p Ve =77 Qae =32 2: cte

(condicion intermedia):
tae?s Yae =20p,

: v,,: velocidad de encuentro ?

Figura 3. Modelo cinematico para el movimiento en caida libre de la bola (A) en un eje vertical (y),
ilustrando los parametros cinematicos en los puntos inicial (o) y en el punto intermedio (¢). Ademas,
presenta las condiciones iniciales para el proceso de integraciéon

- Planteando la integracion definida entre el tramo inicial y el punto de en-
cuentro (tramo o-¢) para la bola (A). De acuerdo con el modelo para la bola
(A), estableciendo los limites de integracion para las variables cinematicas de
velocidad y desplazamiento que se derivan del mismo, se tiene:

20 Vge
f a,dy = f vy dv,
0 0

Donde v,, es incognita para la bola A en el punto de encuentro con a =cte(+).

Con este procedimiento no se obliga a memorizar ni a utilizar una ecuacion en
particular, sino que la misma se construye a partir de las diferentes condiciones cineméaticas
del problemay las relaciones existentes entre ellas. En este caso, se presenta una posicion
comun (punto de encuentro), en el cual el tiempo de trayectoria es comun y posteriormente
requerido para el calculo de velocidades en este punto. En particular, se solicita la rapidez
de lanzamiento para la bola (B); es decir, la magnitud de la velocidad en el instante cero
(condicién inicial de velocidad).

Resolviendo la integral definida establecida, se tiene:

1 2
(32.20) * 20 = 5 v},

- ¥, = 35.89 g

dav.
A continuacion, utilizando la ecuacion diferencial de aceleracion (ay = d—g’) que
relaciona el cambio de la velocidad en el tiempo, puede plantearse la ecuacion diferencial
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para el tiempo de encuentro y la velocidad de encuentro de la bola (A):

te Vae
f aydt=f dv, ; en t=t,, V= Uy,
0 0

Como la aceleracion (a =cte), correspondiente a la gravedad es constante:

te Ve p
- a, dt = dvy, ; con ay, = 32.ZOS—2
0

0

Se despeja el tiempo de encuentro (z):

Vg p
t, = 32.82 ; con vy, = 35.89 3

Realizado los calculos, se obtiene (¢), comlin a ambas bolas (A) y (B) en el punto

de encuentro:
—t=111s

- Planteamiento analitico para el movimiento de la bola (B) entre el intervalo
inicial y el punto de encuentro (o - ¢). Similar al procedimiento llevado a cabo
para la bola (A), se realiza el planteamiento de ecuaciones analiticas para la
bola (B), considerando que los parametros cinematicos de interés, son simila-
res. Para el caso particular de la bola (B) que esta ascendiendo, conforme al
modelo y su sistema de referencia establecido, se seleccionan las condiciones
tanto para el instante inicial (tiempo cero) como para el instante de encuentro,
donde el tiempo comun es el mismo para las trayectorias de ambas bolas.

Con la ecuacion diferencial (4 d = vvdvy), que relaciona la aceleracion, la velocidad
y el desplazamiento para la bola (B), en el tramo (o-¢), con la velocidad inicial (v, =?) y la
velocidad de encuentro (v, =?) como incognita del proceso. Por lo tanto, se requieren dos

ecuaciones para obtener la solucién de dichos parametros cineméticos.

En la Figura 4. Se presenta nuevamente la Figura 2, incorporando las condiciones
iniciales en el punto (o) y de encuentro (e) para la bola (B) en su movimiento ascendente

vertical.
y* A
Para la condicion inicial:
_ _ _ il
tgo =05; Y5, =0p; vy = 0;;
. p a, = —32.20 2 = cte:
b€ t=t,=?? y.=15p V=17 a‘,=g=—32.2? y s2 ’
Para el punto de encuentro:
pu P
15p a;=g=-322—:cte " .
L (condicion intermedia):
P
- : =77 @, =g=-32.2-
4o teo=0s Yo =0pies Vg #s = 2 tye= 1118 g = 157,
5p
— T Vge: velocidad de encuentro

Figura 4. Modelo cinematico para el movimiento en caida libre de la bola (B) en un eje vertical (y),
ilustrando los parametros cinematicos en los puntos inicial (o) y en el punto intermedio (e). Ademas, se
complementa con las condiciones iniciales para el proceso de integracion
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- Planteamiento de la integral definida en el intervalo inicial-punto de en-
cuentro (tramo o-e¢) para la bola (B). De acuerdo con el modelo planteado
para la bola (B), estableciendo los limites de integracién para las variables ci-
nematicas de velocidad y desplazamiento que se derivan del mismo, se plantea
la integral:

15 VBe
f a,dy = f vy dv,
0 v

Bo

Donde (v,,) y (v,,) son incognitas para la bola (B) en el punto de encuentro y [ay:cte(-)].
Reemplazando los valores conocidos para la ecuacién de movimiento de la bola (B),
se tiene:

1
(—32.20) * 15 = 5(v§e -v3,) (1)

Similar al procedimiento utilizado para la bola (A), integrando la ecuacién diferencial

d . P . .,
(ay:%), para la bola (B) en el tramo (0-¢) con sus respectivos limites de integracion para
la velocidad y el tiempo, considerando el parametro tiempo de encuentro (z) comun para

ambas bolas, se plantea la integral:

te VBe
f aydt=j dv, ; en t=t,, V = Vg,
0

VBo

Donde (v,,) y (v,,) son incognitas para la bola (B) en el punto de encuentro y [ay:cte(-)].
- —(32.20) xt, = vz, — Vg, (2)

Despejando (v, ) en la ecuacion (2) y reemplazando en la ecuacion (1), se encuentran
los valores para (v, ) dado que la ecuacion es cuadratica:

S g, = 4.34 g Yy g = 6650 g

- Etapa 4. Interpretacion y validacion de los resultados obtenidos

«  Reflexion 4. Una vez se obtengan resultados coherentes con el modelamiento
fisico y analitico que sintetizan el problema de estudio, es necesario validar
su pertinencia y de qué manera explican y/o dan solucién a los problemas y/o
incégnitas planteadas.

En particular, para el problema resuelto se cuestiona: ¢;cual debe ser es el valor
correcto que satisface la pregunta problema, dado que por la naturaleza del problema
se obtuvieron dos valores para la velocidad inicial (v, ), la cual representa la incognita

principal?
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Con los valores anteriormente obtenidos para (v, ), realizando un andlisis sobre
la ecuacion (2), al reemplazar dichos valores, el valor de (v, =4.34 g), no satisface la
ecuacion, dado que se obtendria un valor de (v,,) negativo (direccion) que tampoco satisface
el modelo planteado para la bola (B), ni es coherente con el sistema de referencia utilizado.
En este sentido se concluye que el valor de (v, ), no podra ser negativo para satisfacer
analiticamente la ecuacion (2). Por otro lado, si se considera el valor de (vBu=66.50§),
y si se reemplaza en la ecuacion (2) el valor obtenido para (v, ), es positivo y menor que
(v,,), lo cual es racional, dado que de acuerdo con el modelo establecido y el sistema de
referencia, la accion de la gravedad disminuye el valor de la velocidad durante el movimiento
ascendente de la bola (B). En este sentido, dicho valor es coherente con el modelo fisico
establecido y se valida analiticamente con la ecuacion (2).

Se concluye que el valor correcto para (v, ), es:

vpe = 31.38 g

Que corresponde con la velocidad para el punto de encuentro de las (A) y (B) para

un tiempo comun (z,=1.11s).
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3. MOVIMIENTO CURVILINEO UTILIZANDO COORDENADAS
CON COMPONENTES RECTANGULARES

*  Resultado de aprendizaje

Desarrollar capacidades y habilidades para caracterizar el movimiento curvilineo
en 2D del cuerpo material independiente o haciendo parte de un sistema mecanico con
el sistema de referencia en coordenadas rectangulares, y utilizando los principios de la
cinematica para el movimiento en el plano 2D, soportado en las herramientas basicas de

fisica mecanica, trigonometria, estéatica y/o de calculo integral y diferencial.
3.1 Conceptos previos para el movimiento curvilineo

3.1.1 Ecuacion de la posicion

La posicion de la particula se establece mediante un sistema de coordenadas
rectangulares (x, y, z) en funcion del tiempo, que representan individualmente la posicién
unidireccional de la particula sobre cada eje coordenado. En la Figura 5, la trayectoria de la
particula se representa por la curva espacial “s”, sobre un sistema de referencia (x, y, z). La
posicion para cualquier instante de tiempo en cada eje coordenado, se especifica mediante
las coordenadas x(), y(?), z(?):

Coordenadas de posicién en funcién del tiempo

x=x(t); y=y(1); z=z(1)

El vector de posicion esta representado por la suma vectorial de cada una de las
componentes unidireccionales.
Vector posicion: # = x7 + yJ + zk
Vector posicion en funcion del tiempo: 7 = 7(t)

Figura 5. Curva en el espacio para representar el vector de posicion ( 7 = x7 + yJ + zk ), en funcion
del tiempo 7* = 7'(t) . Adaptada de (Hibbeler, 2004-2010-2016)

Su magnitud se obtiene mediante el calculo de la raiz cuadrada de la sumatoria de
las magnitudes de sus componentes elevadas al cuadrado.
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-

Magnitud del vector posicién: |7| = |xi + yJ + zk|

r=x%+y? +2z?

-

La direccion del vector de posicion 7 se especifica mediante las componentes del
vector unitario:

Magnitud del vector unitario de posicién:

3.1.2 Ecuacioén vectorial de la velocidad

La velocidad de la particula se establece mediante la sumatoria vectorial de las
derivadas en el tiempo de cada una de las componentes de posicion (x, y, z); las cuales,
individualmente, representan la componente unidireccional de velocidad de la particula en
cada eje coordenado. La ecuacion caracteristica para el vector de velocidad, considerando
los vectores unitarios, esta dada por la expresion siguiente y en la Figura 6, se ilustran
diferentes trayectorias en el plano (2D) y en el espacio (3D) en coordenadas cartesianas,
utilizadas por diferentes autores. (Meriam y Kraige, 2012-2014; Hibbeler, 2004-2010-2016;
Pytel y Kiusalaas, 2012).

L, dar d d d, -
U—E—E(XD+E(}'D+E(Z]()

Ecuacion vectorial de la velocidad para trayectorias 2Dy 3D

/

i s S S

dr
dt

<
]

d d d . -
E(XD +E(YD +E(Zk)

P=vi+vjtvk; - U=0,+7,+7,

Figura 6. Representacion del vector de velocidad para trayectorias en 2Dy 3D, considerando sus
componentes direccionales en los diferentes sistemas de referencia cartesiano. Adaptada de (Meriam y
Kraige, 2012-2014; Hibbeler, 2004-2010-2016; Pytel y Kiusalaas, 2012)

. . . od .
Al derivar la primera componente vectorial o (x7) se tiene:
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Componente vectorial de la velocidad en la coordenada x:

->

d dx dl
E(XD ZE(D_HCE

Magnitud Direccion

En esta derivada, el segundo término de la derecha es cero (derivada del vector
unitario), dado que los ejes de referencia son fijos y no rotan con relaciéon al tiempo, por
lo tanto, la direccién del vector unitario i no cambian con el tiempo. Igual ocurre con las
demas componentes direccionales para los vectores unitarios j , £, correspondientes a las
coordenadas y, z, respectivamente.

De esta manera el vector de velocidad, se representa por la ecuacion siguiente:

Representacion vectorial de la velocidad de la particula:

L dr . . -
U=E=vxl+vyj+lizk

Mientras que, la representacion escalar, del vector de velocidad para cada una de
las componentes cartesianas (ortogonales, rectangulares), corresponde a la magnitud de
la derivada en cada eje coordenado expresado de la siguiente manera:

La magnitud del vector velocidad se obtiene mediante la raiz cuadrada de la
sumatoria de sus componentes elevadas al cuadrado, segun la ecuacion:

La direccion del vector de velocidad v, se especifica mediante las diferentes

componentes del vector unitario u " :

Magnitud del vector velocidad para cada eje coordenado:
Vy=X, V=Y, V,=Z

Vector posicion en funcion del tiempo: 7 = 7(t)

Magnitud del vector velocidad: |5] = |vi + vj + vk|

v= /vxz +v,2 +v,2

Magnitud del vector unitario de velocidad:

3.1.3 Ecuacion de la aceleracion

La aceleracion de la particula se establece mediante la sumatoria de las derivadas
en el tiempo de cada una de las componentes de velocidad vy, vy, 7;, 0 la sumatoria de
las segundas derivadas de la posicion con respecto al tiempo, las cuales individualmente
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representan a la componente unidireccional de velocidad de la particula para cada eje
coordenado. La ecuacion caracteristica para el vector de aceleracion, considerando las
componentes direccionales utilizadas por diferentes autores para sistemas cartesianos, se
representa por la siguiente expresion, y en la Figura 7, se ilustran diferentes trayectorias en
el plano (2D) y en el espacio (3D) en sistemas cartesianos, utilizadas por diferentes autores
(Meriam y Kraige, 2012-2014; Hibbeler, 2004-2010-2016; Pytel y Kiusalaas, 2012).

Ecuacién vectorial de la aceleracion

s B8 a3 L. A d
a=—=a,l+ta a i a=—= =mrhi
dt + y] T @z dt? FTE TS

d=d,+d,+d,
dv

a E a i+ ayj + a,k

Figura 7. Representacion del vector de aceleracion para trayectorias en 2Dy 3D, considerando sus
componentes direccionales en los diferentes sistemas de referencia cartesiano. Adaptada de (Meriam y
Kraige, 2012-2014; Hibbeler, 2004-2010-2016; Pytel y Kiusalaas, 2012)

Mientras que, las componentes escalares del vector de aceleracion en el sistema
cartesiano (ortogonal, rectangular), corresponde a la magnitud de la derivada en cada eje

coordenado expresado de la siguiente manera:

Componentes escalares del vector aceleracion para cada eje coordenado:

ay=v, =%, a,=v,=y, a,=v,=1%

La magnitud del vector aceleracion se obtiene mediante la raiz cuadrada de la
sumatoria de sus componentes elevadas al cuadrado, segun la ecuacion:

Magnitud del vector aceleracion: |@| = |at + af + al?|

a= Jaxz +ay? +a,?

La direccion del vector de aceleracion (a') se especifica mediante las componentes

del vector unitario (' ):
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Magnitud del vector unitario de velocidad:

3.2 Ejemplo ilustrativo para el movimiento curvilineo utilizando coordenadas
rectangulares (x, y)

Una pelota situada en A es pateada de forma tal que (6,=30°). Si toca el suelo en el
punto Ben (x =15 pies), (v =-9 pies). Determinar la rapidez con que es pateaday la rapidez
con que toca el suelo (Hibbeler, 2004-2010-2016).

3.2.1 Solucion

Se utilizara la metodologia descrita en el capitulo 2 cinemética de la particula.
movimiento rectilineo en cada uno de los ejes (x) e (»).

3.2.2 Etapa 1. Comprension del caso de estudio

Considerando que el movimiento de la pelota describe una trayectoria parabdlica
a partir de un sistema de referencia (x, y), segun se ilustra en el esquema grafico y en
la informacion que entrega el enunciado del problema. Para una mayor comprension del
problema se realiza la siguiente caracterizacion del movimiento de la pelota:

+  Se asume que la pelota sigue una trayectoria parabolica a partir del sistema de
referencia (x, y), previamente establecido, con un angulo de elevacion (6 =30°),
y una velocidad inicial (v, desconocida). EI movimiento se realiza en el plano
vertical (x, y).

+ Se asume que, durante el movimiento, la pelota no gira sobre su centro de
masa; por lo tanto, su trayectoria podria considerarse completamente curvili-
nea. Ademas, su comportamiento es propio de una particula.

+ Como la pelota no realiza una parabola completa dado el origen de donde inicia
su movimiento la posicién final en la ordenada vertical (y) esta por debajo del
nivel de referencia y de ahi el sentido negativo que se refleja en los datos.
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«  Como es bien conocido por las caracteristicas del movimiento parabdlico el mo-
vimiento horizontal en (x) se realiza con velocidad constante (v =cte), mientras
que el movimiento vertical (y) se lleva a cabo bajo la accion de la gravedad,
situacion que debe considerarse en los sistemas de referencia que se establez-
can para los puntos inicial, final del movimiento y durante su recorrido.

+  También es conocido que el célculo del parametro cinematico “tiempo” (tiempo
de vuelo), durante el movimiento parabdlico es necesario para el calculo de ve-
locidades y/o distancias recorridas tanto horizontales como verticales, ademas
este siempre es positivo.

+  Finalmente, para proceder con la descripcidn de un modelo fisico, es necesario
establecer parametros cineméaticos al inicio, durante y al final de la trayectoria,
con miras a evaluar las ecuaciones de movimiento que se establezcan.

3.2.3 Etapa 2. Planteamiento de un modelo fisico para el movimiento de la pelota

Tomando como base para el establecimiento del modelo el esquema inicial que
presenta el problema, se ratifican los ejes coordenados positivos (x), y (v) a lo largo de la
trayectoria parabdlica, segln se ilustra en la Figura 8, donde se establecen las condiciones
cinematicas para los puntos inicial (A) y final (B), bajo el sistema cartesiano (x, y). Estas
direcciones positiva y negativa, deben considerarse en las ecuaciones que se establezcan
durante el procedimiento analitico.

R e
y a,=g=-32.2 2 Movimientoen y
oV, Y4
y v S = e
a, =0,v, = cte Movimientoen x
(’ 'l/'.“'m — i X

3‘4:05

V4 = vyc08301+ v, sin

6,=30

y = —9pies

Vpy =

X

x =15 pies

Vpy

Figura 8. Modelo general para la trayectoria parabdlica de la pelota entre (A) y (B) bajo el sistema de
referencia (x, y), que ilustra los parametros cinematicos para dichos puntos. Adaptado de (Hibbeler,
2004-2010-2016)

+  En la posicion inicial se identifican y establecen los parametros cinematicos:
ty =0s, U4 =v,c0os30°T+v,sin30°], 6, =30° %, =0p, y,=0p

P
+  Durante la trayectoria entre Ay B, se establece la gravedad g=-32.20 7 , negati-

va puesto que va en direccion contraria a la direccion positiva del eje y.

+  Enladireccion x, de v =cte, la a’ =0
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En el punto B, se consideran los sentidos positivos para los ejes de referencia
establecidos: hacia arriba, el sentido positivo del egje y; hacia la derecha, el
sentido positivo del eje x. Ademas, en B, se establecen las demas variables
cinematicas: tiempo 1,2, Uay = Upy, Yp=—9p, xp=15p

3.2.4 Etapa 3. Planteamiento analitico para el movimiento de la pelota

Es importante anotar que el problema solicita obtener las magnitudes de la

velocidad tanto al inicio de la trayectoria (v,), como al final de la trayectoria (v,), y dado que

el movimiento parabdlico se realiza en dos ejes coordenados al tiempo (x, y), es necesario

plantear dos modelos independientes en la direccién x como en la direccién y. Ademas, con

las caracteristicas del movimiento en cada uno de los ejes coordenados, en el eje horizontal,

movimiento uniforme, sin aceleracién, y en la direccion vertical, movimiento en caida libre,

se realizan los diferentes planteamientos analiticos de las ecuaciones diferenciales que

rigen dichos movimientos y se resuelven. Muy importante en el procedimiento el calculo

del tiempo de vuelo (z,), el cual se utiliza en el planteamiento analitico para las diferentes

ecuaciones.

Planteamiento analitico para el movimiento de la pelota con velocidad
constante sobre el eje horizontal (x). Partiendo del esquema grafico e ilus-
trativo que entrega el problema a resolver, considerando un modelo fisico para
describir el movimiento lineal sobre el eje coordenado horizontal x, se realiza el
planteamiento analitico para el movimiento horizontal (direccion x), apoyado en
el modelo fisico de la Figura 9, donde se establecen las condiciones cinemati-
cas para los puntos inicial (A)y final (B), en la direccion (x).

v

&_, YA
Ao, 3

<

ay=0,v; =cte  Movimiento en x
-

Vax =v4€08301

£ =08 y= 19 pie.i
BA — 305 t=1tp V= t)zl X
B
y = —0.04x7
X |
x = 15 pies
g

Figura 9. Modelo fisico para apoyar el modelo analitico que describe el movimiento horizontal de la
pelota en el eje (x) durante la trayectoria paraboélica. Adaptado de (Hibbeler, 2004-2010-2016)

Partiendo del modelo fisico que representa el movimiento horizontal, en el eje (x)

segun se esquematiza en la Figura 9, se inicia el planteamiento analitico.
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Suposicion: por las caracteristicas del movimiento parabodlico, en el movimiento
horizontal, se deprecia la friccién y por lo tanto la velocidad se mantiene constante durante

la trayectoria.

- Uy, = Cte, despreciando friccién del viento con la pelota
= Uy =V4€0530°=vp, (1), luego vy, = vgy

Utilizando la ecuacion diferencial de velocidad (definicion de velocidad instantanea),
donde la trayectoria es funcion del tiempo y dado que (v, ) y el tiempo de vuelo (z,), desde
el punto A hasta B se desconocen, se debe plantear otra ecuacion que involucre a ambas
incognitas para su solucion:

X
Como v, = — = vy, = vy cos 30°
dt
Realizando un proceso de integracion para la ecuacion diferencial de velocidad, se

tiene:

15 tg

fdxzvac0530°dt
0

0
ent=0s, x=0p
ent = tg, x = 15p
Resolviendo:

- 15 =w,tzcos30° (2)

*  Planteamiento analitico para el movimiento de la pelota con aceleracion
de la gravedad sobre el eje vertical (y). Partiendo del modelo grafico general
del movimiento parabdlico para la pelota ilustrado en la Figura 8, se plantea el
modelo especifico de la Figura 10 para el movimiento vertical de la pelota sobre
el eje (y), considerando la accién de la gravedad durante el movimiento desde
el punto inicial (A) hasta el punto final (B). A partir del modelo de la Figura 10,
que establece los parametros cinematicos de posicion, velocidad, aceleracion
y tiempo para los puntos (A) y (B), se inicia el planteamiento analitico para el
movimiento de la pelota sobre el eje (y).

3. Movimiento curvilineo utilizando coordenadas con componentes rectangulares

30



D
y ay=g=-32.2 % Movimiento en y

|

Vay = v, 8in30]

t,=0s

y=-9p

6, =30

X
x = 15 pies

Vay l

Figura 10. Modelo fisico para describir el movimiento vertical sobre el eje (y) de la pelota durante la
trayectoria parabdlica desde (A) hasta (B), donde se ilustran los parametros cinematicos de posicion,
velocidad, aceleracion y tiempo

Durante el movimiento descendente vertical conforme se ha establecido en el
sistema de referencia sobre el eje (y) se tiene para la aceleracion:

a, = cte = —g (sentido negativo).

Como el tiempo es un parametro cinematico comudn tanto al movimiento horizontal
en el eje (x) como al vertical en el eje (y), y dado que la aceleracién de la gravedad es
conocida y ademas constante, podria utilizarse la ecuacion diferencial de aceleracion que
relaciona la velocidad en funcién del tiempo:

d,
a, =—2
Yoo dt
Realizando un proceso de integracion sobre la ecuacion diferencial de aceleracion
se tiene:
By tp
dv, = f ay, dt
v sen 30° 0
oP
ent = 0s, Uy, = Uy S€N 30°—
S
p
= = —_7—
ent =tg, Vg, .
Resolviendo:

—vp, — vy sen30° = -32.20 tp 3

Como se desconocen (v,), ("By) y (z,), podria utilizarse la ecuacion diferencial que
relaciona el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion constante:
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Con a, = cte = —g ,utilizando a,dy = v,dv,

Integrando la ecuacion diferencial anterior:

—9 ~UBy,
f a,dy = f vy dv,
0 v4 sen 30°

eny = Op, Uy, = Vg Sen 30°§

eny = -9, vp, = —?§

Resolviendo:
2
Vs, vjsen®30°

—32.20 % (=9) = =~

> > 4)

Despejando ¢, de la ecuacion (2), se tiene:

15
tp =———— 2’
~ s v, cos 30° @)

Despejando v, de la ecuacion (3), se tiene:
- vp, = 3220ty —v,sen30°  (3)

Reemplazando (27) en (3"):

- vg, = 32.20 — v, sen30° (5)

v, cos 30°

- Obtencion de la magnitud de la velocidad para el punto inicial (v ):

Reemplazando (5) en (4):

15 2

(3220W — Vy Sen 300)

vZ sen? 30°
2 2
(32.20+9) = l (32.20 % 15)2 3 2 % [(32.20) = (15) * (v, sen 30°)]
2 || (vycos 30°)2 v, cos 30°

(32.20 % 9) =

1[(483)2
(289.80) = E[ — (278.86)

0.75v2

(483)? e
(568.66)  (0.75) * (2) ‘A

- v, = 16.54 i_’

+  Calculo de la magnitud de la velocidad al final de la trayectoria (v,):

Para obtener dicha magnitud, es necesario obtener cada una de las componentes
de velocidad en la direccion (x) y en la direccion y en el punto (B).
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Como ya se ha obtenido el valor (v,) se utilizara la ecuacion (2°) y se calcula el valor
de (t,) para obtener la magnitud de la velocidad vertical al final de la trayectoria (sty)
+  Obtencion del valor del tiempo de vuelo (t,):
Con este valor de (v,), reemplazamos en (2°) y obtenemos el tiempo de vuelo (z,):
— 1,=1.047s
Con el valor obtenido para (z,), y de (v,) reemplazando en (3°), se calcula la magnitud
de (v,):
- vg, = (32.20) ¥ 1.047 — 16.54 sen 30°
- v = 25.44 P
y s
- Obtencion de la rapidez para la velocidad al final de la trayectoria (v,):
Conocido el valor de (vAx=vBY), dado que la velocidad horizontal en el eje x es
constante en todo el recorrido y conocido el valor para (vBy), en la direccion y en el punto
B, es simple calcular la magnitud para la velocidad en el punto final (v,) de la trayectoria:
Como:
vy, = Vg, = vy cos 30°
- vp, = 16.54 cos 30°
- vp, = 1432 L
N
Como el valor obtenido de v, €8:
vp, = 25.44 g
2 2
- Vg = (va) + (vBy)

- v = +/(14.32)2 + (25.44)2

- vg = 29.19 g

3.2.5 Etapa 4. Interpretacion y validacion de los resultados obtenidos

Comparando la magnitud de (v,)>(v,), dada la geometria de la trayectoria, donde se
observa que el punto de partida de la pelota (posicion A), se encuentra en un nivel superior
al punto de llegada (posicion B), de acuerdo con la ordenada vertical (y=-9p). Ademas, en
concordancia con el sistema de referencia, se evidencia que la aceleracion de la gravedad
favorece de manera directa este incremento en la velocidad lineal vertical, dado que se
trata de un movimiento en caida libre.

Al realizar un célculo simple para validar la diferencia de las magnitudes de velocidad

vertical se tiene:
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Para la componente vertical de la velocidad en la posicion inicial A:
Uy, = VySen 30°
p
= W, = 8.27 .
y dado que la componente vertical de la velocidad calculada en la posicion final B es:
vp. = 25.44 C
4 N

Se evidencia que la magnitud de velocidad (VBy)>(vAv):

- 25.44 P > 8.27 p

N N
Por otro lado, como las magnitudes de las componentes de la velocidad para la
direccion x se mantienen constantes; es decir (VAx:"Bxﬂ 4.32;), la diferencia en la magnitud

de (v,) y (v,) se debe al incremento de la suma cuadratica en el valor de la componente
vertical de la velocidad.

- v =29.19 g > v, = 16.54 g

— J(1432)% + (2544)? = 29.19 g > J(1432)% + (827)% = 16.54 g

Se concluye que hay concordancia con el resultado encontrado.
También podria verificarse con la ecuacion diferencial de la aceleracion, con
aceleracion constante:

dv
_ Yy _
T

Integrando la ecuacion diferencial se tiene:

cte = —g

1.047s vBy
f adt = f dv,,
0 827

ent = 0s, Uy, = 8.27 P
s

ent =tg = 1.047s, vp, = —?g

~ —(32.20) * (1.047) = vy, —8.27
> —(32.20) * (1.047) = vy, — 8.27

- Vg, =— 25.52 g

Donde el signo (-) significa que la direccion (ng) es negativa; es decir, hacia abajo,
como efectivamente esta indicada en el modelo fisico.
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El obtenido para (v, ) es comparable con el obtenido mediante la ecuacion (3°) en los
. . p Lo
célculos previos, el cual corresponde a: (vBy=-25.44;). Por consiguiente, se concluye que:

> v, = —25.44 g ~ _2552 g
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4. MOVIMIENTO CURVILINEO GENERAL UTILIZANDO
COORDENADAS NORMAL TANGENCIAL (n, 7)

*  Resultado de aprendizaje

Desarrollar capacidades y habilidades para caracterizar el movimiento curvilineo
en 2D del cuerpo material independiente o haciendo parte de un sistema mecanico con
el sistema de referencia en coordenadas circulares (n, t), y utilizando los principios de la
cinematica para el movimiento en el plano 2D, soportado en las herramientas basicas de
fisica mecanica, trigonometria, estatica y/o de calculo integral y diferencial.

4.1 Conocimientos previos para el movimiento curvilineo

4.1.1 Caracteristicas del sistema de coordenadas normal tangencial (n, t)

+  Sistema de dos componentes ortogonales usualmente utilizado cuando se co-
noce la trayectoria curvilinea de la particula.

+ Las coordenadas de los ejes (n, ¢) actuan en las direcciones normal y tangencial
a la trayectoria y entre ellas son perpendiculares.

+  Ladireccion positiva del eje (r) es hacia el centro de curvatura (lado concavo) y
la direccion positiva del eje (¢) es en la direccion de la trayectoria.

+  Su origen esta ubicado sobre la particula, diferente a lo que sucede con el sis-
tema cartesiano (x, y, z) que es externo a la particula.

» Las coordenadas de los ejes (n, t) no son fijas, se trasladan con la particula, es

decir para cada punto de la trayectoria existe una referencia de ejes (n, ¢) sobre
la particula.

+  El plano formado por los ejes (n, t) corresponde al plano osculador (curva con
tres puntos préximos incluido el centro).

»  El eje perpendicular al plano osculador corresponde al eje binormal (b).

«  Para establecer las direcciones vectoriales en cada eje (n, ¢, b), se definen vec-
tores unitarios ('), (') y (i), los cuales son perpendiculares entre ellos.

En la Figura 11, se ilustra la trayectoria espacial (s) de una particula sobre un sistema
de coordenadas (n, ¢, b), que ilustra el plano osculador en el plano conformado por los ejes
(n, 7). Adicionalmente, para cada eje ortogonal se ilustran los vectores unitarios (i), (i)
y (',) que permiten establecer las direcciones de los vectores de posicion, velocidad y
aceleracion en el sistema de coordenadas normal, tangencial y el eje perpendicular (n, ¢, b):
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b P plano osculador

= “

e )

i
J/

Figura 11. llustracion de la trayectoria espacial (s) de una particula que se desplaza desde (0O) sobre
un sistema de coordenadas (, ¢, b) con vectores unitarios (i’ s (' ), (u ,) que se fija sobre la particula

para establecer su posicién en el tiempo. Se resalta el plano osculador conformado por los ejes (n, ?)
(Hibbeler, 2004-2010-2016)

4.1.2 Posicién en coordenadas (n, t)

La Figura 12, ilustra la posicion de una particula que se desplaza en el tiempo como
una funcion de la trayectoria [s=s(7)], mediante un sistema de coordenadas ortogonales
(n, 1) con sus respectivos vectores unitarios («',) y (). El sistema se fija sobre la particula
para cada instante de tiempo, donde se requiere analizar la posicion de la particula.

La direccién positiva para la trayectoria de la particula [s=s(¢)] se indica por el vector
unitario (i), tangente a la trayectoria y en la direccion creciente de [s=s()], mientras que
el vector unitario normal (x”)) se fija en la direccion perpendicular a (u") hacia el centro de

curvatura (p), sobre la concavidad de la curva de trayectoria.

p’
/
0« /
! N u?] "
J‘&J
= t
ut o

Figura 12. llustracion para la posicion de una particula en el tiempo [s=s(¢)] con un sistema de
coordenadas (n, 7) y vectores unitarios («',) y ('), que se fijan a la particula. La direccion positiva para
la trayectoria se indica por el vector (') y la direccion positiva de («',) corresponde hacia el radio de
curvatura (p). Adaptada de (Hibbeler, 2004-2010-2016)

4.1.3 Radio de curvatura (p)

Corresponde a la distancia perpendicular a la trayectoria definida entre dos puntos
muy cercanos de un sector circular con una curvatura diferencial (ds). En la Figura 13,
se ilustran del radio de curvatura (p) para diferentes posiciones de una particula que se

desplaza en el tiempo con una funcion de trayectoria [s=s(?)].
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Figura 13. llustracion del radio de curvatura (p) para la funcién de trayectoria [s=s(¢)] de una particula
para diferentes instantes de tiempo. Adaptada de (Hibbeler, 2004-2010-2016)

Si la trayectoria es expresada como una funcion [y=f(x)], el radio de curvatura (p)
en cualquier punto sobre la trayectoria y para cualquier instante de tiempo (7) se determina
mediante la relacidn siguiente:

N w

dy 2
[1 + (a)
azy
dx?

p:

4.1.4 Vector de velocidad

Similar a los demas sistemas de coordenadas, el vector de velocidad, corresponde
al vector tangente y en la direccion a la trayectoria; por lo tanto, es perpendicular al radio
de curvatura de esta.

«  Magnitud del vector velocidad. Derivada con respecto al tiempo de la funcion
trayectoria.

ds

U:E

V=38

- Direccion del vector de velocidad. La direccion esta determinada por el vec-
tor unitario tangencial (1") en el sentido de la trayectoria, ver Figura 14.

5 =
U = v,

Centro de curvatura

iy

Figura 14. llustracion del vector de velocidad cuya direccion corresponde a la direccion del vector
tangencial (1" ). Adaptada de (Hibbeler, 2004-2010-2016)
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4.1.5 Vector de aceleracion
El vector de aceleracion representa la variacion de la velocidad en el tiempo en la
direccion del vector unitario (i”).

Direccion del vector de aceleracion. Partiendo de la ecuacién de aceleracion,
correspondiente a la derivada de la velocidad en el tiempo y en la direccion del

vector unitario (u”):

L adv ~
a—E—E(vut)

Realizando la derivada de la magnitud de velocidad multiplicada por su vector

direccion [i(vf[)] en funcion del tiempo se tiene:
dt

(_i = v = 1.] ut +v I:Lt
(o)
derwada der;{;ada
de la del vector
velocidad unitario
tangencial

Componentes del vector de aceleracion. Partiendo de la ecuacién de la ace-
leracion donde una de las componentes esta relacionada con la derivada del

vector unitario (u”) se tiene:

L _dv . \
a=E=vut+vut (1

Con el fin de establecer la direccion de la derivada del vector unitario (i), se
presenta el modelo grafico de la Figura 15 que ilustra los vectores unitarios tangenciales
incrementales (LT',), (U) y (du’) para un diferencial de la trayectoria (ds), en donde:

Segmento diferencial de trayectoria (ds)

Figura 15. Modelo para establecer la direccién de la derivada del vector unitario (° ). Adaptada de
(Hibbeler, 2004-2010-2016)

i, =1, + di,

La magnitud de ldu’| es:
|di;] = 1*d6
- |du,| = dé
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La direccion de Idu’| esta definida por
- du, = dou,
La derivada con respecto al tiempo de du’, es:
di, do _
Tt
dt dt ™
- diu, = dfi,
- U =0u, (2)

Reemplazando (2) en (1):

Por propiedades geométricas de longitud de un arco (ds):

.S
ds=pdf y 0 =—
p

de v 4
Reemplazando (4) en (3):
=3 dv b + vz —
a=—u,+—u
dt t p n
Concluyendo para la aceleracion:
_ dv_ v’
a=—1u +—1u,

Donde:
u’: componente tangencial.

u’: componente normal.

Componentes de aceleracion en trayectoria curva con sistema de referencia (n, ¢)
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ar:l“‘ a
\py

(2
P2

\ dy, ol
\\g
B T
a;

d: evidencia cambios en la magnitud de ()
d,: evidencia cambios en la direccién de (%)

Figura 16. llustracion de las componentes del vector de aceleracién normal y tangencial para una
particula se mueve sobre una trayectoria curva considerando un sistema de referencia (n, 7). Adaptada
de (Hibbeler, 2004-2010-2016)

En la Figura 16, se presenta el vector de aceleracion para una particula que se
mueve en una trayectoria curva con velocidad variable en funcién del tiempo en el sistema
de coordenadas (n, t). Para diferentes instantes sobre la curva de velocidad se detalla la
componente normal de aceleracién que evidencia el cambio en la direccion de la velocidad
y la componente tangencial que evidencia la variacion en la magnitud de la velocidad.

La magnitud de la aceleracion:

= /2 2
a= |a; +a;

Donde:
La magnitud de la aceleracién normal esta representada por:
P2
a, = F
y la magnitud de la aceleracidn tangencial por:
dv
ay = E

Ademas, se conserva la relacion diferencial entre la aceleracion tangencial (a),
el desplazamiento angular (ds) y la velocidad tangencial (v) angular representada por la

siguiente expresion:

a.ds = vdv
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4.2 Ejemplo ilustrativo para el movimiento curvilineo utilizando coordenadas

(m, 1)

Ejemplo ilustrativo para el movimiento curvilineo utilizando coordenadas (n, ¢)

Un tren viaja con rapidez constante de (14 ?) por la trayectoria curva ilustrada en
la Figura. Determinar la magnitud de la aceleracion del frente del tren (B) en el instante
en que alcanza el punto A (y=0) (Hibbeler, 2004-2010-2016).

y (m)

|3
x = 10e'!

x (m)

4.2.1 Solucion

4.2.2 Etapa 1. Comprension del problema de estudio
+  Se identifica que el objeto de estudio es un tren viajando sobre una trayectoria
conocida x=f(y).
»  El movimiento es curvilineo en el plano.
+  Ningun punto del tren tiene rotacion sobre su CM.

«  El movimiento del tren puede considerarse el de una particula que viaja con
velocidad lineal.

+ Lavelocidad lineal se considera tangente a la trayectoria.

»  El sistema de referencia dada la trayectoria conocida del tren puede modelarse
con un sistema de coordenadas (n- 1) moviles con el tren.

4.2.3 Algunos datos para el estudio

+ Lavelocidad tangencial en A: v =14 ?:cte

+ Dada la funcion de trayectoria x=f(v), es necesario calcular el radio de curvatura
(p) para cada punto de la trayectoria obteniendo la funcion y=f'(x).

+  De acuerdo con la trayectoria curvilinea y dado que la incégnita hace referencia
a la aceleracion en el frente B del tren, es necesario calcular las componentes
tangencial y normal de la aceleracion en componentes (n-t): a' ;= a,u’,+a,u’ en

n n
el punto A cuando y=0, segun el sistema de referencia (x-y) externo y fijo.
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4.2.4 Etapa 2. Planteamiento de un modelo fisico

Considerando la trayectoria circular del tren y asumiendo un sistema de coordenadas
(n, 7) se establecen los vectores de velocidad tangencial, aceleracion tangencial y aceleracion
normal. El sistema fijo de coordenadas (x, y) externo al tren, se utiliza para establecer la
posicion inicial (B) y final (A) de la trayectoria del frente del tren, con el fin calcular el radio
de curvatura (p) y las componentes de aceleracion en el sistema de coordenadas (n, 7), ver
la Figura 17.

y (m)

Figura 17. Modelo cinematico para el movimiento del frente del tren sobre la trayectoria curvilinea
Yy
[x=1 Oe(ﬁ)], considerando coordenadas (n,7) y establecii‘ndo los parametros para la posicion inicial (B) y

la final (A)

4.2.5 Etapa 3. Planteamiento analitico

< Calculo del radio de curvatura (p). Como x=f(y), es necesario obtener y=f(x)
para calculo del radio de curvatura (p) en cualquier punto sobre la trayectoria
segun la expresion siguiente:

dy z
[1 + (a) ]
d?y
dx?

p:

Conocida la funcion de la trayectoria segin la ecuacion: [x:106(%)]
Reorganizando:

Aplicando propiedad de la exponencial:
Y m (X
15 = n(3p)

- y=15ln (195_0)
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Para el proceso de derivada, se toma el argumento del logaritmo como la variable (u):

=)

du 1
- —_— = —
dx 10
Como: y=15]n(%)
- y = 15In(u);

Derivando con respecto a la variable (x), la funcién (y) con fines de avanzar en el
célculo del radio de curvatura:

dy d 1 /du
- a— ISEln(u) = 15;(5)

du
Reemplazando los valores de (u, H):

dy 15 (10)( 1 )
- — = — ) (—
dx x /\10

Se obtiene, la primera derivada de la funcion (Z—z):

d 15
I
dx
dZ
Derivando nuevamente, se obtiene (d—xZ):

d*y - -
- W=—1*15x Z=—15x"2

Evaluando la primera y segunda derivada para (x=10m):

dy 15
dx 10
d*y 15
dx? 100

Reemplazando en la ecuacion de (p), se tiene:

)]

pP="78,

15

=

H
=i

Se obtiene la magnitud del radio de curvatura (p):
—p=39.1m
Calculo de la magnitud de la aceleracion. Utilizando la ecuacion general de la

aceleracion en movimiento plano:

dv v?

—U, +—1
dt ¢t p n

Qu
Il
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Donde:

dv _,
gr e = 0, dado que vy = cte
Do - v? 147
T p 391

Por lo tanto, se obtiene la magnitud de la aceleracion:
el = = —_—
a=a,=>5 >
Su direccion se da sobre la componente radial (normal), la cual mantiene el tren en

su trayectoria curvilinea.

4.2.6 Etapa 4. Interpretacion y validacion de los resultados obtenidos

+ Es simple comprobar analiticamente que para la funcién de trayectoria
x=106(%), cuando y=0m, x=10m.

X
+  De manera similar para y=fix)=15In(;), cuando x=10m, y=0m.

»  Elradio de curvatura (p=39.1m) calculado con la ecuacion caracteristica para el
movimiento circular en coordenadas (n-f) considerando la ecuacion de la trayec-
toria dada por el problema ofrece una idea de la geometria de dicha trayectoria
curvilinea y del posible tamafio del tren.

+ La magnitud de la aceleracion se debe solo a la componente normal, debido a
que la velocidad tangencial del tren es constante. Su valor de (5 Sﬂz), es acorde
con el valor de velocidad tangencial (v,44=14%) y depende del radio de curvatura
(p) para una posicion determinada.
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4.3 Ejercicio propuesto en coordenadas (n, )

Ejercicio propuesto en coordenadas (n, ¢):

Las dos particulas (A) y (B) parten del origen (O) y viajan en direcciones opuestas
por una trayectoria constante (vA=0.7%) y (v,=1 .5%) respectivamente. Determine el tiempo
en que entran en colision y la magnitud de la aceleracion de (B) justo antes de que esto
pase (Hibbeler, 2004-2010-20186).

v =07m/j

4. Movimiento curvilineo general utilizando coordenadas normal tangencial (, 7) 46



5. MOVIMIENTO CURVILINEO EN EL PLANO UTILIZANDO EL
SISTEMA DE COORDENADAS POLARES (7, 6)

*  Resultado de aprendizaje

Desarrollar capacidades y habilidades para la describir mediante modelos fisicos y
analiticos los parametros cinematicos de una particula independiente o dentro un sistema
mecanico en movimiento curvilineo en el plano 2D bajo el sistema de coordenadas (7, 6), y
utilizando los principios de la cineméatica para el movimiento en el plano 2D, soportado en
las herramientas bésicas de fisica mecanica, trigonometria, estatica y/o de célculo integral
y diferencial.

5.1 Conocimientos previos para el movimiento curvilineo en el sistema de
coordenadas polares (r, 0)

5.1.1 Establecimiento del sistema de coordenadas (r, 0)

La Figura 18 a la izquierda, ilustra el establecimiento de un sistema de referencia en
el plano (izquierda) con coordenadas (7, 6), en el cual se resalta un origen fijo externo; el eje
de referencia fijo externo a partir del cual se mide el cambio angular; el vector de posicion
() que parte del origen externo; y los ejes ortogonales (r) y (0) con sus correspondientes
vectores unitarios (i) y («,) indicando el sentido positivo. La Figura 18 a la derecha, ilustra
las relaciones geométricas que tienen los sistemas de referencia rectangular (x, y, z) el
normal- tangencial o circular y el (1, 0) que trata este numeral que son abordados por los

autores (Meriam y Kraige, 2012-2014).

Establecimiento del sistema de coordenadas (r; 6) y relacion con los demas sistemas de referencia
(Meriam y Kraige, 2012-2014; Hibbeler, 2004-2010-2016)

9] Eje de referendia fijo y externo

Origen fijo externo Relacién entre sistemas de referencia

Figura 18. Izquierda: Establecimiento del sistema de referencia (7, 6) con sus correspondientes
caracteristicas. Derecha: relaciones geométricas entre los sistemas de referencia que son reportados
por (Meriam y Kraige, 2012-2014)
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A continuacion, se describe el proceso de construccion de un sistema de referencia

de coordenadas (7, 6):

+  Se requiere de un origen fijo externo al cuerpo que considera un eje base a
partir del cual se puede referenciar la posicion angular (d6) en el sentido positivo
concordante con la direccion de la trayectoria.

+ El sistema de coordenadas (r, 0), esta conformado por dos coordenadas orto-
gonales. La coordenada () define el vector de posicidn de la particula a partir
del origen externo y su sentido positivo es radial partiendo del origen externo.
La coordenada (0), define el vector transversal que se establece perpendicular
a () con direccion positiva en el sentido de la trayectoria.

+  El sentido positivo de los ejes (1, 6) se establece mediante los vectores unitarios
(# )y (i) para las componentes radial y transversal respectivamente, tanto de
la velocidad como de la aceleracion.

«  Por definicion el vector de velocidad es perpendicular a la trayectoria y sus
componentes vectoriales se establecen en las respectivas direcciones de los
vectores unitarios (i) y (ir',).

5.1.2 Ecuaciones que rigen el comportamiento de la particula en el sistema de
coordenadas (r, 6)

- Posicion. Definida por el vector de posicion en funcion del tiempo [ = (9],
establecido en el sistema (7, 0):

- 7=ru. (1)
Doénde:
u > vector unitario en la direccion radial.
u ;. vector unitario en la direccion transversal.
0: angulo en la direccion del movimiento a partir del eje fijo externo de referencia.

- Velocidad. Se obtiene mediante la derivada con respecto al tiempo del vector
posicion:

u: el vector unitario radial solo cambia la posicion en el tiempo.

Con el fin de establecer la direccion del vector unitario radial (di’ ) en el tiempo para
utilizar en la ecuacion de la velocidad, se presenta el modelo gréafico de la Figura 19 que
ilustra los vectores unitarios radial incrementales (ﬁ"r), (ﬁ'r) y (dz?r) para un diferencial de la
trayectoria (ds), en donde:
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Direccion del vector (dﬁr) en el tiempo

uy

Au,

i, =1, + Au,

di, do _
=% =—
dt  dc®

Figura 19. Modelo para establecer la direccion de la derivada del vector unitario (« ). Adaptada de
(Hibbeler, 2004-2010-2016)

Por sumatoria de vectores unitarios:

b}

Uy = U, + A,
Cuando A8 - 0 - |Au,|=1x A0
y la direccion de du, = df1,
di, _do_
- a ®
Reemplazando (3) en (2):

Se obtiene la ecuacion vectorial para la velocidad:

PTG 4)

Cuyas componentes escalares (magnitudes) en las direcciones unitarias son:
V=T ;

N N de
vg=18; 6=—

dt
Por lo tanto, la magnitud de la velocidad corresponde a

v2+vi = f(*f)z + (r@)z

Aceleracion. Similar a los demas sistemas de coordenadas, la expresion anali-

tica para el vector de aceleracion con sus correspondientes componentes (1) y
(u”,), se obtiene derivando la ecuacion vectorial de la velocidad expresada en (4):
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dé  ddr_  do

T a”r”aue]
Lodir +drdﬁ'r+ drd9+ d2e] ., +( de) diig :
- = — — —_— — — | —
= T acar acdar T aee | T\ ae) e ®)

- Direccion del vector unitario (du',) en el tiempo para utilizar en la ecua-
cion de aceleracion. Con el fin de establecer la direccion del vector unitario
transversal (di’,)) en el tiempo para utilizar en la ecuacion de la aceleracion,
se presenta el modelo grafico de la Figura 20 que ilustra los vectores unitarios
transversales incrementales ([["_), () y (dir) para un diferencial de la trayec-
toria (ds), en donde:

Por sumatoria de los vectores unitarios para la aceleracion:
iy = Uy + Al
Cuando AB —» 0 - |Aug|=1* Af

y la direccion de diy = (— ,.)d@
Por lo tanto la direccion del diferencial del vector (i/,) corresponde a:

dig __do_
dt  dc'” (6)

Direccion del vector (dﬁﬁ) en el tiempo

Auny

Figura 20. Modelo para establecer la direccion de la derivada del vector unitario (« ,)- Adaptada de
(Hibbeler, 2004-2010-2016)
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Reemplazando (3) y (6) en (5) se obtiene:

La expresion vectorial general para la aceleracion en sus componentes (i), (i) son:

Q[

d*r +drd9_, N drdB+ d%o] +( dH)( dB_’)
a2 r T arde 0 T |acde T aez |M0 T\ e dt '

Agrupando términos en (i) y (i,) puede reorganizarse la expresion vectorial
analitica para la aceleracion:

. d?r de de\ _, 4 2drd6)+ d?6\] .,
“=\aez " Tacac )" ( dt dt "acz )| ve
Agrupando las componentes en («') y («,) se obtiene la expresion vectorial
simplificada para la aceleracién:
C-i = arﬁr + agﬁg

Cuyas componentes escalares (magnitudes) en las direcciones radial y trasversal
corresponden a:

> a.=F¥-1r0%; > ag=10+276

y la magnitud de la aceleracion:

= Ja2 0 = (- r67) + (rd + 200

5.1.3 Coordenadas cilindricas

Se considera una curva en el espacio como se ilustra en la Figura 21, con tres
coordenadas ortogonales (1 6, z), donde la componente (z) es perpendicular al plano (7, 6).
Por lo tanto, las ecuaciones para describir los vectores de posicion, velocidad y aceleracion
se representan en términos de estas tres coordenadas con sus respectivos vectores
unitarios.
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Posicionamiento de una particula en un sistema de coordenadas cilindrico (r; 6, z) (Hibbeler, 2004-2010-
2016)

.&h""w”

egRm——

Figura 21. Representacion del sistema espacial de coordenadas cilindricas (7, 6, z), cuya tercera
componente (z) es perpendicular al plano (7 6) (Hibbeler, 2004-2010-2016)

+  Vector de posicion en coordenadas cilindricas. Conserva la misma estructu-
ra de la ecuacion en el sistema (1, 0) y se adiciona el término en la ordenada (z):

T =71, + rig + ri,

«  Vector de velocidad en coordenadas cilindricas. Similar a la estructura de
la ecuacion en el plano (1 0) y se adiciona el término en la ordenada (z), que
corresponde a la derivada del vector de posicion (z):

v =1, + rOy + 7,

- Vector de aceleracion en coordenadas cilindricas. Similar a la ecuacion de
aceleracion en plano (7, 6) y se adiciona la segunda derivada del término espa-
cial (2)

i=(#-r02)u, + (rf + 2i0)u, + 74,

5.1.4 Aplicaciones tipicas para el uso de coordenadas (r, 0)

En la Figura 22, se presentan algunos casos de aplicaciones tipicas, tomadas
de diferentes autores (Meriam y Kraige, 2012-2014; Hibbeler, 2004-2010-2016; Pytel y
Kiusalaas, 2012), en donde el uso del sistema de coordenadas polar (7, ) en el plano es
muy utilizado y el cilindrico (7 0, z) es Util para el caso espacial. Por otro lado, es importante
acotar que la aplicacion del sistema polar y/o cilindrico, es bastante util cuando se tiene el
radio (r) y el angulo (#) de posicionamiento de la particula.
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Aplicaciones tipicas para uso del sistema de coordenadas (r; 6, z) (Hibbeler, 2004-2010-2016)

1. Barras interconectadas por bujes cilindricos: 2. Contacto por presion de leva-seguidor:
Una barra es fija y la otra rota sobre sobre un punto fijo. Se presenta movimiento rectilineo del seguidor.
Movimiento en el plano del punto B. Coordenadas (r,8) La leva rota y el radio de contacto 7, varia (r, #)

r= (200 + 100 cos ) mm

0=3rad/s
3. Barras interconectadas por un pasador: 4. Mesa rotativa con canal: 5. Anillo se desplaza sobre barra rotativa:
Una barra rotando y la otra fija vertical, Sobre la canal se desplaza la Desplazamiento lineal del anillo y rota,
el punto 7 con pasador se desplaza lineal  bola linealmente, también rota; el radio del anillo es variable y el angulo 6
7» es variable. Coordenadas (r,6). el radio r es variable y el angulo 8 Coordenadas (r,€).

e = 1800 mm /s

g / ." &
a,= 7(!! mm/&

\'

6. Leva seguidor desplazamiento lineal: 7. Deslizador de personas para 8. Doble buje articulado en barra y leva,
Distancia (x) variable y (8) varia coordenadas cilindricas (r, 8, z) el 1’y es variable con la rotacién de la leva
Coordenadas (r,f) y el angulo (#) varia. Coordenadas(r, #)

8§ =5 pud s

7= 1002 — cos #ymm

Figura 22. llustracion de diferentes aplicaciones de elementos interconectados con movimiento lineal,
en el plano y en el espacio. En todos los casos el radio de contacto varia y dada la rotacion del otro
elemento del par cinemético o interconectado el &ngulo de rotacién (6) también varia (Meriam y Kraige,
2012-2014; Hibbeler, 2004-2010-2016; Pytel y Kiusalaas, 2012)
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5.2 Ejemplo ilustrativo para aplicacion del sistema de coordenadas polares (r, 9)

Ejemplo de aplicacion en coordenadas polares

El eslabdn ranurado esta unido mediante un pasador en (O), y como resultado de

la velocidad angular constante (

de rad . . .
— = 37), se mueve la particula P una corta distancia

dt

por la guia en espiral [r=(0.40)m], donde (0) esta en radianes. Determinar la velocidad y

la aceleracion de la particula en el instante en que deja la ranura del eslabon; es decir,
cuando (=0.5m) (Hibbeler, 2004-2010-2016).

5.2.1 Solucion

5.2.2 Etapa 1. Comprension del problema

El problema se concentra en determinar la velocidad (V) y () de la particula P

(pasador) que se desplaza sobre la ranura de un brazo rotativo siguiendo una trayectoria

conocida [=£(0)], con las siguientes caracteristicas:

Traslacién curvilinea de P sobre la trayectoria [r=(0.468)m], con posicion () des-
de una referencia fija y externa a la particula (0O) y variando la posicién angular
(d0) a partir de una linea de referencia.

La particula no tiene rotaciéon sobre su centro de masa (CM)

Se evidencia que la posicion (r) de la particula (p) es variable con la posicion
angular (0). Por lo tanto, [=f(0)].

Las caracteristicas del problema son tipicas para la utilizacion de un sistema de
referencia con coordenadas polares (1, 6). Por lo tanto, se establece un sistema
de referencia fija externo a la particula en (O).

Es evidente que la funcion para la posicion [»=(0.468)m] es continua y derivable
en el tiempo.

Se establece en enunciado del problema que la velocidad angular es constante

en el tiempo. Esto es: (ﬁ — 3% — cte)
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5.2.3 Etapa 2. Planteamiento de un modelo fisico

Se establece el modelo fisico ilustrado en la Figura 23 para el movimiento de la
particula (P) sobre la trayectoria curvilinea plana definida por la funcién [r=(0.48)m]. Algunas

caracteristicas para el modelo son:

- Establecimiento del sistema de referencia en coordenadas polares (; 6) con
origen fijo y externo en (O), y establecimiento de la linea de referencia desde
(O) para la variacion angular de ().

+  Se establecen las direcciones positivas para los vectores unitarios radial (i) y
transversal (i/,), base para identificar las direcciones positiva y negativa tanto
para la velocidad como para la aceleracion.

+  Establecidas las direcciones de () y (i) se complementa el modelo fisico con

las componentes cinematicas para los vectores de posicion (i), velocidades
(v, V), aceleraciones (@', ) y variacién angular dé.

+ Adicionalmente, el modelo cinematico, debe incluir las cotas dimensionales y
los parametros geométricos que aporten a la descripcion de la trayectoria del
movimiento.

0

Origen fijo Linea de referencia fija

Figura 23. Modelo cinematico para el pasador P que se mueve por la trayectoria en espiral
[r=(0.46)m], a su vez que se desplaza linealmente sobre la ranura de la barra rotativa con radio (') y
angulo de rotacion (6) variables en el tiempo

5.2.4 Etapa 3. Planteamiento analitico

Como se conoce la funcién de la posicion [=f(0)], durante la trayectoria de la
particula (P) para cualquier punto sobre la trayectoria curvilinea y dado que el céalculo de
las componentes radiales y transversales de la velocidad y aceleracion, estan expresadas
bajo las siguientes expresiones:

Para la velocidad:
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s dro o
v—dtur T'dtug

Para la aceleracion:
L d?*r de doy\ N (zdrd9)+ d?6\].,
C=\aez  Tacae )" dt dt TaezJ|1e

»  Es necesario obtener las respectivas derivadas con respecto al tiempo de la
posicion radial y el desplazamiento angular en su primera y segunda derivada,
de acuerdo con el siguiente procedimiento:

Dada la posicion angular:

r=046 y §=3%=cte

Tomando la primera derivada de la posicion r se obtiene:

Reemplazando para los valores conocidos:

dr m
- —=04x3=12—
dt s

d’r
+  Tomando la segunda derivada de la posicion (F) y dado que la velocidad

angular (‘;—f = Cte) se obtiene:

dzr_d 04d9 —0 dad dZG_O
dtz_dt(' dt)_ ’ aaoque ez =

+  Calculo del angulo maximo (0, ). Reemplazando para el valor méaximo de:

[r = f(6) =046] = 0.5m

- 05=046 (m)
> Opue = 1.2507rad 6 = 71.62°

- Calculo de la velocidad para [0=1.250rad]. Tomando la ecuacion caracteristica
para la velocidad:

Reemplazando los valores obtenidos de las componentes escalares (magnitudes)
de (i) y («,), para (+=0.5m) en la ecuacion de velocidad se obtiene:

B=12%, 40531

S B=121, + 157,
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Por lo tanto, las componentes radiales y transversales:

m m
U,,-:]..Z?; U9=1.5?

y la magnitud de la velocidad:
|#] = V1.22 + 1.52

. m
- |9 =192—
s

«  Calculo de la aceleracion para [0=1.250rad]. Con los valores obtenidos previa-
mente para las componentes radiales y transversales, considerando (r=0.5m),
se procede a reemplazar en la ecuacion de la aceleracién siguiente:

d—[@—r(%)zlﬁr+lr@+z(%§)]ﬁg

Cuya expresion vectorial resultante es:

> d=-05x3)%U, +2*(1.2) * (3)lUy

5 d=—45%,+721,

Por lo tanto, las componentes radiales y transversales para la aceleracion son:

m
a, =—4.5 —

72 1
cap =72 —
s?2 o 52

y la magnitud de la aceleracion:

|d|] = J(—45)2 + (7.2)2

. m
> il =849

5.2.5 Etapa 4. Interpretacion y validacion de los resultados obtenidos

+ Las componentes obtenidas para la velocidad y la aceleracion en las direccio-
nes ',y u', obedecen a un ejercicio de célculo que se realiza de manera cuida-
dosa. Dichas componentes son evaluadas para la posicidn limite (restriccion)
planteada por el problema. Es decir, para:

(Tax = 0.5m), donde (Os, = 1.250rad) - (0 = 71.62°)

+  Se comprueba para la componente de aceleracion radial (&r =—451, g)
que su direccion negativa tiene coherencia con el modelo fisico y con el com-
portamiento real de la particula en su desplazamiento por la trayectoria cur-
vilinea. El sentido negativo, corresponde a la fuerza centripeta que se realiza
sobre la particula, la cual se ejerce hacia el centro de curvatura, en este caso
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actua radialmente hacia el origen (O).

+  De acuerdo con las expresiones para la velocidad y aceleracion las magnitudes
escalares son coherentes. En este caso, como era de esperarse la magnitud de
la aceleracion es mucho mayor que la magnitud de la velocidad y se debe a la

. .. P dr dae ..
combinacion de términos (a_) y (a_) en la ecuacion.
t t

+  Essimple validar la coherencia entre los resultados obtenidos y el planteamien-
to del modelo fisico, dada la correspondencia entre las componentes de posi-
cién, velocidad y aceleracion con el sistema de referencia.

5.3 Ejercicios propuestos para su solucién por coordenadas polares (Hibbeler,
2004-2010-2016)

+  El movimiento de la clavija P esta limitado por la ranura en forma de lemniscata
en OBy por el brazo ranurado OA. Si OA gira en sentido contrario al de las
manecillas del reloj con una velocidad angular constante de 6=(3?)rad/s, donde
t esta en segundos, determine las magnitudes de la velocidad y aceleracion de
la clavija P cuando 6=30°. En =0, 6=0°.

9 . d
rr= (4 cos 2 )m* B

+  En el instante #=30°, la leva gira en sentido de las manecillas del reloj con una
velocidad angular de #=5rad/s y una aceleracion angular de 6= 6?—:. Deter-
mine las magnitudes de la velocidad y aceleracion del seguidor AB en este
instante. La superficie de la leva tiene la forma de un limacon, definida por
r=(2004+100 cos@)ymm.

I (200 4 100 cos ) mm

»  La superficie parcial de la leva es la de una espiral logaritmica r=(40¢"%%) mm,
donde 0 esta en radianes. Si la aceleracion angular de la leva es 0= 2rad/s’,
cuando su velocidad angular es #=4rad/s, con 6=30°, determine las magnitudes
de la velocidad y la aceleracion del punto en la leva que esta en contacto con el
seguidor en el instante.

5. Movimiento curvilineo en el plano utilizando el sistema de coordenadas polares (r; 6)



e
= 4drad/s
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6. MOVIMIENTO DEPENDIENTE ABSOLUTO DE PARTICULAS

*  Resultado de aprendizaje

Desarrollar capacidades y habilidades para describir de manera fisica y analitica
el comportamiento de cuerpos articulados en un sistema, mecanismo y/o maquina con
movimiento absoluto dependiente, utilizando los principios de la cinematica para el calculo
de la trayectoria y de los parametros cinematicos de posicion, velocidad, aceleracion y
tiempo, soportado en las herramientas basicas de fisica mecénica, trigonometria, estatica
y/o de calculo integral y diferencial de una particula con movimiento absoluto dependiente.

6.1 Conocimientos previos para el movimiento absoluto de particulas

6.1.1 Aspectos teodricos

+  El movimiento dependiente, se aplica a elementos mecénicos vinculados o in-
terconectados, donde el movimiento de un elemento depende del movimiento
de otro.

+  Esto es, al cambiar la posicion, velocidad y/o aceleracion de una particula, se
afectaré la posicion, velocidad y/o aceleracion de la otra particula y/o particulas
vinculadas.

+  Las vinculaciones entre particulas, se llevan a cabo mediante cables, cadenas,
correas, bandas, superficies de contacto, entre otros elementos. Ver Figura 24.
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Figura 24. Sistemas de bloques articulados con poleas y cables que producen desplazamientos
lineales (S,) y (S,) en direccidn horizontal, vertical y sobre planos inclinados. Es importante la seleccion
de las referencias para evaluar el desplazamiento y los demés parametros cinematicos (Hibbeler, 2004-

2010-2016)
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Para el planteamiento del modelo fisico de las particulas vinculadas, se debe tener

presente las siguientes consideraciones:

.

El elemento vinculante es inextensible e indeformable, usualmente denominado
cuerda.

El movimiento dependiente se presenta cuando el movimiento de uno de los
objetos, determina la posicion, velocidad y/o aceleracion de los otros objetos
vinculados entre si.

Para la solucion del problema y/o problemas, se plantea un modelo fisico por
cada elemento vinculante (longitud de cuerda) distinto.

Se debe establecer la ecuacion de longitud de cuerda para cada elemento vin-
culante, considerando las referencias (origen), a partir de las cuales se eviden-
cia un cambio en las posiciones (se alarga o se acorta).

Partiendo de las ecuaciones de longitud de cuerda, es posible obtener ecuacio-
nes para la velocidad y la aceleracién dependiendo de las caracteristicas y la
geometria del movimiento de las particulas vinculadas.

El sentido positivo o negativo en las variables cinematicas (posicion, velocidad,
aceleracion) para las particulas, depende de la variaciéon en la coordenada de
posicion, con respecto a la referencia tomada (se alarga o se acorta).

6.1.2 Aplicaciones tipicas de sistemas de cables y poleas articulados con otros

elementos

En la Figura 25, se presentan algunos casos donde se evidencia la dependen-
cia del movimiento de algunos elementos como bloques deslizantes, bujes, ar-
ticulados a los sistemas de cables y poleas accionados por sistemas motrices.

Es evidente que en los sistemas articulados las variaciones que se presentan
en las longitudes de los cables y/o cuerdas como elementos vinculantes provo-
can los desplazamientos unidireccionales de los demas elementos articulados.
En los casos que se ilustran en la Figura 25, las variaciones que se presentan
en los tramos (S), (S,), (S,) Y (S,), debido al movimiento dependiente con los ele-
mentos articulados (bloques y cables) se produce su movimiento unidireccional.

También es importante anotar que el movimiento unidireccional que se produce
en los elementos articulados, es afectado principalmente por el tipo de super-
ficie de contacto o de deslizamiento del elemento. Por ejemplo, en los bloques
(A)y (B) de la Figura 25 a), las superficies de deslizamiento son planas, luego
el movimiento unidireccional se da sobre dichas superficies de contacto. En la
Figura 25 c), el anillo (A) se desplaza verticalmente sobre la barra fija, dada la
restriccion en el movimiento que la barra le genera.

6. Movimiento dependiente absoluto de particulas
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Aplicaciones tipicas del movimiento dependiente de particulas

a) Bloques (A) y (B) sobrepuestos superficialmente e interconectados mediante
cables accionados por motores que generan su desplazamiento. El sistema esta
conformado por dos cuerdas, cada una de ellas desplaza un bloque y los bloques
entre si se deslizan uno sobre el otro con movimiento lineal en direccién horizontal.

D

)——-;Tl ,

o

b) Poleas interconectadas con dos cuerdas para el movimiento vertical de un bloque.
Se presentan variaciones en varios tramos verticales de las cuerdas:(S,), (S,), (S,)
y (S,) como posibles incognitas del problema, que inciden en el desplazamiento
vertical () del contrapeso.

c¢) Anillo (buje) cilindrico interconectado mediante un cable a motor que lo enrolla
sobre tambor y genera el desplazamiento lineal (S,) y vertical del anillo sobre la
barra que se encuentra fija en posicion vertical.

fe————— 4 pies 4-‘

Figura 25. llustracion de sistemas de poleas y cables accionados por motores e interconectados
con otros elementos: bloques y anillo cilindrico. Las variaciones en los tramos de cable generan el

movimiento unidireccional de los elementos interconectados (Hibbeler, 2004-2010-2016)
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6.2 Ejemplo ilustrativo para aplicacion del movimiento absoluto y dependiente
de particulas

Ejemplo ilustrativo para aplicacion de movimiento absoluto dependiente de particulas
Determine el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion del bloque situado en
(B) si la polea (A) es halada hacia abajo (4pies), como se ilustra en la siguiente figura
(Hibbeler, 2004-2010-2016).

6.2.1 Solucion

6.2.2 Etapa 1. Comprension del problema

Se dispone de un sistema de poleas moéviles A, By C, vinculadas mediante dos

cables (cuerdas), cuyo movimiento es lineal en la direccién vertical. En particular, la polea

B, dispone de un bloque B que se mueve solidario con la misma. Las caracteristicas del

movimiento de las particulas (poleas y/o bloque) se sintetizan a continuacion:

Movimiento rectilineo vertical de los elementos ubicados en A, B, C, sin rotacion
alrededor de sus CM.

Los objetos de estudio interconectados, denominados las poleas A, By C, va-
rian sus posiciones (desplazamientos verticales) con el tiempo.

El movimiento vertical de la polea A, influye en el movimiento vertical de las
poleas By C; por lo tanto, el movimiento absoluto es dependiente.

Existen dos cuerdas que intervienen en el movimiento dependiente absoluto de las
poleas. Por lo tanto, se deben plantear una ecuacion de longitud para cada una.

Es sencillo establecer un sistema de referencia fijo, en la parte superior del
sistema de poleas, a partir del cual se evidencien los cambios de posicion para
cada una de las poleas y del bloque B.

6. Movimiento dependiente absoluto de particulas
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Para la pregunta problema, inicialmente, se identifica que cuando la polea A
se desplaza hacia abajo, las poleas By C ascienden y esta dependencia del
movimiento produce un alargamiento o un acortamiento en la posicion, depen-
diente de la ubicacion del nivel de referencia. Por lo tanto, el sentido positivo o
negativo, de las variables cinematicas (desplazamiento, velocidad, aceleracion)
para las poleas, dependera de la variacion de la posicion con respeto al nivel de
referencia seleccionado.

6.2.3 Etapa 2. Planteamiento de los modelos fisicos para el movimiento de las poleas

A ByC

De acuerdo con el numero de cuerdas que conforman el sistema de poleas, se

plantean los modelos fisicos para cada una. En este caso, se tienen dos cuerdas que

vinculan a las tres poleas. Por lo tanto, es necesario establecer dos modelos fisicos. La

primera cuerda vincula las poleas Ay C en influyen en el movimiento de B. La segunda

cuerda conecta las poleas By C e influye en el movimiento de la polea B. Como el problema

es planteado por el movimiento vertical de la polea A y dado que las cuerdas (elementos

vinculantes) tienen como punto de conexion la polea C, es evidente que el movimiento

vertical de A influye en el movimiento de las poleas Cy B.

Los modelos fisicos por plantear corresponden a los dos siguientes:

Modelo para la cuerda 1. Que conecta las poleas Ay C e influye en el movi-
miento de la polea B. Ver Figura 26.

Modelo para la cuerda 2. Que conecta las poleas By C e influye en el movi-
miento de la polea A. Ver Figura 26.

Para establecer el modelo de longitud de la cuerda 1, que se ilustra en la Figura 26,

es recomendable aplicar los pasos que se describen a continuacion:

Paso 1. Determinar los niveles de referencia fijos que permitan establecer las
posiciones variables de algunos tramos de cuerda.

Paso 2. Identificar los tramos constantes y los tramos variables para cada longi-
tud de cuerda. Los tramos variables son necesarios para evaluar posteriormen-
te velocidades y aceleraciones.

Paso 3. Asignar variables de posicion a los tramos variables de las cuerdas.

Paso 4. Establecer una ecuacion de longitud de cuerda (longitud total) con las
variables definidas. Dicha longitud de cuerda es constante, dado que no se
estira, y corresponde a la sumatoria de variables, lo que la hace derivable en
el tiempo.

6. Movimiento dependiente absoluto de particulas
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FLE P L L L LT

AY 4= 4pies

Figura 26. Modelos fisicos para las longitudes de cuerda 1 (izquierda) y cuerda 2 (derecha) que
relacionan los desplazamientos para las poleas A, Cy polea B

6.2.4 Etapa 3. Planteamiento de la ecuacion de longitud de cuerda

Consistentes con ambos modelos es necesario realizar los planteamientos analiticos
que los representes para dar respuesta a las preguntas problemas relacionadas con la
velocidad y aceleracion del bloque B. Las ecuaciones de longitud se plantean para las dos
cuerdas y en ellas se relacionan las variables (desplazamientos horizontales) de cada una
de las poleas A, By Cy dada su geometria es simple observar que en dichas ecuaciones
hay algunos términos comunes para las variables.

*  Longitud de cuerda para la cuerda 1. Partiendo del modelo de la cuerda 1, se

plantea la ecuacion de longitud de la cuerda considerando tanto la posicién sin
desplazar como la posicién desplazada:

« Consideracion de la longitud de cuerda 1 sin desplazar.
L, = 2Y, + 2Y; + tramos constantes en t=t,=0s (I)
- Consideracion de la longitud de cuerda 1 con desplazamiento.

Ly =2(Y, +4) + (2Y, + AY,) + tramos constantes ent =t; s
- L, = 2Y, + 8+ 2Y; + 2AY; + tramos constantes ent=t;s (I)
Restando (1) — (I):
—  0=8+2AY,
—  AY. =82
—  AY_=-4 pies

6. Movimiento dependiente absoluto de particulas
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Modelo fisico considerado para la cuerda 1

/LS
— Polea fija

- Rm— |
YAT
. Y

A

C

AY 4= 4pies

Nota: Mientras que A desciende 4 pies, C asciende 4 pies

+ Calculo de velocidades y aceleraciones para la cuerda 1. Partiendo de
la ecuacion de longitud de cuerda en (/):

Ly = 2Y, + 2Y; + tramos constantes en t=t,=0s ()
Derivando la longitud de cuerda L, con respeto al tiempo:

i _ M M L oo
dt ~ ~ dt dt B

Luego se obtiene la ecuacion general del movimiento dependiente entre (A)y (C):
- ZVA + ZVC == O
d VA = - VC 0 VC = — VA ("SignO? (l)

¢ Cual signo tomar para la velocidad?: Positivo o negativo

Nota: para la condicion dada en el problema como Y, se esta alargando en 4 pies,
entonces Y. se esta acortando en 4 pies. Asumiendo que la direccion positiva se tomara
con referencia a la polea A; es decir, haca abajo, se deduce que cuando la polea A se
alarga (varia la posicion), la polea B y/o el bloque B se desplaza hacia arriba.

Por lo tanto, se toma:

- VA=_VC

Donde el signo (-), indica que, para la condicion dada en el problema, Y. se esta
acortando.

Derivando nuevamente la ecuacion anterior de velocidades para obtener las
aceleraciones de (a,) y (a.), se obtiene la ecuacion general de aceleraciones dependiente
entre (A)y (C):

dV dv,
dt  dt
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Por lo tanto:
- ac=-—ay (2)
- Longitud de cuerda para la cuerda 2. Partiendo del modelo de la cuerda 2,
y siguiendo un procedimiento similar al de la cuerda 1, se plantea la ecuacion

de longitud de la cuerda considerando tanto la posicion sin desplazar como la
posicidén desplazada:

+ Consideracion de la longitud de cuerda 2 sin desplazar.
L, = 2Yp — Y, + tramos constantes ent=t,=0s (I)
- Consideracion de la longitud de cuerda 2 con desplazamiento.
L, = 2(Yg + AYy) — (Y; + AY;) + tramos constantes ent =t; s
- L, = 2Yg + 2AYy — Y + 4 + tramos constantes ent =t;s (II')

Restando (I1') — (11):
0=2AY +4
— AY=4/2
—  AY_=-2 pies

Modelo fisico considerado para la cuerda 2

Nota: Mientras que A desciende 4 pies, B asciende 2 pies.

+  Calculo de velocidades y aceleraciones para la cuerda 2.
Partiendo de la ecuacion de longitud de cuerda en (//):
L, = 2Yp — Yo + tramos constantes ent=t,=0s ()
Derivando la longitud de cuerda L, con respeto al tiempo:

dL, dv, dY,

de 0 “dt de

Se obtiene la ecuacion general de velocidades dependientes entre (B) y (C):
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> 2Wp—V.=0
Ve

- VB=7 3)

Reemplazando (1) en (3):
Se obtiene una expresion para la velocidad del bloque B en términos de la velocidad
de la polea A:

Derivando la ecuacion anterior de velocidad para B se obtiene la aceleracion del
bloque situado en B:

dVy 1dv,
dt 24t

a,
S =y

6.2.5 Etapa 4. Andlisis y validacion de resultados

»  De manera simple mediante una buena comprension y analisis del sistema de
estudio, se evidencia a primera vista que cuando la polea A se desplaza el blo-
que Btambién cambia su posicion.

»  En particular, cuando se desplaza A hacia abajo, B se desplazara hacia arriba,
pero como el desplazamiento de Btambién hace parte de otra cuerda, la cuerda
2, es importante evaluar la relacion existente en la polea de conexién entre la
cuerda 1y la cuerda 2, en este caso la polea C. Esta relacién solo es posible
con el planteamiento analitico de las ecuaciones de longitud de cuerda y su
posterior proceso de derivacion en el tiempo.

*  En el caso particular, cuando la polea A se desplaza una longitud determinada,
el bloque B con su polea B se desplaza la mitad de esa longitud. Dicha relacion
se mantiene para las velocidades y aceleraciones.

+  Se puede evidenciar que el sentido positivo 0 negativo tiene su interpretacion
como alargamiento o acortamiento de la variable medida, en este caso el des-
plazamiento, la velocidad y la aceleracion.

+  También se evidencia claramente que la polea Ay la polea C se desplazan la
misma magnitud, en este caso 4 pies, y esto es debido a que estan conectadas
con la misma cuerda (elemento inextensible). Se cumple también que mientras
A se desplaza hacia abajo, Clo hace hacia arriba y este sentido de alargamien-
to y acortamiento esta representado por el signo (-) en el resultado analitico.
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6.3 Problemas propuestos con movimiento dependiente
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El motor en C jala el cable con
una aceleracion constante a, = 3t2 (sz)
donde ¢ estad en segundos. El motor en D
jala su cable a a,=5m/s*. Si ambos motores
arrancan al mismo tiempo del reposo
cuando d=3m. Determinar: 1) el tiempo
requerido para d=0 y 2) las velocidades
de los bloques Ay B cuando esto ocurre
(Hibbeler, 2004-2010-2016).

Si los motores A y B tiran de
los cables con wuna aceleraciébn de
a=(0.2/)ym/s*>, donde ¢ estd en segundos,
determine la rapidez del bloque cuando
alcanza una altura h=4m, partiendo del
reposo en h=0m. Incluso, ¢cuéanto tiempo
se tarda en alcanzar esta altura? (Hibbeler,
2004-2010-2016).

El movimiento del collar en A lo
controla un motor en B, de modo que
cuando el collar esta en S =3pies, sube
a 2pies/s, y su velocidad se reduce a
Ipies/s*  (aceleracion). Determine la
velocidad y aceleracién de un punto en el
cable a medida que se jala hacia el motor
B en este instante (Hibbeler, 2004-2010-
2016).
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