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INTRODUCCION

En espacios de Hilbert de dimension finita, las nociones de forma sesquilineal y
operador lineal son equivalentes, esto aun es cierto en espacios de Hilbert de dimensién
infinita, pues el operador acotado T sobre H, esta estrechamente relacionado a una forma
sesquilineal ¢ sobre H de la siguiente manera

Hlu, v] = (Tu, v)

La relacion anterior establece una correspondencia uno a uno entre el conjunto de
las formas sesquilineales acotadas sobre H'y el conjunto de operadores acotados sobre H.

En cambio la relacion entre un operador no acotado y una forma sesquilineal no
acotada es mas complicada y no se puede establecer resultados generales. Sin embargo,
la teoria formulada por Friedrichs establece una relacién entre formas sesquilineales
simétricas y semiacotadas con los operadores autoadjuntos semiacotados.

La teoria de Friedrichs puede ser extendida a otras formas sesquilineales no
acotadas, no simétricas y operadores no acotados con ciertas restricciones.

En este trabajo se investigara las condiciones bajo las cuales a una forma sesquilineal
no acotada se le asocia un operador autoadjunto o m-sectorial.

Para resolver dicho trabajo, se ha dividido este informe en tres capitulos. El primero
esta dedicado a la teoria de operadores lineales sobre espacios de Hilbert y algunos
resultados importantes para el desarrollo del trabajo, el segundo capitulo esta dedicado
al estudio de las formas sesquilineales y el tercer capitulo estad consagrado a enunciar y
demostrar la relacién entre operadores lineales y formas sesquilineales.

El Autor.

Introduccion
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Un espacio normado es un espacio vectorial con una norma definida, como caso
particular de espacios normados tenemos los espacios de Banach. Estos espacios
generalizan los conceptos de R’ tratandose de espacios de dimension infinita aqui es
posible introducir la nocion de convergencia de una sucesion de vectores; teniendo la
posibilidad de tener a los complejos como cuerpo de escalares.

Una sucesion sera denotada por {« }. SiXes un espacio normadoy {u } una sucesion
en X, lanotacion lim __{u } = u, significa que la sucesion {u } converge a u cuandon — ®y
también lo escribiremos como u, — u 0 equivalentemente lu, — ul — 0. Ademas la sucesion

{u,} se dice que es de Cauchy si lim lu, —ul =0 oequivalentemente Ve>0, IN () tal

m,n—w

que lu, —u | <eVm, n>N(c)

1.1 Espacios Normados

Definicion 1.1.1.
Sea X un espacio vectorial complejo. La aplicacion I.I : X — [0, «), es llamada una
norma si satisface las condiciones:

(N1) lul >0 (No Negatividad)
(N2) lul =0siysolosiu=0 (Definida positiva)
(N3) lowl = |a| lul (Homogeneidad)
(N4) lu + vl <lul + vl (Desigualdad Triangular)

paratodou, veEX a€C

El espacio vectorial X, junto con la norma I.I, es llamado un espacio normado y
escibiremos X = (X, I.I). En todo espacio normado X es factible introducirse la estructura de
espacio métrico con la métrica d : X xX — R dada por:

d(u, v) = lu—vl

y es llamada la métrica inducida por la norma. EI niumero lu — vl representa la
distancia entre los puntos u y v.

Proposicion 1.1.1. En un espacio normado toda sucesion convergente es de
Cauchy.

Demostracion:

Sea la sucesion {u } convergente a u, entonces {u } - u 0 también lu —nl - 0, es
decir para todo ¢> 0 3N (¢) > 0 tal que lu, — ul <% ; para todo n > N (¢). Mostraremos que dicha
sucesion convergente es de cauchy. En efecto:

e, —u V=l —u +u—ul=lu —u)+@—u)<lu —ul+lu—ul<ec paratodo n, m>
N (¢). Luego lu, —u, I - 0.

Por lo tanto {u } es de Cauchy

Capitulo 1. Preliminares



1.2 Espacios de Banach

Definicion 1.2.1. un espacio vectorial X se dice que es completo, si toda sucesion
de Cauchy {u } en X es una sucesion que converge a un elemento u de X
Definicion 1.2.2. El espacio normado X es llamado espacio de Banach, si X es
completo (completo en la métrica definida por la norma)
Proposicion 1.2.1. Sea M < X, donde X es un espacio normado, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:
i) M es Cerrado
ify Si{u} € M para todon y u, — u, esto implica que u € M para la demostracion de

esta proposicion ver Zeidler[pag 15]

Ejemplo 1.2.1. Sea I’ el espacio de sucesiones, donde p es fijo ademas 1 <p <

j=1
es un espacio de Banach con norma dada por
lull = Q1 )7
j=1
esto induce una métrica definida por:
d(u,v) = (Z 16 =& P)r
j=1

Demostracién:

(i) Primero probaremos que # es un espacio normado, para ello mostraremos que
satisface las condiciones de una norma.

En efecto:

Seanu, veE P, ya€C,con

u= (E-'l’ E»z’ ) V= (’71’ M, ..)

Luego
— 1 - 1
lull = (D 1€ 17)7 loll = (3~ Iy 1)
j=1 Jj=1

Veamos que /” satisface las condiciones de una norma [Definicion (1.1.1)].
N Il = (5, 1€ P)7 >0

(N2) lul = 0 se deduce inmediatamente si y s6lo siu =0

(N3) laud = (X, [ a&; P)r = [ a | (52, & [P)7 < o0, luego laul = [of lud
(N4) Usando la desigualdad de Minkowski, tenemos:

Capitulo 1. Preliminares



1 1
HU+UH—Z|§;+%I“ Zléy\” Zlml”"

j=1

luego lu + vl < lul + Ivl

Por lo tanto  es un espacio Normado

(ii) Ahora probaremos que ” es un espacio completo, es decir toda sucesion de
Cauchy en 7 es convergente.

En efecto:

Sea {u } una sucesion de Cauchy en el espacio /, ademas {u } = {&", &, ...}.

Mostraremos que {u |} — u

Observemos que si {u } es de Cauchy, entonces para cada ¢ >0, 3N (¢) € N, talque
Vm, n> N (¢), se tiene:

1
A(tm, ) Z | & =& 1) <e 1.2.1)

De aqui tenemos que paracada;j =1, 2, ...
| & =& < e (1.2.2)

De (1.2.2) observamos que para un j fijo, {&ny = {&}, éj,, ...} es una sucesion de
Cauchy, ademés es convergente, ya que C es completo, entonces digamos que {&j}} - é/
cuando m — .

Para probar que {u } — u, primero definamos u = (¢, &, ...) ademas se puede
observar de (1.2.1) que para todo m, n > N (¢), tenemos

k
Mg -gpr<e  (k=12.)
j=1
Sin embargo cuando n — o, tenemos que para m > N (€)
k
DI —¢glr<e  (k=12.)
j=1

Ahora hagamos k — o, entonces para m > N

oo
Z | & =& P< € (1.2.3)
j=1

Es decir d(u,, u) < ¢, esto demuestra que {u, } - u
(iii) Ahora probaremos que u €

En efecto:

De (1.2.3), tenemos que u, —u = (é;’ - gf) € Ir, pues

Capitulo 1. Preliminares



Solg —¢ )y <oo
j=1

Ademas por la desigualdad de Minkowsky, tenemos:

oo

S-lg Pyr= (Y g +er—em )

Jj=1

o=

==

=1+ &G-gnr)
J=1

<X remr+ OG-
j=1 J=1

< 0

Entonces u € I

Por lo tanto 7 es un espacio de Banach.

Teorema 1.2.2. (Subespacio Completo).

Un Subespacio M de un espacio normado completo X es completo si y solo si M es
cerrado en X para la demostracion de este teorema ver Kreyszig[pag 30]

1.3 Espacios de Hilbert

En un espacio normado podemos sumar vectores y multiplicar vectores por un
escalar, ademas la norma en dicho espacio generaliza el concepto de longitud de un vector,
sin embargo lo que se pierde todavia en un espacio normado, y en lo que querriamos tener

si es posible, es un analogo del producto punto
a.b =op,+ap,+ap,

y la formula notable

la| = Va.a
y la condicion de ortogonalidad(perpendicularidad)
ab=0
De alli la pregunta surge si el producto punto y la ortogonalidad se puede generalizar
a espacios vectoriales arbitrarios, en efecto esto se puede hacer y llevar a espacios

producto interno y espacio producto interno completos llamados espacios de Hilbert. El

espacio producto interno es un caso especial de un espacio normado, su teoria es rica

Capitulo 1. Preliminares



y se podria decir que este espacio es una generalizacion del espacio euclideano, pues
conservan algunas caracteristicas de tal espacio, uno de sus conceptos importantes es
el de ortogonalidad. Ademas el espacio de Hilbert H se puede representar como la suma
directa de un subespacio cerrado y su complemento ortogonal. Otro hecho importante es
que toda funcional lineal acotada sobre H puede ser representada en términos del producto
interno, esto es el teorema de Riesz.

Definicion 1.3.1. Sea H un espacio vectorial sobre C. Un producto interno sobre H
es una aplicacion

(.,.):HxH->C

que asocia a cada par de vectores u,v un numero complejo denotado por (u, v)
satisfaciendo:

(H1) (u+v, wy = (u, w) + (v, w)

(H2) (au, v) = alu, v)

(H3) (u, v} = (v, u) (Simetria hermitiana)

(H4) (u, u) >0y (u, u) = 0 siy sblo si u =0 paratodou, vy we€ H, a € C

El producto interno es sesquilineal, es decir es lineal con respecto al primer factor y
conjugado lineal con respecto al segundo factor, ya que de (H1) y (H3) resultan:

(1) (u, v+ w) = (u, v) + (u, w)

(2) (u, av) ="afu, v)

Las tres primeras condiciones juntas son conocidas como sesquilinealidad, y la
cuarta es llamada positiva. De este modo un producto interno es una forma sesquilineal
positiva.

Un producto interno sobre H define una normal . | : H— [0, «), dada por

lul =~ (u, u)

y una métrica sobre H dada por
du, v) =lu—vl = (u—v, u—vy

Definicion 1.3.2. un espacio pre-Hilbert (#, {,)) se dice que es un espacio de Hilbert
si es completo (completo en la métrica definida por el producto interno).

Una de las mas importantes desigualdades en espacios pre-hilbert y Hilbert es la
desigualdad de Schwarz, veamos

Lema 1.3.1. (desigualdad de Schwarz, desigualdad del triangulo)

Seanu, v € H, donde H es un espacio pre-Hilbert. Enfonces tenemos

1. desigualdad de Schwarz

[ <u, v>|<lul vl

2. desigualdad del triangulo

Capitulo 1. Preliminares



lu + VI < lul + vl

Para la demostracion del lema anterior, ver Kreyszi[pag.136]

Tambien, el producto interno definicion (1.3.1) puede ser escrito en términos de la
norma, via la llamada identidad de polarizacion

1 . . ) ;
u,0) = 5 (llu+ol” =l = ol* +illu+iv]* —ilu—iv]* ) (1.3.1)

Ejemplo 1.3.1. El espacio > = {u = Eyz il g [’< w0} es un espacio de Hilbert, con
producto interno definido por

<u> U> = Z g]m

Ejemplo 1.3.2. Sea L (M) el espacio compuesto por todas las funciones complejas
medibles
u:M-C
sobre un subconjunto medible M de R", ademas u = u(x) = u(x,, ..., x,), tal que

(/M|u(:c) |pdm)p<oo

donde la norma para L(M) esta dada por

ol = ([ 1uto |P)’1’

y esta norma induce el producto interno dado por

(u,v)=[wu(m)v(x)dx

es un espacio de Hilbert, para la demostracion ver Zeidler[pag 110]

1.4 Propiedades geométricas de los espacios de Hilbert

Una de las propiedades geométricas de los espacios de Hilbert es la ley del
paralelogramo, otro aspecto geométrico de este espacio es la nocién de ortogonalidad,
asi como en el espacio vectorial R” es conocida esta definicibn que es de amplio uso
en la teoria geométrica de R”, pues tal nocioén es también definida en los espacios pre-
Hilbertianos.

Teorema 1.4.1. (Ley del paralelogramo)

Toda norma proveniente de un producto interno satisface la relacion

lo + vI? + T — vI* = 2(lul? + IvI?)

Capitulo 1. Preliminares



1.4.1 Ortogonalidad

Definicion 1.4.1. Dos vectores u, v en un espacio pre-Hilbertiano H son ortogonales
Si

(u, vy =0

En este caso escribiremos wu.Lv.
Definicion 1.4.2. Dados 4 y B subconjuntos de un espacio pre-Hilbertiano H, diremos
que A es ortogonal a B, si ulv Vu € 4,y Vv € By escribiremos
AlB

Definicion 1.4.3. El complemento ortogonal de A, denotado por 4*, se define
como:
A+ = {u € HulA}

Teorema 1.4.2. (Teorema de Pitagoras)
En un espacio preHilbertiano, si ulv, entonces se cumple:

I + vI? = Tul® + IvI?

1.4.2 Complemento ortogonal y suma directa

En un espacio métrico X la distancia 3 de un elemento « € X a un conjunto no vacio
M c H viene dado por

S =infd(u, v)
VEM

y en un espacio normado esta viene dada por:

6 = inf lu, vl
veEM

Teorema 1.4.3. (Vector minimizante)

Sea X un espacio pre-Hilbertiano y M # @ un subconjunto convexo y completo (en
la métrica inducida por el producto interno). Entonces para cada x € X, existe un (nico
elemento y € M tal que

S =inflx -yl =lx—yl
V.EM

Capitulo 1. Preliminares



Lema 1.4.4. En el teorema anterior sea M un subespacio completo de Y y u € X fijo,
entonces z =x —y es orfogonal a Y

Para la demostracion del teorema y lema anterior ver Kreyszig[pag 144]. A
continuacién veremos una representacion del espacio de Hilbert como una suma directa, y
haremos uso de la ortogonalidad.

Definicion 1.4.4. un espacio vectorial U se dice que es la suma directa de dos

subespacios 7'y W'y escribiremos
u=rvew
tal que ¥ N W = {0}, si cada u € U tiene una Unica representacion
u=v+w veEV,wew

Entonces ¥ es llamado el complemento algebraico de Ven Uy viceversa, asi de ese
modo V'y W son llamados subespacios complementarios en U.

Por ejemplo si Y = R es un subespacio del plano euclideano R?, entonces Y tiene
infinitos complementos algebraicos en R2, donde cada uno de ellos es la recta real. Pero
es mas conveniente elegir un complemeto que sea perpendicular, nosotros hacemos uso
de este hecho cuando elegimos un sistema de coordenadas cartesianas. En R® |a situacion

es la misma.
Similarmente, en el caso de un espacio de Hilbert H, nos interesa representar H

como una suma directa de un subespacio cerrado 'y su complemento ortogonal 7 L
t={u€HulV}
Este hecho esta expresado en el teorema de proyeccion.

Teorema 1.4.5. (Teorema de Proyeccion).
Sea V un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces

H=Vow w=Vr+

Demostracién:

Ya que H es completo y ¥ es un subespacio cerrado en H, entonces por el Teorema
(1.2.2) se tiene que V' es completo. Ademas ¥ es convexo, luego usando el Teorema (1.4.3)
y el lema (1.4.4), tenemos que Vu € H, 3v € Vtalque u =v+wconw e W=7*

»  Probaremos que esta representacion es Unica.
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En efecto:

Asumamos que existe u = v +w, conv € V,w € W =V* pero tenemos también

que u = v+w, luego v+w = v +w,, de este modo v—v, = w—w. desde que (v—v)) € V'y v—v, =

w—w, € W =V* entonces (v—v ) € V'nV* = {0}, esto implica que v = v, y w = w,, luego esta

representacion es Unica. Por tanto

que

H=Vow Ww=r+t

Definicion 1.4.5. Una funcional lineal en un espacio de Hilbert A es una funcién

f:H-C

tal que:

S (ou =+ pv) = af (u) + B (v)

Vo, €Cyu, veEH

Definicion 1.4.6. Una funcional lineal es acotada si existe una cosntante ¢ > 0 tal

| f(u) < ¢ lul Vu€H
A continuacion veremos que toda funcional lineal acotada sobre un espacio de

Hilbert H puede ser representado en términos del producto interno, esto es el lema de

Riesz - Frechet.

Lema 1.4.6. (Riesz - Frechet)
Sea f: H— C una funcional lineal acotada. Entonces existe un unico z € H tal que se

cumple

f(x) =(x z) (1.4.1)

donde Izl = If1

Demostracion: Probaremos que

(a) ftiene una representacion f (1) = (u, v)
(b) v es Unico

(©) i =1If1

Si f= 0, luego (a), (b) y (c) se cumplen si tomamos v = 0. Supongamos entonces

que f#0

(a) Consideremos el espacio nulo de f
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M) = {u € Hf (u) = 0}

Probaremos que este espacio es cerrado en H

En efecto:

Sea {u} € N(f) convergente a un elemento u € H, entonces f'(u,) =0 Vn. Como u,
- u, luego por la continuidad de f, tenemos f(u,) — f (u); de aqui inferimos que f (u) = 0, es
decir u € N (f).

Luego N(f) es un subespacio cerrado en H

Desde que N(f) es un subespacio cerrado en H, por el teorema de proyeccion
tenemos que si f# 0, entonces N(f) # H, de este modo N(/)* # {0}.

Como N(f)*# {0}, entonces existe un v, € N (f)* con v, # 0. Ahora sea

w=f v, —f(vu
aplicando f, tenemos
S =1 v, —fu) =fw)f (vy) —f (v )f (w) =0

Esto muestra w € N(f).
Desde que v, € N(/)* y w € N(f), entonces

0= (w vy) = {f @y, =/ Wu, v;)
=S @)(vy vo) =S ) u, vy)

como v, € N(f)*, entonces (v, v,) = Iv I* # 0, luego despejando f (u) de la ecuacion

anterior, tenemos

Por lo tanto

(u) = (u, v) donde v =

(b) Probaremos que v es unico.
En efecto:
Supongamos que para todo « € H, exista un v, satsifaciendo (1.4.1), luego
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S @) = (u, vy =(u,v)
Entonces
(u,v=v)=0 para todo u
Eligiendo en particular u = v — v, tenemos
(u, v—vl) = (v—vl, v—vl) = Hv—leZ =0

De aquiv—v, =0, lo cual implica que v = v,
Luego v es Unico

(c) finalmente probaremos que If | = Ivl

En efecto:

Si /=0, entonces v = 0 estaria probado, asumamos entonces que f# 0
»  Probaremos primero que Ivl <If1l
Haciendo u = v en f(u) = (u, v), tenemos IvI* = (v, v) = f(v) < If I Ivl
Luego vl < If
+  Ahora probaremos que IfI < v,

Bien como | f(u) |<| (u, v) |< lul Ivl. Entonces

sup | f(u) | < sup [Jull{|v]]
lull=1 Jlull=1

1< vl
Luego If1 < vl

De esta forma se deduce que If'l = Ivl
Por lo tanto de (a), (b) y (c) tenemos que existe un Unicoz € Htal f(x) = (x, z) y Izl = If]

1.5 Operadores Lineales

En esta seccion haremos un estudio de operadores lineales no acotados sobre
espacios de Hilbert, esto nos llevara a la nocion de operadores simétricos y autoadjuntos.
También existe una clase méas general de operadores que son los acretive y sectoriales,
estos operadores son de gran importancia en aplicaciones.

Excepto se especifique lo contrario H, H, y H, denotaran espacios de Hilbert sobre C.

Definicién 1.5.1. Sean H, y H, espacios de Hilbert. Un operador lineal T es una
aplicacion T: D(T') ¢ H, - H, que verifica la condicion:

T (ou + pv) = aTu + pTv
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paratodou, vED(T)y a, pEC

Notacién:

Al operador T: D(T') € H, - H,, lo denotaremos como 7 (H, a H,)

El dominio de T, denotado por D(T'), es un subespacio de H, y se define como

DT)={u€eH/IVEH,v=T}
El rango de 7', denotado por R(7') es un subespacio de H, y se define como
R(T)={veEH/IueDT), Tu=v}
El espacio nulo de T es un subespacio de H, y se define como
MNT) = {u€DT) Tu=0}

Definimos también el rank, nulidad y deficiencia de T, de la siguiente manera
rank(T) = dim(R(T))
nul(T) = dim(N (T)) (1.5.1)
def (T') = codim(R(T))

Los operadores especiales / (identidad) y 0 (cero) de /4, a H, (ambos con dominio
H\) estan dados por: fu =uy Ou =0

Dos operadores, Sy T', de H, a H, se dice que son iguales si D(S) = D(T), y para
todo u € D(S), Su = Tu; y escribiremos S =T'.

Los operadores que no estan definidos en todo su dominio, nos lleva a definir
restriccion y estension de un operador

Si Sy T son dos operadores de (H, a H,) tal que D(S) € D(T') y Su = Tu Yu € D(S),
entonces T es llamado una extension de S (en simbolos S T'), y S es una restriccion de
T (en simbolos Sc T)

Definicién 1.5.2. La inversa 7' de un operador T (H, a H,) es definido si y sélo si la
aplicacion es inyectiva.

T es inyectiva si y sélo si Tu = 0 implica que u = 0.

T~ es por definicion el operador 77! : R(T') - H, tal que 7' Tu = u.

Asi tenemos:

DT H=RT) ;5 RT")=DT)
T (Tu)=u ;0 u€D(T)
T(T'v)=v ; veER(T)

Diremos que T es invertible si 7' existe
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Definicién 1.5.3. El operador lineal 7: D(T ) - H, se dice que es densamente
definido en H , si D(T') es denso en H,.

Definicién 1.5.4. Sean Sy Toperadores de (H, a H,). La suma de Sy Tes el operador
S + T, definido por:

S+ T)u=Su+Tu Yu€eDIS+T)
donde:
DS+ T)=DS)n D)

Definicién 1.5.5. La multiplicacion de un operador 7 de (H, a H,) con un escalar «

€ C se define por

(aT)u = o(Tu) Yu € D(al)

donde
D(aT) =D(T)

Definicién 1.5.6. La composicién de un operador lineal T de (H, a H,) con un
operador Sde (H, a H,), es el operador lineal ST: H, — H, definido por

(ST Yu = S(Tu) Vu € D(ST)
donde
D(ST) = {u € D(T')/Tu€ DS)} =S'D(T)

Definicién 1.5.7. El operador lineal T: D(T) - H,, se dice que es acotado si existe
un ¢ € R tal que para todo u € D(T).

17ul < ¢ lul (1.5.2)

Notemos que en (1.5.2) la norma de la izquierda esta sobre H, y la norma de la

derecha esta sobre H,. Por simplicidad denotaremos ambas normas con el simbolo I.I Si en
(1.5.2) elegimos ¢ = lul, entonces obtenemos la féormula.

170l <171 lul

Si el operador lineal T es acotado, se define la norma de 7'como:
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N 4]
IT|=  sup
ueD(T)—{0} ||

(1.5.3)

La norma definida por (1.5.3) satisface la definicion de norma.
Denotaremos como B(H,, H,) al conjunto de operadores acotados 7: [/, > H,con
D(T)=H,. Esto es

B(H,, H) = {T: H — H,/T es operador lineal acotado}

Ejemplo 1.5.1. (Operador Integral)
Sea X = Cla, b] con la norma

lull = mas, | u(z) |
donde —x < a < b <. Supongamos que es continua la funcién
K:[a b] % [a b] = R

Definamos el operador integral T : X — X tal que

Tu(x) —/ k(z,y)u(y)dy, Yz € la,b]

Entonces, el operador T es acotado y

<
71 < max | kz,y)|

Demostracién:
Para probar que T es acotado, primero observemos que la continuidad de k sobre el
cuadrado cerrado [a, b] x [a, b], implica que k es acotado, es decir

| k(x, y) ISk, Vx € [a, b] X [a, b]
Ademas
lull = max, | u(x) |

Entonces:
ITull = mas | / (@, y)uly)dy |

< max / [k(x,y)| |u(y)|dy

a<z y<b

a<w,y<b

< ky max / |u(y)|dy

= ko(b—a) [Ju]
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Esto es I7ul < ¢ lul donde ¢ = k(b — a), de aqui T es acotado.

1.5.1 Rango numérico, resolvente y espectro de operadores

En esta seccién daremos una introduccién al rango numérico y al espectro de un
operador T que actua de Hen H
Definicién 1.5.8. El rango numérico de un operador lineal 7: H — H se define como

el conjunto
wW(T) = {{Tu, uy € C/u € D(T), lul = 1}

w(7) es un subconjunto del plano complejo, donde ( ., . ) denota el producto interno
en H. w(7) es la imagen de la esfera unidad {u € H/ lul = 1} de H bajo la forma cuadratica
u>— (Tu, u)

w(7) en general no es abierto ni cerrado, una propiedad importante del rango
numérico es su convexidad, esto es el teorema de Toeplitz - Hausdorff [1918-1919].

Teorema 1.5.1. Si T es un operador lineal T: D(T ) — H, entonces w(T) es convexo

Para la idea de una prueba, vea Kato [pag 571]

Sea I'la clausura de w, T'(T) = w(T ), tomado de esta forma I' es un conjunto convexo
cerrado. Ademas sea A el complemento de I en el plano complejo, es decir A(T') = C-T(T),
A(T) es un dominio, excepto si I'(T') es una franja en C acotada entre dos rectas paralelas.
Entonces se puede tener A(T) = A (T) U A(T). donde A, y A, son semiplanos.

Definicion 1.5.9. Sea un operador Tde (H en H) y sea | la identidad sobre H

El numero complejo { es un valor regular de T'si (T — {T) es un operador invertible

El conjunto de los valores regulares de T se denomina el conjunto resolvente y lo
denotamos como p(T')

p(T) ={{€ C/ (T es invertible}

Los valores no regulares de T se llaman valores espectrales de 7. El conjunto de los
valores espectrales de T se denomina espectro de 7'y lo denotamos por o(T).
El espectro de T es entonces

o(T)=C—p(T)

Un numero { € C, se dice que es un valor propio de T'si N (T— (1) # 0.

Si { es un valor propio y Tu = {u con u 0, entonces u se llama vector propio de T
correspondiente al valor propio {. Al subespacio N (T — {7) se le llama subespacio propio
correspondiente al valor propio {
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1.6 Operadores no acotados

Los operadores T'no acotados, aparece en muchas aplicaciones tanto en fisica como
en matematica, el estudio de este tipo de operadores fue estimulado en mecanica cuantica
por J. von Newmann y M. H. Stone. Los operadores no acotados son mas complejos que
los operadores acotados, ya que un operadores acotado es definido en todo su espacio,
mientras que los operadores no acotados no necesariamente, esto nos lleva a considerar
el problema de dominios y extensiones. También vamos a ver que es necesario la densidad
del dominio D(T') en H, para que exista el operador adjunto 7" de un operador lineal 7',
asi mismo la mayoria de operadores lineales no acotados que aparecen en la practica son
cerrados o por lo menos tienen una extension cerrada.

En esta seccion consideraremos operadores lineales 7 : D(T ) ¢ H, —» H, cuyo
dominio D(T) esta en un espacio de Hilbert complejo.

1.6.1 Operadores cerrados

Sea T un operador de (H, a H,). Una sucesion {u } € D(T) se dice que es

T-convergente a u € H,, si {u } y {Tu } son sucesiones de Cauchyy u - u.

Notacién:

Escribiremos u - u para indicar que {u } es T— convergente a u

Definicion 1.6.1. Sea T un operador de (H, a H,), se dice que T es un operador
cerrado, si para cada sucesion {u } en D(T), T-convergente a u € H,, entonces u € D(T )y
{Tu } — T, es decir:

Siu,—uy{Tu} —v, entoncesu € D(T)y Tu=v (1.6.1)

Teorema 1.6.1. SiT'(H, a H,) es acotado, entonces T es cerrado si y solo si D(T) es
cerrado en H

Demostracion:

Sea una sucesion {u } € D(T'), convergente a u € H,, ademas como 7T es un operador
acotado, entonces es continuo, es decir {7u } - v, v € H,.

=] Si T'es cerrado entonces u € D(T) y Tu = v, de esto se deduce que toda sucesion
en D(T) tiene un limite en D(T); luego D(T) es cerrado.

<] Si D(T) es cerrado, entonces u € D(T) y

1Tu, = Tul <IT1 lu, = ul > 0
De aqui Tu, - Tu = v; luego T es cerrado

Denotaremos al conjunto de todos los operadores cerrados de H, a H, por C(H,, H,)
y escribiremos C(H, H) = C(H). Observemos que por el teorema anterior tenemos que B(H ,
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H) € C(H,, H,), ya que operadores en B(H, H,) tienen dominio cerrado en H .
Teorema 1.6.2. Si T (H, a H,) es cerrado y A (H, a H,) es acotado tal que D(T') <
D(A), entonces T + A es cerrado
Demostracion:
Observemos que D(T+ 4) = D(T) N D(A) = D(T)
Sea {u } una sucesion en D(T), (T + 4) convergente a u € H.
Probaremos que {u } es T-convergente.
En efecto:
\Tu, — Tu | =1Tu — Tu + Au, — Au + Au — Au |
=T+ Ay, —(T+Au, — A, —u)l
SNT+ A, — (T+ADu )+ 1A, —u |
-0
Ya que {u } es (T + 4) convergente.
Esto prueba que {u } es T - convergente.
Ahora como T'es cerrado, entonces u € D(T') y {Tu } — Tu. Luego por la desigualdad
triangular.
T+ A)(u, — w)l <IT (u, — u)l + 1A4(u, — w)l
<I7u, — Tul + k lu, — ul
-0
De aqui {(T+ A)u,} - (T+ A)u, cOMo queriamos.
Por tanto T+ 4 es cerrado
Teorema 1.6.3. SiS € C(H, H) y T € C(H, H) con T € B(H,, H,), entonces TS €
C(H,, H,)
Demostracion:
Sea {u } una sucesion en D(TS), TS - convergente a u € H, entonces existe un v €
H, tal que {TSu} - v.
Observando que D(T ") = H,, y que 7' es acotado, entonces tenemos:
Su —T'v=T"TSu —T v
=T (ISu,—v)
<kITSu, —vl
-0
De modo que Su, » T'v. De aqui {u,} es una sucesion en D(S), S - convergente a

u. Ademas como S es cerrado,
Sut->Su=T"v
Asi que TSu = v.

Luego TS € C(H, H,), como se requeria
Teorema 1.6.4. Si T (H, a H)) tiene rango cerrado, y
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(@m € RY)(Vu € D(T)) 1Tul > M lul

entonces T es cerrado.
Demostracion:
Sea {u } una sucesion en D(T'), T - convergente a u € H, entonces {Tu } — v para

algun v € H,. Pero R(T') es cerrado, asi que para algin w € D(T),
Tw=v

Como D(T') es un subespacio, para todo n tenemos (1, —w) € D(T') y por hipotesis,

tenemos:
mlu —wl <IT (u, —w)l =1Tu — Twl =1Tu —vl -0

Luego lu, — wl —» 0, es decir u, > w. Ademas como {u } es T — convergente a u,
tenemos que u =w € D(T)y Tu = v. De aqui T es cerrado.

Teorema 1.6.5. SiT € C(H, H)), entonces N(T') es cerrado en H,

Demostracion:

Consideremos el espacio nulo de 7', N(T) = {u € D(T')/ Tu = 0}.

Sea {u,} una sucesion en N(T') convergente a u € H,, para demostrar que NT) es
cerrado es suficiente verificar que u € N(T).

En efecto:

Como {u,} € N(T), entonces Tu, = 0. De aqui tenemos

Tu =lim {Tu } =0
Luego Tu = 0, es decir u € N(T') Por lo tanto N(T') es cerrado en H,

1.6.2 Grafico de un operador

Los graficos de operadores son importantes porque ellos nos proporcionana un
método Util para examinar por ejemplo la cerradura de un operador, en esta seccién veremos
la importancia del teorema del gréafico cerrado la cual nos proporciona una condicion
suficiente para que un operador lineal cerrado sobre un espacio de Hilbert sea acotado.

Definicién 1.6.2. Sean H, y H, espacios de Hilbert. El espacio producto de H, y H,,
denotado por H, x H,, se define por:

H xH,={(u v)/ueH yveHy}
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Observacion 1.6.1.
(a) H, x H, es un espacio vectorial con las operaciones
+1(H, x H) *x (H, x H)—> H, xH,
((ul’ Vl) ’ (uz’ Vz) )= (ul’ Vl) + (uz’ Vz) = (ul + Uy, v + Vz)
KX (H xH) - (H xH,)

(o, (, V)= a-(uv)=(a-u,o- v)
(b) H, x H, es un espacio de Hilbert bajo el producto interno
(@, v), (uy, v)) =(u, ) + (v, v,) (1.6.2)
(c) H, x H, es un espacio normado si la norma es definida por
I(zt, v)I = Tl + IVl (1.6.3)

Ademas H, x H, es completo con la norma definida en 1.6.3.

En efecto:

Sea {w } una sucesion de Cauchy en H, x H,, donde w, = (u,, v).
Como {w } es una sucesion de Cauchy, entonces Ve > 0, 3N (¢) tal que

w —w l=I,v)—(,v)l
=lu,—u,, v, —v)l

=lu —ul+lv —vli (1.6.4)
n m n m

<em, n> N (€)

De aqui {u} y {v,} son sucesiones de Cauchy en H y H, respectivamente y
convergen, ya que H, y H, son completos, digamos entonces que la sucesion u, » u y la
sucesion v, - v. Esto implica que {w } - w = («, v), ya que cuando m — « de la ecuacion
(1.6.4) tenemos lw —wl <eVn >N ().

De esta forma {w } es una sucesion de Cauchy convergente. Por lo tanto H, x H, es
completo

Definicién 1.6.3. El grafico G(T') de un operador lineal 7' (H, a H,) es definido por

G(T) = {(u, Tu)/u € D(T)}

donde G(T) es un subconjunto de H, x H, . También podemos definir el grafico
inverso de un operador 7 como

G(T) = {(Tu, u)/u € D(T)}
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donde G'(T') es un subconjunto de H, x H,

Observacion 1.6.2. Sea T un operador lineal de (H, a H,).

Una sucesion {u } en D(T') es T — convergente siy solo si {u, Tu } €s una sucesion
de Cauchy en (H, x H,).

Ademas T es cerrado si y solo si G(T') es cerrado en (H, x H,).

Los siguientes resultados muestran en forma mas precisa que subespacios
vectoriales son graficos.

Teorema 1.6.6. Sea M < (H, x H,) un subespacio vectorial. M es el grafico de un
operador T de (H, a H)) si y solo si

(WeH,—{0}) (0, v)e/M

Demostracién:
=] Si M = G(T'), entonces por la linealidad, tenemos para v € H, —{0}, Tv # 0, luego
(0, v) €M como queriamos

<] Definamos un operador 7'de (H, a H,) de la siguiente manera
D(T)={u€eH/IvEH, (uv)EM}

Talque T:D(T) - H,y Tu = vsiy sélo si (1, v) € M.

Probaremos que T esta bien definida.

En efecto:

Supongamos que (u, v,); (1, v,) € M, pero como M es un subespacio vectorial,
entonces (v, v) — (1, v,) = (0, v, —v,) € M. Luego por la hipétesis tenemos (0, v) €M, entonces
v, —v, = 0. De aqui tenemos que v, = v,, es decir T esta bien definida.

Ahora probaremos que T es lineal.

En efecto:

Supongamos que (u,, v,); (u, v,) € M, y sea i, A, € C. Como M es un subespacio

vectorial (Au, +\u

Uy, A v, +Av) €M, ademas por la definicion de T, tenemos:

Ty, +Au,) =kv, +Av, =ATu +©Tu,

Por lo tanto M = G(T)

Del teorema 1.6.6 se desprende que un subespacio vectorial de un grafico es si
mismo un grafico. Los dos resultados siguiente trata de extensiones de graficos.

Teorema 1.6.7. Sea S y T dos operadores de (H, a H)). T es una extension de S si y
sélo si G(S) € G(T)

Demostracion:

=] Si T'es una extension de S, obviamente G(S) € G(T)
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<] Si G(S) € G(T), entonces para u € D(S); (u, Su) € G(T)

Es deciru € D(T) y Su = Tu.

De aqui T es una extensién de S

Teorema 1.6.8. Sea T (H, a H,) un operador cerrado, y T' una extension de T de
dimension finita, entonces T* es cerrado

Demostracion:

Como G(T') es un subespacio vectorial cerrado de H, x H,.

Supongamos que

D(T’) = span(D(T) U {v, v, ..., v })

donde (v, v, ..., v) € H = D(T). Entonces:

R(T’) = span(R(T) U {Tv, Tv,, ..., Tv })

De modo que G'(T') es una extension de dimension finita de G(T'), y G/(T) es cerrada
ya que G(T) es cerrada. Luego por la observacion (1.6.2) T'es cerrado ya que G(T) es
cerrado.

En el teorema (1.6.1) nosotros vimos que un operador acotado con dominio cerrado
era cerrado. Lo contrario de este resultado es el teorema del grafico cerrado. Antes de
probar este resultado primero enuciaremos el lema siguiente

Lema 1.6.9. (Teorema del inverso acotado)

Sea T (X a Y ) un operador lineal acotado y biyectivo entre espacios de Banach X y
Y. Entonces T ~' es acotado.

Para la demostracion de este lema ver Kreyszig[teorema 4.12-2. - pag 287]

Teorema 1.6.10. (Teorema del grafico cerrado)

Sea T (H, a H,) cerrado con dominio cerrado D(T'). Entonces T es acotado

Demostracion:

Como Tes cerrado, entonces G(T') es cerrado en H, x H,, ademas por hipotesis D(T)
es cerrado en H,. Luego por el teorema (1.2.2) G(T') y D(T') son completos. Consideremos
la aplicacion P : G(T') — D(T), dada por

P(u, Tu) =u
obviamente P asi definida es lineal. Ademas P es biyectiva y acotado.
En efecto:

1P (u, Tu)l = lul < Il + 1Tl = I(u, Tut)l

Luego P es acotado
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P es biyectivo, desde que existe la aplicacion inversa P ' : D(T') = G(T') con
P 'u=(u, Tu)

Como G(T) y D(T ) son completos, ademas P es biyectivo y acotado, luego por
teorema del inverso acotado, P ' es también acotado, es decir IP ~'ul = I(u, Tu)l < k lul para
algun &y para todo u € D(T).

Luego T es acotado ya que

176l < 1Tul + lul = 1(u, Tu)l <k lul

para todo u € D(T)

Corolario 1.6.11. Sea T € C(H,, H)) con R(T') = H,. Si T es invertible, entonces T -
€ B(H, H)

Ejemplo 1.6.1. Sea H = *(C) consideremos el dominio

D(T) = {(@) eH/ > ¢ I< oo}

Definamos un operador lineal T : D(T ) - H, dado por
T() = ¢}

T no es acotada, pero tiene una inversa acotada con IT 'l < 1.

En efecto:

1) Afirmamos que 7 no es acotado. En efecto:

Sea {u} =(0,..0,1,0,..) € H donde {u } tiene ocupada la enésima posicion por 1.
Tomando la norma en [ a la sucesion {u }, tenemos:

Juall = (Z G |2)

—(ZCJ'|2+ZCJ|2+Z |Cj|2>

j=n j=n+1
= (0+1+0)2
=1

Es decir lu | = 1.

Ahora por la definicion de T', tenemos que Tu, = nu , luego tomando norma resulta
I7u | = Inll lu | = n. Consecuentemente
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WTu |} = {n} - oo
Por lo tanto T'no es acotado
2) Ttiene una inversa acotada 7' < 1.
En efecto:
T es cerrado pues dada una sucesion {u } - u, tenemos

ITu — Tul = 1T (u, — w)l = 1T (0)I =0

El operador 7' existe, pues

N(T) =1{u, € H/ Tu, = 0}
={u, € Hnu, =0}
= {0}

Ademés R(T) = H, es decir T es sobreyectiva y como T es cerrado, luego por el

corolario (1.6.11), tenemos la inversa acotada 7' : H —» H, dada por T*‘(Cj) = {].L g“j}, ademas

1 1
Il =[5 6 =3t

Pero también tenemos
"T’I(CI_)" =" IICI,\I (1.6.6)

Igualando las expresiones (1.6.5) y (1.6.6) resulta

[Nl % 151

De aqui, tenemos

| —

== <

B

Como queriamos.

1.6.3 Operadores cerrables

Definicién 1.6.4. El operador T (H, a H,) es cerrable, si Ttiene una extension cerrada
Por la observacion (1.6.2) y por el teorema (1.6.7), se sigue que:

T es cerrable siy sélo si G(T') es un subespacio vectorial de un grafico cerrado.
Esto nos lleva al siguiente criterio de cerrabilidad

Teorema 1.6.12. T (H, a H,) es cerrable si y s0lo si G(T) es un grafico
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Demostracién:

=] Como T es cerrable, entonces G(T ) es un subespacio vectorial de un gréfico
cerrado M . Luego se deduce que G(T') S M , siendo M el conjunto cerrado mas pequefio
que contenga a G(T).

Luego G(T') es un gréfico.

] si G(T) es un grafico de T, obviamente T es cerrable.

Observacion 1.6.3. El teorema (1.6.6) nos lleva al siguiente criterio:

T es cerrable siy sélo si para toda sucesion {u, } en D(T)
Sif{u} -0y {Tu} — v, entoncesv =0 (1.6.7)

Definicion 1.6.5. Si 7' es cerrable, entonces existe un operador cerrado T con

G(T) = G(T).

T es llamado la clausura de T, y es la extension cerrada mas pequefia de T

Observacion 1.6.4.

u€D(T) e (u Tu) € G(T), o también

ueD(T)e Si I{u } € D(T), T - convergente a u, entonces {Tu } — Tu.

Definicién 1.6.6. Sea T un operador cerrado. Si S es un operador cerrable tal que S
=T, entonces el dominio D(S) es llamado un nacleo de T

Mas generalmente, un subespacio vectorial M de D(T) es un nucleo de T'si {(u, Tu)/
u€ M} esdensoen G(T)

Observacion 1.6.5. Si M es un nlcleo de T, entonces M es denso en D(T).

En efecto:

Sea v € D(T ), entonces existe una sucesion {u } € M tal que {u, Tu } - {v, Tv}, y
luego tenemos que {u } — v

Observacion 1.6.6. Si T es cerrado y acotado, entonces algin subespacio D de
D(T) denso en ‘D(T), es un nucleo de T

En efecto:

Como T es cerrado y acotado, luego por el teorema 1.6.1 D(T') es cerrado, entonces
como D(T') es cerrado para todo u € D(T'), existe una sucesion {u } € D tal que {u } - u.
Luego tenemos

17w, — Tul <171 lu,—ul - 0

es decir {Tu } — Tu, de modo que {u, Tu } = {u, Tu}

De aqui D esun nicleode T.

Teorema 1.6.13. Todo operador acotado es cerrable

Demostracion:

Sea T un operador de H, a H, y sea u € D(T). Si {u,} es una sucesion en D(T ),

convergente a u. Entonces {7u } es de Cauchy en ..
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En efecto:
17w, — Tu | <IT 1, —ul -0

Luego {Tu } es de Cauchy, asi pues {7u } converge a algin elemento T'u de H,.
Definiremos un operador 7'y probaremos que 7'es una extension cerrada de T'.

En efecto:

SeaT': D(T) - H,, veamos que 7' estéa bien definida.

Sean {u } y {v } dos sucesiones en D(T ), convergentes a u € D(T), entonces fu, —

v,} = 0y como Tes acotado {7u,— Tv,} - 0. Es decir
lim Tu, = lim Tv,

Luego T'esta bien definido.

T'es una extension de T, ya que si u € D(T), entonces la sucesion constante {u}
- uen D).

T'es un operador lineal.

En efecto:

Sean las sucesiones {u } y {v } en D(T'), convergentes a uy v en H, respectivamente

y o, f € C, luego tenemos:

T' (au + Bv) = im(T (o, + Bv,))
= lim(aTu, + BTv ) (1.6.8)
=olim Tu + B lim Tv,

=altu+BTiv

Luego T'es lineal.

T'es cerrado, ya que si tomamos una sucesion {u } en D(T), convergente a u € D(T),
entonces tenemos (u, T'u ) — (u, Tu). Por lo tanto 7' cerrable.

Teorema 1.6.14. Si T (H a H) es densamente definido, y m(T) # C, entonces T es
cerrable

Demostracion:

Por el teorema (1.5.1) w(7) es convexo, y como w(7) # C, luego w(T) esta contenido
en un semiplano. Considerando a7 + I en lugar de T, nosotros podemos asumir sin pérdida
de generalidad que w(7) esta contenido en el semiplano derecho, es decir para todo u €
D(T)

Re(Tu, u) >0

Sea {u, } una sucesion en D(T) tal que {u } >0y {Tu } - v.
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Probaremos que v = 0.
En efecto:
Sea w € D(T), entonces

0 <Re(T (u, +w), u +w)
:Re(Tun+ Tw, un+w)

=Re((Tu, u, +w)+(Tw, u, +w))
haciendo n — «, tenemos:
0 <Re(v, w) + Re(T w, w)
hagamos w = ax donde a > 0 y reemplazando tenemos
0 <Re(v, ax) + Re(T ox, ax) = a Re(v, x) + o Re(T x, x)

Luego 0 < Re(v, ax) + a Re(T x, x) y como Re(T x, x) > 0, entonces 0 < Re(v, ax) y de
aqui 0 < Re(v, w).

Desde que w € D(T') fue elegido arbitrariamente, y D(T') es denso en H, se sigue
que v = 0.

De aqui por criterio de cerrabilidad (1.6.7) y el teorema 1.6.6 T es cerrable.

Ejemplo 1.6.2. Sea H = L*[0, 1]

o= {70 —c/ [ 15p<s)

Consideremos como dominio el espacio de las funciones continuas sobre [0,1]
D(T) = C[0, I1 < H. Sea el operador T :'D(T) - H dado por

Tx(t) = x(0)
Probaremos que T'no es cerrable.

Demostracidn:
Sea {x } una sucesion en D(T') dada por x (¢) = (1 — #)". Entonces

1
foall = [ = tpras
0

_ 1 204171
— 5l -

1 n n
= gl 1 (1 0
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1
T oan+1

Ahora si n —» o, tenemos

1
_ . (1.6.9)
{lanll} = (5=} = 0

Ahora como Tx(#) = x(0) y x (1) = (1 — #)", luego tenemos:
Tx (¢) = x (0) = (1 — 0)" = 1. Es decir tenemos

{Tx,} = {1} (1.6.10)

Pero por la observacion (1.6.3), si {lx |} — 0, entonces {7x } — 0. Lo obtenido en
(1.6.9) y (1.6.10) contradice a esta observacion.

Por lo tanto 7 no es cerrable.

Ejemplo 1.6.3. Sea H = *(C) consideremos el dominio

D(T) = {(CJ) eH/ > G IP< 00}

j=1

Definamos un operador lineal T : D(T ) — H, dado por
T() = 4¢}
Consideremos la restriccion, T' de T, con dominio
D'= {(C,.) € H/solo un numero finito de (/ son # 0}
Entonces 7'no es cerrado pero su extension T es cerrada (Ejemplo 1.6.1)
Demostracion:

Tomaremos una sucesion en D' y probaremos que no converge en D'.
Sea {x } una sucesion en D' dada por:

Ty = {1070}
1
T2 = {1 Z()* }
11 1
ln:{lzgx 27()7"}
Entonces
1 /
{an} = {5} ¢D

Sin embargo por la definicion de 7', tenemos:
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{Tx,} = {nz,}
11 1
= {17 57 51 sty Ev }
Luego:
1
{Tw.} = {51 el

Por lo tanto 7' no es cerrado, aunque tiene una extension cerrada (ejemplo 1.6.1)

1.6.4 Operadores adjuntos

Dado un operador T'(H, a H,), nosotros podemos asociar el operador adjunto de (#,
a H,) que esta estrechamente relacionado a 7. Estos operadores son sumamente Utiles, y
nos llevan a las importantes nociones de simetria y autoadjuntos.

Definicién 1.6.7. Los operadores T'(H, a H,) y S(H, a H,) se dice que son adjuntos si
Yu € D(T)yv e D(S). Tenemos

En general, dado un operador T, existiran muchos operadores adjuntos a T ; pero si
T es densamente definido, existe un Unico operador maximal 7* adjunto a 7. Esto significa
que T* es adjunto a Tmientras que cualquier otro operador S adjunto a T'sera una restriccion
de T*.

T* es llamado el operador adjunto a T

Observacion 1.6.7. Si T (H, a H,) es densamente definido sobre H,, entonces existe
un operador maximal 7* (H, a H,) adjunto a T'tal que

T'v=w
con dominio
D(T*) = {ve€H/3Iw € H;Vue DT) (v Tuy = (w u)} (1.6.12)
Probaremos que T* esta bien definida.
En efecto:

Sean w, y w, € H, satisfaciendo (1.6.12) , entonces tenemos:

v Tuy = {w,, u) (1.6.13)
v, Tuy = {w,, u) (1.6.14)

Igualando (1.6.13) y (1.6.14) resulta
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(w,, uy = (w, u)
(W, —w,u)=0
como D(T) es denso en H,, entonces w, —w, = 0. Luego w, = w,, es decir w € H esta
Unicamente determinado por v. De aqui 7*: D(T*) - H dado por T*v = w esta bien definido.
Ademas T* es un operador adjunto maximal a T
Teorema 1.6.15. Si T (H, a H,) es densamente definido, entonces T* es cerrado.
Demostracién:

Si S es adjunto a 7', entonces tenemos:
(Sv, u) = (v, Tu)
W Tuy —(Sv, u) =0
(=Sv, u) + (v, Tu) =0 Yu € D(T)yv e DS)
Luego por la ecuacion (1.6.2), tenemos:
((=Sv, v), (u, Tu)) =0
Es decir
G(T) L G'(=S)
En particular como T* es maximal, tenemos que G'(—T*) = G(T)*. Ademas G(T)* es
cerrado, entonces G'(—T") es cerrado. Luego T* es cerrado como queriamos.
Observacion 1.6.8. De la demostracion del teorema 1.6.15 podemos afirmar que:
Ty S son adjuntos siy solo si el gréfico de Ty el grafico inverso de —S son ortogonales.
Es decir
G(T) L G(E=S)
En forma particular el gréafico inverso de —T* es ortogonal al grafico de T

G(T) L G(~T*)

Desde que T es densamente definida, esto garantiza que G(T)* es efectivamente un
gréfico inverso ya que el ortogonal es cerrado.

G(T) = G(-T*)*
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En efecto:

Si Sy Tson adjuntos y T es cerrable, entonces Sy T son también adjuntos.
Si T'es cerrable, entonces existe un operador cerrado T tal que

G(T ) =G(T)

Sea (u, T u) € G(T), entonces existe una sucesion {u, Tu } € G(T) tal que {u, Tu }

- T)

Ahora como Sy T son adjuntos, entonces dado (—Sv, v) € G'(—S), tenemos
((=Svv), (u, Tu)) =0

Haciendo n — « y usando la continuidad del producto interno, tenemos:
((=Sv v), (u, Tu)) = 0

De aqui tenemos que G(T) L G'(-S).

Por lo tanto S'y T son adjuntos.
Teorema 1.6.16. Si 7' (H, a H,) es densamente definida y tiene una extension T,

entonces T* es una extension de T*

que

Observacion 1.6.9. Si T es densamente definido, entonces N (T*) = R(T)*

En efecto:

Sabemos que el espacio nulo de T viene dado por:

N (T*) = {v € D(T*)/ T*v = 0}

Sea un elemento arbitrario v € N (T*) y u € R(T"), asi mismo tomemos w € ‘D(T), tal

Tw=u (1.6.15)

Ahora consideremos el producto interno de vy u y usando (1.6.15), tenemos

W u) = (v, Tw) = (T*v, w) = (0, w) =0 (1.6.16)

De la relacion (1.6.16) se obtiene

(v u)y=0

Es decir v L u = 0. Por lo que se deduce
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N(T*) L R(T)
Supongamos ahora que para algin v € H,, tenemos
vuy=0 Vu € R(T)
Entonces tomemos w € D(T') de tal forma que
(v, Tw) =0 = (0, w) (1.6.17)
Podemos escribir (1.6.17) de la siguiente manera
(v, Tw) = (T*v, w) = (0, w)

Luego v € D(T*) y T*v = 0. Es decir v € N(T*).

Por lo tanto N(7*) = R(T)*

Teorema 1.6.17. Sea T'(H a H,) y S (H, a H)) adjuntos. Si cualquiera de los dos 0 S
o T es densamente definido, entonces el otro es cerrable

Demostracion:

Si T es densamente definido, entonces T* existe y es cerrado (teorema 1.6.15)
ademas

T* o S. De aqui S es cerrable.

Si S es densamente definido, entonces G'(-S)* es un gréfico (observacion 1.6.8)).
Como G(T) L G/(-S), luego G(T') € G'(-S)*. De forma similar esto es cierto para G(T).

Por lo tanto G(T) es un grafico y T es cerrable.

Teorema 1.6.18. Si T (H, a H,) es cerrable y densamente definido, entonces T* es
cerrado y densamente definido y

Demostracion:

Si T es densamente definido, entonces T* es cerrado (teorema 1.6.15), si T es
cerrable, entonces G(T') es un gréfico (teorema 1.6.12) y existe un operador cerrado 7 tal
que

G = G(T) (1.6.18)

ademas como G(T )* es cerrado, entonces G(7T )** también es cerrado, luego la
expresion 1.6.18 se puede escribir asi:
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G(T)* = G(T) = G(T)
Ahora por la observacion (1.6.8), tenemos:
G(T)=G(T) = G(-T")* (1.6.19)

Ahora probaremos que T* es densamente definido.
Asumamos que T* no es densamente definido, entonces 30 # v € H, tal que
v D(T *)Vu € D(T*), entonces tenemos:

(uy=0
(0, =Tu*) + (v, u) =0
(0, v), (=Tu*, u)) =0

De aqui
(0, v) € G(-T** = G(T) (1.6.20)

Ahora teniendo en cuenta el (teorema 1.6.6) lo obtenido en (1.6.20)nos dice que
G(T) no es un grafico, contradiciendo lo obtenido en (1.6.18). Consecuentemente 7 * es
densamente definido.

Ahora como T* es densamente definido, entonces existe 7#* y es definido como un
operador de (H, a H,) y por la observacion(1.6.8)

G(T**) = G(-T*)* = G(T) (1.6.21)
Luego de la ecuacion (1.6.21) tenemos G(T**) = G(T), es decir como los gréaficos son
iguales concluimos que T** = T
Observacion 1.6.10. Por la observacion (1.6.9) y el teorema (1.6.18), tenemos que
si T es cerrado
N(T) = N (%) = R(T*)* (1.6.22)

Ademas R(T*) es cerrado si y sOlo si R(7) es cerrado, en este caso tenemos:

R(T) = N(T")
R(T*) = N(T)* (1.6.23)

Por la observacién (1.6.9), tenemos:
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H =NT)® R(T)
H,=MNT")® R(T) (1.6.24)

Teorema 1.6.19. Sea T € C(H,, H,) densamente definida. Si T es invertible, y T ™' €
B(H,, H,), entonces T " es invertible y T *~' € B(H,, H,) con

T =(T"Y (1.6.25)
Reciprocamente, siT" es invertible, y T"-' € B(H,, H,), entonces T es invertible, T
€ B(H,, H)) y la ecuacion (1.6.25) se cumple.
Demostracion:
i) Si 7' € B(H, H)), entonces su adjunto 7" € B(H, H,) tal que IT 'l = I(T ')’
(teorema 3.9-2 Kreyszig). Probaremos que 7' = (T7)".
En efecto:
Seav e D(T")yw € H, entonces
(T v w)y =(T"v, T )w)
=(v, TT 'w)
= (v w)
De este modo:
(TYTv=v (1.6.26)

De forma similar sea u € D(T') y /'€ H,, entonces:

(T(Tu, [y ={T")u If)
={u f)

De este modo
TT Yu=u (1.6.27)

De la relacion (1.6.26) y (1.6.27) se demuestra que 7' = (T")"
Il) Reciprocamente, si 7°~' € B(H, H,) entonces Yu € H, y v € D(T'). Tenemos

(T, Tvy =(T"T" 'u, T"Tv)
=(u, v) (1.6.28)
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Sabiendo que lul2 = (u, u), ademas usando (1.6.28) tenemos Yu # 0 € D(T)

1
[[ull = 7= (u, w)
[lull
1
= <— 7u>
[[ull
(T*AL,TW por (1.6.28)
[[ull
u
< (T, T
]
< ‘ T*flﬁH |Tu|  desigualdad de Schwarz
U

< |7 HHIT )

De la ultima expresion tenemos que T es invertible y IT7 11 < 7"

Ademas como G(T') es cerrado, entonces G(T ') es cerrado y por la observacion
(1.6.2), T-' es cerrado, asi pues T~' es acotado.

Ahora por el teorema (1.6.1) como 7' es acotado y 7' es cerrado, entonces D(T )
= R(T) es cerrado.

Para demostrar que 7' € B(H,, H)) basta probar que R(T') = H, para ello es suficiente
probar que ningin v # 0 € H, es ortogonal a R(T).

En efecto:

Sive H, con T"v =0entonces v =0 (desde que T~ es invertible) y por la observacion
(1.6.9) tenemos

MT") = R(T)*
Como queriamos.

1.6.5 Operadores simétricos y autoadjuntos

Antes de presentar la nocion de operador autoadjunto para operadores lineales
densamente definidos en H, el cual es muy importante en la teoria como en las aplicaciones,
introduciremos previamente el concepto de operador simétrico.

Trabajaremos con operadores de H en H, es decir H, = H, = H

Definicion 1.6.8. El operador 7' (H a H) es un operador simétrico, si 7es densamente
definido en H, y para todo u, v € D(T) se cumple

(Tu, v) = (u, Tv)
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Ejemplo 1.6.4. (Operador Multiplicacion)
Sea el operador multiplicacion T

T:D(T)— L*(—o0, +o0)
u(x) = Tu(x) = xu(x)

donde D(T) c L*(—x, +o0) y x € R. El dominio de T esta dado por
D(T) = {u € L*(—o0,+0)/ zu € L*(—00,+00)}
+o0
= {u € L*(—o0, +o0)/ / 22 u(z))?dr < oo}
Se probara que el operador multiplicacion
(a) No es acotado
(b) Es simétrico

Demostracion:
(a) Sea la sucesion () en D(T) tal que

1, siz€nn+1)
Uy (2) = , (1.6.29)
0, siczdnn+1)

Luego por ( 1.6.29), tenemos

+oo n+1
luw? = / ()t — / iz — 1

oo

Entonces
lu | =1 (1.630)
Ademas

“+o00

T |2 = / I Tun ()P
o

= / |rcun(x)|2drc

400
= / 22wy, ()] 2da

n+1
= / 22dx
n

Luego tenemos
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HTunH2 > n?

| Tun|| > n

Tu

Tl pres ffeall =1
n
T > n neN

Por lo tanto el operador 7'no es acotado
(b) Puesto que x € R, entonces x = x. Luego para todo u, v € D(T) se tiene:

(Tu,v}z/_ ooTu(x)@dz

o0

= /_+°0 zu(z)o(z)dz

o0

- [ @)@

o0

= (u, Tv)

Por lo tanto 7 es un operador simétrico

Lema 1.6.20. Un operador lineal T densamente definido sobre un espacio de Hilbert
complejo es simétrico siy solosiTc T

Demostracion:

=] Si el operador lineal T es simétrico, entonces

(Tu, v) = (u, Tv) Yu, v € D(T) (1.6.31)

Puesto que T es densamente definido, entonces el operador adjunto 7" existe, y se

tiene
(Tu, vy = (u, T"v) Vu € D(T) (1.6.32)
Igualando las relaciones (1.6.31) y (1.6.32), tenemos
(u, Tv) = (u, T"v)
(u, Tv—=T"v) =0 Yu € D(T)
(Tv—T"v) e D(T)*

Como D(T) es denso en H, entonces D(T)* = {0}. Luego

v-T'v=0 Vv e D(T)
Iv=T" Vv e D(T)
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Asi, tenemos
D(T) c D(T") y Tpy, =T

Porlotanto Tc T~

<] Si Tc T, entonces el operador T es simétrico.

Por hipotesis T c T". Entonces

D(TYc DT y Ty =T (1.6.33)

Por definicion de operador adjunto, para todo u € D(T) y todo v € D(T "), tenemos

(Tu, vy = (u, T"v) (1.6.34)

Por la relacion (1.6.33)

Tv=Tv Vv e D(T)c D(T) (1.6.35)

Reemplazando (1.6.35) en (1.6.34), obtenemos

(Tu, v) = (u, Tv) Vu, v € D(T)

Por lo tanto T es simétrico

Definicion 1.6.9. Sea 7': D(T') — H un operador densamente definido en H, se dice
que T es un operador autoadjunto si

T=T"

Observacion 1.6.11. Todo operador lineal autoadjunto es simétrico, sin embargo un
operador simétrico no necesariamente es autoadjunto, la razén es que T * puede ser una
extension lineal propia de 7', es decir D(T) # D(T "), y obviamente, esto no puede ocurrir si
D(T) es todo H.

Ejemplo 1.6.5. (Operador Multiplicacion)

Sea el operador multiplicacion T

T:D(T)— L (—o0, +o0)
u(x) = Tu(x) = xu(x) x€eER

es un operador lineal autoadjunto
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Demostracién:

Como el operador multiplicacion es simétrico, entonces T c 7" (lema 1.6.20). Para
probar que T es autoajunto faltaria probar que 7" c T, para ello es suficiente probar que D(T")
c D(T'), es decir debemos elegir un v € D(T"), y probar que v € D(T).

Sea v € D(T"), elegido arbitrariamente. Entonces:
(Tu,v) = (u, T*v) Yu € D(T)

/foo Tu(z)v(z)de = /foo u(z)T*v(x)dz

o0

Luego

(1.6.36)
Puesto que (1.6.36) se verifica para toda x € D(T'), consideremos:
xv(z) — T*v(z), si x € [a,b]
u(r) =
0, si x¢|a,b
# Lo b) (1.6.37)

Ahora reemplazando (1.6.37) en (1.6.36), tenemos:
b
/ lzv(z) — T v(x)]Pde = 0

De aqui, se tiene que xv(x) — T"v(x) = 0 en [a, b]. Luego xv(x) = T "v(x) en [a, b]. Pero
como Tv(x) = xv(x) = T *v(x), se deduce que

Tv(x) = T "v(x)

Desde que el intervalo [a, b] fue arbitrario, esto muestra que v € D(T), es decir, v(x)
#0paratodox € [a, b]y Tv=T"v EL(M).
Con esto queda demostrado que
D(T*) € D(T) Tlpa=
EsdecirT"c T
Porlotanto 7=T"
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1.7 Semiacotaciones, operadores acretive y sectoriales

Semiacotaciones y acretividad son propiedades de operadores relacionados con
su rango numérico. Semiacotaciones se refieRe a semiacotaciones del rango numérico de
operadores simétricos (contenidos en R). Acretividad (y otras nociones relacionadas), estan
estrechamente ligadas con semiacotaciones, con la diferencia que esta nocion nos sirve
para operadores mas generales, es decir para operadores que no sean necesariamente
simétricos.

1.7.1 Operadores semiacotados

Un operador simétrico 7 (H a H) se dice que es acotado inferiormente si el rango
numérico w(T) (S R) es acotado inferiormente. Es decir si Vu € D(T), y y € R, tenemos

(Tu, uy > y(u, u)

En este caso se puede escribir 7> y. El mayor nUmero y con esta propiedad es
llamado cota inferior de 7. Similarmente se puede definir acotado superiormente y cota
superior.

Un operador simétrico acotado inferiormente (o superiormente) se dice que es
semiacotado

Observacion1.7.1. Si T'(H a H) es autoadjunto, entonces T es acotado inferiormente
(con cota inferior y, ) si y sélo si o(T') es acotado inferiormente (con cota y )

Ejemplo 1.7.1. Sea H = *(C), y sea

D(T) = {(Cj) eH/ Y PlGI< OO}

=1

Se define T: D(T) - H por T (C,) = (jg“/_). Entonces T es acotado inferiormente.
Demostracidn:
Sea ({) € D(T'), enonces

(T(G), (G)) = ZT(CJ'E

=>iGG
j=1

G IP

2

16 11”

oo
=1
o0
=1

= I¢)I®
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= (GG

Es decir (T (&), (©) =) Por lo tanto T es acotado inferiormente.

1.7.2 Operadores acretive

Acretividad es una nocion similar a la de semiacotado, con la diferencia que esta es
aplicable a cualquier operador.

Definicion 1.7.1. Un operador T (H a H), se dice que es acretive si el rango numérico
w(7) esta contenido en el semiplano derecho.

Es decir Vu € D(T)

Re (Tu, u) >0

Definicion 1.7.2. Un operador 7 (H a H) se dice que es m-acretive si para A € C tal
que Re A >0, se tiene que L € p(T), y
(T+XI)~' € B(H)
T+ AN < (ReX)™!
(1.7.1)
Teorema 1.7.1. Un operador m-acretive T (H a H) es acretive, y no tiene la
propiedad de extension acretive.

Demostracioén:

i) Si T'es un operador m-acretive, entonces para a > 0, tenemos

(T+ al)" € B(H)
I(T+ o)< o

Luego para todo u € D(T)
lul < o' I(T + al)ul

Elevando al cuadrado a ambos miembros, resulta
[ull® < o™ ||Tu + aul)®
=a HTu+ au, Tu + au)

= a (| Tul” + (T, au) + (au, Tu) + o)

o~ (ITul* + 20 Re(Tu, u) + o [|ul)
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= a2 ||Tul|® + 207 Re(Tu, u) + ||ul?
Luego
lull® < a2 | Tull* + 207" Re(Tu, w) + lul|*
0 <a ' ||Tull® + 2Re(Tu, u)

Sia - o, resulta Re(T'u, u) >0

Por lo tanto T es acretive

i) Supongamos que 7, es una extension acretive de 7. Entonces para Re > 0, (T,
+ M)~" existe y es una extension de (7' + A)™'; pero D(T + M) = H, ya que (T + A)™") esta
definido en un subconjunto denso en H.

Luego (T, + M) =(T+A)". Deaqui T=T,

Por lo tanto 7' no tiene una extension acretive.

Teorema 1.7.2. Un operador T (H a H) es m-acretive si y sélo si es cerrado, acretive
ydef(T-{)=0parale€ NT)

Demostracion:

=] Si un operador T es m-acretive, entonces es cerrado acretive y de f (T -{I) = 0;
para { € A(T).

En efecto:

Desde que T es m-acretive, V{ € A(T), tenemos que Re { <0y (T + {I)"' es acotado
con dominio cerrado H. Luego por el teorema (1.6.1), tenemos que (7 + {I)~' es cerrado,
de esta manera (T + {I) también es cerrado. Ahora por el teorema (1.6.2) se tiene que T es
cerrado ya que / es acotado.

Como (T + )" € B(H) y esta definido en un conjunto denso en H, entonces R(T + {I)
= H, de aqui se deduce que de f (T - {I) = 0, ademas T es acretive por el teorema anterior.

<] Si un operador T es cerrado, acretive y de /(T — {I) = 0, { € A(T ), entonces es
m-acretive

En efecto:

Desde que Tes cerrado, acretive y def (T - {I) = 0, luego por el teorema ***, tenemos
que

SiRe (>0, entonces —-{ € A(T') S p(T'). Luego tenemos (T + {I)~' € B(H) con

(T + ¢t < (ReA)™!

] [N
~ dis(—¢, T(T))
Por lo tanto T es m-acretive
Proposicion 1.7.3. Un operador m-acretive T es densamente definido
Demostracién:
Notemos que para Re A > 0, D(T') = R((T + Al)™"), tenemos que demostrar que D(T)
= H, para ello es suficiente probar que para todo v € H, si (T + M)u, v) = 0, entonces v = 0.
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Para ello hagamos u = vy (T = A)~'v = w, luego tenemos:
0 =Re((T+A) ", v)
= Re(w, (T'+ M)w)
= Re(w, Tw) + Re(w, Aw)
= Re(w, Tw) + Re X Iwl?
Desde que T es m-acretive, tenemos 0 < Re(T'w, w) = Re(w, Tw)
Es decir
Re(w, Tw) >0
0 = Re(w, Tw) + Re A Iwl*> > Re A Iwl?
Luego
ReXIwl><0
Entonces w = 0, de esta forma v = 0 como queriamos
Proposicion 1.7.4. Si T es acretive e invertible, entonces T ~' es acretive
Demostracion:
Para probar que 7' es acretive debemos probar que Re(T "'u, u) >0, Vu € D(T ).
Sea u € D(T"), de modo que para algun v € D(T'), tenemos que T ~"'u = v.
Luego

Re(T 'u, u) = Re(v, Tv)
=Re(Tv, v)
>0

Se sigue que Re(T ~'u, u) > 0. Por lo tanto que 7' es acretive
Proposicion 1.7.5. Si T es m-acretive, entonces T es m-acretive
Demostracién:

Como T es m-acretive, para Re A > 0, tenemos
(T +XI)' € B(H)
I+ 307 < (Rer) !

Ademés T es cerrado y densamente definido (observacion 1.7.3), luego por el
teorema (1.6.19), (T + AI)* es invertible y (T + AI)*! € B(H), satisfaciendo:

(T+ M) ="(T+ M) < (Re V)™’

Ademas como (T + A)" = T + M, entonces I(7* + AJ)'l < (Re A)~". Por lo tanto 7" es
m-acretive.

Las siguientes propiedades son més generales que acretividad y m-acretividad

Definicion 1.7.3. Sea un operador T (H a H)

i) Se dice que T es casi-acretive si T + ol es acretive para algin a € C
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Equivalentemente: Si Vu € D(T') y para algin A € R, tenemos
Re(Tu, u) >h

ii) 7 se dice que es casi m-acretive si T+ ol es m-acretive para algin o € C

Observacion 1.7.2. Si T es cuasi m-acretive, entonces T es cerrado, densamente
definido y no tiene la propiedad de casi - acretive extension

La demostracion se sigue del teorema (1.7.2), proposicion (1.7.3) y la definicion
(1.7.3)

1.7.3 Operadores sectoriales

Definicion 1.7.4. Un operador T (H a H) casi-acretive se dice que es sectorial, si el
rango numérico w(T) se encuentra en un sector. Es decir si para algin y € Ry ¢ € [0, T),
tenemos

W(T) € {C€ C/|drg(C— | < b} 1.7.2)

* yesllamado un vertice de T

e ¢ esllamado un semiangulo de T

7Y ® no son unicamente determinados, desde que algun y, < y es también un vértice;
y algun ¢, € [0, T) es también un semiangulo

Definicion 1.7.5. Un operador T (H a H) se dice que es m-sectorial si este es casi-
m-acretive y sectorial.

Ejemplo 1.7.2. Sea H = L?[a, b], consideremos el operador T : D(t) —» H tal que Tu =
Lu, Yu € D(t). Donde el dominio esta dado por

D(t) = {u € H/u" es absolutamente continua sobRe [a, b]}
Consideremos el operador diferencial L sobre el intervalo finito [a,b] tal que
Lu = p e+ p, (e’ + p,(x)u
Asumiremos que p(x), p (x) y p,(x) son valores reales, ademas p(x) <0 con las
condiciones de frontera u(a) = u(b) = 0. Probaremos que T es un operador m-sectorial

En efecto:
Para todo u € D(r), tenemos:
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CAPITULO 2. FORMAS SESQUILINEALES EN ESPACIOS DE
HILBERT

2.1 Forma sesquilineal

En lo que sigue se considerara H un espacio de Hilbert, sobre el campo C de los
nameros complejos, ademas denotaremos al dominio de la forma sesquilineal 7, como D(z),
donde D(¢) es un subespacio de H. Estrictamente hablando el dominio de T es D(1)xD(¢),
pero por constumbre en este trabajo lo denotaremos como D(¢), o simnplemente D. En
algunos casos para referirnos a formas sesquilineales simplemente diremos formas.

Definicion 2.1.1. Una forma sesquilineal sobre H es una aplicacion

DO xDO)cH*xH-C

Que es lineal en el primer argumento, y semilineal en el segundo. Es decir para todo
u, v, w € D)y a € C, satisface

tu + v, w] = tlu, w] + t{v, w]
tlou, w] = atlu, v]

2.1.1)
tlu, v + w] = tu, v] + t{u, w]

tlu, av] = @tlu, v)

Si comparamos las definicion de producto interno y forma sesquilineal, observamos
que el producto interno sobre H es obviamente una forma sesquilineal con dominio H.
Diremos que ¢ es densamente definida si D(7) es denso en H.

Definicion 2.1.2. Para cada forma sesquilineal, 7, asociamos una forma cuadratica
t": D(t) = C, via

t'[u] = t{u, u] Yu € D(t) (2.1.2)

Sin posibilidad de confusién, usaremos el mismo simbolo para denotar a la forma
sesquilineal y a su forma cuadratica asociada, sirviendo el argumento para distinguir a
estas dos formas, es decir f[u] = t[u, u]

En un espacio de Hilbert complejo, existe una correspondencia uno uno entre
formas sesquilineales y formas cuadraticas, como puede ser visto de la ecuacion (2.1.2) y
la siguiente proposicion generaliza este hecho

Proposicion 2.1.1. (Identidad de polarizacion)

Sea H un espacio de Hilbert complejo, t una forma sesquilineal sobre H, con la forma
cuadratica asociada t{u]. Entonces para todo u, v € D(t) tenemos
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tlu,v] = %{t[u + o] — tlu —v] + @ tlu+ ] — i tlu—iv]}
(2.1.3)

Definicién 2.1.3. Dos formas sesquilineales ¢, : D(¢,) » Cy t, : D(t,) - C, son iguales
(t, = t) siy solosi D(t,) =D(t,) =Dy ¢t,[u, v] =t,[u v], paratodo u, v € D

La nocion de extension y restriccion de formas, se define de manera similar al de
operadores.

Definicién 2.1.4. Sean ¢, y ¢, dos formas tal que D(z,) € D(z,) y ¢,[u, v] = t,[u, V], para
todo u, v € D(,), entonces ¢, es llamado una extension de ¢ y ¢, una restriccion de ¢, (en
simbolos ¢, > ¢, ¢, ct)

Definicién 2.1.5. Sean 1, ¢, y ¢, formas sobre H, y a € C, entonces definimos La suma,
(t, +t)u, v] = t,[u, v] + t,[u, v]; D(t, + 1) = D(t)) N D(t)

El producto of como: (af)[u, v] = at[u, v], D(at) = D(7)

Ademas la forma unitaria /[«, v] es por definicion: D(7) = Hy I[u, v] = (u, v) y la forma
cero O[u, v] se define como D(0) = Hy 0[u, v] = 0. Asi de este modo ¢ + o = ¢ + al es definida
para alguna forma 7' como:

(t+taD[u, vl =tu, vl + alu, v), D+ a)=D(¢)

Definicion 2.1.6. Una forma sesquilineal ¢t sobre H se dice que es acotada si 3M >
0 tal que Vu, v € D(1),

| [, v] |< M lul Il (2.1.4)

Si la forma ¢ no satisface la ecuacion (2.1.4), se dira que no es acotada
El nimero M més grande es llamado la norma de ¢, Izl y es dado por

| t[u, o] |

u,ueb(t)—{ﬂ} HU“ HU”

It =
(2.1.5)
Como en el caso de operadores, definiremos una forma simétrica
Definicion 2.1.7. Una forma ¢ se dice que es simétrica, si

tlu, v] = t[v, u], Yu, v € D(¢)

Teorema 2.1.2. t[u, v] es simétrica si y s6lo sit[u] € R, para todo u € D(r)
Demostracién:
=] Si ¢ es simétrica, entonces tenemos para todo u € D(¢)

Hlu] = tu, u] = t{u, u] = t{u]
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Como f[u] = t[u] , luego f[u] € R
<] Usando la identidad de polarizacién (2.1.3), tenemos que

tlo,u] = i(t[u + u] — tlv — u] + itv + iu] — itjo —iu])

= L] T ]+ 1 T+ ] 7 2o i)
= %(t[v + ] — o — u] — it[v + qu] + it[v — iu])
= %(t[u + 0] — tlu — ] + itfu + iv] — itfu — iv))
= t[u, v]

De este modo #[u, v] = v, u]. Por lo tanto T es simétrica
Definicion 2.1.8. Sea T'una forma, definimos la forma adjunta de 7 como

lu, vl =tv, u], D) =D®)

De las definiciones (2.1.7) y (2.1.8), es inmediato, que ¢ es simétrica siy solo sit =1".
Ademas observemos que para dos formas ¢, ¢, € H, y para a,, a, € C, tenemos para
u, v € D(t,) N D(t,),

(anty + ante)[u,v] = (aity + aats)[v, u]

= ait1[v,u] + aatafv, u]

= aiti|v, u] + Wtalv, u] (21.6)

= i ti[u,v] + @z t3fu, v]
Definicion 2.1.9. Definimos la parte real e imaginaria de una forma 7"en H como
sigue: D(Re 1) = D(f) = D(Im 1), y

1

1 21.7)
Imt = —(t—t*
m 21,( )

Ademas Re ¢ty Im ¢ son formas ya que estan definidas como operaciones de formas;

y por la ecuacién (2.1.6), Re ¢y Im 7 son simétricas.
En efecto:
Ret*[u,v] = %(t* + (t)")[u, v]
1 * 1 E A P
= 5t [u,v] + 5(1‘ ) [u, v
1, 1
= 5t [u,v] + 5t [v,u]

1 ]=——
= 5t*[u, v+ 5t[u,v]
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= %(t + t")[u, v]

= Ret[u,v]

Por lo tanto Re ¢ es simétrica. De forma similar se puede probar que Im ¢ es simétrica;
asi mismo de la definicion (2.1.7) tenemos que,

t=Ret+ilmt¢ (2.1.8)

Ademas tenemos, que para todo u € D(¢)

Retfu,u] = 5(fu,u] + 1l u]) = Re(t[u]

Im t[u, u] = 21 2.1.9)

(0, u] = 7, ) = Tm(tfu)

Ejemplo 2.1.1. Sea H = I’ y D(1) = {u = (§) € H/ Zla] |E| < oo}

o] = > Nwm para u = () y v = ()

i=1

Donde (») es una sucesion de numeros complejos. Entonces t es una forma
sesquilineal.
Demostracion:

Seau, v we D) Y a, p € C. De este modo tenemos:

w= () v=() w=(w)

8

tlow + fo,w] = N(apy + Bu) o
J

—

o

Il
-

Aj o @i+ Aj B Wy
J

=) Npm+ By Ny
=1 j=1
=a tu,w] + B t,w

o]

tlu, av + fw] = Z Ay (avy + B w))

:aZ/\]N]pJ“FBZ)\]/J/]w

=a tlu,v] + g tu, w]
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Por lo tanto ¢ es una forma sesquilineal
Ejemplo 2.1.2. SeaH =L*y

tlu,v] = /Q f(x) u(z) v(z)dx

Donde f (x) es una funcién medible de valor complejo sobre Q. Ademas el dominio
es D(1) = {u € H/[|f (x)||u(x)|*dx < oo}. Entonces t es una forma sesquilineal, ademas t es
simétrica si f (x) es real.

Demostracién:

Seau, v wED(H) Y a, f € C, entonces

tlou + Bv,w] = /Q f(@)(au + Bo)(x)w(z)dx

:/Qf(x)(ozu(m) + fBv(z))w(z)dx

= /Q{af(x)u(z)uv(r) + Bf (z)v(z)w(x)}de
o f@yu(z)w(r)de + 8 A f(@)o(@)w(z)de

=« tlu,w| + 3 tlv,w]

t{u, av + fw] = /Qf(x)u(z)(m; + fw)(x)dx

=@ tfu,v] + 3 t[u, w]

Ademas ¢ es simétrica si /' (x) es real

= tv,u]

Por lo tanto ¢ es una forma sesquilineal.
Ejemplo 2.1.3. Sea T un operador en H, talque

tflu, v] = (Tu, v) D(t) = D(T)
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t es una forma sesquilineal. Ademas si T es simétrico, luego t es simétrico.
Demostracion:
Seau, v, w € D(?) a, f € C. Entonces:

tlau + fv,w] = (T'(au + (o), w)
= (aT'(u) + BT (v),w)
= (T (u), w) + (BT (v), w)
= a(T(u), w) + B(T(v), w)
= a tfu,w] + B to, w]

tu, aw + Bw] = (T(u), av + fuw)

— Tav + fu, T(w))

= a(v,T(u)) + B{w, T'(u))

a(v, T(u)) + B (w, T(u))

a(T(u),v) + B{T(u), w)

a tlu,v] + B tu,w]

Ademas veamos que si T es simétrico, luego t es simétrico

t{u,v] = (T'(u),v)

2.2 Semiacotaciones

Dada una forma sesquilineal simétrica H, su forma cuadratica i[u] tiene sus
valores en los numeros reales, es decir i[u] € R, esto nos motiva a hablar de formas
acotadas inferiormente y superiormente. Pero sabemos que en general una forma ¢ no es
simétrica, entonces su forma cuadratica #[u] esta en los nimeros complejos, de esta manera
tendriamos que hablar de formas acotadas a la izquierda o a la derecha. Diremos que una
forma sesquilineal simétrica H es no negativa si #[u] > 0 para todo u € D(k), (en simbolos / >
0) y se dice que es positiva cuando A[u] > 0 para todo u € D(k) con u # 0 (en simbolos # > 0)

Definicion 2.2.1. Dada una forma ¢ en un espacio de Hilbert /, el rango numérico,
w(t) de ¢t es dado por

w(f) = {f[ul/ u € D), lul = 1} (2.2.1)
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Observemos que por el teorema (2.1.2), ¢ es simétrica si y solo si w(r) € R

Definicion 2.2.2. Una forma simétrica ¢ en H es acotada inferiormente si el rango
numérico w(¢) es acotado inferiormente, esto es si w(z) es un intervalo finito o semi-infinito
del eje real que es acotado a la izquierda.

Equivalentemente: para algin y € R,

Vu€eD@)  fu] =y lul (2.2.2)

En este caso escribiremos ¢ > y. El mayor nimero y con esta propiedad es llamado
cota inferior de #, y se puede escribir y. Obviamnete también podemos definir forma
acotada superiormente y cota superior.

Las nociones de acotado y semiacotado estan relacionados de la siguiente manera.

Proposicion 2.2.1. Una forma simétrica t es acotada si y sOlo si es acotada
inferiormente y superiormente

Demostracion:

=] Consideremos el rango numérico de ¢, W(¢) = {«[u]/ u € D(¢), lul = 1}, ahora por la
desigualdad (2.1.4), tenemos que para todo u € D(r) con lul =1,

lu]) <14,

entonces w(z) < [ I, 1], de este modo ¢ es acotado inferiormente y superiormente.
<] Sea u, v € D(t), y consideremos |{[u, v]|. Para cada A € C con IAl = 1, tenemos

que |f[u, v]| = |f[Au, v]|, entonces podemos asumir sin perdida de generalidad que f[u, v] € R.
Como 1[u] es de valor real, por la identidad de polarizacién, tenemos

tu,v] = i(t[u +v] — tlu —v])

Ahora como ¢ es acotado inferiormente y superiormente, entonces para algun M (la
mayor cota tanto inferior como superior de ¢), |f[u]| < M lul* para todo u € D(¢), tenemos

thu, o]l = hlu+ 0] — tfu ]
< e+ ol| + el = o]
< M+ ol + = )
= Ml + o)

usando la sustitucion
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w1l
Jul
el

v |
[[vll

] tl [\/(7“ \/rj o)

= M [ul [lo]l

resulta

IN

Luego ¢ es acotado con norma l#fl < M, como queriamos.

Observacion 2.2.1. Para una forma simétrica 4, de la proposiciéon (2.2.1) se puede
afirmar que,

Si |h[u]| < M lul? , Yu € D(h); entonces |h[u, v]| < M lul Wl Vu, v € D(h)

Ademaés tenemos la generalizacion de la desigualdad de Schwartz:

Sean h y fformas simétricas, donde D(4) = D(f) y asumamos que & es no negativa.
Luego,

Si |f [u]l < Mh[u], Yu € D(h), entonces |f [u, v]| <M \Nh[ulh[V] Yu, v € D(h) (2.2.3)

Asi como vimos en operadores, en formas sesquilineales necesitamos también
definiciones que tengan que ver con el rango numérico pero para formas no simétricas.

Definicion 2.2.3. Una forma ¢ se dice que es acotada de la izquierda si para algun
y € R, el rango numércio w(¢) es un subconjunto del semiplano de la forma Re { >y, es decir

w(t) S {{ € C/Re >y} (2.2.4)

Particularizando la definicion anterior, tenemos

Definicion 2.2.4. Una forma sesquilineal  se dice que es sectorialmente acotada
de la izquierda (o sectorial) si w(t) esta contenido en un sector: es decir para algun y € R
y 0 €0, %),

w(t) € {{e C/|Arg({—y)| <6} (2.2.5)
y es llamado un vertice de ¢, y 0 un semiangulo de .

0 2.2.2. Sea T una forma sectorial con vertice y y semiangulo 6, entonces para u €
D(¢), tenemos
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i) Retlu] > [lul* =~

it) |Imtfu]| < Retfu] — 7 Jull?) tand = (Ret — vI)[u] tan 6 @286)

Demostracion:
(i) Como ¢ es sectorial, entonces

(ul/u € D), lul = 1} € {CE€ Chre(C—y)| < 6}

Luego |Arg(t[u] — y)| < 0 <%, Vu € D(¢) con lul = 1, esto implica que Re(/[u] —y) >0, es
decir Re(#[u]) =y y también Re(#[u]) >y lul> desde que lul = 1.
Ahora de la ecuacion (2.1.9), tenemos que Re [u] = Re(t[u]) >y lul.
Por lo tanto Re #[u] >y lul® = y1[u]
(ii) De la ecuacioén (2.1.9) y teniendo en cuenta que y € R, tenemos Im #[u] = Im(/[u])
= Im(#[u] — y), entonces
[ Imt[u]| = | Im(¢[u] — )]
= Re(t[u] —7) tan|Arg(t[u] —7)|
< Re(t[u] — ) tan @ (2.2.7)
= (Ret[u] — [ul) tan 6
= (Ret —~I)[u] tan @
Observacion 2.2.2. Como Re -yl >0, y por la generalizacion de la desigualdad de
Schwartz (2.2.3), tenemos que para u, v € D(?),

(Ret —y1)[u,v] < /(Ret — yI)[u](Ret —~I)[v] (2.2.8)

También de (2.2.6) y la desigualdad de Schwartz, tenemos

[T t[u, v]| < tan 6/ (Ret — yI)[u](Ret —y1)[v] 2.2.9)
entonces de las ecuaciones (2.2.8) y (2.2.9), tenemos

[(t = vD)u,v]| < |(Ret —~I)[u,v]| + | Im ¢[u, v]|

(2.2.10)
< (1 +tanf)y/(Ret —~y1)[u](Ret — yI)[v]
Similarmente a la ecuacién (2.2.6), tenemos otro resultado importante,
(Re t —yD[u] < |(t — yD[u]| < sec O(Re t — yl)[u] (2.2.11)

Los siguientes dos ejemplos muestran un importante metodo de construir
formas sesquilineales a partir de operadores, y estos seran de uso en la prueba de las
representaciones de los teoremas en el capitulo 3.
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Ejemplo 2.2.1. Sea T (H a H) un operador, y definamos una format en H por

Hlu, v] = (Tu, v)

donde D(t) = D(T). Entonces

w(?) = {tlul/u € D), lul = 1}
= {(Tu, u)/u € D(T), lul =1}
=w(T)

Observemos que los rangos numéricos son iguales, entonces ¢ es simétrica sii T'lo
es, también ¢ es acotado inferiormente sii T lo es; ¢ es acotado de la izquierda sii T es casi
acretive; y ¢ es sectorial sii T'lo es.

Ejemplo 2.2.2. Sea S(H,a H,) un operador; y definamos una forma s en H, por

s[u, v] = (Su, Sv)

donde D(s) = D(S). Entonces s es simétrica y no negativa
Demostracidn:
Primero probemos que S es simétrica

s[v, u] = (Sv, Su)
= (Su, Sv)

=s[u, v]

Por lo tanto s es simétrica.
También s[u, v] = (Su, Sv) = lul* >0, es decir s es no negativa.

2.3 Formas cerradas

La nocion de forma cerrada es importante en la teoria de formas sesquilineales ya
que esta es una de las condiciones en la primera representacion de los teoremas en el
capitulo 3. La cerradura de una forma permite representar formas en térninos de operadores.

Estudiaremos la nocién de t-convergencia, asi como se hizo en operadores.

Definicién 2.3.1. Sea t una forma sectorial sobre H. Una sucesion {u, } de vectores
se dice que es t-convergente a u € H, si

i) u, € D(1) vn€eN

iu, > u

iii) flu, —u, ] — 0 cuando m, n — oo
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Escribiremos u, — u, para denotar que {u } es t-convergente a u.

Proposicion 2.3.1. Sea ¢ una forma sectorial sobre H y {u } una sucesion en D(t),
para todo o € C, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

aun o u

b) un———-u

) un—z— u

Demostracion:

(a © b) Usando la definicién de t-convergencia, y como toda sucesion convergente
es de Cauchy, tenemos:

(un— u) & {un} €D(t), wn—u Y tug —ty] —0

);
S {un} €D(t), up—u Yy tuy — up) £ allu, — uyl — 0
),

e {ut €D(t), wy,—u y (tEal)|u, —uy —0

4 (un—)thoaI U)

(a © ¢) Usando el argumento anterior y como (Re ¢ — y)[u] < |(¢ — yD[u]], donde y es
un vertice de ¢ (desigualdad 2.2.11), tenemos

~ unR—>etf'yI U
<~ unm’ U

Por lo tanto las afirmaciones son equivalentes

Proposicién 2.3.2. Siu, - u yv — v, entonces Va, f} € C tenemos
(o, + pv,) o (au+ fv)

Demostracion: Por hip6tesis tenemos que

Up—= U & Uy, €ED(L), Up = U Y Lty — Up) — 0

U 0 S v, €D(L), vy = vy tv, — v =0

Probaremos que: au, + Bv, — au + fv esto es equivalente a probar au, + fv, € D(?), ou,
+pv, > au+pvy tf(au, + pv) = (ou, +pv, )] > 0.

Primero: au + fv, € D(?)

Dado a, € Cy u, v, € D(1), entonces au, + pv, € D(1), desde que D(¢) es un espacio
vectorial.

Segundo: ou, + v = au + pv

Como lu, —ul -» 0y lv, —vl - 0, entonces

o, + pv,) = (au + pv)l = (o, — au) + (Bv, = pv)l
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<lof T, = ul + |8 Iv, = vl
-0

Tercero: f[(au, + pv,) = (au, — pv, )] = 0

Como tenemos que #[u, —u,] - 0, entonces

ta(un = um)] = (a(un = um), a(un = upm))
= aa((tn — Um), (U — Up))
= |o®[t[un — upm]
—0
Analogamente si #[v, — v ] = 0, entonces #[f(v, = v, )] = 0
Ademas se cumple #[u + v] < 2#[u] + 2¢[v]. Luego
tl(au, + fo,) — (@, + Boy,)] = tla(u, — un) + B(vn — vm)]
< 2t[a(ty — Up,)] + 2t[B(vn — Up,)]
—0

Definicion 2.3.2. Una forma sectorial  sobre H se dice que es cerrada,
Siu, - u, implica que u € D(t) y flu, —u] = 0

Se sigue de la definicién dada y de la proposicion (2.3.1),

t es cerrado sii ¢ + al es cerrado para algin o € C.

En efecto:

tescerrado © u - u, implicau € D)y flu, —u] - 0
Su, pu,implicau € D)y tlu, —ul £ lu, —ul> >0
S u, p,u implicau € D)y (T+al)[u,—u] >0
& (¢t al) es cerrado

Analogamente ¢ es cerrado sii Re ¢ es cerrado

Proposicion 2.3.3. Una forma acotada t sobre H es cerrada si y sélo si D(t) es

cerrada
Demostracién:

Sea {u } unasucesion en D(t), convergente a u € H, ademas si ¢ es acotado, entonces
[t[un = tm]| = [t[tn =t = wm]|
< K fun = | [Jun — |
= (1t llun = |
— 0

luegou, - u

=] Si T'es cerrada, u € D(f). Luego D(¢) es cerrada
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<] Si D() es cerrada, u € D(7). Ademas |flu, — u]| <t lu, —ul* - 0
Por lo tanto 7 es cerrada

Definicion 2.3.3. Sea / una forma simétrica no negativa sobre H. Definamos
(), D(h) x D(h) > C
por
(u,v), = (H+ D[u, v] = h[u, v] + (u, v) (2.3.1)

(., ., es entonces una forma sesquilineal simétrica positiva sobre H, ya que esta
definida como la suma de una forma simétrica no negativa Hy una forma simétrica positiva
1. También definimos

lul, = u, u), (2.3.2)

Notemos que (u, v), es simétrica y estrictamente positiva

lully, = (s wdn = (h+ D] = bfu) + [Jul|* > [|u]® 23.3)
D(h) puede ser considerado como un espacio producto interno bajo (., .), denotemos
este espacio por H, = (D(h), (., .),)-
Si ¢t es una forma sectorial con vertice y y semiangulo 0, entonces definidos
H, =H, (2.3.4)
Proposicién 2.3.4. Sea T una forma sectorial en H. Una sucesion {u } en D(t) es
t-convergente si'y solo si {u,} es de Cauchy en H,
Demostracién:
=] Dada una sucesion de Cauchy {u } en D(r) t-convergente a u € H, probaremos
que {u } es de Cauchy en H, es decir, lu, —u | — 0.
En efecto:
Si {u,} es t-convergente, entonces {u } € D(¢), u, » uy tfu, —u ] — 0, ademas por la
ecuacion (2.1.9), tenemos (Re #)[u, —u, ] = Re(f[u, — u ]) luego

ltn = wall? = Netn = Iy
= (Ret = 1)[un = ] + [t =
= (Ret)[un — ] =7 |t — ttnl|* + [t — |
—0

Entonces {u } es de Cauchy en H = (D(2), I.I)
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<] Si {u,} es de Cauchy en H, probaremos que {u } es t-convergente a u € H, es
decir, u, € D(t), u, > uy tlu, —u ] -0

En efecto:

i) Como {u } es de Cauchy en H, entonces u € D(¢)

ii) Si {u } es de Cauchy en H, entonces lu —u | — 0, luego

ltn = w7 = (Ret —yI) [t — ] + llttn, — wp|* — 0

asi tenemos
(Re T—yDlu,—u ] ->0ylu —u I>?->0 (2.3.5)

Desde que H es completo, existe u € H tal que lu, —ul - 0
iii) Ahora probaremos que f[u —u ] — 0

De la proposicion (2.2.6) y la ecuacion (2.3.5), tenemos que
Fim flu —u ]| <tan O(Re T—yD[u —u ]—0

Entonces

Hu,—u ]=Ret+ilmu, —u, ]
=ReNu, —u ]+ i(lmHu, —u, ]

-0

Por lo tanto {u } es t-convergente

Proposicion 2.3.5. Sea una forma sectorial con vertice y y semiangulo 0. Entonces
t es acotado sobre H,

Demostracién: Usando la expresion (2.3.3), lul < lul y la desigualdad

|(t = yDlu, v]] < (1 + tan0)/(Ret —yD)[u](Ret — yI)[v],

Tenemos:

|t[u7 ’U]| = |t[u7v} - ’\/I[u,’U] + ’Yl[uv UH

< =y Dlw, ol + W[, ]|

< (1 + tan®)v/(Ret — yD)[u](Ret — ~1)[v] + || (u, v)]

<(1+ tan&)\/(Ret — I + Du](Ret —~I + I)[v] + |y [Ju| ||v]]

— (1 + tan0)y/(Ret — yD)u] + [ull® \/Ret — D] + ol + ]l f1o]

= (14 tand) llullge, s [0llger—yr + 1 1l V]l
= (1+ tan ) [lull, [[o]l, + [y ] [l [|v] Hy = Hget—r
< (L+ tan ) [[ull, [[oll, + [l o], Vu,v € Hy

= (1+ tanf + [y]) [lull, 0],
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Por lo tanto ¢ es una forma sesquilineal acotada sobre H,

Teorema 2.3.6. Sea ¢t una forma sectorial, con vertice y. Entonces
t es cerrado < H, es completo

Demostracion:

Por la proposicion (2.3.1), ¢ es cerrado si y sélo si Re ¢t — yI es cerrado, entonces
podemos asumir sin pérdida de generalidad que ¢ es simétrica y no negativa.

=] Sea {u,} una sucesion de Cauchy en H, probaremos que esta sucesion converge
enH,

En efecto:
Como {u } es de Cauchy en H, entonces lu, - u_l — 0. Pero

[ T [ T [

Luego
flu,—u -0 v lu, —u -0

Asi tenemos que {u } es de Cauchy en H, y como H es completo, entonces Ju € H
tal que lu, — ul - 0, consecuentemente u, - u.

Como ¢ es cerrado, tenemos que u € D(1) = H,y t{u, — u] — 0, luego por la desigualdad
(2.3.3)

||un - u”? = t[u’n - U] + HU" - UH2 - O

De esto tenemos que {u,} es convergente en i Por lo tanto 4, es completo.

<] Supongamos que H, es completo, luego probaremos que ¢ es cerrado, es decir u
EDM@)ytu,~ul-0

En efecto:

Sea {u } una sucesion en D(7), t-convergente a u, ademas como lu, — u | — 0,
entonces tenemos:

Hlu,—u,]—0 y lu, —u -0
Como H, es completo, existe u” € D(r) = H, tal que lu, — u’l - 0, luego tenemos
Hlu,—u" 1-0 y lu, —u'l -0

De aqui existe u = u” € D(1) y flu, —u] - 0.
Por lo tanto ¢ es cerrado
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Teorema 2.3.7. Seat una forma sectorial en H. Si {u } y {v } son sucesiones en D(t)
conu —uyv — v, entonces lim t[u, v ] existe.
n t n t n n
Ademas sit es cerrado, entonces

lim tfuy,, v,] = t[u, v]

n—oo

Demostracion: Lo haremos en dos partes:

i) Primero probaremos que lim #[u, v ] existe, es decir que [« v,] sea convergente.

En efecto:

Por la proposicion (2.3.1) podemos asumir que ¢ tiene un vertice y = 0, y por la
desigualdad (2.2.10), tenemos que

[t[u, v]| < (1 4+ tan6)+/Ret[u] Ret[v]
Luego:
[t[tin, Un] = [t Um]| = |t[tin, Un] — t[tim, Un] + t{tim, Vn] — t[tm, vm]]|
= |t[tn — U, Un] + t[thm, Uy — V]

S ‘t[un - U?n:’U’n” + |t[um7vn - vm”

< (1+tan 0)(\/Ret[un — U] Retlv,] + \/Ret[um] Ret[v, — vp))

Ahoracomou, »uyv, - v, tenemos que flu, —u |>0y v, —v |- 0.

Entonces Re f{u, —u ] - 0y Ref[v —v ] — 0, ademas /[u ] es convergente, de aqui
acotado, de la misma forma para {v }.

Luego [fu, v] — fu, v ]| = 0, es decir f{u, v,] es de Cauchy en C por lo tanto
convergente.

i) Probaremos que si  es cerrado, entonces lim f[u, v | = f[u, v]

En efecto:

Sin pérdida de generalidad asumamos que ¢ tiene un vertice y = 0, ademas como ¢ es
cerrado, entonces para u, v € D(?), se tiene que f[u, —u] > 0y f[v, = v] - 0.

De forma similar como en i) tenemos:

[ty V] = [, V]| = [E[tin, V] — tu, v,] + tlu, v,] — tlu, V]|

< [tun = w, val| + [, v, — ]|

< (1 + tan ) (y/Ret[u, — u]Ret[v,] + /Ret[u] Ret[v, —v])

Pero tenemos que Re #[u, — u] - 0 y Re #f[u, ] es convergente de aqui acotado;
similarmente para {v }.

Por lo tanto f[u, v | = t[u, v]

Ejemplo 2.3.1. Sea T (H, a H,) un operador y t una forma en H,, tal que
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tlu, v] = (Tu, Tv)

donde D(s) = D(S).
Entonces t es cerrado si y s6lo si T es un operador cerrado
Demostracion:
Basta probar que u, - u sea equivalente au, » uy flu —u] - 0 sea equivalente a
Tu, > T,
Up—— U S U, = U Yty —upy) =0

Su,—u Yy |[Tu, —Tuy| —0

E Uy~ U

2.4 Formas Cerrables

Definicion 2.4.1. Una forma sectorial ¢ se dice que es cerrable si esta tiene una
extension cerrada.
Definicion 2.4.2. Para una forma cerrable ¢ la clausura 7 de r es definida de la

siguente manera

D(t) = {u € H/ para alguna sucesién {u,} en D(t), u,—— u}
(2.4.1)
tlu,v] = lim t[u,,v,], para las sucesiones Up— U, Up— U

n—oo

{ es llamada la clausura de 1, y es la extensién cerrada méas pequefia de .

Teorema 2.4.1. Una forma sectorial T es cerrable siy s6lo siu, — 0, implica que t[u,]
-0

Demostracion:

=] Sea 1, una extension cerrada de ¢, ahora si u, > 0, entonces u, 0.

Luego como ¢, es cerrado tenemos flu, ] = ¢ [u ] = t,[u,— 0] - 0.

Por lo tanto #[u, ] — 0

Proposicién 2.4.2. ¢ es una forma sesquilineal bien definida

Demostracién:

(i) D(7) es un subespacio de H

En efecto:

Seanu, veE D)y a, B € C, entonces de la definicion (2.4.1) existen sucesiones {u },
{v) eEDtalqueu, Duyv v

Como D(r) es un subespacio, luego au, + fv, € D(t), ahora por la proposicion (2.3.2),
au + fv. — ou+ pv, de aqui por la definicion de D(?), tenemos au + pv € D(7).

Por lo tanto D(7) es un subespacio de H
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(ii) 7 es un forma sesquilineal
En efecto:
Dados u’, u”", v € D(7), existen sucesiones {u'}, {u"" }, {v } € D(¢) tal que u’, - u’,

u” —u’yv — v, entonces por el teorema (2.3.7) existen

n

lim t[u),,v,] y lim ¢[ull, v,]

n—o0 n—oo

Ademaés por la definicion (2.4.1)

t o] + t[u”, 0] = lim [, v,] + lim t[u), v,

n—oo n—oo

lim {¢[u),, v,] + t[ull, v,)}

n—oo

= lim t[u, + ul, v,]

n—oo

=t +u",v]

Por lo tanto 7 es lineal en el primer argumento, de forma similar se puede probar la
homogeneidad en el primer argumento y conjugado lineal en el segundo.

(i) 7 esta bien definida

Probaremos que lim 7[u, v ] depende s6lo de u y v y no de la eleccion de las
sucesiones.

En efecto:

Si{u}y {v } son sucesiones en D(¢) tal que u, —u y v, — v, entonces el lim #[u, v ]
existe (teorema 2.3.7)

Supongamos que existen otras sucesiones {u’ } y {v' } en D(¢) tal que u’

Suly

n

v’ = v, luego por la proposicion (2.3.2)
(un=u,)=—= 0 y  (va—v,)— 0
de esto tenemos
tun — ] — 0 Y ton —v] =0
Asumiendo que ¢ tiene un vertice y = 0, tenemos
[ty o] = tten, U]l = [t 03] = Hun, 03] + [, V] = tuin, vn]|

< [tlu, = tin, V]| + [Efun, v, = va|

< (1 + tan0)(v/Retul, — u,] Ret[v!] + v/Retfu,] Ret[v], — v,])
— 0

De aqui tenemos que f[u’ , v’ 1 =1tu, v ]
Por lo tanto 7 esta bien definida
Proposicion 2.4.3. 7 es una extension de t
Demostracién:

Probaremos que D(¢) € D(@) y {[u, v] = [u, v] Yu, v € D(t)
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En efecto:
Dados u, v € D(¢), entonces tomemos {u } = uy {v} = v, Vn € N; luego podemos
afirmar que u, > u yv,_— v, de este modo u, v € D(7), es decir D(t) € D(7), ademas

tu,v] = lim t[u,,v,] = t[u, ]

n—oo

Por lo tanto 7 es una extension de ¢

Proposicién 2.4.4. H es denso en H,

Demostracion: Probaremos que dado u € H,, existe una sucesion {u } € H tal que
lu,—ul, -0

En efecto: Afirmamos que
Si u, o u, entonces u,—u] -0 (2.4.2)

Esto es cierto ya que por la definicion (2.4.1)

lim t[u, —u] = lim lm ¢[u, — u,]
n—oo n—oo m—oo

escerosiu, —u

Como 7 es una extension de ¢, entonces H, es un subespacio vectorial de H,, por la
proposicion (2.3.4) y ecuacion (2.4.2), si {u } € D(t) es t-convergente, entonces {u } es de
Cauchy en H, luego dado « € H,, existe una sucesion {u } en H,tal que lu, — ul, - 0

Por lo tanto /, es denso en H..

Proposicion 2.4.5. 7 es cerrado

Demostracion:

Para probar que 7 es cerrado basta demostrar que H, es completo (teorema 2.3.6)

En efecto:

Sea {u,} una sucesion de Cauchy en H,, desde que H, es denso en H, existe una
sucesion {v } € H tal que lv, —u | <1. Entonces {v} es de Cauchy en /, ahora por la
proposicion (2.3.6) v, = v para algun v € H,. Luego podemos afirmar que u, — v, asi pues
H_es completo

Teorema 2.4.6. Una forma cerrable t con dominio H es acotado

Demostracidn:

Sin perdida de generalidad asumamos que ¢ tiene un vertice 0. Desde que D(¢) =
H, y 7 es una extension de ¢, entonces D(7) = H, de esta manera ¢ = 1, luego la forma ¢ es
cerrada. De aqui por el teorema (2.3.6), si ¢ es cerrado, entonces  es completo. Ahora por
la desigualdad (2.3.3), tenemos lul > lul, Vu € H

Consideremos la aplicacién

T:H - H, dada por Tu=u
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Entonces I7ul = lul < lul 'y asumiendo que « # 0, tenemos

ITul _

S < g 1=1
wer—{oy lully = wem {0

1T =

Luego el operador T es acotado con IT'l < 1, ademéas su dominio H, es cerrado. Pero
sabemos que si T es acotado con dominio cerrado, entonces T es cerrado. Asi mismo como
T es inyectiva y cerrado, se deduce que, 7' es acotado.

Ahora como 7 ' es acotado para todo u € D(z), tenemos

lully = |7 |, < 1777l (2.4.3)
Ademas por la ecuacioén (2.3.3)

Jul = l[ul3,, = (Ret + I)fu] = Retfu] + [lul

(2.4.4)
Entonces de (2.4.3) y (2.4.4)
Ret[u] < Retfu] + [[ull* < 77" ull
Ahora por la desigualdad (2.2.10)
|t[u, v]| < (1 + tan 8)y/Re t[u] Re t[0]
< (1 tan0) | 7| Jull |7 fo] (2.4.5)

= (1 + tan 6) |77 ull o]

Por lo tanto ¢ es acotado

Definicion 2.4.3. Sea r una forma sectorial cerrada. Un subespacio vectorial D’ de
D(#) es un core de ¢ si la restriccion, ¢ de ¢, a D' tiene clausura ¢, es decir ' = ¢

Por la proposicion (2.3.1), t-convergencia, t+al-convergencia y Re t-convergencia
son equivalentes, de esta forma D’ es un core de ¢ sii, D' es un core de ¢ + ol para algin «
€ C, o0 sii D'es un core de Re t

Proposicion 2.4.7.

i)y un core D' de t es denso en D(t)

iiy Sit es acotado y D' es denso en D(t), entonces D' es un core de t

Demostracion:

i) Probaremos que D' es denso en D(r), es decir dado u € D(¢), existe {u } € D'tal
que u, - u

En efecto:

Sea u € D(¢), y t' la restriccion de ¢t a D’; ademas si D' es un core de ¢, entonces 7' =
t, luego

D) =D() = {u€H/ 3I{u} enD',u —u}

Entonces de aqui tenemos que u, — u. Por lo tanto D’ es denso en ()
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ii) Probaremos que D’ es un core de ¢, es decirque /' = ¢

En efecto:

Como D' es denso en D(f), entonces dado u € D(t), existe una sucesion {u } en D'
talque u, » u

Sea ¢’ la restriccion de ¢ a D, luego como ¢ es acotado

|t/[un — V]| = [ty — vy]|
2
<t lun — wnll
— 0

Luego tenemos que u, > uy [tTu, —u ]| — 0, es decir u, —»u. De aquiu € D(¢") y D()
C D(¢'). También tenemos

(" —t)u] = lim (' — t)[u,)]

= lim(0)
=0
Luego 7' =t Por lo tanto 7’ es una extension de ¢
Teorema 2.4.8. Seat una forma sectorial cerrada. Un subespacio vectorial D' de D(t)
es un core det siy sblo si D' es denso en H,
Demostracién:
=] Por la prueba del la proposicién (2.4.4) dada una forma &, su clausura es &,
entonces H,_ es denso en H;
<] Sea ¢’ la restriccion de t a D', como D' es denso en H, entonces para u, v € D(1),
existen sucesiones {u } y {v } en D'tal que

Ahora por la definicién (2.4.1) y el teorema (2.3.7) tenemos que D(¢) € D(¢) y
£ =1lim(tTu, v ]) = lim(t{u, v ]) = {u, v]

Entonces 7’ es una extension de .

Asimismo para u, v € H — D(¢), no existe una sucesion en D’ t-convergente a u y v;
de este modo u, v €D(7").

Por lo tanto ¢ = ¢’
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CAPITULO 3. OPERADORES ASOCIADOS A FORMAS
SESQUILINEALES

En este capitulo estudiaremos la relacion entre operadores lineales y formas
sesquilineales. En el caso de formas acotadas, esta relacion fue hallada por Riesz,
estableciendo una correspondencia uno a uno entre los operadores lineales y las formas
sesquilineales. Para formas no acotadas, la relacién entre operadores y formas fueron
encontrados por Friedrichs, entre otros.

3.1 Teorema de la representacion de Riesz

Antes de probar el teorema principal de esta seccion, el teorema de la representacion
de Riesz para formas sesquilineales acotadas, daremos, otro resultado similar, debido a
Riesz - Frechet, que se encuentra en el capitulo 1 (lema 1.4.6).

Lema 3.1.1. (Riesz - Frechet)

Sea f: H — C una funcional lineal acotada. Entonces existe un unico z € H tal que
se cumple

f0) = (x, 2)

donde Izl = If ]

Teorema 3.1.2. (Teorema de Riesz)

Seat: Hx H— C una forma sesquilineal acotada. Entonces existe un tnico operador
lineal acotado T : H — H, tal que se cumple

tlu, v] = (Tu, v) (8.1.1)

donde IT | = Il
Demostracién:
Para cada u € H, definamos una funcional lineal, / : H — C tal que

J0) = 1tu, v]

Como ¢ es acotada, se deduce que la funcional f, es acotada. luego por el teorema
de Riesz-Frechet, existe un Unico z, € H tal que

S0 = z) =1u, V]

es decir

flu, v] = (zu, V)
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Como necesitamos tener la representacion (3.1.1), entonces definamos un operador
T:H - Hpor

Tu=z,
Probaremos que T es lineal, acotado, Unico ademas l:d =T
En efecto:
i) Tes lineal
Parau, u,v€EHY a, a, € C, tenemos
(T(ayuy + agug),v) = tlaju; + apusg, V]
= aytfuy, v] + agtfug, v]
= a1(Tuy, v) + az(Tuy, v)
= (a;Tuy + agTus, v)
Por consiguiente: T (a,u, + a,u,) = a Tu, + a,Tu,
Por lo tanto T es lineal
ii) Tes acotado, y Il =T
Si 7= 0, entonces Tu = zu = 0, se sigue que #[u, v] = (0, v) = 0. Luego ¢ = 0, de este
modo Ty ¢ son acotados y se cumpel lfl =0 =IT1.
Si T+ 0, tenemos

_ | tlu, ] |
[t} = sup
u,veH—{0} ||UH H’U”
) |(Tu,v) |
u,veH—{0} ||U|| ||UH
- | (Tu, Tu) |
e
ue H—{0} ”uH HTU‘”
[ Tull

u,veH—{0} ||U||

171

Asi pues T es acotado y se cumple la siguiente desigualdad Iz > IT'I.
Por otro lado por la desigualdad de Schwartz, tenemos

= sup L0
= sup ———
u,ve H—{0} HuH ||’UH

T o)

wer—{oy |[ull ]|

Il

Asi pues I7l <IT'| De esto se deduce que Izl = IT'|

iii) 7'es unico
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Para mostrar que T es Unico, supongamos que existe otro operador lineal
S : H —» H satisfaciendo (3.1.1), entonces para todo u, v € H, tenemos

tlu, v] = (Tu, v) = (Su, v)

De esta manera Tu = Su, es decir T = S, luego T es Unico
Por lo tanto de i) , ii) y iii) tenemos que, existe un Gnico operador lineal acotado 7' tal
que tfu, vl =(Tu, v) y It = IT'|

3.2 Teoremas de representacion para formas no acotadas

Para formas no acotadas, una representacion del tipo encontrado en el teorema
(3.1.2) no siempRe existe. Sin embargo, una representacion similar pero con ciertas
restricciones para algunas formas, si existe, aunque esta relacién no se cumple en todo el
dominio de la forma sesquilineal. No obstante si restringimos ain mas el tipo de operador,
entonces obtendremos otro tipo de representacion, que este definido en todo su dominio.

El siguiente teorema lo denominaremos primera representacion del teorema y lo
tratamos a continuacion.

Teorema 3.2.1. (Primera representacion del teorema)

Sea t[u, v] una forma sesquilineal sectorial cerrada y densamente definida en H.
Entonces existe un operador m-sectorial T sobre H tal que para todo u € D(T) y v € D(?),
tenemos

tHlu, v] = (Tu, v)

Demostracién:
Empezamos la demostracion recordando que si ¢ es una forma sectorial, entonces
por la notacion y definicion en (2.3.4), tenemos que
H=H,, , v ReT—9y1>0
Luego sin pérdida de generalidad, asumamos que: ¢ tiene un vertice y = 0, de este
modo Re 7> 0.

Como ¢ es una forma sectorial cerrada en H, entonces por el teorema (2.3.6) se tiene
que H, es completo con el producto interno definido por

(u, v), = (u, v),,, = Re t + D[u, v]

Ademas por la ecuacion (2.3.3), tenemos que
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e (3.2.1)

También por la proposicion (2.3.5) ¢ es acotado sobre H,
Ahora consideremos la forma ¢, = ¢ + I, esta forma sesquilineal es acotada en #,
En efecto:

[(t + D)[u,v]| = [¢[u,v] + I[u, v]|
< [t[u, o] + [(u, v)
< K llull, oll, + el
<k flull; lloll, + llull, el
= (k+ 1) [Jull, [[v]l;

Consecuentemente ¢, es acotado en H.
Ahora como ¢, es acotado en H, luego por el teorema (3.1.2) existe un operador
lineal acotado S € B(H) tal que

t[u, v] = (Su, v), Vu, vEH =D(0) (3.2.2)

Ahora por (2.1.9) y la desigualdad de Schwartz, para todo u € H, se tiene:
lull? = (Ret + I)[u]
= Re(t + I)[u]
— Rety[u]
= Re(Su, u),
< (S, u)|
< [ISull [full,
Por consiguiente lul < 1Sul,
Verificaremos que el operador S es invertible, esto es mostraremos que el nucleo del

operador es el conjunto cuyo elemento es el cero
En efecto: Si Su = 0, entonces para todo v € H, tenemos

t[u, vl =(Su, v), = (0, v), =0
de este modo
tu, u] = tlu, u] + lul® = 0

Luego u = 0, desde que 0 es un vertice de t.
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Por consiguiente S tiene una inversa
Ahora por la definicion de operador inverso, tenemos:

ST:DES) = R(S) = RS = D(S)

Y se cumple que lul, < ISul. Sea S™'u € H, para algin u € D(S™"), tenemos

1Sl < 1S(S™"u)l = lul, (3.2.3)
De esta forma S! es acotado sobre D(S™) tal que ISl <1
Ahora probaremos que el dominio de S' es todo H,, esto es, D(S™") = R(S) = H,
Es suficiente probar que si u € H, tal que uLD(S™") = R(S), entonces u = 0
En efecto:
Asumamos que R(S) = D(S') sea cerrado. Entonces

H = DS b DS
donde

DS = {u € H/ulD(S™)}

Probaremos que D(S")* = {0}
Sea u € D(S')!, entonces

lul> = Re 7 [u] = Re(Su, u), =0
De aquiu =0
Consiguientemente D(S™) = H,

Por otro lado como IS™'ul, < lul, esto implica que ISl <1

Sea u € H fijo. Definamos una funcional lineal f, : H, - C tal que
S(v) = u) (3.2.4)
La funcional f, es acotada sobre H, ya que
L= [y, w)] < Wl Hul < vl Tul,

Ahora por el lema de Riesz - Frechet, esto implica que existe un unico ' € H, tal que

Vv € H, tenemos If | = lu'l, ademas
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S, ) =), (3.2.5)
por las expresiones (3.2.4) y (3.2.5), tenemos
wou’), = u) (3.2.6)

1 1|
Afirmamos que lu'l <lul, ya que

ulU ulU v, u
Wl =gl = sup Doy WO, Ml
veH;—{0} HU”z veH—{0} vl veH;—{0} o]l
Luego
Il < Tul (8.2.7)
»  Ahora definamos un operador
A:H-H tal que Au=S"u' (8.2.8)

con D(A) =Hy R(4) € R(S™") = D(S) = H,
i) Probaremos que 4 es lineal:
En efecto:
Seau, u, € HYy a,, a, € C, entonces
(v, (aquy + aauy)’)e = (v, (auy + uy))
=ar(v,u1) + az(v, uz)
=a(v, u}) + (v, uy),
= (v, ) + agub),
Por consiguiente (au, + a,u,)' = au' + ou’
De aqui
Alayuy + asus) = S~ Haguy + azuy)’
= S Hayu) + agul)
= oSN + ap ST,
= a1 Auqy + aAuy
De aqui se deduce que 4 es lineal
ii) 4 es un operador acotado en H

En efecto:
Por las expresiones (3.2.8), (3.2.3) y (3.2.7) tenemos
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Au=S"u, 1S "l <l y lu'l, < Tl
Usando estos resultados para u € H, tenemos
lAul = 18"u"t <1570, < 'l < lul
De este modo 141 < 1
Ahora usando la expresion (3.2.6), también la definicion 4u = S'u’, y por Gltimo de
(3.2.2) se tiene ¢,[u, v] = (Su, v), entonces para u € HYy v € D(t), tenemos
(u, v) = (u', v), = (SAu, v), = t [Au, v] = (t + D[Au, v] = t[Au, v] + (4u, v)
Esto implica que
H[Au, v] = (u, v) — (Au, v) = (u — Au, v) (3.2.9)
iii) El operador A es inyectivo
En efecto: usando la expresion (3.2.9)
Si Au = 0= (u, v) = t{Au, v] + (4u, v) = 0, Vv € H ,lo cual implica que u = 0, desde que
H,=D(#) es denso en H por hipotesis.
Luego 4 es inyectiva
Como 4 es inyectiva, de esta forma tiene una inversa

A R(A) - D(A)

Haciendo w = Au, entonces u = A"'w y denotando por I el operador identidad sobre
R(A). Entonces por (3.2.9)

fw, v] = (A w—Ad W, v) = (A= Dw,v) wER), veEH,
Ahora definamos
T=A"-1
D(T) = DA~ 1) = DA N D) = R(4) N R(4) = R(4), entonces

1w, v] = (Tw, v)
w € R(4) = D(T) € H = D(1), v € H = D(0)
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Como el operador 4 es acotado y su dominio D(4) = H es cerrado, entonces 4
es cerrado (teorema 1.6.1), ademas A" es también cerrado. El operador identidad 7 es
acotado y D(4™") = R(4) = D().

Luego el operador T= 47" — I es cerrado (teorema 1.6.2)

Desde que f[u] = (Tu, u), entonces el operador Ty la forma sesquilineal ¢ tienen el

mismo rango numérico

W(T') = m(T)

De aqui como ¢ es sectorial, luego T es sectorial (ejemplo 2.2.1).
Ademas R(T+1) = R(4™") = D(A4) = H de esta forma T es m-sectorial
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CONCLUSIONES

Después de haber realizado el presente trabajo, consistente en soluciones
aproximadas de raices de ecuaciones no lineales de una variable, con una variante del
Método de Newton hemos logrado las siguientes conclusiones:

1. Se muestra que la variante del método de Newton es al menos convergente de
tercer orden siy solo si la primera, segunda y tercera derivada de la funcion existe
en una vecindad de la raiz.

2. Los resultados numéricos (Tabla 1) apoyan la convergencia de tercer orden, y
para algunas funciones el orden de convergencia computacional es ain mas que
tres.

3. La caracteristica mas importante de la variante del Método de Newton es que
a diferencia de todas las otras aproximaciones de tercer orden o mayores, este
método no requiere calcular las derivadas mayores de segundo orden de la funcion
para llevar a cabo la iteracion.

4. Aparentemente la variante del método de Newton necesita una evaluacion de la
funcién mas en cada iteracion, cuando es comparada con el método de Newton,
sin embargo es evidente que los resultados calculados (Tabla 1) resultan que el
numero total de evaluacion de funciones requerido es menor que la del método de
Newton.
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