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Essa obra ndo tem o intuito de apresentar problemas usuais do cotidiano
do Engenheiro Civil, e sim disponibilizar um material com anélises mais complexas
de casos atipicos, como barras curvas e de se¢éo transversal variavel. Portanto,
serao discutidos aqui exercicios de pérticos compostos por barras de eixo reto e
arcos de circunferéncia solicitados por cargas distribuidas e concentradas para
o leitor interessado em aprofundar-se em topicos relacionados a Engenharia
de Estruturas, em especial aqueles diretamente ligados ao calculo de esforgos
internos, deslocamentos e rotacdes em porticos isostaticos e hiperestaticos.

O conceito por tras da ideia de utilizar o PTV (Principio dos Trabalhos
Virtuais) como conteudo principal no exercicio de elementos menos usuais das
estruturas passa pela necessidade de identificagéo e determinagéo dos esforgcos
relevantes inerentes a esse Principio. Dessa forma, considera-se o PTV quase
como um pretexto para calcular momentos fletores, normais, cortantes, deflexdes
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assim como denominag¢des mais especificas do PTV, como Sistema Real ou
Estado de Deformacéo, Sistema Virtual ou Estado de Carregamento, Sistemas
[0], [1], [n] do Método das Forgas, entre outros. Os autores recomendam titulos
como Sissekind (1980), Soriano & Lima (2006), e Martha (2022) para os
interessados.

Faz-se necessario também ressaltar o aspecto pouco pratico, em termos
de construcgdo civil, de alguns valores de cargas e deslocamentos, por exemplo.
As discrepancias nas ordens de grandezas sao justificadas ndo apenas pelo
descompromisso com a realidade, focando na pratica e aprofundamento de
algumas metodologias de calculo, mas também pelo incentivo ao desenvolvimento
do senso critico, do “olho do engenheiro” numa era cada vez mais dominada pela
computacgao e inteligéncias artificiais.
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1 ASPECTOS GERAIS

Esse capitulo discutird algumas premissas e escolhas que foram utilizadas na
redacdo deste livro visando torna-lo mais compreensivel, especialmente para leitores
menos experientes. Diversos autores que abordaram o PTV, seja de forma mais teérica ou
mais pratica (como se objetiva aqui), divergem quanto a algumas nomenclaturas utilizadas.

Primeiramente, algumas publicagbes fazem uso da denominagédo mais especifica
Principio das Forgas Virtuais para o tipo de analise feita aqui, considerando que neste
volume apenas se fara uso de esforgos unitarios, e nao de recalques. Optou-se, no entanto,
pela manutencéo do titulo mais genérico.

Slissekind (1980) utiliza a nomenclatura Estado de Deformagéo para a estrutura
em analise que fornece os deslocamentos e rotacbes a serem determinados, e Estado de
Carregamento para a etapa de aplicagdo de forcas ou momentos (geralmente unitarios)
visando a escolha do parametro a ser calculado. Souza & Antunes (1995) intitula de Estado
de Deslocamentos e Estado de Forgas, respectivamente.

Soriano & Lima (2006) néo batiza diretamente as duas etapas, detalhando-as, por
exemplo, como “Esfor¢cos Seccionais sob o carregamento original” e “Esfor¢cos Seccionais
sob forga unitaria”, durante a resolugcéo de determinado problema. Martha (2022), por sua
vez, denomina as mesmas fases como Sistema Real e Sistema Virtual, respectivamente.
O fluxograma apresentado na Figura 1.1 resume a metodologia e denominac¢des adotadas
neste livro que segue o utilizado por Martha (2022).

Em termos de calculo de Esfor¢os Internos, € importante destacar a pouca atencao
dada as tabelas de combinacdes de diagramas, comumente utilizadas para barras de eixo
reto com secao transversal constante. Soriano & Lima (2006) cita como procedimento A. N.
Vereshchagin, embora a referéncia encontrada pelos autores seja de Beyer (1956). Aqui,
decidiu-se por trabalhar exclusivamente com as integrais dos esfor¢os internos, justificados
pela escassez de publicagdes abordando e disponibilizando solugées desta forma, assim
como a inclusdo de elementos nao compreendidos pelas referidas tabelas (seja pelo eixo
curvo, seja pela variacao de inércia).

Os leitores sdo encorajados também a fazer avaliagbes quanto as aproximagdes
utilizadas durante a resolugcdo dos problemas e os resultados apresentados. Seréo
empregadas trés casas decimais para as reagdes de apoio. No entanto, considerando a
ordem de grandeza de valores como coeficientes de flexibilidades, e o potencial impacto
no valor final dos deslocamentos e rotagcdes, o niumero de casas decimais aumenta
significativamente para outros parametros, levando em consideragéo que os célculos foram
realizados com o auxilio de calculadoras cientificas ou softwares diversos.

1 Aspectos gerais
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Figura 1.1 — Fluxograma de resolu¢é@o contendo as nomenclaturas utilizadas no PTV deste livro.

Ainda na escrita dos equacionamentos de esforcos, a variavel x é utilizada em boa
parte das equacdes polinomiais deste livro representando o eixo de barras com inclinagdes
de 0° ou 180° (em relagdo ao eixo horizontal global) em todos os sentidos (ver Figura
1.2), e ¢ para outras angulagbes. Em determinadas situacdes, até mesmo barras de 90°
séo identificadas como x (ver barra EC na Figura 1.2). Essa convencgédo sera detalhada e
explorada em problemas oportunos. O eixo integravel é entao melhor definido pela direcao
estipulada nas letras que compde os extremos das barras em questdo e pelos limites das
integrais sempre dispostos a direita das equacgdes nas estruturas resolvidas neste livro.

1 Aspectos gerais



Nolere]

_> C

B

<>

]
E

A
F Mgp(x) D

Figura 1.2 — Pértico genérico com barras retas e convengdes de eixo para equagdes de esforgos
internos.

Os arcos de circunferéncia presentes nessa publicagdo foram resolvidos utilizando
coordenadas polares. Para tanto, & necessario escrever o infinitésimo de curva “ds” em
funcéo do raio e da angulacéo “da”, conforme Figura 1.3. De maneira analoga ao descrito
para as barras retas, a ordem das letras nos extremos dos elementos define a direcéo
(horaria ou anti-horéria) e disposi¢éo da variavel “a”.

1 Aspectos gerais



Figura 1.3 — Pértico genérico com barras retas e curvas com respectivas convengdes de eixo para
equagdes de esforgos internos.

Os sinais de Momento Fletor obedecem a convencdo de fibras tracionadas/
comprimidas para barras horizontais descrita na Figura 1.4. Para elementos com angulagdes
diferentes de 0° ou 180°, ou para os casos de arcos, a convencdo sera determinada
individualmente em cada exercicio. Os sentidos positivos para calculo das reagbes de
apoio séao explicitados durante os célculos, e variam ao longo da publicagéo.

= ==

Figura 1.4 — Convengéo para sinais do Momento Fletor em barras horizontais.

Considerando a metodologia do PTV e o carater abstrato do Sistema Virtual,
as reacdes de apoio e os coeficientes de flexibilidades calculados a partir de esforgos
adimensionais inerentes ao procedimento do Método das Forg¢as (ver Figura 1.1) possuem
unidades de medida que podem gerar confusdo a primeira vista. O Apéndice A detalha
essas peculiaridades num pértico hiperestatico genérico.

A identificacao do grau de indeterminacéo estética (hiperestaticidade) de estruturas

em poérticos planos é assunto rotineiramente abordado por pesquisadores e autores da

1 Aspectos gerais



area. Tentativas de equacionar essa identificagéo foram propostas em diversas publicacoes
desde Maxwell (1864), White et al. (1976), Mori & Corréa (1982), Pellegrino & Calladine
(1986), Guest & Calladine (2000), Pandit & Gupta (2008) entre outros, além do estabelecido
em Martha (2022) e adotado nos exemplos deste livro. O Apéndice B apresenta algumas
variacbes dos exercicios propostos aqui, como forma de praticar essa classificagao.

Embora todas essas formulag¢des se diferenciem num aspecto ou outro, sdo bem
eficazes no que se propdem. E importante, no entanto, destacar que esses equacionamentos
determinam somente o grau de hiperestaticidade das estruturas, restando ainda uma
avaliacdo igualmente importante relacionada a estabilidade/instabilidade do portico em
questdao. Em Apéndice B: Figura 1(c) e (d), por exemplo, sédo apresentados casos de
estruturas classificadas como isostaticas ou hiperestaticas, porém instaveis.

O titulo dos exercicios possui “tags” visando auxiliar na identificacdo de questdes
especificas ao interesse do leitor. O Apéndice C apresenta ainda mais resultados de
deslocamentos e rotagcdes dos porticos propostos e resolvidos aqui para serem usados

como exercicios de fixagéo.

1 Aspectos gerais
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2 EXERCICIO 2 (ISOSTATICO, VARIACAO DE ALTURA, ARCO
DE CIRCUNFERENCIA)
Calcular o deslocamento vertical em B (SVB), rotacdo da segdo em D (6, e

deslocamento horizontal em 4 (6HA) da Figura 2.1. Considerar somente os efeitos da flexao

e os detalhes de altura da segéo explicitos na Figura 2.2.

108

o

5,00 4,00

Figura 2.1 - Portico do Exercicio 2 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado).

0,20 [m— ] 10‘40

A B

0,40

Figura 2.2 - Detalhes das alturas de segéao transversal do Exercicio 2.

Dados do problema:
E_= 20 GPa (Mbdulo de elasticidade longitudinal)

b =20 cm (Base das secdes transversais retangulares)
A estrutura em questao € isostatica, pois 0 numero de reacdes de apoio (3) é igual

ao numero de equacgdes de equilibrio da estatica no plano (3).

2 Exercicio 2 (isostatico, variagao de altura, arco de circunferéncia)



2.1 Sistema real (figura 2.3)

304

101

AAJ’ I

T 5,00- 00
VA|

Figura 2.3 - Sistema Real do Exercicio 2.

Calculo das reacoes de apoio

IF, =0 (2.1)
H,=0

Para o calculo do somatorio das forcas verticais e distancias para o equilibrio de
momentos apresentados em (2.2) e (2.3) respectivamente, a proje¢éo horizontal do arco
de circunferéncia é calculada conforme ilustrada na Figura 2.4.

30K

S S S S

4,00 4.sen(n/4) ——

Figura 2.4 - Projecéo horizontal do arco BCD.

IF, =0 (2.2)

T
Vp + VA—10-5—30-[4+4-sen(Z)]=0

2 Exercicio 2 (isostatico, variagao de altura, arco de circunferéncia)



ZMZDU*zo
VA-[5+4—+4-sen(%)]—10-5-[2,5+4+4-sen(%)]—30

. T (2.3)
: 4+4-sen(%)] -—[4+4 ;en(4)] =0

O sistema de equacdes (2.1), (2.2) e (2.3) resulta nas reagdes de apoio apresentadas
na Tabela 2.1.

Reacodes de Apoio
V,=98,562 kN H,=0kN

V,= 156,291 kN

Tabela 2.1 - Resumo das Reagdes de Apoio do Sistema Real.

As equacdes de esforcos estdo apresentadas em (2.4). A Figura 2.5 expressa as
escolhas das se¢des para determinacao dos momentos fletores. Em relagéo as definicbes

de eixos para as barras, utilizou-se os procedimentos convencionados na Figura 1.2 e na
Figura 1.3.

4-sen[a+(m/4)]
4-sen(t/4)

4-cos(er) 4-cos(Tm/4)—

,—
4-cos[a+(T/4)]
X
Figura 2.5 — Determinacgédo das sec¢des para as equagdes de Momento Fletor.

MAB(X)ZVA'X_S'XZ Sl

Mgc(a) = Myp(5) + (V, — 10-5) - [4 — 4+ cos(a)] — 30

[4 — 4 cos(a)]? S - 24
— 0<sac< 3
Mpc(a) =Vp - [4 - cos (%) —4-cos (a + %)] - 30 Ss
T
.[4-cos(%)—4-cos(a+%)]2 OSD‘SZ

2 Exercicio 2 (isostatico, variagao de altura, arco de circunferéncia)
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2.2 Sistema virtual para calculo de SVB (figura 2.6)

AL

A
V'A]

5,00- 4,00-

Figura 2.6 - Sistema Virtual para calculo de deslocamento vertical em “B”.

Calculo das reacées de apoio

LF,"" =0 (2.5)
H'=0
IF," =0 (2.6)

vV, +V,—1=0

ZMZDU* =0 (2.7)

V,{-[5+4+4-sen(%)]—1-[4+4-sen(%)]:0

As reagdes de apoio estdo resumidas na Tabela 2.2. As equacdes de esforgos
internos para o portico da Figura 2.6 estdo resumidas em (2.8), levando em consideracao
as secoes ja estabelecidas na Figura 2.5.

Reacodes de Apoio

v,/ =0,577 il H'=0 V. '=0,423 kN
A= kN b b kN

Tabela 2.2 - Resumo das Reacgdes de Apoio do Sistema Virtual para calculo do deslocamento vertical
em “B”.

2 Exercicio 2 (isostatico, variagao de altura, arco de circunferéncia)



Mpg(x) =Vy-x

0<x<5
Mpe(a) = Mig(5) + (Vi — 1) [4 — 4- cos(a)] S
<a<-—
O=sa=s35 (g
, , T s SS
MDC(a)—VD-[4--cos(z)—4-cos(a+z)] OSaS%
O deslocamento vertical esta calculado em (2.21).
2.3 Sistema virtual para calculo de 0 (figura 2.7)
AT
A 5,00 4,00
\% A|
Figura 2.7 - Sistema Virtual para célculo da rotagdo em “D”.
Calculo das reacoes de apoio
LF, =0 (2.9)
H/=0
IF, =0 (2.10)
V,)+V,/=0
zManf =0 (2.11)

VA-[S+4+4-sen(g)]—1=0

Reacdes de Apoio

kN =
v, =0,085 H,=0 V' =-0,085

kKN -m kKN -m

Tabela 2.3 - Resumo das Reagdes do Sistema Virtual para calculo da rotagdo em “D”.

2 Exercicio 2 (isostatico, variagao de altura, arco de circunferéncia)
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As equacoes de esforgos internos para o pértico da Figura 2.7 estdo apresentadas
em (2.12), levando em consideracéo as se¢des ja estabelecidas na Figura 2.5.

’ — . Sl
Mup(x) =V, x 0<x<5
Mpc(@) = M;p(5) + V- [4 — 4 cos(a)] S
Isass (212
, s T T SJ
MDC(ar)=VD-[4-cos(z)—4-cos(a+z)]+1 OSaS%
A rotacdo esta demonstrada em (2.22).
2.4 Sistema virtual para calculo de SHA (figura 2.8)
P=1
X
== A
,00 4,00-
Via
Figura 2.8 - Sistema Virtual para calculo do deslocamento horizontal em “A”.
Calculo das reacoes de apoio
IF," =0 (2.13)
H/—1=0
IF, =0 (2.14)
V,)+V, =0
IM, " =0 (2.19)

V,{-[5+4+4-sen(%)]+1-4~sen(%)=0

2 Exercicio 2 (isostatico, variagao de altura, arco de circunferéncia)
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Reacodes de Apoio

V' = 0239kN H'—1kN vV '=0,239 kN
aT kN 077 kN b kN

Tabela 2.4 - Resumo das Reagbes de Apoio do Sistema Virtual para calculo do deslocamento horizontal
em “A”.

As equacoes de esforgos internos para o pértico da Figura 2.8 estdo apresentadas
em (2.16), levando em consideracéo as se¢des ja estabelecidas na Figura 2.5.

r ! S
Myg(x) =V, x 0<xl<5
Mgc(a) = Myg(5) +V,-[4 —4-cos(a)] +1-4-sen(a) S T

Osasy 2.16)
7 /s

Mp(a) =Vl§-[4-cos (Z)—4-cos(a+z)]+H[’, Ss
s
T T 0<a<s-—
-[4-sen(a+z)—4-sen(z)] 4

O deslocamento horizontal é calculado conforme (2.23).

2.5 Calculo de deslocamento e/ou rotacao

Consideracao das variacoes de altura da secéo transversal nos momentos de
inércia:

Barra AB

020 = ][040

A B

Figura 2.9 - Secéo longitudinal da Barra AB.

Considerando a variagéo linear de altura da secéo transversal, o célculo é feito a
partir de uma funcéo polinomial do primeiro grau, conforme (2.17) e (2.18):

h,, (x)= klAB X+ szB (2.17)
Onde,
h,(0)=0,2
{hAE (5)=04 (2.18)

h,, (x)=0,04-x+0,2
A inércia é entéo calculada de acordo com a equagéo (2.19).

b- (hAB(x))3 2.19)

Lyp(x) = 12

2 Exercicio 2 (isostatico, variagao de altura, arco de circunferéncia)
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Barra BD
Para a barra BD (Figura 2.10) o célculo é direto, utilizando a expressdo do momento

de inércia de sec¢Oes retangulares, demonstrada em (2.20).

—

0,40

Figura 2.10 — Sec¢éo longitudinal da Barra BD.

(04)°
12

(2.20)

Igp =b-

Por fim, monta-se a integral para calculo do deslocamento vertical na secéo
correspondente ao n6 B conforme (2.21), utilizando as equacdes apresentadas em (2.4) e
(2.8):

T
5 — JSMAB(x) 'M,AB(X)' f7MBc(a) *M'gc(a) 4. da
Ve 0 E.-I,p(x) 0 E.-Ipp
x ’ (2.21)
+J4M'4'da=0 42785 m
0 EC'IBD '

A rotagdo na secdo correspondente ao n6 D € calculada de acordo com (2.22),
utilizando as formulacgdes explicitadas em (2.4) e (2.12):

0, = JSMAB(X) M yp(x) d J%MBC(Q) “M'pc(a) 4. da
0 0

E - Iyp(x) E. - Igp (2.22)

Vs

T Mpe(a) - M'pe(a
+f pela) - M'pe( ).4-da=0.10512 rad

0

Ec ! IBD

Para célculo do deslocamento horizontal na se¢édo correspondente ao n6 4 a integral
€ desenvolvida conforme (2.23), utilizando as equacdes apresentadas em (2.4) e (2.16):

5y, = ISMAB (0 Map() f% Mpe(@) Mipe(@)
0 0

da
E; - I1p(x) Ee - I5p
: (2.23)
iM a) - MI a
+j4 pc(@) Mpe(a) 0,08737 m
0 Ec ' IBD

2 Exercicio 2 (isostatico, variagao de altura, arco de circunferéncia)
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3 EXERCICIO 3 (ISOSTATICO, QUADRO FECHADO, ARCO
DE CIRCUNFERENCIA)

Determinar o deslocamento vertical em C (SVC) para o pértico da Figura 3.1.
Considerar os efeitos da flexdo para as barras 4B, ED, e arco BCD (segao transversal
retangular); e os efeitos da normal no tirante 4D (secéo transversal circular).

80Ky

U A
C

A

Figura 3.1 - Pértico do Exercicio 3 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado).

Dados do problema:
E_ =35 GPa (Modulo de elasticidade longitudinal para as barras AB, ED, e arco BCD)

b.= 20 cm (Base das se¢Oes transversais retangulares)
h.=50 cm (Altura das seg¢Ges transversais retangulares)
E =200 GPa (Modulo de elasticidade longitudinal do tirante)

¢,= 100 mm (Diametro da seg&o transversal circular do tirante)

O portico do problema 3 apresenta 3 reacdes de apoio que a principio poderiam ser
calculadas a partir das 3 equagdes disponiveis da estatica no plano. No entanto, apresenta
também um anel composto pelos nés ABCD. Essas estruturas fechadas (também chamadas
de quadros fechados por autores como Sussekind (1980)) em porticos planos acrescentam
3 incognitas ao sistema, referentes aos possiveis esforcos de normal, cortante e flexdo
transferidos pelas barras.

Ainda, a presenca de rotulas onde duas ou menos barras convergem adiciona 1
equacao, totalizando 3 ao todo. A rotula em C possui duas barras conectadas (1 equacéao),
enquanto que a articulagdo em 4 (1 equacao) e D (1 equacgao) dividem o mesmo elemento
(podendo-se considerar uma barra cada). A Equacgdo (3.1) resume o célculo do grau de
hiperestaticidade (g) da estrutura em questao, provando-a ser isostatica. A expressao foi
adaptada de Martha (2022).

3 Exercicio 3 (isostatico, quadro fechado, arco de circunferéncia)
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g = [ (n°de reagdes de apoio) +3 * (n°de quadros fechados) |
— [ (3 equagdes da estatica no plano )

+ (n° de equagées advindas de articulagoes) | (3.1)

g=IB3)+3-M]-[B3)+B3)]=0
Estrutura Isostatica

3.1 Sistema real (figura 3.2)

Para determinagdo das equacdes dos esforgos internos relevantes, € necessario
seccionar uma das barras do quadro fechado. O elemento escolhido foi 0 4D, ja que
possui somente esfor¢cos axiais por ser birrotulada e sem carregamentos transversais
(caracteristicas de barras de trelica). Sendo assim, a referida barra pode ser substituida

por duas forgas N,,, conforme Figura 3.3.

D!
80Ky

R A
C

50kN B
R

457

Nap
A
v}

Figura 3.3 - Sistema Real do Exercicio 3.

Calculo das reacdes de apoio

IF,” =0 (3.2)

50+H,+N, —N, =0

A Figura 3.4 mostra proje¢des horizontais do arco para determinacédo da resultante
da carga distribuida. As medidas e e e, s&o calculadas segundo (3.3).

3 Exercicio 3 (isostatico, quadro fechado, arco de circunferéncia)
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80k

I
C

NADy
Al
—e

o}

Figura 3.4 — Proje¢des horizontais do arco BCD no contexto da estrutura, e em detalhe.

e=15.sen G) =3,53553 m (comprimento BO’) (8.3)
T .
e,=5:-sen (g) =2,5 m (comprimento DO*)

IF, =0 (3.4)

V,+7,-80.(e+e)+30:3+ N,, =N, =0

Conforme mostrado em (3.1), cada rotula do problema em questdo adiciona uma
equacao para o equilibrio. Sendo assim, (3.6) demonstra o célculo do momento fletor da
esquerda (n6s ABC), enquanto que (3.7) calcula a partir da direita (n6s EDC). Adeterminagéo
dos sinais segue o ilustrado na Figura 1.4.

Para tanto, além das distancias apresentadas na Figura 3.4, sdo necessarias
projecdes verticais do arco, demonstradas na Figura 3.5 e determinadas em (3.5).

50kN
—>

4,00

Figura 3.5 - Proje¢des verticais do arco BCD no contexto da estrutura, e em detalhe.

3 Exercicio 3 (isostatico, quadro fechado, arco de circunferéncia) 16



U

e, =5-5"cos (g) = (0,66987 m (Raio subtraido do comprimento 00*) (3.5)

e'=5-5"cos G) = 1,46447 m (Raio subtraido do comprimento 00’)

=0 (3.6)

ZRétulagpc

1
VA<e—SO'e’—BO'eZ'§+NADy-e—NADx-(4+e’)=0

ZRotulagpe
Hg-e; +Vz-(3+e) ~Nap, ~€2 = Nyp, "€, +30-3-(1,5+¢;) —80 (3.7)
1
. 2.2.=0
(e2) 2
IM, " =0

Ve - 3+e,+e)—Hp-(e'—e; +4)+30-3-(1,5+e,+¢e)—80
(3-8)

1
ez +e)? 5 =50:4=0

As reacOes estdo resumidas na Tabela 3.1, enquanto que as segbes transversais
utilizadas estao dispostas na Figura 3.6, e as respectivas equagdes sao apresentadas em (3.9).

Reacodes de Apoio

V,=311,035 kN V,=81,808 kN H,=—50 kN

N,,, = 198,222 kN N,,,= 157,467 kN

Tabela 3.1 — Resumo das Reagdes de Apoio e componentes do tirante no Sistema Real.

Figura 3.6 - Determinagéo das sec¢des para as equacdes de Momento Fletor.

3 Exercicio 3 (isostatico, quadro fechado, arco de circunferéncia)
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S
Myp(x) = —Ngp_ - x !

0<x<4

Mpc(a) = Myp(4) + (Nap, +Va) - [5 - cos (%) —5-cos (% + a:)] .

_(NADX+50)'[5'S€TJ. (%+a)—5-sen(g)] 050.'25% (3.9)

_80'[5'005(%)—5-c05(%+a)]2

2

Mgp(x) = Vg - x + 15 - x2 05§;<3
Mpc(a) = Mgp(3) + (=Nyp, + Hg) - [5 - sen (g+ a) -5

- sen (g)]+(VE—NADy)-[5'cos (g)—S

. T . S4

cos(3+a)]+30 3 OSXS%

-[(5-605(%)—5-cos(g+ )| - 80

J5-cos(3) - o G+l

O valor da Normal N, é calculado a partir da soma vetorial das componentes
apresentadas na Tabela 3.1. A Figura 3.7 apresenta a semelhanca de triangulos entre os
vetores e a geometria da barra inclinada. A equacédo de Esforco Axial estd exposta em
(3.10).

B _ Nap,
Je+e) +(d+e —e)? ete 4+e —e

Figura 3.7 — Semelhanca de triangulos para determinag&o da Normal N, .

3 Exercicio 3 (isostatico, quadro fechado, arco de circunferéncia)
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N
Nap(®) =J(e+e)? + (4 + e —e)? - —2=

Ss
0<t<770816 (3.10)

e+e;

= 253,15575 kN

3.2 Sistema virtual (figura 3.8)

Figura 3.8 - Sistema Virtual do Exercicio 3 para célculo de 6VC_

As reacdes de apoio sdo determinadas de maneira semelhante ao exibido
anteriormente para o Sistema Real, conforme Figura 3.9.

e
R5/00

N' 457
AD7}

of

Figura 3.9 - Sistema Virtual do Exercicio 3.

3 Exercicio 3 (isostatico, quadro fechado, arco de circunferéncia)
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Célculo das reacdes de apoio

Os detalhes de projecdes verticais e horizontais do arco estdo exibidos na Figura

3.4 e na Figura 3.5, e os valores das distancias e, e, e,, e, calculadas em (3.3) e (3.5).

ZFH”J': 0

H,E+N,ADX_N,ADx= 0

ZFVT+= 0

V+V,-1+N',, —N',, =0

ADy

ZRotulagpe

Vi e+N' -e-N, -(4+e)=0

ZRotulagpc

! p—
HE-el+V’E-(3+e2)—N’ADy-e2—N’ADX-e =0

1

IM, " =0
V', -(B3+e,+e)—H -(e—e +4)—1-e=0

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Reacbes de Apoio

v =0609 N v =0391 N
47 T kN T RN

H =0

E

kN

kN
N’ = 0810 15 Ny = 0,644 -

kN

Tabela 3.2 — Resumo das Reacgdes de Apoio e componentes do tirante no Sistema Virtual.

Considerando que as sec¢oes transversais foram especificadas na Figura 3.6, as

equacdes de esfor¢os ficam conforme (3.16).
M'yp(x) = =N'yp_ - x
M'pc(@) = M'ap(4) + (N'ap, + V'2) - [5 - cos (%) _s
cos (7 + )l = (Wan,)
. [(5 - sen (%+ a) —S.sen (%)]

M'gp(x) =V'g-x

T
M'pe(a) =M'gp(3) + (=N'yp, + H'g) - [5 - sen (§ + a) -5

(3.16)

3 Exercicio 3 (isostatico, quadro fechado, arco de circunferéncia)

20



- sen (E)] +(V'g—N'yp )'[S'COS(E) -5 T

3 Y 3 0<x<—

- cos (E + a)] °

3
, N'yp kN Ss
Nup@) =(e+e)?+(@A+e —e)? ——2=103489— (<t
e+e, kN =
<7,70816

3.3 Calculo de deslocamento e/ou rotacao

De posse das equacgdes (3.9), (3.10), e (3.16), monta-se a integral para calculo do
deslocamento solicitado no problema. A parcela do esforco Normal que sera considerada
para a barra AD é calculada dividindo-se as duas equages do tirante pela rigidez axial E,.

A, , demonstrado em (3.17).

Mg (x) - M’ iM M
5y, = f ap (%) (%) Cdx + f‘* pc(@) pc(@) 5 da
0 0

EC'IC Ec'Ic

n f3MED(x) “M'pp(x) dx + fEMDc(a) “M'pe(a) 5. da (3.17)
0 Ec'Ic 0 Ec'lc

770816 N () - N' o (x
+f M.dxzolngogm
0

Et * At
Fomentando a discusséo a respeito das contribuicbes de esforcos internos no valor
final dos deslocamentos, destaca-se que, para o caso, a parcela axial contribuiu com 1,29
mm em relacéo ao valor final de 113,03 mm, representando em torno de 1,14%.

3 Exercicio 3 (isostatico, quadro fechado, arco de circunferéncia)
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4 EXERCICIO 4 (HIPERESTATICO, ARCO DE CIRCUNFERENCIA)

Paraopoérticoda Figura4.1, calcular o deslocamento vertical da se¢céo correspondente
aon6 4 (8,,), no topo do arco de circunferéncia, considerando somente os efeitos da flexao.

50K

A

30kNm

100kN
—>

D

4,00 4,00

Figura 4.1 — Pértico do Exercicio 4 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado)

Dados do problema:
E_= 25 GPa (Modulo de elasticidade longitudinal)

b =20 cm (Base das sec¢bes transversais retangulares)

h =60 cm (Altura das secbes transversais retangulares)

O portico do problema possui 5 reagbes de apoio no total. As 3 condi¢cbes de
equilibrio da estética no plano somadas a presenca da rotula em 4 totalizam 4 equagdes

disponiveis resultando num grau de hiperestaticidade igual a 1.

4.1 Sistema principal do sistema real (figura 4.2)

A Figura 4.2 ilustra a configurag@o auxiliar do portico, agora isostatico. Para o
Sistema [0] do Sistema Real, remove-se o hiperestatico X, a fim de calcular os esforgos

internos, conforme mostrado no Tépico 4.1.1.
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50N

A
R4,00
100kN
B 30kNm C
3,00 X
R
D
4,00 4,00

Figura 4.2 - Sistema Principal do Sistema Real do Exercicio 4.

4.1.1 Sistema [0] do Sistema Real (Figura 4.3)

50K
I
A
R4,00
100kN HO,
3,00
MO O
=%
|VUD 00 4,00

Figura 4.3 - Sistema [0] do Sistema Real.

Calculo das reacoes de apoio

IF, =0 (4.1)
HO,— HO,+ 100 = 0

IF, =0 (4.2)
V0,~50-8=0

4 Exercicio 4 (hiperestético, arco de circunferéncia)
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Nas rétulas o momento fletor € nulo. Sendo assim, sera feito o calculo de flexado a
partir do n6 D até o n6 4 (Equagéo (4.3)), e do né C até o 4 (Equagéo (4.4)). A convengéo
utilizada seguira, sempre que possivel, o estabelecido na Figura 1.4.

MZRétulnDBAz 0 (43)
v0,-4+H0,-7—-100-4—-50-4-2—-M0,=0

MZRémln[A_ 0 (44)
—30+HO0,.-4—-50-4-2=0

As reacgbes de apoio calculadas a partir das Equacdes (4.1) a (4.4) estédo resumidas
na Tabela 4.1.

Reacodes de Apoio

V0,=400 kN HO0,=207,5kN MO0,=2252,5kN -m HO0,=107,5 kN

Tabela 4.1 — Resumo das Reagdes de Apoio no Sistema [0] do Sistema Real.
A Figura 4.4 apresenta as secdes transversais utilizadas na determinacédo das

equacgdes de momento fletor para cada trecho do pértico da Figura 4.3. A opgéo de eixo
nas barras tomou como base o definido na Figura 1.2 e Figura 1.3.

R4,00

St

O

Figura 4.4 — Determinacao das se¢bes para as equag¢des de Momento Fletor.
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As equacgdes estao dispostas em (4.5).

MODB(X)=_MOD+HOD'X S1

MOBA(“) = MODB(3) + VOD 4 - [1 - COS((I)] + (HOD - 100)

4 -sen(a) — 504 [1—cos(a)] -4 S T
1 0<ac< 5
w (4.5)
1—cos(a
MOca(a) =—=30—50-4"[1—cos(a)] -4-% S:
i
+ HO¢ - 4 - sen(a) 05“55
4.1.2 Sistema [1] do Sistema Real (Figura 4.5)
Figura 4.5 - Sistema [1] do Sistema Real
Calculo das reacées de apoio:
IF, =0 (4.6)
H1,—H1,=0
IF, =0 4.7
Vi,+1=0

4 Exercicio 4 (hiperestético, arco de circunferéncia)
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=0 (4.8)

ZRétulappa -

V1,-4+H1,-7—-M1,=0

=0 (4.9)

ZRotulacy -

Hl,4+1-4=0

Reac6es de Apoio

1 =1 KN H1 = —1 N Mt =gy ™ o= -1
»T TN kN »~ kN =7 kN ¢ kN

Tabela 4.2 — Resumo das Reagdes de Apoio no Sistema [1] do Sistema Real.

Os esforgos internos para o Sistema [1], da Figura 4.5, estdo resumidos em (4.10).

MlDB(x)=_M1D+H1Dx Sl
0<x<3

Mlg,(a) = M1,,(3) +V1p-4-[1—cos(a)] + Hlp -4 Sz

- sen(a) 0<a< r (4.10)

-T2

Ss
Mlca(a) =1-4-[1 —cos(a)] + Hlc -4 - sen(a) 0<a<z
-T2

4.1.3 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real

O calculo dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga visando a determinagéo
das reacdes de apoio do portico hiperestatico da Figura 4.1 esta apresentado em (4.11).
Para os casos de arco de circunferéncia, o eixo ds da integral é convertido para ds =R - d«,

de acordo com o explicito na Figura 1.3.

m
3MOpg(x) - M1pp(x ZMOg (@) - M1g,(
810=f DB() DB()dX+f BA() BA()'4‘dG{
0 E.-1 0 E.-1
T
Z2MO0,,(a) - M1, ,(a
+f cala@) CA()'4‘da
0 E.-1
=-9,6207065548 - 101 m @.11)

51 =J [M1pp(x)] 'dx+f?[MlBA(a)] 4 da
0 0

E.-1 E.-1

4 Exercicio 4 (hiperestético, arco de circunferéncia)
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m
2 [M1gy(a)]? _ 3 m
+j0 T4 da = 4,656931774 10 1

A compatibilizacédo dos deslocamentos e rotagdes esta demonstrada em (4.12).
810+ 611 - X, =0 (4.12)
X, = 206,5889521613 kN
Calculo das reacoes de apoio do Sistema Real (-, T+, U*)

Vp = VO, +V1p- X, > |Vp| =193,4110478387 kN 1
= 193,4110478387 kN

Hp = —HOp—H1p - X; = |Hp| = 09110478387 kN «
= —0,9110478387 kN

MD :MOD+M1D .Xl
= —19,978473774 kN - m

Ve = X1 = 206,5889521613 kN = |V¢| =206,5889521613 kN T

HC = HOC +H1C 'Xl
= —99,0889521613 kN

= |Mp|=19,978473774kN -m L (413

= |Hg| =99,0889521613 kN «

As reacgbes de apoio da estrutura hiperestatica da Figura 4.1 estdo resumidas em
(4.13) e dispostas no seu sentido correto na Figura 4.6, coincidindo com o indicado pelas
setas localizadas a direita dos respectivos valores em modulo. Parte-se entdo para a
determinacao das equacgdes de esforcos internos, presentes em (4.14).

50K
bbby by
A
R4,00
100kN He
1z 30kNm ‘_C
3,00 TVC
Mp é} S
TV]? 4,00 4,00

Figura 4.6 —Reagbes de apoio do Sistema Real.
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MDE(X)ZMD +HDx S1

0<x<3
Mga(a) = Mps(3) + Vp -4+ [1 — cos(a)] + (Hp — 100) - 4 S2 -
1— 0<ac<s-—
-sen(oz)—50-4-[1—605(&)]04-[%08(60] 2 @.14)
Mgy (a) = =30 —50-4-[1—505(05)]-4-[1%05(601—HC S3
s
“4-sen(a) + Ve -4 - [1 = cos(a)] OSQSE

As EquacOes em (4.14) encerram a etapa do Sistema Real, pois sdo calculadas
com as reagdes de apoio do portico hiperestatico resolvidas pelo Método das Forcas e
apresentadas em (4.13). A seguir, aplica-se metodologia semelhante para determinagéo
dos esfor¢os internos no Sistema Virtual.

4.2 Sistema principal do sistema virtual (figura 4.7)

B ? |(*
X=1

3,00 1~

=
D

4,00 4,00

Figura 4.7 - Sistema principal do Sistema Virtual do Exercicio 4.
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4.2.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 4.8)

A
R4,00
HO
—>
B (
3,00
MOy £ O
T D
.00 4,00
D
Figura 4.8 - Sistema [0] do Sistema Virtual

Calculo das reacées de apoio:
IF, =0 (4.15)
HO,— HO0,=0
IF, " =0 (4.16)
V0,—1=0

ZRstulappa =0 (417)
V0, 4+ HO0,-7—-M0,=0

Zrotutaca — 0 (4.18)
HO,-4=0

Reacodes de Apoio
_ kN kN -m

Vo, =1~ H1,=0 MO, =4 — HO,=0

Tabela 4.3 — Resumo das Reagdes de Apoio no Sistema [1] do Sistema Virtual.

MODB(X) = _MOD S1

4 Exercicio 4 (hiperestético, arco de circunferéncia)
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MOp,(a) = MOpp(3) +VO0p -4+ [1—cos(a)] (4.19)

MOcy(a) =0 0

O Sistema [1] do Sistema Virtual é igual ao Sistema [1] do Sistema Real para
0 poértico 3.2. Os respectivos célculos e figuras estdo dispostos em detalhes no topico
4.1.2. Sendo assim, parte-se direto para a determinacao dos coeficientes de flexibilidades

e termos de carga.

4.2.2 Célculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

As reagdes de apoio do portico hiperestatico demonstrado na Figura 4.7 séo
determinadas a partir da compatibilizagéo dos deslocamentos e rotacdes calculados pelas
mesmas integrais expressas em (4.11), menos a parcela referente ao elemento CA4, que
€ nula em fungéo do valor de M0_,(a) em (4.19). Os valores atualizados estéo em (4.20).

m
819 = —2,1807275829 - 1073, (4.20)

m
6,1 = 4,656931774-107% —
11 y KN

Seguindo a metodologia do Método das Forgas, X, é determinado conforme (4.21),

e as reacOes de apoio estdo calculadas em (4.22).

810+611- X, =0

4.21)
kN
X; =0,4682756134 —
kN
Calculo das reacées de apoio do Sistema Virtual (-, T*, U*)
/ KNSy, = 0,5317243866 0 1
V', =V0p+V1, X, = 0,5317243866W pl =0, N
H'p = —HOp — Hlp - Xy , kN
kN = |H'p|=0,4682756134— —
= 0,4682756134W kN
M'p = MO, + M1, - X, . KN -m
-m = 4.22
— 1151031747 = [M'p| =1,151031747 L (422)

Vie=X —04682756134kN = |V |—O4682756134kN T
c—41— Y kN ol =" kN

H'; = HOq + H1; - X,

kN = |H'.| = 04682756134 Y
= —0,4682756134 IH'cl =0, Al

A Figura 4.9 mostra o portico do Sistema Virtual com suas reagdes nos sentidos

corretos.

4 Exercicio 4 (hiperestético, arco de circunferéncia)
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As equacgdes de Momento Fletor sdo apresentadas em (4.23).

Figura 4.9 — Disposicéo das reagdes de apoio do Sistema Virtual.

’ _ r_ ro, Sl
M pp(x) =M'p —H'p - x 0<x<3
Mpa(@) =M'pp3)+V'p-4-[1=cos(a)]—H'p-4-sen(a) S

s
0ass  (423)

M'ca(a) =—H'¢-4-sen(a) +V'¢-4 - [1 — cos(a)] S

4.3 Calculo de deslocamento e/ou rotacao

A integral para determinacdo do deslocamento vertical no topo do arco esta
apresentada em (4.24), reunindo as equagoes de (4.14) e (4.23):

A

™
M -M' 2 M, M
5, _f pg(X) DB(x)'dx_I_fZ pa(a) BA(a).Ll_'da
. E. I ; E.- 1l
B} (4.24)
2M -M
+IZM~4-da=5,64981mm
0

E.- 1

4 Exercicio 4 (hiperestético, arco de circunferéncia)

31



5 EXERCICIO 5 (HIPERESTATICO, BARRA INCLINADA, ARCO
DE CIRCUNFERENCIA)

Calcular o deslocamento horizontal em B ((SHB), deslocamento vertical e rotacdo em
C (8,.€8,) da Figura 5.1. Considerar somente os efeitos de flexao.

50K

~—2,00————2,00——

Figura 5.1 - Pértico do Exercicio 5 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado).

Dados do problema:
E_ =30 GPa (Médulo de elasticidade longitudinal)

b =200 mm (Base das se¢des transversais retangulares)

h =400 mm (Altura das se¢bes transversais retangulares)

O portico em estudo possui 5 reagdes de apoio no total. As 3 equagdes de equilibrio
da estatica no plano em comparagdo as reagbes incognitas resultam num grau de
hiperestaticidade igual a 2.

5.1 Sistema principal do sistema real (figura 5.2)

A Figura 5.2 ilustra a nova configuracao do pértico, agora isostatico.

5 Exercicio 5 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia)
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}

50N

y V4 3

40K)

~—2,00

2,00—— D

Figura 5.2 - Sistema Principal do Sistema Real do Exercicio 5

Para o Sistema [0] do Sistema Real, remove-se os hiperestaticos X, e X,

5.1.1 Sistema [0] do Sistema Real (Figura 5.3)

lvoA
VA

Figura 5.3 - Sistema [0] do Sistema Real

5 Exercicio 5 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia)
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A partir das projecdes x e y dos carregamentos distribuidos, parte-se para o céalculo
das reacbes de apoio do Exercicio 5. A Figura 5.4 exemplifica como a andlise para a
resultante da carga de 40kN/m foi feita, e a posicdo do angulo a para a decomposicao da
carga.

Procedimentos anélogos foram empregados para os demais carregamentos
distribuidos.

Figura 5.4 - Indicacéo do angulo a para decomposic¢ao da carga distribuida de 40kN/m.

Calculo das reacoes de apoio

4>+_
IF,"" =0 (.1
30-2+50-4+40-3—-H0,=0

IF, " =0 (5.2)
30-2+40-4—-V0,-V0,=0

IM, " =0 (5.3)
V0,-2-30-2-1-30-2-8-50-4-5-40-5-25-80=0

As reagdes de apoio calculadas a partir das Equagdes (5.1) a (5.3) estao resumidas
na Tabela 5.1.

Reacodes de Apoio
V0,=1060 kN HO, =380 kN V0,=—840 kN

Tabela 5.1 - Resumo das Reacdes de Apoio no Sistema [0] do Sistema Real.

As equacdes de esfor¢os internos para o pértico da Figura 5.3 estdo apresentadas
em (5.4). AFigura 5.5 exemplifica as se¢Oes para determinagéo das equag¢des de momento
fletor. Em relagé@o a escolha do eixo para as barras inclinadas, utilizou-se a mesma logica
estabelecida na Figura 1.2 e Figura 1.3.

5 Exercicio 5 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia)
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A

Y

NS
B
S
N
C [0
S, N
D

Figura 5.5 - Determinagéo das secdes para as equacdes de Momento Fletor.

t t St
MO,5(t) = -V0 -(—)+80+30-t-—
AB() A \/E 2 o<t <2_\/E
At t 3t S,
(5-4)
MOcg(a) = M0p-(5) + (VO, —40-4) -4 [1 — cos(a)]
+ (= HOp +40-3) 4 - [sen(a)] S3
4-sen(a) Oga'sE
+ (50 -4 -sen(a) T) 2

5 Exercicio 5 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia)
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5.1.2 Sistema [1] do Sistema Real (Figura 5.6)

Tv1 A
A

X1=1
-«

Figura 5.6 - Sistema [1] do Sistema Real

Calculo das reacdes de apoio:

IF," =0
H1,-1=0

IF," =0
-V1,+V1,=0

IM, " =0
-V1,-2+1-9=0

(5.5)

(5.6)

(5.7)

Reacbes de Apoio

Vi —45kN H1 —lkN
47 "TkN 07 kN

V1,=4,5

kN

kN

Tabela 5.2 — Resumo das Reagdes de Apoio no Sistema [1] do Sistema Real

5 Exercicio 5 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia)
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As equacdes de esforgos internos para o pértico da Figura 5.6 estao dispostas em
(5.8)

t t St
10 =1, () - 1-()
e ® =Via\75 VZ 0<t<2V2
4t 3t S, 58
MlDC(t)z—V1D-<§)+1-(?> 0<t<s (5:8)
Mlgg(a) = M1pc(5) +V1p-4-[1—cos(a)]+1-4 Ss
Pl
- sen(a) OSaSE

5.1.3 Sistema [2] do Sistema Real (Figura 5.7)

V2,

,;2,00—«—2,00—T D

Figura 5.7 - Sistema [2] do Sistema Real.

Calculo das reacées de apoio:

IF," =0 (5.9)
H2,=0

IF, =0 (5.10)
V2,-V2,=0

5 Exercicio 5 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia)
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IM, " =0

(5.11)
V2,-2-1=0
Reacoées de Apoio
kN kN
_ 0t H2 =0 _ 0
V2,=05 v » V2,=05 5~

Tabela 5.3 — Resumo das Reagdes de Apoio no Sistema [2] do Sistema Real

As equacoes de esforgos internos para o pértico da Figura 5.7 estdo apresentadas
em (5.12).

3 S1
W20 = 2, ()
ap(®) 4 \VZ 0<st<2V2
4t Sz (5.12)

Mzuc(t)zvzu'(?>_1 0<t<5

S3
M2cp5(a) = M2pc(5) — V2, -4+ [1—cos(a)] T
0<a< 2

5.1.4 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real

O calculo dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga visando a determinacéo
das reacoes de apoio do portico hiperestatico da Figura 5.1 esta apresentado em (5.13).

Para os casos de arco de circunferéncia, o eixo ds da integral é convertido parads=R - d«a,
de acordo com o explicito na Figura 1.3.

5. = fﬁ MOs(®) - Mip(® fsMoDcm Mipe(®)
0 0

E.-1 E.-1
(5.13)

T
Z2MOqp(a) - M1 p(a

+f2 CB(E) ~ c( )-4-da:=—5,1810908472m
0 c

520 _ fzﬁMOAB(t) 'MZAB(t) -dt + fSMODC(t) : MZDC(t) - dt
0 0

E.-1 E.-1

+f7MOCB(a)‘M2CB(a)'4'd(Z
0

E.-1
=3,3789624885 - 10~ rad

5 Exercicio 5 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia)
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22 M1, (E)2 5 M1pc(t)? T M1cp(a)?
511=f a(t) -dt+f pc(®) ~dt+f2 ca(@) '
0 0 0

4.da
E.-1 E.-1 E.-1
— 2,8808994157 - 102
- kN
2V M1,5(t) - M2 (8) S M1pc(t) - M2pe(t)
612 :f 'dt+f ‘dt
o E.-1 0 E -1
T
2M15(a) - M2-5(
+J' cg(a) CB()'4'da
0 E -1
1
= —1,7202048357 - 1073 —
kN
5 fzﬁMzAB(t)Z d fSMZDc(t)Z ngZCB(a)Z 4-d
— ek AP Zpctt) T2\ 4l da
2z ) E 1 o Eo-l o Ecl
rad

=1,7059473843 - 10~*
KN -m

Visando a determinacdo dos hiperestaticos, a equagdo (5.14) mostra a
compatibilizacao dos deslocamentos e rotagdes calculados em (5.13).

{610+611'X1+612 'XZ =0
00+ 812 X1+ 62, X,=0

X, = 154,7466523899 kN (5.14)
X, = —420,2961343564 kN - m

Calculo das reacoes de apoio do Sistema Real (-, 11, U*)

Vo= V0, + Vi X, —V2,-X, = |Val = 153,4919970672 kN |
= —153,4919970672 kN
H, = —X, = —154,7466523899 kN = |Hy| = 154,7466523899 kN «

Vp=—-V0p,—Vip-X, +V2,-X,
= —66,5080029328 kN

Hp = —HOp + H1p - Xy + H2, - X,
= —225,2533476101 kN

Mp = —X, = 420,2961343564 kNm = |Mp| =420,2961343564 kNm O

> |Vp| = 66,5080029328 kN | (5.15)

= |Hpl =225,2533476101 kN «

As equacgdes de esforcos internos para o Sistema Real sdo definidas conforme
(5.16), a partir das reacdes calculadas em (5.15) e ilustradas com sentido correto na Figura
5.8.
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505

——200——2 00—%} Mp
Vp

Figura 5.8 - Reacgdes de apoio para o Sistema Real do Exercicio 5.

N S RS S
(5.16)
4 3
MDC(t)z_VD'(?t)+4O't'%_HD'(?t>+MD osstzss
Mcg(a) = Mpc(5) — (—Vpp +40-4) - 4 - [1 — cos(a)]
+ (—Hp +40-3)-4- [sen(a)] S
s
4- 0<a<-
+(50-4—-sen(a)-%(a)) a 3

5.2 Sistema principal do sistema virtual para calculo de SHB(figura 5.9)

A

X

—2,00———2,00—— l)

Figura 5.9 - Sistema principal do Sistema Virtual para calculo de &, do Exercicio 5
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5.2.1 Sistema [0] do Sistema Virtual para calculo de BHB (Figura 5.10)

lVOA
YA

Vo,

Figura 5.10 - Sistema [0] do Sistema Virtual para céalculo de SHB.

Calculo das reacdes de apoio

IF," =0 (5.17)
1-H0,=0

IF, =0 (5.18)
V0,—V0,=0

IM, " =0 (5.19)

V0, 2-1-7=0

As reagdes de apoio calculadas a partir das Equacdes (5.17) a (5.19) estédo
resumidas na Tabela 5.4.

Reacodes de Apoio

VO—35kN HO—lkN V0—35kN
47T kN 0T T kN DT kKN

Tabela 5.4 - Resumo das Reagdes de Apoio no Sistema [0] do Sistema Virtual para célculo de 8y
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As equacdes de esforgos internos para o portico da Figura 5.10 estao dispostas em
(5.20).

t Si
000 = v0,- ()
AB( ) A ‘\/E 0<t< 2\/5
- at 3t S 5.20
MO5e (0 =05+ (5) =1+ (5) 0<ts5 e
MOcg(a) = MOp(5) —V0p-4-[1—cos(a)]—1-4 S3
T
-sen(a) 0 SaSE

5.2.2 Célculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

Os coeficientes de flexibilidade calculados nos Sistemas [1] e [2] s&o iguais para o
Sistema Virtual e Sistema Real, e as integrais estdo expostas na integra em (5.13). Sendo
assim, (5.21) expde a determinacdo apenas dos termos de carga.

22 M0, 5 (8) - M1,p(t SMOpc() - M1pp(t
610=f 45 (0) AB()‘dt_l_f pc(t) DC()'dt
0 0

E. -1 E. -1

s
2MO M1

+fz cs(@) CB(“)'4‘da
0

E.-1

m
=-2,1115410686 - 1072 —
kN

(5.21)

5 _fZﬁMOAB(t)-MZAB(t)‘dt+f5M0Dc(t)'MZDc(t)_dt
20 = \ E.-1 0 E -1

T
z2MO - M2

+f2 cs(@) CB(a)-l}‘da
0

E.-1

rad
=1,3306400056 - 1073 —

kN

Para a determinacao dos hiperestaticos, a equacéo (5.22) mostra a compatibilizagao
dos deslocamentos e rotagdes.

{610+811-X1+812»X2=0
S0+ 812 X1+ 6,-X,=0

X{=0 6715241853kN
=" kN
kKN -m

(5.22)
X, = — 1,0286416596
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Calculo das reacées de apoio do Estado de Carregamento (-, T*, U*)

Vi==V0,+ V1, - X, - V2, X,

kN
kN = |V, =0,0361796635— 1
= 0,0361796635ﬁ kN

H, =—X, =—0 6715241853k_N >  |HY|= 0,6715241853k—N -
Aa=—4="0 kN kN
Vip=V0p—V1p X, +V2p - X,

kN S V| = 00361796635 L |
= 00361796635~ [V'pl =0, N

(5.23)
H'p) = —HOp, + H1p - X, + H2, - X,

a2l = |H'| = 03284758147 N
= —0,3284758147 — [H'p| =0, ke
kN
[M'p|
= kKN -m
= 1,0286416596

kKN -m

M'p = —X, = 1,0286416596

¢

As equacgdes de esforgos internos do Sistema Virtual para o calculo de 8, séo

definidas conforme (5.24), a partir das reag¢des calculadas em (5.23) e ilustradas com

T
A

sentido correto na Figura 5.11.

M'D
Vp

——2,00———2,00

Figura 5.11 - Reagdes de apoio para o Sistema Virtual para céalculo de SHB
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M@ =V (=) - 14 (=) 81

V2 V2 0<t<2Vv2
, , 4t , 3t , Sz 594
MDC(t)Z_VD'(?)_HD'(?)"'MD 0<t<5 (5:24)
M cg(a@) =M'pc(5)+V'p+4-[1—cos(a)]—H'p " 4 S3
T
- sen(a) OSaSE

—2,00———2,00—— l)

Figura 5.12 — Sistema Principal do Sistema Virtual para calculo de SVC.
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5.3.1 Sistema [0] do Sistema Virtual para calculo de SVC (Figura 5.13)

lVOA
va

Figura 5.13 - Sistema [0] do Sistema Virtual para célculo de SVC.

Calculo das reacdes de apoio

IF," =0 (5.25)
—H0,=0
IF, =0 (5.26)

V0,~V0,+1=0

IM, " =0 (5.27)
V0,-2-1-4=0

As reagbes de apoio calculadas a partir das Equacdes (5.25) a (5.27) estdo
resumidas na Tabela 5.5.

Reacodes de Apoio

Vo —ZkN 140 —1kN
AT2N HO0,=0 0~ kN

Tabela 5.5 - Resumo das Reagdes de Apoio no Sistema [0] do Sistema Virtual para célculo de 8,

As equacgdes de esforgos internos para o portico da Figura 5.13 estao dispostas em
(5.28).
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MO,up(t) = —VO0,- (L) S1

V2 0<t<2V2
4t S 5.28)
MOpc(£) = VO0p - (E) 0<t<5 (
Ss
MOcg(a) = MOp(5) — (VOp +1)-4-[1 — cos(a)] T
0<a< E

5.3.2 Célculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

Os coeficientes de flexibilidade calculados nos Sistemas [1] e [2] sd0 iguais para o

Sistema Virtual e Sistema Real, e as integrais estao expostas na integra em (5.13). Sendo
assim, (5.29) expde a determinacao apenas dos termos de carga.

5 _ fzﬁMoAB(t)-MlAB(t)‘ et JSMODc(t)‘Mluc(t),
10 . E, -1 o E.-1

s

2MOq5(a) - M1 5(x
_I_JZ cs (@) CB()'4.da

. E -1

m
= —8,4433193427 - 1073 —
kN

(5.29)

5,y fﬁMoAg(t)-MzAB(t)‘ s fSMoDc(r)‘MzDC(t). "
0 0

E -1 E -1

n J%MOCB(a) 'MZCB(a)'
0

4-da
E. -1
=5,7821228706 10—4md
o kN

Para a determinacao dos hiperestaticos, a equagao (5.30) mostra a compatibilizacdo
dos deslocamentos e rotacoes.

{510+511-X1+512~X2 =0
80+ 812 X1 +85-X,=0

kN
= — 5.30
X, 0,2279360925kN (5.30)

k
X, =—1,0909804145
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Célculo das reacées de apoio do Sistema Virtual (-, T+, U*)

Vi==V0,+ V1, X, — V2, X,

kN
kN = |V')| =0,4287973763— |
= —0,4287973763W kN

X = kN = |H',| = 02279360925 %
H'y = =X, = 02279360925 Al =0, N
V) =V0, =V X, +V2, - X, N
kN - kN 531
_ _os712026237 % = |V'pl = 05712026237 ¢ (5.31)

H'p = —HOp+ Hlp - X, + H2) - X, .
kN = = _
= 0,2279360925 — IH'p| = 0227936092570 =

N-m , kN -m
= |M'p| =1,0909804145

k
M'p = —X, = 1,0909804145 0

As equacgdes de esforcos internos do Sistema Virtual para o calculo de SVC séo
definidas conforme (5.32), a partir das reag¢des calculadas em (5.31) e ilustradas com
sentido correto na Figura 5.14.

VVA
'

——2,00———2 co—v M’
Vi

Figura 5.14 - Reagbes de apoio para o Sistema Virtual para célculo de SVC.

t t S1
Map® ==V (=) - Ha- (=)
a5 (t) 2\ a\ 77 0<t<2V3
, , 4t , 3t , Sz 532
MDC(t)z—VD-(€)+HD-(?)+MD D<t<si (5:32)
M eg(@) =Mpc(5)—(-V'p+1)-4-[1—=cos(a)] + H'p Ss
s
-4 -sen(a) 050{55
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5.4 Sistema principal do sistema virtual para calculo de 6_ (figura 5.15)

+——2,00——+—2,00—~ D

Figura 5.15 - Sistema Principal do Sistema Virtual para célculo de 8.

5.4.1 Sistema [0] do Sistema Virtual para calculo de 0 (Figura 5.16)

ivoA
YA

Figura 5.16 - Sistema [0] do Sistema Virtual para calculo de 6. .

Calculo das reacoes de apoio

IF,"" =0 (5.33)
—H0,=0
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IF, =0

(5.34)
V0,-V0,=0
IM, " =0 (5.35)
V0,-2-1=0

As reacdes de apoio calculadas a partir das Equacdes (5.33) a (5.35) estdo
resumidas na Tabela 5.6.

Reacodes de Apoio

kN
kN -m ho,=0 70,=0,5

kN
kKN -m
Tabela 5.6 - Resumo das Reagdes no Sistema [0] do Sistema Virtual para calculo de 6.

70,=05

As equagdes de esforcos internos para o portico da Figura 5.16 estdo dispostas em
(5.36).

t St
0200 = 10, ()
4z (£) 4 \V2 0<t<2V2
_ id S 5.36)
MOpc(t) = V0p - (?) 0<t<5 (
Ss
MOgg(a) = MOp(5) —1— V0p-4-[1—cos(a)] T
0<a< E

5.4.2 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

Os coeficientes de flexibilidade calculados nos Sistemas [1] e [2] s&o iguais para o
Sistema Virtual e Sistema Real, e as integrais estdo expostas na integra em (5.13). Sendo
assim, (5.37) expde apenas a determinacdo dos termos de carga.
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R _fz‘/EMOAB(t)-MlAB(t)‘dt_I_ISMODC(t)‘Mluc(t)'dt
10 . E, -1 o E -1

4.-da

s
IEMOCB(“) “M1cp(q)
+ .
0 E.-1

1
= - . -3 _
=-2,8920798357 - 10 N

(5.37)

2V2 5

MO,p(t) - M245(t MO t)-M2 t

620=f ap (1) AB()‘dt_l_f pe(t) DC()'dt
0 0

E.-1 E.-1

" f%MOCB(a) “M2cp(a) )
0

4.-d
E, -1 ¢
rad
=1,7059473843 - 10~*
kN -m

Para a determinacao dos hiperestaticos, a equacéo (5.38) mostra a compatibilizagao
dos termos de carga atualizados e os coeficientes de flexibilidade.

{810+811-X1+812'X2=0
0+ 012 X1 +6,2-X,=0

X, =10,1022294886 5.38
1 ’ kN .m ( )
X, = 0,0308387127 ™
2o kN -m
Calculo das reacées de apoio do Sistema Virtual (=", T+, U%)
V’A:—VOA+V1A‘X1—V2A‘X2 kN
= |V, =0,0553866579 ——— |
= —0,0553866579 kN -m
kN -m
kN ,
X o= — = |H',| =0,1022294886
H'y = —X1 = —0,1022294886 -—— [H' 4l Nom
Vi =V0,—V1p X, +V2,-X, kN (5.39)
= ! =
— 0,0553866579 |V'p] = 0,0553866579 o 1
kN -m
H'p=—HOp+Hlp-X, +H2) - X,
= ! =
— 01022294886 |H'p| 0,1022294886kN.m -
kN -m
’ kKN -m , kN -m
Mp=-X,= —0,0308387127kN : = M= 0,0308387127kN_ (&)

As equagbes de esforgos internos do Sistema Virtual para o calculo de 6, s&o
definidas conforme (5.40), a partir das reag¢des calculadas em (5.39) e ilustradas com
sentido correto na Figura 5.17.
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Figura 5.17 - Reagbes de apoio para o Sistema Virtual para célculo de 6.

t t St
Mg (8) = — V" -(—)—H' (—)
AB() A \/E A \/7 OStSZ\/E
, , 4t , 3t , Sz 540
MDC(t)ZVD'(?)'l'HD'(?)_MD 0<t<5 (5.40)
M cg(a) =M pc(5)—1-=V'p-4-[1—cos(a)]+ H'p-4 S3
T
-sen(a) OSO(SE

5.5 Calculo de deslocamento e/ou rotacao

Por fim, monta-se a integral para célculo do deslocamento horizontal na segéo
correspondente ao né B conforme (5.41), deslocamento vertical em C de acordo com (5.42),
e rotagcéo na se¢ao correspondente ao nd C como apresentado em (5.43).

5. = 22 M (t) - M () d S Mpc(t) - M'pc(t)
= | e | e
0 c 0 c (5.41)
T
ZMeg(a) - M'cp(a
+j M-mda:o,omzom
, E. 1
2VZ g (8) - Mgt S Mpe(t) - M'pe(t
svczf AB([);: IAB()'dt+f DC([);: IDC()‘dt
0 c’ 0 c’
(5.42)

T

Z2Mp(a) - M -n(a
+j M-4'da=0,05928m

0

E.-1
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. _jzﬁMAB(t)-M’Aa(ﬂ,dwa.dt
c . E.-1 0 E.-1
ri3
Z 0 v 5.43
+jZM-4'da=0,01814rad 649
0 c’
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6 EXERCICIO 6 (HIPERESTATICO, BARRA INCLINADA,
VARIACAQ DE ALTURA, ARCO DE CIRCUNFERENCIA)

Calcular o deslocamento vertical da secéo correspondente ao n6 B (SVB) da Figura
6.1 considerando os detalhes de altura da secé@o explicitos na Figura 6.2. Considerar

somente os efeitos da flexao.

R4

—3,00——~ 4,00

Figura 6.1 — Pértico do Exercicio 6 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado)

020} = ] Io 50 0,50I | —1 lo3o

QBO

Figura 6.2 — Detalhes das alturas de sec¢éo transversal do Exercicio 6.

Dados do problema:
E_=30 GPa (Médulo de elasticidade longitudinal)

b =2 dm (Base das sec¢des transversais retangulares)

A estrutura em questé@o possui 7 grau de hiperestaticidade haja vista o numero de
reacdes de apoio (4) em comparagcédo com as equacdes de equilibrio da estatica no plano
(3).
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6.1 Sistema principal do sistema real (figura 6.3)

oh”

50K

3,00—— 4,00

Figura 6.3 - Sistema Principal do Sistema Real do Exercicio 6.

Segue-se para o Sistema [0] do Sistema Real, onde a nova estrutura isostatica
encontrada a partir da eliminacdo do apoio vertical em D seré solicitada pelo carregamento
original, conforme a metodologia do Método das Forgas.

6.1.1 Sistema [0] do Sistema Real (Figura 6.4)

3,00— 4,00
voET

Figura 6.4 - Sistema [0] do Sistema Real

Calculo das reacées de apoio

IF, =0
HO,— 20— H0,=0 (6.1)
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Para o célculo do somatério das forcas verticais, a projecéo horizontal da carga
distribuida é calculada conforme demonstrado na Figura 6.5.

50%N

R4,00

A

4.sen(m/4) 4.sen(m/4)

C

Figura 6.5 — Projecao horizontal da carga distribuida no arco ACB.

IF, " =0 (6.2)
=50 [4-sen("/,) + 4 sen("/ )] +V0,=0

IM, " =0 (6.3)
HO0,1—-50-{2-4-sen("/,) [3+4-sen("/ )]} +20-4=0

Reacodes de Apoio

V0,= 282,843 kN HO0,=1588,528 kN HO0,=1568,528 kN

Tabela 6.1 — Resumo das Reagdes de Apoio no Sistema [0] do Sistema Real.

As equacoes de esforgos internos para o pértico da Figura 6.4 estdo apresentadas
em (6.4). Para efeito didatico, optou-se por dividir o arco em dois trechos (4C e BC) de
45° graus. A Figura 6.6 exibe as escolhas das segcbes para determinagdo das equagbes
de momento fletor. Em relacdo a escolha do eixo para as barras inclinadas, utilizou-se a
mesma logica estabelecida na Figura 1.2 e Figura 1.3.
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Figura 6.6 — Determinacdo das se¢bes para as equag¢des de Momento Fletor.

A Figura 6.7 detalha as distancias para calculo de momentos fletores da segéo S..
Raciocinio analogo deve ser aplicado para a segéo S,

v |

45° ]

N

sen(})

~—sen(}-a)—

Figura 6.7 - Distancias para céalculo de momentos fletores.
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MOga(x,y) =VO0p-x—HOg -y

S1
MOEA(x)=VOE-x—HOE-§x 0sx=<3
MOpg(y) = —HOp -y
3 S2
MODB(x)=—H0D-Zx 0<x<4
MOy (a) = MOg,(3) + HOg - 4 - [Cos (% — a) — cos (%)] - 50 S5 o
s .
b oalf o 0E
. [sen (%) —sen (% - a)]
MOge(a) = MOpg(4) + (20 + HOp) - 4
S4
s (- 0) s ()] -0
(o [sen(§) —sen G-a)])
2
6.1.2 Sistema [1] do Sistema Real (Figura 6.8)
op”
R4,00
A B
C 3,00
4,00 L
| H1
1 D D
. E Txlzl

A
3,00—— 4,00
Vig |

Figura 6.8 - Sistema [1] do Sistema Real
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Calculo das reacées de apoio:

IF," =0
H1,— H1,=0

IF," =0
Vi,+1=0

IM, " =0
A

H1,-1+1-(4+2-4-sen(7)+3}=0

4

(6.5)

(6.6)

6.7)

Reacdes de Apoio

V1. = 1kN
ET T kN

H1_ = 12657kN
ETTTTN RN

H1,=-12,657

kN

kN

Tabela 6.2 — Resumo das Reagdes de Apoio no Sistema [1] do Sistema Real

As equacgdes de esforcos internos para o pértico da Figura 6.8 ficam conforme

expresso em (6.8).

4
M1g,(x) =V1g-x —Hlg ‘3%

3
M1pp(x) = —H1, Zx +1-x

M1,c(a) = M1g,(3) + Hlg -4 - [COS (%— a) — cos (4

+ V14 [sen (%) — sen (E - a)]

M1gc(a) = M1pp(4) + Hlp - 4+ [cos (%— a) — cos (n

4

s 10 Jsen(Z) —sen (- o)

[«
I
Q
I
N

(6.8)
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Consideracao das variacoes de altura da secédo transversal nos momentos de
inércia:
Barra EA

020] C— | 0,150
E A

Figura 6.9 — Secao longitudinal da Barra EA.

Considerando a variagao linear de altura da sec¢éo transversal, o calculo sera feito a
partir de uma funcéo polinomial do primeiro grau, conforme (6.9):

hea(x) = kyg, - x + kap, 6.9)
Onde,
{hEA(O) =02
hga(3) = 0,5 (6.10)

hpa(x) =0,1-x+0,2

Atentar para a necessidade de utilizagdo do mesmo eixo x escolhido para as
equacgdes de esforgos internos (ver (6.4) e (6.8)), uma vez que as expressdes vao para
a mesma integral, justificando assim a escolha do valor de 3 m para limite da fungéo em
(6.10) ao invés do comprimento da barra inclinada E4, que vale 5 m. A inércia é entdo
calculada conforme (6.11).

b [hea(0)]®

= (6.11)

Iga(x) =

Barra AB
Para a barra AB (Figura 6.10) o calculo € direto, utilizando a expressao do momento
de inércia para segdes retangulares, disposta em (6.12).

<050
A B

Figura 6.10 — Secéo longitudinal da Barra AB.

(0,5)°

- (6.12)

IABZb‘
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Barra DB

A barra DB (Figura 6.11) segue o mesmo raciocinio do elemento EA da Figura 6.9,
incluindo a observacdo em relagdo ao eixo em questdo escolhido (Equagdes (6.13) e
(6.14)).

1 N
0,50 | 1 los0

B D

Figura 6.11 — Sec&o longitudinal da Barra DB.

hDB(x) = leB X+ kZDB (613)
Onde,
{hDB(O) = 0,3

hpg(x) =0,05-x+ 0,3
A expressdo do momento de inércia esta ilustrada em (6.15).

b- [hDB(x)]3

22 (6.15)

Ipg(x) =

6.1.3 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real

As integrais para obtencéo dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga a fim
de calcular as reacdes de apoio do pértico hiperestéatico da Figura 6.1 estdo apresentadas
em (6.16). E necessario fazer a conversdo do eixo das integrais para as barras E4 e DB,
multiplicando-as respectivamente por 5/3 e 5/4. Os referidos elementos possuem eixos
inclinados, enquanto que as equacdes de esforcos e inércias foram escritas segundo
direcdes horizontais. Ainda, convertese o eixo ds genérico da integral para coordenadas
polares no arco 4B, conforme Figura 1.3.

S = J3MOEA(X) "Mlg,(x) 5 + f4MODB(x)'M1DB(x) 5
10 0 Ec ) IEA(x) 3 0 Ec ) IDB(x) 4

m
MO M1

+J4 ac(@) ac(a) 4 da
0

E. g

T
MO M1

+J4 pe(@) Mlpe(@) |\ 0 _ 34 3685733648 m
0]

Ec-Iup (6.16)
51y = JS [MlEA(x)]Z 5 f4 [MluB(x)]z 5
0 0

A D dx + i R
E.-Iga(x) 3 Ec-Ipp(x) 4
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Vi T
Z[M1,.(a)]? 2 [M1z-()]?
+J M.;}.da_’_f M'4'd0{

0 E.- Iy 0 E.-Iyp

m
— .10 1—
=3,0793708061 - 10 N

Aplicando a compatibilizacdo dos deslocamentos e rotacdes, tem-se, conforme
(6.17).

610+511'X1 = O (617)
X1 =111,6090770768 kN

Calculo das reacées de apoio do Sistema Real (-7, T+, O*)

V= V0 +V1g- X,
= 171,2336353978 kN
Hg = HOg + H1g - X, = |Hg| = 1759083159423 kN — (0-18)
= 175,9083159423 kN

V, = X, = 111,6090770768 kN =

= |Vgl =171,2336353978 kN 1

[V,| = 111,6090770768 kN 1

HDZ_HOD_HlD'Xl _
 hse 9083150423 kv = |Hol = 1559083150423 kN

De posse das reagbes de apoio apresentadas em (6.18) é possivel calcular as
equacdes de esforgos internos do pértico da Figura 6.12, demonstradas em (6.19).

Figura 6.12 —Reagdes de apoio do Sistema Real.
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MEA(x)=VE-x—HE-§x OST<3
MDB(x)ZVD'x_HD'%x 05i2<4
Myc(a) = Mg,(3) + Hg -4 - [COS (% - a) — cos (g)] —-50
4. T _ T_ Y
blo@oefeadl s
Jsen(§) ~sen (G- a)] *
Mpc(a) = Mpp(4) + (20 + Hp) -4 - [cos (g — a) — cos (%)]
2
k@Gl
. [sen (%) — sen (% - Q’)]
6.2 Sistema principal do sistema virtual (figura 6.13)
b
l?=1
R4,00
A B
C 3,00
4,00 L
HO, |D HO,

3,00——m 4,00
VO,

Figura 6.13 - Sistema principal do Sistema Virtual do Exercicio 6.
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6.2.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 6.14)

b

R4,00

3,00——mm— 4,00
VO |

Figura 6.14 - Sistema [0] do Sistema Virtual

Calculo das reacdes de apoio

IF," =0 (6.20)
HO0,— H0,=0

zFVT+ =0 (6.21)
V0,—1=0

IM, " =0 (6.22)

T
HOD-l—1-{[2-4-sen(z)]+3}=0

Reacodes de Apoio

VO—lkN H0—8657kN HO —8657kN
ET T kKN ET TN RN DT kN

Tabela 6.3 — Resumo das Reacdes de Apoio no Sistema [0] do Sistema Virtual

Os esforgos internos estdo apresentados em (6.23).

4 Si
MOEA(X)ZVOE'X—HOE'gx 0<x<3

3 S
MODB(x)z_HOD'Zx 0<x<4

6 Exercicio 6 (hiperestatico, barra inclinada, variagéo de altura, arco de circunferéncia)
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@) =M1 104 [ =) o)

S3 (6.23)
+VOE-4--[sen(g)—sen (%—a)] OSag%
MOpc (@) = M0pp(4) + HOp - 4 [COS (% - a) — cos (%)] -1
S4
‘4'[%"(%)_“’“(%‘“)] OSaS%

Para o problema em questéo, o Sistema [1] do Sistema Virtual é igual ao Sistema [1]
do Sistema Real, e suas expressoées e calculos foram apresentados no tdpico 6.1.2. Dessa
forma, é possivel partir diretamente para o calculo dos termos de carga e coeficientes de
flexibilidade do Sistema Virtual.

6.2.2 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

Objetivando calcular X, da Figura 6.13 e consequentemente as reagbes de apoio
do pértico hiperestatico do Sistema Virtual, as integrais estdo dispostas em (6.16), e os
resultados atualizados resumidos na equacgéo (6.24).

m

= — . -1_—

810 = —1,975225517 - 107
(6.24)

81, = 3,0793708061 - 10~ —
n== kN
A compatibilizacdo dos deslocamentos e rotagdes esta apresentada em (6.25).

Si0+81-X3=0

(6.25)
kN
X, =0,6414380214 —
kN
Calculo das reacées de apoio do Sistema Virtual (-, T+, O*)
Vig=V0;+V1;-X, kN
kN = |V'g| =0,3585619786-— 1
= 0,3585619786W kN
H'y=HO; +Hl; - X, kN
05382667026 kKN = |H:|= 0,5382667026m -
- kN (6.26)
V'p) =X, =0,6414380214 kN = |V'p| =0,6414380214 kN T
»=X=0, i Vo =0, N
H’D:_HOD_HlD'Xl kN
kN "= i
= ~0,5382667026 = ] = 053826670267y

As equacgbes de esforcos internos para o Sistema Virtual (Figura 6.15), estédo

demonstradas em (6.27)
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Figura 6.15 — Disposicéo das reacbes de apoio do Sistema Virtual.

! ! r 4-
MEA(x)zVE-x—HE-gx S

MIDB(x)ZV,D'x_H,D'%x 0S§c2<4
Myc(@) =M'g,3)+H'5-4- [COS (% - a) — cos (%)] + V' Ss 6.27)

T

-4-[sen(%)—sen(%—a)] OS“SZ

M'gc(@)=Mpg(4)+H'p-4- [cos (% - 0() —cos (%)] + (V'p Sy i

—1)-4-[sen(%)—sen(%—a)] OSQSZ

6.3 Calculo de deslocamento e/ou rotacao

Por fim, monta-se a integral para calculo do deslocamento vertical na se¢éo correspondente
ao nd B conforme (6.28), utilizando as equagdes apresentadas em (6.19) e (6.27):

5 = J-BMEA(X) “M'ga(x) 5 dx + J-4MDB(x) -M'pp(x) 5 di
Ve 0 Ec ) IEA(x) 3 0 Ec : IDB (x) 4
Vs
M -M'
+f4 ac(@) - M' yc(a) 4 da (6.28)
0 Ec : IAB

s

M _M’
+]“M.4.da=0,02061m

0

Ec-Iyp
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7 EXERCICIO 7 (HIPERESTATICO, BARRA INCLINADA, ARCO
DE CIRCUNFERENCIA, QUADRO FECHADO)

Calcular o deslocamento vertical na se¢&o transversal correspondente ao n6 4 (5,,,)
do portico da Figura 7.1.

80k

4,00 3,00 3,00

Figura 7.1 — Pértico do Exercicio 7 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado)

Dados do problema:
E_= 20 GPa (Modulo de elasticidade longitudinal)

b =20 cm (Base das sec¢Oes transversais retangulares)

h =40 cm (Altura das se¢des transversais retangulares)

A estrutura da Figura 7.1 possui 4 reacbes referentes aos dois apoios do segundo
género nos nbés F e E. Possui ainda um quadro fechado formado pelos nés ACDB, que
acrescenta 3 incognitas ao problema em funcdo das barras em questdo transmitirem os
esforgos normal, cortante e momento fletor. O equilibrio da estéatica no plano acrescenta 3
equacgoes, totalizando um grau de hiperestaticidade igual a 4. A equagéao (7.1) detalha essa
determinacéo.

g = [ (n°de reacdes de apoio) + 3 - (n°de quadros fechados) |
— [ (3 equagdes da estatica no plano)

(7.1

+ (n° de equagdes advindas de articulagbes) |

g=[4+3-1]-[3+0]=4
Estrutura Hiperestatica

7 Exercicio 7 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia, quadro fechado)

66



7.1 Sistema principal do sistema real

O sistema principal € uma estrutura isostatica auxiliar para calculo dos hiperestaticos.
A Figura 7.2 demonstra o trecho escolhido para a necessaria seccao do quadro fechado.

80N

Figura 7.2 — Posigéo da secgéo no Sistema Principal do Sistema Real do Exercicio 7.

A Figura 7.3 mostra entdo o Sistema Principal escolhido para a resolugdo do
problema.

Figura 7.3 - Sistema Principal do Sistema Real do Exercicio 7.

7 Exercicio 7 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia, quadro fechado)
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7.1.1 Sistema [0] do Sistema Real (Figura 7.4)

Figura 7.4 - Sistema [0] do Sistema Real.

Calculo das reacdes de apoio

IF," =0 (7.2)
40-2+20—-H0,=0

N
IF, =0 (7.3)
—-80-6+V0,+V0,=0

M, =0 (7.4)
V0,-10-20-3-80-6-7—-40-2-2-40=0

Reacodes de Apoio

10, = 118 kN HO,.= 100 kN 10, =362 kN

Tabela 7.1 — Resumo das Reagdes de Apoio do Sistema [0] do Sistema Real.

As sec¢des transversais para os Esforcos Internos estdo destacadas na Figura 7.5.
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e

PR
Figura 7.5 - Determinagéo das secdes para as equagdes de Momento Fletor.

MO, (x,y) = VOF-x+4O+H0F~y

Escrevendo y em fungéo de x, conforme a Figura 7.6:

©

Figura 7.6 — Eixos para a barra FB.

t x_Y S1

J@T+(32 4 3 0<x<4

3.
M%ﬂﬂ=ﬂhw+w+H%(7§)

(7.5)

MO,(x) = 0 S2
pe(¥) 0<x<3

MO0,, e MO, s&o calculados com base nas proje¢oes demonstradas na Figura 7.7.

S3
MO, (@) = MOpg(4) + (—20 + HOp) - [3 - sen(@)] + V05 0<a< g
_ 2. 2
(33 cos(@)] — 80 w

7 Exercicio 7 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia, quadro fechado)
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| |

3.sen(a) 3.sen(a)
UL L
B eyt
3-3.cos(a) D 3-3.cos(a)
E

Figura 7.7 — Detalhe das proje¢Ges para as Equagbes M0,, e MO, ,.

2

X
MoEc(x) 240_ S4

2 0<x<2?2
MO0pc(x) =0 . <§;< 5

MOc4(a) = MOg-(2) + (40 2) - [3 - sen(a)] + VOg

[(3 =3 cos(a)]?

-[3—-3":cos(a)] — 80 - 3 g

7.1.2 Sistema [1] do Sistema Real (Figura 7.8)

Figura 7.8 - Sistema [1] do Sistema Real.
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Calculo das reacdes de apoio

IF," =0 (7.6)
-H1,-1+1=0

IF, =0 (7.7)
V1,+V1,=0
IM, " =0 (7.8)

Vi,-10+1-2-1-2=0

Reacodes de Apoio

V1.=0 H1,=0 V1,=0

Tabela 7.2 — Resumo das Reagdes de Apoio do Sistema [1] do Sistema Real.

Mlpp(x) =0

Mlyp(y) =1-y

Escrevendo y em fungéo de x, conforme a Figura 7.9.

3
1 pr?ﬁ?tAy

3 X

Figura 7.9 — Eixos para a barra DB.

S2
0<x<3 (79

1<

t

@r+ay 3 1

X
M1pp(x) = 3

Mlga(a) = —M1pp(3) —1-[3 - sen(a)]

7 Exercicio 7 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia, quadro fechado)
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Mlgc(x) =0 Sa

0<x<2
Mipc(y) =1y
Aplicando o mesmo raciocinio da Figura 7.9 para M1 . S
5
x 0<x<3
M1pe(x) = 3
Se
Mlca(a) = —M1pc(3) —1-[3 - sen(a)] T
0<x< E

7.1.3 Sistema [2] do Sistema Real (Figura 7.10)

* 4,00 3,00 3,00

[v2p

Figura 7.10 - Sistema [2] do Sistema Real.

Calculo das reacdes de apoio

IF, =0 (7.10)
—H2,=0
IF, =0 (7.11)

V2,+V2,+1-1=0

EMZFU+=0 (7.12)
V2,-10+1-7-1-7=0
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Reacodes de Apoio

V2.=0 H2,.=0 V2.=0
Tabela 7.3 — Resumo das Reagdes de Apoio do Sistema [2] do Sistema Real.
M2p5(x) =0 S1
0<x<4
M2pp(x) = x Sz
o) 0<x<3
M2p,(a) = —M2p5(3) + 1+ [3 = 3 - cos(a)] &
0<a<—
2
M2gc(x) =0 S4 (7.13)
0<x<2
M2p,(x) = —x Ss
pc () berca
Se
M2q4(a) = —M2pc(3) —1-[3 -3 cos(a)] T
0<x< 2

7.1.4 Sistema [3] do Sistema Real (Figura 7.11)

T—4,00 3,00 3,00
V3g

Figura 7.11 - Sistema [3] do Sistema Real.
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Calculo das reacdes de apoio

IF," =0 (7.14)
—H3,=0

IF, =0 (7.15)
V3,+V3,=0

M, =0 (7.16)

V3.-10+1-1=0

Reacodes de Apoio

V3,=0 H3,=0 V3,=0

Tabela 7.4 — Resumo das Reagdes de Apoio do Sistema [3] do Sistema Real.

M35 (x) = 0 S1
0<x<4

M3pp(x) = —1 S
DB() 0<x<3
M3p,(a) = 1 5
0<a<-—
2

M3gc(x) =0 S4 (7.17)

0<x<?2

M3pc(x) = -1 Ss
pc(x) 0<r<3

Se
M3ca(a) =1 T
OSXSE

7 Exercicio 7 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia, quadro fechado)
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7.1.5 Sistema [4] do Sistema Real (Figura 7.12)

Figura 7.12 - Sistema [4] do Sistema Real.
Calculo das reacoes de apoio

IF," =0 (7.18)
—H4,—1=0
IF, =0 (7.19)
V4, +V4,=0
IM, " =0 (7.20)

V4,-10+1-1=0

Reacodes de Apoio

kN kN kN
k_N H4F =-1— V4E = _0,1_

V4p = 0,1
F kN kN

Tabela 7.5 — Resumo das Reagdes de Apoio do Sistema [4] do Sistema Real.

M4pp(x,y) =Vap -x +H4p -y

S1
3-x

7 Exercicio 7 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia, quadro fechado)
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M4pg(x) =0 S2

M4BA(“) = M4FB(4') + H4F “ 3 Sen(a) + V4F S3

-[3 -3 cos (a)] Osasg

M4g-(x) = —x S4
M4pe(x) =0 Ss

M4c, (@) = M4g:(2) —1-3 -sen(a) +V4g - [3—3 - cos (a)]

7.1.6 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real

Os termos nulos foram omitidos das integrais de (7.22).

3:-da+

T

2MO0p,(a) - Mlp,(a
510:f MOpa(@) - Mpa(@) -3.da = -1,0819139564 m

0

T
fiMOCA(a) “M1cy(a)
E.-1 A

E.-1

E -1 E -1

c

T m
2MOgy(a) - M2g,(a 2MOgy (@) - M2:4(a
520=f2 (@) BA()_3_da+fz ca(@) CA()_3_da
o
= —2,4254077033 -10'm

5y fMOBA(a) M35 () f%Mom(a) M3gq(a)
0 0

= 3-d 3.-d
E.-1 at E 1 @
= 3,4405832829 - 10~ rad (7.22)
f4M0FB(X) *M4pp(x) 5 szOEC(X) Mg (x)
w=| —/—7—7—7—-—dx+| ————dx
o E.-1 4 o E.-1

[PHOa D M) 5y [P0 Mhes@) 5 g,
o 0

E.-1 E.-1
=—1,7261938602 m

5u=fw.m mfwg_mfw_
0

. 3-da
E. -1 3 Ec-1 o Bl
2 [M1cy(@)]?
2 « m
+f U3 da = 4,2161467449 - 1073
s Ecl kN

7 Exercicio 7 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia, quadro fechado)
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3-da

E -1 3 E.-1

3 2 3 2 z 2
byy = f (M2pp @) V10 f [M?.;c.(;c)] x/;’o det fz[MZBA(a)] _

m
.3.da = 2,877429693 - 1073 —
a=a kN

2 [M2,(@))?
* f E, -1

3-da

3 [M3p5(X)]> VIO 3[M3,.(X)]? VIO T [M3p4()]?
azf% ! d“[o[ @I dx+J;2[ A@F |

E. -1 3 E.- 1

-3-da =7,3824999755 - 10~*
E. -1 “a=s kN -m

J’%[M3CA(H)]2 rad

44 —

f4 [M4pp(x)]?

2 [Mape ()] 7 [Map, (@)]2
E 1 J; -dx + fo -3

5
L= 3-da
n E. -1 E.-1
Z[M4 2
+f [M4c,(a))
o E.-T

[4

m
.3-da = 8,8793449021 - 10-% —
“=% kN

3M2,5(0) - M1pg(x) V10 3M2,0(x) - M1pc(x) V10
512=f —-—-dx+f e e dx
0 0

E.-1 3 E.-1 3

TM2p,(@) - Mg, (a TM20,(a) - M1pa(e
+J'2 pa(a) BA()_3_da+f2 cala) CA().3_da=0
0 0

E -1 E -1

3M3pp(x) - M1ps(x) V10 3M3pc(x) - M1pc(x) V10
513=f—-—-dx+f —_— ——-dx +
o E.-1 3 0 E.-I 3

m m

ZM3g,(a) - M1 ,(a ZM3.,(a) M1 4(x
+J’ pa(@) BA()_3_da+f cala) CA().3_da

0 0

E.-1 E.-1

1
= — . -3__
1,4337682322 - 10 KN

T m
= [ MA@ o [ M@
0 0

E.-1 E.-1

m
=5,788522975- 1073 —
’ kN

Bon = 3 M2pp(x) - M3pp(x) V10 d 3M2pc(x) - M3pc(x) V10
0 0

E.-1 E.-1 3

m mw
zZM2 - M3 zZM2 M3

+J'2 pa(@) BA(a)_3_da+f2 cala) CA(“).g_dazo
A E. -1 A E. -1

s m

2M2p,(a) - M4g,(a 2M2cp(a) - M4cy(a
524=f2 sa(@) BA()_3_da+f2 cala) CA()_3_da

A E. -1 A E -1

m
=1,9880391011-10~*—
’ kN

7 M3 M4 7 M3 M4,
P J'Z pal@) pa(a) 3. da+ fz cala) cala) .3 da
A E. -1 ) E -1

1
= — . -3___
1,8598588739 - 10 N

Visando a determinagcdo dos hiperestaticos, a equagdo (7.23) mostra a

compatibilizagcao dos deslocamentos e rotagdes calculados em (7.22).
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G194+ 011 X1+ 612 Xo+013-X34+61,-X,=0
Op0F 010 X1+ 05, Xy + 06,3 Xz +0,,-X,=0
O30 + 013 Xy + 653 X, + 033 X35+3034-X4=0
G40+ O01s Xy + 024 Xy + 03, Xy +38,,-X,=0

(7.23)
X,=-83,9021661616 kN
X,=67,3446612291 kN
X,=—11,0820457333 kN - m
X, = 245,2730553439 kN
Calculo das reacoes de apoio do Sistema Real (=", 1%, U%)
Ve =VO0p+Vip- Xy +V2p- Xy + V3 - X.
P T TN 5 vl = 1425273055344 kN 1
= 142,5273055344 kN
Hp = —HOp — Hlp-X; —H2p-X, — H3p - X
F e x, P T s |Hpl = 1452730553439 kN
= 145,2730553439 kN
VE:VOE+VIE‘X1+VZE'X2+V3E‘X3 (724)
+ Vg - X, = |Vgl = 337,4726944656 kN 1 ‘
= 337,4726944656 kN
Hp = —X, = —245,2730553439 kN = |Hg| =245,2730553439 kN «

|X,| = 83,9021661616 kN « né D —
X, = 67,3446612291 kN TnéD |
|X5] = 11,0820457333 kN -m O né6D U

As equacbes de esforcos para o Sistema Real sdo definidas conforme (7.25), a
partir das reagdes calculadas em (7.24) e ilustradas com sentido correto na Figura 7.13.

80kN

4,00 3,00 3,00
| Ve

Figura 7.13 — Reacgdes de apoio para o Sistema Real do Exercicio 7.
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Mpg(x,y) =Vp-x+40 —Hp -y

Si
3.
MFB(x)zVF-x+4O—HF-(Tx> 0<x<4
Mpp(x,y) = —X1 -y + Xz - x + X3
X S
Mpg(x) = =X 3+ Xz x+X; 0=<x<3
Mpgy(@) = Mpp(4) — Mpp(3) + (=20 — Hp + X;) - [3 - sen(a)]
+ (Ve +X;) - [(3—3:cos(a)] — 80 S3
T
[(3 =3 cos(a)]? 0<ac< 3
> (7.25)
2
MEC(x):4O~7—HE~x S4
0<x<2
X S
MDC(x):_Xl'g_XZ'x+X3 5
0<x<3
Mcy(@) = Mgc(2) — Mpc(3) + (—Hg +40 -2 + X;)
“[3-sen(a)] + (Vg — X3) - [B— 3 cos(a)] — 80 Se
T
[(3 =3 cos(a)]? 0=sxs< 2

2

7.2 Sistema principal do sistema virtual

A estrutura sera seccionada em D, conforme Figura 7.2, descarregada, e a carga
unitaria vertical aplicada em A, como demonstrado na Figura 7.14.

lm

4,00 3,00 3,00

Figura 7.14 - Sistema principal do Sistema Virtual do Exercicio 7.
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7.2.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 7.15)

lﬁ=1

Figura 7.15 - Sistema [0] do Sistema Virtual.

alcul reacé i

IF, =0 (7.26)
—H0,=0
IF, " =0 (7.27)

V0,+V0,—1=0

IM, " =0 (7.28)
V0,-10-1-7=0

Reacodes de Apoio

kN
_ - kN
10,=03 HO,=0 v, =07

E
Tabela 7.6 — Resumo das Reagdes de Apoio do Sistema [0] do Sistema Virtual.
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MOgg(x) =VO0p - x S1

0<x<4

MOpg(x) =0 S2
pe (%) 0<r<3
MO, (a) = MOgp(4) + V05 - [(3 =3 - cos(a)] L
0<a<-—-
2

(7.29)

MOgc(x) =0 S4
0<x<2

MOp(x) = 0 Ss
DC( ) 0 S x < 3

Se
MO¢y(a) =VO0g - [(3 — 3 - cos(a)] T
0<x< E

7.2.2 Calculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual

Os coeficientes de flexibilidade calculados nos Sistemas [1], [2], [3], e [4] s&o iguais
para o Sistema Virtual e Sistema Real, e as integrais estdo expostas em (7.22). Sendo

assim, (7.30) expde a determinacado dos termos de carga atualizados.
Z MOy, (a) - Mg, (a TMOca(ar) - M1g,(a
610:IZ pa(@) BA()_3_da+f2 cal@) CA()_3_da
0 E -1 0 E.-1

m
=—1,6449390805 - 107 —
’ kN

T T

2MO0gy(a) - M2p,(a 2MOcy(a) - M2.,(
82(,:[2 pa (@) BA()_3_da+f2 cal@) CA()_S_da

A E -1 A B -1

m
=-3,9760782022 - 10~* —
kN (7:30)

T MOy, (a0) - M3, (at TMOca(@) - M3ca(a
630:I pa (@) BA()_3_da+f ca(@) CA()_3_da
X E, -1 X E -1
rad

_ L 10-4
5,0587658051 - 10 N

_I4M0FB(X)'M4’FB(X)_E_dx+f7MOBA(fI)'M4'BA(a)_3_da
w0, E -1 4 A E 1

3

ZMOqy(a) M4y (a m
+f MOcy(@) - Macs(@) 5, —2,5860894172 - 10-3m

1]

E.-1
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De posse dos termos de carga, faz-se a compatibilizagdo desses deslocamentos e
rotacdes visando o célculo dos hiperestéticos, ilustrado em (7.31).

010+ 011 X1 + 012 X, + 613 Xz + 014 X4=0
00+ 812 X1 + 020 Xy + 3933 X3+ 3824-X,=0
O30+ 813 X1+ 38,3 - Xy +833 - X3+ 834-X,=0
Og0+ 014 Xy + 824 Xo+ 834 - X3+ 844 X,=0

kN
=_ = 731
X, 0,0206598475 1 (7.31)
X, =0,1162129372 kN
2 — Y kN

kN -m
X; =0,0756890317

X, =0,317967911 il
4+ =1 N

Calculo das reacées de apoio do Sistema Virtual (—*, T+, U%)

ViE=V0p+ V1 X, + V2 X, +V3p - Xy kN
kN = |V'5| =0,3317967911— 1T

+ Vg - Xy = 0,3317967911m kN
H'y=—HOp —Hlp- X, — H2p - X, — H3p - X5
kN
— H4p - X, = 0,317967911—
F 4 kN

V’E = VOE+VlE X1+VZE 'X2+V3E'X3

kN
+ Vg - X, = 0,6682032089

= |H'p|l = 0317967911k—N -
! kN

kN
= |V'E|=O,6682032089WT (732)

, kN , kN
H'p = —Xy = ~0317967911 = |H'gl = 0317967911 «
kN
|%,] = 0,0206598475 .~ < n6 D —

kN
|X2] = 0,1162129372;— T n6 D |

kN -m

|X5| = 0,0756890317 UN6D U

As equacdes de Momento Fletor para o pértico da Figura 7.16 estdo dispostas em
(7.33).
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Figura 7.16 — Reacdes de apoio para o Sistema Virtual do Exercicio 7.

Mpp(,y)=V'e-x—Hpg-y

S1
3.
M pg(x) = V'p-x— H'p - (Tx) 0<x<4 (133)
M'pp(x,y) ==Xy y+ X2 x — X3
X S2
M’DB(X)Z_X1'§+X2'X_X3 OSX<3
M'gs(a) = M'gp(4) = M'pp(3) + (—H'p + X1) - [3 - sen(a)] Ss
+ (V'r+X3) [(3=3:cos(a)] OSaSg
Mgc(x)=—-Hg-x S4
0<x<2
M'pe(x) = X X_x X Ss
x) = — —— Cx —
DC 1 3 2 3 0 S x < 3
M'cp(@) = M'c(2) — M'p(3) + (=H'p + X1) - [3 - sen(a)] Se
T
+ (Vg —X5) [(3—3:cos(a)] OSxSE

7.3 Calculo de deslocamento e/ou rotacao

O célculo do deslocamento vertical em A esta resumido em (7.34).

7 Exercicio 7 (hiperestatico, barra inclinada, arco de circunferéncia, quadro fechado)
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2 dx+
x E,-1 3

E.-1 4
+ fz Mgc(x) - M'gc(x) ~dx + 13_MDC(x) “M'pe(x) ) @ - dx
0 Ec -1 0 Ec -1 3 (734)

4 ) 1 3 ) ,
= [ M W) S [ W) Wonte) VIO,
0 0

A

4 ™

ZMga(a) - M'ga(a 2Moq(a) - M'o4(a

+f M.g.dﬁf Mea(a) - M'caa)
0 E.-1 0 E -1

3 -da

=0,03096 m
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APENDICE A

Este apéndice foca nas unidades de medida das grandezas envolvidas na
determinacado dos deslocamentos e rotacdes num pértico plano hiperestatico por meio do
PTV. Calcula-se entéo a deflexao vertical no ponto C da estrutura apresentada no Apéndice

.
4 H

A: Figura 1.

A

Apéndice A: Figura 1— Portico do exemplo para o Apéndice A.

O portico em questado é duas vezes hiperestético, e a adotada resolucédo seria feita
utilizando o Sistema Principal apresentado no Apéndice A: Figura 2 para o Sistema Real.

N S
(1
N

AW\

Apéndice A: Figura 2 — Sistema Principal do exemplo para o Apéndice A.

No Sistema [0] seriam calculadas as reagOes, deslocamentos, e rotagcdes com as
devidas unidades conforme demonstrado no Apéndice A: Figura 3. §,, € 0 giro na segéo
do apoio em A, em radianos, e 6,, € a deflexdo horizontal em C, medida em metros. As
reacoes de apoio ficam em kN e kN - m.

Apéndice A
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B B @ 8y [m]
( A \[kN'm]
e q
~|ra
I O [rad]
VAN 2 A
[kN]
T ~[kN]
Apéndice A: Figura 3 — Sistema [0] do Sistema Real.
. s . . - . ” kN-m
O Sistema [1] é obtido a partir da imposi¢&do do Momento hiperestatico X, =1 N
‘m

Dessa forma, as unidades sdo as mesmas dos termos de carga ilustrados no
Apéndice A: Figura 3, no entanto séo divididas pela unidade de momento 1kN -m, conforme
Apéndice A: Figura 4. As reacdes de forca podem aparecer entdo como T’ enquanto a de

momento fica adimensional de forma analoga ao hiperestatico X,. A unidade do coeficiente

d 1
de flexibilidade &, & km

)

N-m kN
C

Apéndice A: Figura 4 - Sistema [1] do Sistema Real.

kN
Para o Sistema [2], o hiperestatico aplicado é uma Forga adimensional X,=1 —.

kN
As unidades passam a ser as mesmas do Apéndice A: Figura 3, divididos pela unidade de

forca kN, detalhado em Apéndice A: Figura 5. A reacdo de momento em C resulta em m, e
as duas reacdes de for¢a no apoio em A aparecem como adimensionais. Os coeficientes

rad m

de flexibilidade 6, e 6,, ficam %y e i,y respectivamente.

C Xp=1
B —

Apéndice A: Figura 5 - Sistema [2] do Sistema Real.

Apéndice A
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Para célculo da reagcdo de Momento 4 (kN - m) e Forga horizontal em C (kN), a

compatibilizacao é feita de acordo com o apresentado em Apéndice A: Figura 6.

rad 1
811 512]. X1]_ _510] - kKN -m kN| [Xi] _ [rad
[621 622 Xz - _620 rad m ’ Xz] - [ m ]
kN kN

Apéndice A: Figura 6 — Compatibilizacéo dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga.

O Estado Virtual para o calculo do deslocamento solicitado no enunciado (deflexdo
vertical em C) segue a aplicagdo do Método das Forgas conforme metodologia estabelecida
ao longo desta publicacao e detalhada na Figura 1.1. O Sistema Principal esta resumido no
Apéndice A: Figura 7. Ja o Sistema [0], dispondo os respectivos §,; advindos da aplicagéo
da Carga Virtual adimensional e suas unidades esta apresentado no Apéndice A: Figura 8.

F=1i
X,

B =]—>

C

P li U%zo"* [m ' ﬁ]

AN
[kN'm.ﬁ]

A [kN' ﬁ] T ~ [kN. ﬁ]

Apéndice A: Figura 8 - Sistema [0] do Sistema Virtual.

E possivel notar a semelhanga das unidades apresentadas em Apéndice A: Figura
8 (Sistema [0] do Sistema Virtual) e o Apéndice A: Figura 5 (Sistema [2] do Sistema Real),
ja que os dois casos séo resultados de uma aplicagéo de forga adimensional. Os Sistemas
[1] e [2] s&o idénticos entres os sistemas Real e Virtual. Sendo assim, Apéndice A: Figura

Apéndice A
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9 resume o célculo para determinacdo das reagcdes de Momento A (kN - m/kN) e Forga
horizontal em C (kN/kN) do Sistema Virtual onde é possivel notar que os valores dos

termos de carga (5, e 6,,) e esforgos (X, e X,) calculados resultam por unidade de forga.

rad 1 rad
811 612]. X1] _ _510] — kN-m kN| . Xl] _ kN
821 6221 X2 =620 rad  m| IX, m
kN kN kN

Apéndice A: Figura 9 — Compatibilizacao dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga.

Por fim, para céalculo do deslocamento objetivado no poértico hiperestatico do
Apéndice A: Figura 1, relaciona-se na integral equacgdes de esforcos em Momento Fletor
(parcela mais relevante) obtidas no Sistema Real, portanto em kN - m; e Momento Fletor
do Sistema Virtual calculados por unidade de forca ]"'Z—Nm resultando entdo em m, como
mostrado no Apéndice A: Figura 10.

M, -M' M -M'
5y, =f 15 () AE(x)d +J' B (%) pc(x) dx
E, -1 E.-1

vc_J'mi[kN.m]-[m]dx+fm7[k1v.m].[m]dx=m

R T e

Apéndice A: Figura 10— Integral para célculo do deslocamento.
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APENDICE B

Este apéndice terda como foco a determinagéo do grau de hiperestaticidade de
porticos planos, conforme comentado nos Aspectos gerais utilizando a equagédo adaptada
de Martha (2022), mostrada na Equacéao (1).

g = (n°dereagdes de apoio) +3- (n°de quadros fechados) |

— [ (3 equagdes da estatica no plano) (1)

+ (n° de equagdes advindas de articulagdes) |

g=13+3-D-1B+@HB]=-1 g=13)+3-W]-[R®+B)]=0
Hipostatica Isostatica
(a) (b)
VAN TAN
g=[3+3-M-IB)+@®]=0 g=[@+3-MI-[B)+@]=1
Isostitica Hiperestitica
(©) (d)

Apéndice B
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g=[®+3-M]-[B)+@)]=3 g=1[6)+3-(0]-[3)+ D] =2
Hiperestatico Hiperestatico

(e) ()

g=l3+3- M-I +@)]=1 g=16)+3- (O] -[F)+ D] =2

Hiperestatica Hiperestatica
(& (h)
@ W)
g=[BG)+3- M-I +D]=4 g=BH+3-D]-[B+D]=3
Hiperestatica Hiperestatica

Apéndice B: Figura 1 — Exercicios para identificacdo do grau de hiperestaticidade.
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APENDICE C

Neste Apéndice serdo apresentadas tabelas contendo os deslocamentos e rotagdes
nodais dos problemas resolvidos neste livro, para que os leitores possam exercitar algumas
das técnicas dispostas aqui. Os sinais obedecem a convengédo de elementos finitos,
demonstrada no Apéndice C: Figura 1.

- T 0 =+
<1l U =-

Apéndice C: Figura 1 — Convencgéo de Elementos Finitos utilizada nas tabelas de deslocamentos e

rotacoes.

Exercicio 2

30N

I T

5,00 4,00

Apéndice C: Figura 2 - Exercicio 2.

Deslocamento Deslocamento
Horizontal Vertical Rotacao (rad)
(m) (m)
A -8,737-10% 0 -1,328 - 10"
B -8,737 - 102 -4,279 -101 -3,328 - 102
C -1,179 10! -2,711 10 7,981 -10?
D 0 0 1,051-10"

Apéndice C: Tabela 1 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 2.

Apéndice C
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Exercicio 3

80Ky

A
C

kN
m

Apéndice C: Figura 3 - Exercicio 3.

Deslocamento Deslocamento
Horizontal Vertical Rotacao (rad)
(m) (m)
A —6,107 - 1072 0 4,969 - 1073
B —5,195-107? 0 -1,678-107?
C —1,111-1072 —1,130-10 0
D 0 —7,487 - 1072 2,020 - 1072
E 0 0 2,710 - 1072
Apéndice C: Tabela 2 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 3.
Exercicio 4
50N
A
R4,00
30kNm
100kN
—>
B C
3,00
ANNI NN
D
4,00 4,00

Apéndice C: Figura 4 - Exercicio 4.
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Deslocamento Deslocamento
Horizontal Vertical Rotacao (rad)
(m) (m)
A 8,149 -10~* —5,650-1073 0
B —1,045-1073 0 7,115 -10~*
C 0 0 —2,551-1073
D 0 0 0
Apéndice C: Tabela 3 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 4.
Exercicio 5
508
—2,00———2,00——
Apéndice C: Figura 5 - Exercicio 5
Deslocamento Deslocamento
Horizontal Vertical Rotacao (rad)
(m) (m)
A 0 0 4,276 - 1072
B 7,620 - 1072 7,620 - 1072 2,612 -107?
C 4,446 - 1072 5,928 1072 —1,814-10
D 0 0 0

Apéndice C: Tabela 4 — Deslocamentos e rota¢des do Exercicio 5

Apéndice C
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Exercicio 6

+———3,00——~

R4

Apéndice C: Figura 6 - Exercicio 6

Deslocamento

Deslocamento

Horizontal Vertical Rotacao (rad)
(m) (m)
A 1,154 -1073 —8,664 - 10~* -9,876 - 1073
B —1,546 - 1072 —2,062-102 5974 -1073
C —1,075-107? —2,628-107? —4,186 - 1073
D 0 0 4,555-1073
E 0 0 9,117 -1073
Apéndice C: Tabela 5 — Deslocamentos e rota¢des do Exercicio 6
Exercicio 7

80KN

3,00

Apéndice C: Figura 7 - Exercicio 7

Apéndice C
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Deslocamento Deslocamento
Horizontal Vertical Rotacao (rad)
(m) (m)
A 2,449 - 1072 —3,096 - 102 1,096 - 1072
B 3,705 - 1072 —4,941 - 1072 2,828 -1073
C 3,956 - 1072 0 —6,324-1073
D 4,654 - 1072 —2,095-1072 1,323 - 1072
E 0 0 —2,682-1072
F 0 0 —2,228-1072
Apéndice C: Tabela 6 — Deslocamentos e rotagdes do Exercicio 7
Apéndice C
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