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Essa obra não tem o intuito de apresentar problemas usuais do cotidiano 
do Engenheiro Civil, e sim disponibilizar um material com análises mais complexas 
de casos atípicos, como barras curvas e de seção transversal variável. Portanto, 
serão discutidos aqui exercícios de pórticos compostos por barras de eixo reto e 
arcos de circunferência solicitados por cargas distribuídas e concentradas para 
o leitor interessado em aprofundar-se em tópicos relacionados à Engenharia 
de Estruturas, em especial àqueles diretamente ligados ao cálculo de esforços 
internos, deslocamentos e rotações em pórticos isostáticos e hiperestáticos. 

O conceito por trás da ideia de utilizar o PTV (Princípio dos Trabalhos 
Virtuais) como conteúdo principal no exercício de elementos menos usuais das 
estruturas passa pela necessidade de identificação e determinação dos esforços 
relevantes inerentes a esse Princípio. Dessa forma, considera-se o PTV quase 
como um pretexto para calcular momentos fletores, normais, cortantes, deflexões 
e rotações em seções de elementos e situações menos comuns. 

A propósito, é exigido dos leitores um grau de familiaridade com conceitos 
mais gerais da Análise Estrutural, tais como esforços internos, hiperestaticidade, 
assim como denominações mais específicas do PTV, como Sistema Real ou 
Estado de Deformação, Sistema Virtual ou Estado de Carregamento, Sistemas 
[0], [1], [n] do Método das Forças, entre outros. Os autores recomendam títulos 
como Süssekind (1980), Soriano & Lima (2006), e Martha (2022) para os 
interessados. 

Faz-se necessário também ressaltar o aspecto pouco prático, em termos 
de construção civil, de alguns valores de cargas e deslocamentos, por exemplo. 
As discrepâncias nas ordens de grandezas são justificadas não apenas pelo 
descompromisso com a realidade, focando na prática e aprofundamento de 
algumas metodologias de cálculo, mas também pelo incentivo ao desenvolvimento 
do senso crítico, do “olho do engenheiro” numa era cada vez mais dominada pela 
computação e inteligências artificiais. 

Os autores registram aqui seus agradecimentos aos respectivos 
familiares, que ofereceram suporte incondicional a essa empreitada.  

Agradecemos, também, aos Professores de Engenharia Civil das 
instituições UEMA (Universidade Estadual do Maranhão) e IFMA (Instituto 
Federal do Maranhão), com especial menção a Luís Alfredo Lopes Soares 
(In memoriam), João Celso Martins Marques, Ivar Ribeiro Hortegal, Henrique 
Mariano Costa do Amaral e André Sarkis Müller, por suas valiosas contribuições 
ao longo de nossa jornada acadêmica.  

Estendemos os agradecimentos aos nossos orientadores de Mestrado e 
Doutorado: Mounir Khalil El Debs, Ana Lucia Homce de Cresce El Debs, Wilson 
Sérgio Venturini (In memoriam), Alaa Mohamed-Chateauneuf e Robert Lars Vollum. 
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11 Aspectos gerais 

1 Aspectos gerais 
Esse capítulo discutirá algumas premissas e escolhas que foram utilizadas na 

redação deste livro visando torná-lo mais compreensível, especialmente para leitores 
menos experientes. Diversos autores que abordaram o PTV, seja de forma mais teórica ou 
mais prática (como se objetiva aqui), divergem quanto a algumas nomenclaturas utilizadas.  

Primeiramente, algumas publicações fazem uso da denominação mais específica 
Princípio das Forças Virtuais para o tipo de análise feita aqui, considerando que neste 
volume apenas se fará uso de esforços unitários, e não de recalques. Optou-se, no entanto, 
pela manutenção do título mais genérico. 

Süssekind (1980) utiliza a nomenclatura Estado de Deformação para a estrutura 
em análise que fornece os deslocamentos e rotações a serem determinados, e Estado de 
Carregamento para a etapa de aplicação de forças ou momentos (geralmente unitários) 
visando a escolha do parâmetro a ser calculado. Souza & Antunes (1995) intitula de Estado 
de Deslocamentos e Estado de Forças, respectivamente. 

Soriano & Lima (2006) não batiza diretamente as duas etapas, detalhando-as, por 
exemplo, como “Esforços Seccionais sob o carregamento original” e “Esforços Seccionais 
sob força unitária”, durante a resolução de determinado problema. Martha (2022), por sua 
vez, denomina as mesmas fases como Sistema Real e Sistema Virtual, respectivamente. 
O fluxograma apresentado na Figura 1.1 resume a metodologia e denominações adotadas 
neste livro que segue o utilizado por Martha (2022). 

Em termos de cálculo de Esforços Internos, é importante destacar a pouca atenção 
dada às tabelas de combinações de diagramas, comumente utilizadas para barras de eixo 
reto com seção transversal constante. Soriano & Lima (2006) cita como procedimento A. N. 
Vereshchagin, embora a referência encontrada pelos autores seja de Beyer (1956). Aqui, 
decidiu-se por trabalhar exclusivamente com as integrais dos esforços internos, justificados 
pela escassez de publicações abordando e disponibilizando soluções desta forma, assim 
como a inclusão de elementos não compreendidos pelas referidas tabelas (seja pelo eixo 
curvo, seja pela variação de inércia).   

Os leitores são encorajados também a fazer avaliações quanto às aproximações 
utilizadas durante a resolução dos problemas e os resultados apresentados. Serão 
empregadas três casas decimais para as reações de apoio. No entanto, considerando a 
ordem de grandeza de valores como coeficientes de flexibilidades, e o potencial impacto 
no valor final dos deslocamentos e rotações, o número de casas decimais aumenta 
significativamente para outros parâmetros, levando em consideração que os cálculos foram 
realizados com o auxílio de calculadoras científicas ou softwares diversos. 
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Figura 1.1 – Fluxograma de resolução contendo as nomenclaturas utilizadas no PTV deste livro.  

 
Ainda na escrita dos equacionamentos de esforços, a variável x é utilizada em boa 

parte das equações polinomiais deste livro representando o eixo de barras com inclinações 
de 0o ou 180o (em relação ao eixo horizontal global) em todos os sentidos (ver Figura 
1.2), e t para outras angulações. Em determinadas situações, até mesmo barras de 90º 
são identificadas como x (ver barra EC na Figura 1.2). Essa convenção será detalhada e 
explorada em problemas oportunos. O eixo integrável é então melhor definido pela direção 
estipulada nas letras que compõe os extremos das barras em questão e pelos limites das 
integrais sempre dispostos à direita das equações nas estruturas resolvidas neste livro. 
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Figura 1.2 – Pórtico genérico com barras retas e convenções de eixo para equações de esforços 
internos. 

 
Os arcos de circunferência presentes nessa publicação foram resolvidos utilizando 

coordenadas polares. Para tanto, é necessário escrever o infinitésimo de curva “𝑑𝑠” em 
função do raio e da angulação “𝑑𝛼”, conforme Figura 1.3. De maneira análoga ao descrito 
para as barras retas, a ordem das letras nos extremos dos elementos define a direção 
(horária ou anti-horária) e disposição da variável “𝛼”. 
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Figura 1.3 – Pórtico genérico com barras retas e curvas com respectivas convenções de eixo para 
equações de esforços internos. 

 
Os sinais de Momento Fletor obedecem a convenção de fibras tracionadas/

comprimidas para barras horizontais descrita na Figura 1.4. Para elementos com angulações 
diferentes de 0o ou 180o, ou para os casos de arcos, a convenção será determinada 
individualmente em cada exercício. Os sentidos positivos para cálculo das reações de 
apoio são explicitados durante os cálculos, e variam ao longo da publicação. 

Figura 1.4 – Convenção para sinais do Momento Fletor em barras horizontais. 

 
Considerando a metodologia do PTV e o caráter abstrato do Sistema Virtual, 

as reações de apoio e os coeficientes de flexibilidades calculados a partir de esforços 
adimensionais inerentes ao procedimento do Método das Forças (ver Figura 1.1) possuem 
unidades de medida que podem gerar confusão à primeira vista. O Apêndice A detalha 
essas peculiaridades num pórtico hiperestático genérico. 

A identificação do grau de indeterminação estática (hiperestaticidade) de estruturas 
em pórticos planos é assunto rotineiramente abordado por pesquisadores e autores da 
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área. Tentativas de equacionar essa identificação foram propostas em diversas publicações 
desde Maxwell (1864), White et al. (1976), Mori & Corrêa (1982), Pellegrino & Calladine 
(1986), Guest & Calladine (2000), Pandit & Gupta (2008) entre outros, além do estabelecido 
em Martha (2022) e adotado nos exemplos deste livro. O Apêndice B apresenta algumas 
variações dos exercícios propostos aqui, como forma de praticar essa classificação. 

Embora todas essas formulações se diferenciem num aspecto ou outro, são bem 
eficazes no que se propõem. É importante, no entanto, destacar que esses equacionamentos 
determinam somente o grau de hiperestaticidade das estruturas, restando ainda uma 
avaliação igualmente importante relacionada à estabilidade/instabilidade do pórtico em 
questão. Em Apêndice B: Figura 1(c) e (d), por exemplo, são apresentados casos de 
estruturas classificadas como isostáticas ou hiperestáticas, porém instáveis.  

O título dos exercícios possui “tags” visando auxiliar na identificação de questões 
específicas ao interesse do leitor. O Apêndice C apresenta ainda mais resultados de 
deslocamentos e rotações dos pórticos propostos e resolvidos aqui para serem usados 
como exercícios de fixação. 
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2 EXERCÍCIO 2 (ISOSTÁTICO, VARIAÇÃO DE ALTURA, ARCO 
DE CIRCUNFERÊNCIA) 

Calcular o deslocamento vertical em B (δVB
), rotação da seção em D (θD) e 

deslocamento horizontal em A (δHA
) da Figura 2.1. Considerar somente os efeitos da flexão 

e os detalhes de altura da seção explícitos na Figura 2.2.  

Figura 2.1 - Pórtico do Exercício 2 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado). 

Figura 2.2 - Detalhes das alturas de seção transversal do Exercício 2. 

 
Dados do problema: 
𝐸𝑐 = 20 𝐺𝑃𝑎 (Módulo de elasticidade longitudinal)  
𝑏 = 20 𝑐 𝑚 (Base das seções transversais retangulares) 
A estrutura em questão é isostática, pois o número de reações de apoio (3) é igual 

ao número de equações de equilíbrio da estática no plano (3). 
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2.1 Sistema real (figura 2.3) 

Figura 2.3 - Sistema Real do Exercício 2.

Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

⟶+
 = 𝟎 								       (2.1) 

𝐻𝐷 = 0 
 
Para o cálculo do somatório das forças verticais e distâncias para o equilíbrio de 

momentos apresentados em (2.2) e (2.3) respectivamente, a projeção horizontal do arco 
de circunferência é calculada conforme ilustrada na Figura 2.4. 

Figura 2.4 - Projeção horizontal do arco BCD.

𝚺𝑭𝑽
↑+

 = 𝟎 								        (2.2) 
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𝚺𝑴𝒁𝑫

↻+
 = 𝟎 

		              (2.3)

O sistema de equações (2.1), (2.2) e (2.3) resulta nas reações de apoio apresentadas 
na Tabela 2.1. 

Reações de Apoio 

𝑉𝐴 = 98,562 𝑘𝑁 𝐻𝐷 = 0 𝑘𝑁 𝑉𝐷 = 156,291 𝑘𝑁 

Tabela 2.1 - Resumo das Reações de Apoio do Sistema Real. 

 
As equações de esforços estão apresentadas em (2.4). A Figura 2.5 expressa as 

escolhas das seções para determinação dos momentos fletores. Em relação às definições 
de eixos para as barras, utilizou-se os procedimentos convencionados na Figura 1.2 e na 
Figura 1.3. 

Figura 2.5 – Determinação das seções para as equações de Momento Fletor.  
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2.2 Sistema virtual para cálculo de 𝛅𝐕𝐁
 (figura 2.6) 

Figura 2.6 - Sistema Virtual para cálculo de deslocamento vertical em “B”. 

 
Cálculo das reações de apoio  
 
𝚺𝑭𝑯

→+
 = 𝟎 								       (2.5) 

𝐻𝐷
′ = 0 

 
𝚺𝑭𝑽

↑+
 = 𝟎 								        (2.6) 

𝑉𝐷
′ + 𝑉𝐴

′ − 1 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁𝑫

↻+
 = 𝟎 							       (2.7) 

 
As reações de apoio estão resumidas na Tabela 2.2. As equações de esforços 

internos para o pórtico da Figura 2.6 estão resumidas em (2.8), levando em consideração 
as seções já estabelecidas na Figura 2.5. 

Reações de Apoio 

𝑉𝐴
′ = 0,577      𝐻𝐷

′ = 0  𝑉D
′ = 0,423     

Tabela 2.2 - Resumo das Reações de Apoio do Sistema Virtual para cálculo do deslocamento vertical 
em “B”.  
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O deslocamento vertical está calculado em (2.21). 

2.3 Sistema virtual para cálculo de 𝛉𝐃 (figura 2.7) 

Figura 2.7 - Sistema Virtual para cálculo da rotação em “D”. 

 
Cálculo das reações de apoio  
 
𝚺𝑭𝑯

→+
 = 𝟎 							      (2.9) 

𝐻𝐷
′ = 0 

𝚺𝑭𝑽
↑+

 = 𝟎 								        (2.10) 

𝑉𝐷
′ + 𝑉𝐴

′ = 0 
 
𝚺𝑴𝒁𝑫

↻+
 = 𝟎 							       (2.11) 

 

Reações de Apoio 

𝑉𝐴′ =0,085 𝐻𝐷
′ = 0  𝑉𝐷′ = -0,085 

Tabela 2.3 - Resumo das Reações do Sistema Virtual para cálculo da rotação em “D”. 
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As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 2.7 estão apresentadas 
em (2.12), levando em consideração as seções já estabelecidas na Figura 2.5.  

A rotação está demonstrada em (2.22). 
 

2.4 Sistema virtual para cálculo de  𝛅𝐇𝐀
 (figura 2.8) 

Figura 2.8 - Sistema Virtual para cálculo do deslocamento horizontal em “A”. 

 
Cálculo das reações de apoio  

𝚺𝑭𝑯 
→+ = 𝟎	 							       (2.13) 

𝐻𝐷
′− 1 = 0 

 
𝚺𝑭𝑽

↑+
 = 𝟎 								        (2.14) 

𝑉𝐷
′ + 𝑉𝐴

′ = 0 
 
𝚺𝑴𝒁𝑫

↻+
 = 𝟎 							       (2.15) 
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Reações de Apoio 

𝑉𝐴
′ = −0,239 𝐻𝐷

′ = 1  𝑉𝐷
′ = 0,239  

Tabela 2.4 - Resumo das Reações de Apoio do Sistema Virtual para cálculo do deslocamento horizontal 
em “A”.  

 
As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 2.8 estão apresentadas 

em (2.16), levando em consideração as seções já estabelecidas na Figura 2.5.  

        

O deslocamento horizontal é calculado conforme (2.23). 

2.5 Cálculo de deslocamento e/ou rotação 
Consideração das variações de altura da seção transversal nos momentos de 

inércia: 
Barra AB 

Figura 2.9 - Seção longitudinal da Barra AB. 

 
Considerando a variação linear de altura da seção transversal, o cálculo é feito a 

partir de uma função polinomial do primeiro grau, conforme (2.17) e (2.18): 
ℎ𝐴𝐵 (𝑥) = k1𝐴𝐵

 . 𝑥 + k2𝐴𝐵
                                             (2.17) 

Onde,  

� 
ℎAB (0) = 0,2  

   ℎAB (5) = 0,4                                                           (2.18) 

ℎ𝐴𝐵 (𝑥) = 0,04 . 𝑥 + 0,2

A inércia é então calculada de acordo com a equação (2.19).  
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Barra BD 
Para a barra BD (Figura 2.10) o cálculo é direto, utilizando a expressão do momento 

de inércia de seções retangulares, demonstrada em (2.20). 

Figura 2.10 – Seção longitudinal da Barra BD.

Por fim, monta-se a integral para cálculo do deslocamento vertical na seção 
correspondente ao nó B conforme (2.21), utilizando as equações apresentadas em (2.4) e 
(2.8): 

A rotação na seção correspondente ao nó D é calculada de acordo com (2.22), 
utilizando as formulações explicitadas em (2.4) e (2.12): 

Para cálculo do deslocamento horizontal na seção correspondente ao nó A a integral 
é desenvolvida conforme (2.23), utilizando as equações apresentadas em (2.4) e (2.16): 
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3 EXERCÍCIO 3 (ISOSTÁTICO, QUADRO FECHADO, ARCO 
DE CIRCUNFERÊNCIA) 

Determinar o deslocamento vertical em C (δVC
) para o pórtico da Figura 3.1. 

Considerar os efeitos da flexão para as barras AB, ED, e arco BCD (seção transversal 
retangular); e os efeitos da normal no tirante AD (seção transversal circular).  

 

Figura 3.1 - Pórtico do Exercício 3 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado). 

 
Dados do problema: 

𝐸𝑐 = 35 𝐺𝑃𝑎 (Módulo de elasticidade longitudinal para as barras AB, ED, e arco BCD) 

𝑏𝑐 = 20 𝑐𝑚 (Base das seções transversais retangulares) 

ℎ𝑐 = 50 𝑐𝑚 (Altura das seções transversais retangulares) 

𝐸𝑡 = 200 𝐺𝑃𝑎 (Módulo de elasticidade longitudinal do tirante) 

𝜙𝑡 = 100 𝑚𝑚 (Diâmetro da seção transversal circular do tirante) 

O pórtico do problema 3 apresenta 3 reações de apoio que a princípio poderiam ser 
calculadas a partir das 3 equações disponíveis da estática no plano. No entanto, apresenta 
também um anel composto pelos nós ABCD. Essas estruturas fechadas (também chamadas 
de quadros fechados por autores como Süssekind (1980)) em pórticos planos acrescentam 
3 incógnitas ao sistema, referentes aos possíveis esforços de normal, cortante e flexão 
transferidos pelas barras. 

Ainda, a presença de rótulas onde duas ou menos barras convergem adiciona 1 
equação, totalizando 3 ao todo. A rótula em C possui duas barras conectadas (1 equação), 
enquanto que a articulação em A (1 equação) e D (1 equação) dividem o mesmo elemento 
(podendo-se considerar uma barra cada). A Equação (3.1) resume o cálculo do grau de 
hiperestaticidade (g) da estrutura em questão, provando-a ser isostática. A expressão foi 
adaptada de Martha (2022).  
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𝑔 = [ ( 𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑎çõ𝑒𝑠  𝑑𝑒 𝑎𝑝𝑜𝑖𝑜) +3 . ( 𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑜𝑠 𝑓𝑒𝑐ℎ𝑎𝑑𝑜𝑠 ) ]
                                − [ ( 3 equações da estática no plano )

                               + (𝑛𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑞𝑢𝑎çõ𝑒𝑠  𝑎𝑑𝑣𝑖𝑛𝑑𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎çõ𝑒𝑠 )  ]		  (3.1) 
 

𝑔 = [(3) + 3 . (1)] - [(3) + (3)] = 0

Estrutura Isostática 
 

3.1 Sistema real (figura 3.2) 
Para determinação das equações dos esforços internos relevantes, é necessário 

seccionar uma das barras do quadro fechado. O elemento escolhido foi o AD, já que 
possui somente esforços axiais por ser birrotulada e sem carregamentos transversais 
(características de barras de treliça). Sendo assim, a referida barra pode ser substituída 
por duas forças NAD, conforme Figura 3.3.  

Figura 3.3 - Sistema Real do Exercício 3. 

Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+
 = 𝟎 	 (3.2) 

50 + 𝐻𝐸 + 𝑁𝐴𝐷𝑥 − 𝑁𝐴𝐷𝑥 = 0 
 
A Figura 3.4 mostra projeções horizontais do arco para determinação da resultante 

da carga distribuída. As medidas e e e2 são calculadas segundo (3.3). 
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Figura 3.4 – Projeções horizontais do arco BCD no contexto da estrutura, e em detalhe. 

 
e = 5 . sen  =3,53553 m (comprimento 𝐵𝑂′)  	 (3.3) 

e2 = 5 . sen  =2,5 m (comprimento 𝐷𝑂*) 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎 	 (3.4) 
𝑉𝐴 + VE - 80 . (e + e2) + 30 . 3 +  𝑁𝐴𝐷𝑦 − 𝑁𝐴𝐷𝑦 = 0 
 
Conforme mostrado em (3.1), cada rótula do problema em questão adiciona uma 

equação para o equilíbrio. Sendo assim, (3.6) demonstra o cálculo do momento fletor da 
esquerda (nós ABC), enquanto que (3.7) calcula a partir da direita (nós EDC). A determinação 
dos sinais segue o ilustrado na Figura 1.4. 

Para tanto, além das distâncias apresentadas na Figura 3.4, são necessárias 
projeções verticais do arco, demonstradas na Figura 3.5 e determinadas em (3.5).  

Figura 3.5 - Projeções verticais do arco BCD no contexto da estrutura, e em detalhe. 



3 Exercício 3 (isostático, quadro fechado, arco de circunferência) 
 17

e1 = 5 - 5 . cos  = 0,66987 m (Raio subtraído do comprimento 𝑂𝑂*)         (3.5) 

𝑒′  = 5 - 5 . cos  = 1,46447 m (Raio subtraído do comprimento 𝑂𝑂′) 
 
𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑨𝑩𝑪

 = 𝟎 	 (3.6) 

 
𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑬𝑫𝑪 = 𝟎 

 
𝚺𝑴𝒁𝑨

↺+ =  𝟎 

As reações estão resumidas na Tabela 3.1, enquanto que as seções transversais 
utilizadas estão dispostas na Figura 3.6, e as respectivas equações são apresentadas em (3.9). 

Reações de Apoio 

𝑉𝐴 = 311,035 𝑘𝑁 𝑉𝐸 = 81,808 𝑘𝑁 𝐻𝐸 = −50 𝑘𝑁 

 N𝐴𝐷𝑥  = 198,222 𝑘𝑁 N𝐴𝐷𝑦 = 157,467 𝑘𝑁 

Tabela 3.1 – Resumo das Reações de Apoio e componentes do tirante no Sistema Real. 

Figura 3.6 - Determinação das seções para as equações de Momento Fletor. 
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O valor da Normal NAD é calculado a partir da soma vetorial das componentes 
apresentadas na Tabela 3.1. A Figura 3.7 apresenta a semelhança de triângulos entre os 
vetores e a geometria da barra inclinada. A equação de Esforço Axial está exposta em 
(3.10). 

Figura 3.7 – Semelhança de triângulos para determinação da Normal NAD. 
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3.2 Sistema virtual (figura 3.8) 

Figura 3.8 - Sistema Virtual do Exercício 3 para cálculo de 𝛿𝑉𝐶. 
 
As reações de apoio são determinadas de maneira semelhante ao exibido 

anteriormente para o Sistema Real, conforme Figura 3.9. 

Figura 3.9 - Sistema Virtual do Exercício 3.

 



3 Exercício 3 (isostático, quadro fechado, arco de circunferência) 
 20

Cálculo das reações de apoio 
Os detalhes de projeções verticais e horizontais do arco estão exibidos na Figura 

3.4 e na Figura 3.5, e os valores das distâncias 𝑒, 𝑒′, 𝑒1, 𝑒2, calculadas em (3.3) e (3.5). 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎 	 (3.11) 
𝐻′𝐸 + 𝑁′𝐴𝐷𝑥 − 𝑁′𝐴𝐷𝑥 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎 	 (3.12) 

𝑉′𝐴 + 𝑉′𝐸 − 1 + 𝑁′𝐴𝐷𝑦 − 𝑁′𝐴𝐷𝑦 = 0 
 
𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑨𝑩𝑪

 = 𝟎 	 (3.13) 

𝑉′𝐴 . e + N′ADy . e - N′ADy . (4 + e′) = 0

 
𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑬𝑫𝑪

 = 𝟎 	 (3.14) 
𝐻′𝐸 ⋅ 𝑒1 + 𝑉′𝐸 ⋅ (3 + 𝑒2) − 𝑁′𝐴𝐷𝑦 ∙ 𝑒2 − 𝑁′𝐴𝐷𝑥 ∙ 𝑒1 = 0

 
𝚺𝑴𝒁𝑨

↺+ = 𝟎 
	               𝑉′𝐸 ⋅ (3 + 𝑒2 + 𝑒) − 𝐻′𝐸 ⋅ (𝑒′ − 𝑒  1 + 4) − 1 ⋅ 𝑒 = 0 	 (3.15) 

Reações de Apoio 

𝑉′𝐴 = 0,609 𝑉′𝐸 = 0,391 𝐻′𝐸 = 0 

𝑁′𝐴𝐷𝑥 = 0,810  𝑁′𝐴𝐷𝑦 = 0,644 

Tabela 3.2 – Resumo das Reações de Apoio e componentes do tirante no Sistema Virtual. 

Considerando que as seções transversais foram especificadas na Figura 3.6, as 
equações de esforços ficam conforme (3.16).  



3 Exercício 3 (isostático, quadro fechado, arco de circunferência) 
 21

3.3 Cálculo de deslocamento e/ou rotação 
De posse das equações (3.9), (3.10), e (3.16), monta-se a integral para cálculo do 

deslocamento solicitado no problema. A parcela do esforço Normal que será considerada 
para a barra 𝐴𝐷 é calculada dividindo-se as duas equações do tirante pela rigidez axial 𝐸𝑡  
𝐴𝑡 , demonstrado em (3.17). 

Fomentando a discussão a respeito das contribuições de esforços internos no valor 
final dos deslocamentos, destaca-se que, para o caso, a parcela axial contribuiu com 1,29 
𝑚𝑚 em relação ao valor final de 113,03 𝑚𝑚, representando em torno de 1,14%. 
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4 EXERCÍCIO 4 (HIPERESTÁTICO, ARCO DE CIRCUNFERÊNCIA) 
Para o pórtico da Figura 4.1, calcular o deslocamento vertical da seção correspondente 

ao nó A (δVA
), no topo do arco de circunferência, considerando somente os efeitos da flexão.  

Figura 4.1 – Pórtico do Exercício 4 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado) 

 
Dados do problema: 

𝐸𝑐 = 25 𝐺𝑃𝑎 (Módulo de elasticidade longitudinal) 

𝑏 = 20 𝑐𝑚 (Base das seções transversais retangulares) 

ℎ = 60 𝑐𝑚 (Altura das seções transversais retangulares) 

 	  
O pórtico do problema possui 5 reações de apoio no total. As 3 condições de 

equilíbrio da estática no plano somadas à presença da rótula em A totalizam 4 equações 
disponíveis resultando num grau de hiperestaticidade igual a 1. 

4.1 Sistema principal do sistema real (figura 4.2) 
A Figura 4.2 ilustra a configuração auxiliar do pórtico, agora isostático. Para o 

Sistema [0] do Sistema Real, remove-se o hiperestático X1 a fim de calcular os esforços 
internos, conforme mostrado no Tópico 4.1.1. 
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Figura 4.2 - Sistema Principal do Sistema Real do Exercício 4. 

 
4.1.1 Sistema [0] do Sistema Real (Figura 4.3) 

Figura 4.3 - Sistema [0] do Sistema Real.

 
Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎 	 (4.1) 
𝐻0𝐶 − 𝐻0𝐷 + 100 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎 	 (4.2) 
𝑉0𝐷 − 50 ⋅ 8 = 0 
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Nas rótulas o momento fletor é nulo. Sendo assim, será feito o cálculo de flexão a 
partir do nó D até o nó A (Equação (4.3)), e do nó C até o A (Equação (4.4)). A convenção 
utilizada seguirá, sempre que possível, o estabelecido na Figura 1.4. 

 
𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑫𝑩𝑨

 = 𝟎 	 (4.3) 
𝑉0𝐷 ⋅ 4 + 𝐻0𝐷 ∙ 7 − 100 ∙ 4 − 50 ⋅ 4 ⋅ 2 − 𝑀0𝐷 = 0 
 
𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑪𝑨

 = 𝟎 	 (4.4) 
−30 + 𝐻0𝐶 ∙ 4 − 50 ⋅ 4 ⋅ 2 = 0 
 
As reações de apoio calculadas a partir das Equações (4.1) a (4.4) estão resumidas 

na Tabela 4.1. 
 

Reações de Apoio 

𝑉0𝐷 = 400 𝑘𝑁 𝐻0𝐷 = 207,5 𝑘𝑁 𝑀0𝐷 = 2252,5 𝑘𝑁 ⋅ 𝑚 𝐻0𝐶 = 107,5 𝑘𝑁 

Tabela 4.1 – Resumo das Reações de Apoio no Sistema [0] do Sistema Real. 

 
A Figura 4.4 apresenta as seções transversais utilizadas na determinação das 

equações de momento fletor para cada trecho do pórtico da Figura 4.3. A opção de eixo 
nas barras tomou como base o definido na Figura 1.2 e Figura 1.3. 

 

Figura 4.4 – Determinação das seções para as equações de Momento Fletor. 
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As equações estão dispostas em (4.5). 

4.1.2 Sistema [1] do Sistema Real (Figura 4.5) 

Figura 4.5 - Sistema [1] do Sistema Real

Cálculo das reações de apoio: 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎 	 (4.6) 
𝐻1𝐶 − 𝐻1𝐷 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎 	 (4.7) 

𝑉1𝐷 + 1 = 0 
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𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑫𝑩𝑨
 = 𝟎 	 (4.8) 

𝑉1𝐷 ⋅ 4 + 𝐻1𝐷 ∙ 7 − 𝑀1𝐷 = 0
 
𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑪𝑨

 = 𝟎 	 (4.9) 
𝐻1𝐶 ∙ 4 + 1 ⋅ 4 = 0
 

Reações de Apoio 

𝑉1𝐷 = −1 𝐻1𝐷 = −1 M1D = −11 𝐻1𝐶 = −1 

Tabela 4.2 – Resumo das Reações de Apoio no Sistema [1] do Sistema Real. 

 
Os esforços internos para o Sistema [1], da Figura 4.5, estão resumidos em (4.10).  

4.1.3 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real 

O cálculo dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga visando a determinação 
das reações de apoio do pórtico hiperestático da Figura 4.1 está apresentado em (4.11). 
Para os casos de arco de circunferência, o eixo ds da integral é convertido para 𝑑𝑠 = R . 𝑑𝛼, 
de acordo com o explícito na Figura 1.3. 
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A compatibilização dos deslocamentos e rotações está demonstrada em (4.12). 

Cálculo das reações de apoio do Sistema Real (→+, ↑+, ↺+) 

As reações de apoio da estrutura hiperestática da Figura 4.1 estão resumidas em 
(4.13) e dispostas no seu sentido correto na Figura 4.6, coincidindo com o indicado pelas 
setas localizadas à direita dos respectivos valores em módulo. Parte-se então para a 
determinação das equações de esforços internos, presentes em (4.14). 

Figura 4.6 –Reações de apoio do Sistema Real. 
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As Equações em (4.14) encerram a etapa do Sistema Real, pois são calculadas 
com as reações de apoio do pórtico hiperestático resolvidas pelo Método das Forças e 
apresentadas em (4.13). A seguir, aplica-se metodologia semelhante para determinação 
dos esforços internos no Sistema Virtual. 

 

4.2 Sistema principal do sistema virtual (figura 4.7) 

Figura 4.7 - Sistema principal do Sistema Virtual do Exercício 4. 
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4.2.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 4.8) 

Figura 4.8 - Sistema [0] do Sistema Virtual

Cálculo das reações de apoio: 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎 	 (4.15) 
𝐻0𝐶 − 𝐻0𝐷 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎 	 (4.16) 
𝑉0𝐷 − 1 = 0 
 
𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑫𝑩𝑨

 = 𝟎 	 (4.17) 
𝑉0𝐷 ⋅ 4 + 𝐻0𝐷 ∙ 7 − 𝑀0𝐷 = 0
 
𝑴𝒁𝑹ó𝒕𝒖𝒍𝒂𝑪𝑨

 = 𝟎 	 (4.18) 
𝐻0𝐶 ∙ 4 = 0
 

Reações de Apoio 

𝑉0𝐷 = 1 𝐻1𝐷 = 0 𝑀0D = 4 𝐻0𝐶 = 0 

Tabela 4.3 – Resumo das Reações de Apoio no Sistema [1] do Sistema Virtual. 
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O Sistema [1] do Sistema Virtual é igual ao Sistema [1] do Sistema Real para 
o pórtico 3.2. Os respectivos cálculos e figuras estão dispostos em detalhes no tópico 
4.1.2. Sendo assim, parte-se direto para a determinação dos coeficientes de flexibilidades 
e termos de carga. 

4.2.2 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual 

As reações de apoio do pórtico hiperestático demonstrado na Figura 4.7 são 
determinadas a partir da compatibilização dos deslocamentos e rotações calculados pelas 
mesmas integrais expressas em (4.11), menos a parcela referente ao elemento CA, que 
é nula em função do valor de 𝑀0𝐶𝐴(𝛼) em (4.19). Os valores atualizados estão em (4.20). 

Seguindo a metodologia do Método das Forças, X1 é determinado conforme (4.21), 
e as reações de apoio estão calculadas em (4.22). 

Cálculo das reações de apoio do Sistema Virtual (→+, ↑+, ↺+) 

A Figura 4.9 mostra o pórtico do Sistema Virtual com suas reações nos sentidos 
corretos. 
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As equações de Momento Fletor são apresentadas em (4.23). 

Figura 4.9 – Disposição das reações de apoio do Sistema Virtual. 

 

 

4.3 Cálculo de deslocamento e/ou rotação 
A integral para determinação do deslocamento vertical no topo do arco está 

apresentada em (4.24), reunindo as equações de (4.14) e (4.23): 



325 Exercício 5 (hiperestático, barra inclinada, arco de circunferência) 


5 EXERCÍCIO 5 (HIPERESTÁTICO, BARRA INCLINADA, ARCO 
DE CIRCUNFERÊNCIA) 

Calcular o deslocamento horizontal em B (δHB
), deslocamento vertical e rotação em 

C (δVC
 e θC) da Figura 5.1. Considerar somente os efeitos de flexão.   

Figura 5.1 - Pórtico do Exercício 5 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado). 

 
Dados do problema: 

𝐸𝑐 = 30 𝐺𝑃𝑎 (Módulo de elasticidade longitudinal) 

𝑏 = 200 𝑚𝑚 (Base das seções transversais retangulares) 

ℎ = 400 𝑚𝑚 (Altura das seções transversais retangulares) 

 
O pórtico em estudo possui 5 reações de apoio no total. As 3 equações de equilíbrio 

da estática no plano em comparação às reações incógnitas resultam num grau de 
hiperestaticidade igual a 2.  

5.1 Sistema principal do sistema real (figura 5.2) 
A Figura 5.2 ilustra a nova configuração do pórtico, agora isostático.  
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Figura 5.2 - Sistema Principal do Sistema Real do Exercício 5 

Para o Sistema [0] do Sistema Real, remove-se os hiperestáticos X1 e X2. 

5.1.1 Sistema [0] do Sistema Real (Figura 5.3) 

Figura 5.3 - Sistema [0] do Sistema Real 
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A partir das projeções x e y dos carregamentos distribuídos, parte-se para o cálculo 
das reações de apoio do Exercício 5. A Figura 5.4 exemplifica como a análise para a 
resultante da carga de 40kN/m foi feita, e a posição do ângulo 𝛼 para a decomposição da 
carga. 

Procedimentos análogos foram empregados para os demais carregamentos 
distribuídos. 

Figura 5.4 - Indicação do ângulo 𝛼 para decomposição da carga distribuída de 40kN/m. 

 
Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎 	 (5.1) 
30 ⋅ 2 + 50 ⋅ 4 + 40 ⋅ 3 − 𝐻0𝐷 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎 	 (5.2) 
30 ⋅ 2 + 40 ⋅ 4 − 𝑉0𝐷 − 𝑉0𝐴 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁𝑫

↺+ = 𝟎 	 (5.3) 

𝑉0𝐴 ⋅ 2 − 30 ⋅ 2 ⋅ 1 − 30 ⋅ 2 ⋅ 8 − 50 ⋅ 4 ⋅ 5 − 40 ⋅ 5 ⋅ 2,5 − 80 = 0 
 
As reações de apoio calculadas a partir das Equações (5.1) a (5.3) estão resumidas 

na Tabela  5.1. 
 

Reações de Apoio 
𝑉0𝐴 = 1060 𝑘𝑁 𝐻0𝐷 = 380 𝑘𝑁 𝑉0𝐷 = −840 𝑘𝑁 

Tabela 5.1 - Resumo das Reações de Apoio no Sistema [0] do Sistema Real. 

 
As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 5.3 estão apresentadas 

em  (5.4). A Figura 5.5 exemplifica as seções para determinação das equações de momento 
fletor. Em relação à escolha do eixo para as barras inclinadas, utilizou-se a mesma lógica 
estabelecida na Figura 1.2 e Figura 1.3. 
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Figura 5.5 - Determinação das seções para as equações de Momento Fletor. 
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5.1.2 Sistema [1] do Sistema Real (Figura 5.6) 

Figura 5.6 - Sistema [1] do Sistema Real 

 
Cálculo das reações de apoio: 

𝚺𝑭𝑯
→+ = 𝟎 	 (5.5)

𝐻1𝐷 − 1 = 0 

𝚺𝑭𝑽
↑+ = 𝟎 	 (5.6)

− 𝑉1𝐷 + 𝑉1𝐴 = 0 

𝚺𝑴𝒁𝑫
↺+ = 𝟎 	 (5.7)

− 𝑉1𝐴 ∙ 2 + 1 ∙ 9 = 0 

Reações de Apoio 

𝑉1𝐴 = 4,5 𝐻1𝐷 = 1 𝑉1𝐷 = 4,5

Tabela 5.2 – Resumo das Reações de Apoio no Sistema [1] do Sistema Real 
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As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 5.6 estão dispostas em 
(5.8) 

 
5.1.3 Sistema [2] do Sistema Real (Figura 5.7) 

Figura 5.7 - Sistema [2] do Sistema Real. 

 
Cálculo das reações de apoio: 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎 	 (5.9) 

𝐻2𝐷 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (5.10) 

𝑉2𝐷 − 𝑉2𝐴 = 0 



5 Exercício 5 (hiperestático, barra inclinada, arco de circunferência) 
 38

𝚺𝑴𝒁𝑫
↺+ = 𝟎	 (5.11) 

𝑉2𝐴 ∙ 2 − 1 = 0
 

Reações de Apoio 

𝑉2𝐴 = 0,5 𝐻2𝐷 = 0 𝑉2𝐷 = 0,5 

Tabela 5.3 – Resumo das Reações de Apoio no Sistema [2] do Sistema Real 

 
As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 5.7 estão apresentadas 

em (5.12). 

 
5.1.4 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real 

O cálculo dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga visando a determinação 
das reações de apoio do pórtico hiperestático da Figura 5.1 está apresentado em (5.13). 
Para os casos de arco de circunferência, o eixo ds da integral é convertido para 𝑑𝑠 = R . 𝑑𝛼, 
de acordo com o explícito na Figura 1.3. 
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Visando a determinação dos hiperestáticos, a equação (5.14) mostra a 
compatibilização dos deslocamentos e rotações calculados em (5.13). 

 

Cálculo das reações de apoio do Sistema Real (→+, ↑+, ↺+) 

As equações de esforços internos para o Sistema Real são definidas conforme 
(5.16), a partir das reações calculadas em (5.15) e ilustradas com sentido correto na  Figura 
5.8. 
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Figura 5.8 - Reações de apoio para o Sistema Real do Exercício 5. 

 

5.2 Sistema principal do sistema virtual para cálculo de 𝛅𝐇𝐁
(figura 5.9) 

Figura 5.9 - Sistema principal do Sistema Virtual para cálculo de δHB
 do Exercício 5 
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5.2.1 Sistema [0] do Sistema Virtual para cálculo de 𝛅𝐇𝐁
 (Figura 5.10) 

Figura 5.10 - Sistema [0] do Sistema Virtual para cálculo de δHB
. 

Cálculo das reações de apoio 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎	 (5.17) 

1 − 𝐻0𝐷 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (5.18) 

𝑉0𝐷 − 𝑉0𝐴 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁𝑫

↺+ = 𝟎		  (5.19) 

𝑉0𝐴 ⋅ 2 − 1 ⋅ 7 = 0
 
As reações de apoio calculadas a partir das Equações (5.17) a (5.19) estão 

resumidas na Tabela 5.4. 

Reações de Apoio 

𝑉0𝐴 = 3,5 𝐻0𝐷 = 1 𝑉0𝐷 = 3,5 

Tabela 5.4 - Resumo das Reações de Apoio no Sistema [0] do Sistema Virtual para cálculo de δHB
. 
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As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 5.10 estão dispostas em 
(5.20). 

 
5.2.2 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual 

Os coeficientes de flexibilidade calculados nos Sistemas [1] e [2] são iguais para o 
Sistema Virtual e Sistema Real, e as integrais estão expostas na íntegra em (5.13). Sendo 
assim, (5.21) expõe a determinação apenas dos termos de carga.  

Para a determinação dos hiperestáticos, a equação (5.22) mostra a compatibilização 
dos deslocamentos e rotações. 
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Cálculo das reações de apoio do Estado de Carregamento (→+, ↑+, ↺+) 

As equações de esforços internos do Sistema Virtual para o cálculo de δHB
 são 

definidas conforme (5.24), a partir das reações calculadas em (5.23) e ilustradas com 
sentido correto na  Figura 5.11. 

Figura 5.11 - Reações de apoio para o Sistema Virtual para cálculo de δHB
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5.3 Sistema principal do sistema virtual para cálculo de 𝛅𝐕𝐂 (figura 5.12) 

Figura 5.12 – Sistema Principal do Sistema Virtual para cálculo de δVC
. 
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5.3.1 Sistema [0] do Sistema Virtual para cálculo de 𝛅𝐕𝐂
 (Figura 5.13) 

Figura 5.13 - Sistema [0] do Sistema Virtual para cálculo de δVC
. 

 
Cálculo das reações de apoio 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎 	 (5.25) 
−𝐻0𝐷 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (5.26) 
𝑉0𝐷 − 𝑉0𝐴 + 1 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁𝑫

↺+ = 𝟎	 (5.27) 

𝑉0𝐴 ⋅ 2 − 1 ⋅ 4 = 0
 
As reações de apoio calculadas a partir das Equações (5.25) a (5.27) estão 

resumidas na Tabela 5.5. 

Reações de Apoio 

𝑉0𝐴 = 2 𝐻0𝐷 = 0 𝑉0𝐷 = 1 

Tabela 5.5 - Resumo das Reações de Apoio no Sistema [0] do Sistema Virtual para cálculo de δVC
. 

 
As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 5.13 estão dispostas em 

(5.28). 
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5.3.2 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual 

Os coeficientes de flexibilidade calculados nos Sistemas [1] e [2] são iguais para o 
Sistema Virtual e Sistema Real, e as integrais estão expostas na íntegra em (5.13). Sendo 
assim, (5.29) expõe a determinação apenas dos termos de carga.  

Para a determinação dos hiperestáticos, a equação (5.30) mostra a compatibilização 
dos deslocamentos e rotações. 
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Cálculo das reações de apoio do Sistema Virtual (→+, ↑+, ↺+) 

As equações de esforços internos do Sistema Virtual para o cálculo de δVC
 são 

definidas conforme (5.32), a partir das reações calculadas em (5.31) e ilustradas com 
sentido correto na Figura 5.14. 

Figura 5.14 - Reações de apoio para o Sistema Virtual para cálculo de δVC
. 
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5.4 Sistema principal do sistema virtual para cálculo de 𝛉𝐂 (figura 5.15) 

Figura 5.15 - Sistema Principal do Sistema Virtual para cálculo de θC. 

 
5.4.1 Sistema [0] do Sistema Virtual para cálculo de 𝛉𝐂 (Figura 5.16) 

Figura 5.16 - Sistema [0] do Sistema Virtual para cálculo de θC . 

 
Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎	 (5.33) 

−𝐻0𝐷 = 0 
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𝚺𝑭𝑽
↑+ = 𝟎	 (5.34) 

𝑉0𝐷 − 𝑉0𝐴 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁𝑫

↺+ = 𝟎	 (5.35) 

𝑉0𝐴 ⋅ 2 − 1 = 0
 
As reações de apoio calculadas a partir das Equações (5.33) a (5.35) estão 

resumidas na Tabela 5.6. 

Reações de Apoio 

V0A = 0,5 𝐻0𝐷 = 0 V0D = 0,5 

Tabela 5.6 - Resumo das Reações no Sistema [0] do Sistema Virtual para cálculo de θC.

 
As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 5.16 estão dispostas em 

(5.36). 

 
5.4.2 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual 

Os coeficientes de flexibilidade calculados nos Sistemas [1] e [2] são iguais para o 
Sistema Virtual e Sistema Real, e as integrais estão expostas na íntegra em (5.13). Sendo 
assim, (5.37) expõe apenas a determinação dos termos de carga.  



5 Exercício 5 (hiperestático, barra inclinada, arco de circunferência) 
 50

Para a determinação dos hiperestáticos, a equação (5.38) mostra a compatibilização 
dos termos de carga atualizados e os coeficientes de flexibilidade. 

 
Cálculo das reações de apoio do Sistema Virtual (→+, ↑+, ↺+) 

As equações de esforços internos do Sistema Virtual para o cálculo de θC são 
definidas conforme (5.40), a partir das reações calculadas em (5.39) e ilustradas com 
sentido correto na Figura 5.17. 
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Figura 5.17 - Reações de apoio para o Sistema Virtual para cálculo de θC. 

5.5 Cálculo de deslocamento e/ou rotação 
Por fim, monta-se a integral para cálculo do deslocamento horizontal na seção 

correspondente ao nó B conforme (5.41), deslocamento vertical em C de acordo com (5.42), 
e rotação na seção correspondente ao nó C como apresentado em (5.43).  
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536 Exercício 6 (hiperestático, barra inclinada, variação de altura, arco de circunferência) 


6 EXERCÍCIO 6 (HIPERESTÁTICO, BARRA INCLINADA, 
VARIAÇÃO DE ALTURA, ARCO DE CIRCUNFERÊNCIA) 

Calcular o deslocamento vertical da seção correspondente ao nó B (δVB
) da Figura 

6.1 considerando os detalhes de altura da seção explícitos na Figura 6.2. Considerar 
somente os efeitos da flexão.  

Figura 6.1 – Pórtico do Exercício 6 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado) 

Figura 6.2 – Detalhes das alturas de seção transversal do Exercício 6. 

 
Dados do problema: 

𝐸𝑐 = 30 𝐺𝑃𝑎 (Módulo de elasticidade longitudinal) 

𝑏 = 2 𝑑𝑚 (Base das seções transversais retangulares) 

 
A estrutura em questão possui 1 grau de hiperestaticidade haja vista o número de 

reações de apoio (4) em comparação com as equações de equilíbrio da estática no plano 
(3). 



6 Exercício 6 (hiperestático, barra inclinada, variação de altura, arco de circunferência) 
 54

6.1 Sistema principal do sistema real (figura 6.3) 

Figura 6.3 - Sistema Principal do Sistema Real do Exercício 6. 

 
Segue-se para o Sistema [0] do Sistema Real, onde a nova estrutura isostática 

encontrada a partir da eliminação do apoio vertical em D será solicitada pelo carregamento 
original, conforme a metodologia do Método das Forças. 

6.1.1 Sistema [0] do Sistema Real (Figura 6.4) 

Figura 6.4 - Sistema [0] do Sistema Real

 
Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎 
𝐻0𝐸 − 20 − 𝐻0𝐷 = 0 	 (6.1) 
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Para o cálculo do somatório das forças verticais, a projeção horizontal da carga 
distribuída é calculada conforme demonstrado na Figura 6.5. 

Figura 6.5 – Projeção horizontal da carga distribuída no arco ACB. 

𝚺𝑭𝑽
↑+ = 𝟎	 (6.2) 

−50 ∙ [4 ∙ 𝑠𝑒𝑛(𝜋⁄4) + 4 ∙ 𝑠𝑒𝑛(𝜋⁄4)] + 𝑉0𝐸 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁E

↺+ = 𝟎	 (6.3) 

𝐻0𝐷 ∙ 1 − 50 ∙ {2 ∙ 4 ∙ 𝑠𝑒𝑛(𝜋⁄4) ∙ [3 + 4 ∙ 𝑠𝑒𝑛(𝜋⁄4)]} + 20 ∙ 4 = 0 
 

Reações de Apoio 

𝑉0𝐸 = 282,843 𝑘𝑁 𝐻0𝐸 = 1588,528 𝑘𝑁 𝐻0𝐷 = 1568,528 𝑘𝑁 

Tabela 6.1 – Resumo das Reações de Apoio no Sistema [0] do Sistema Real. 

 
As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 6.4 estão apresentadas 

em (6.4). Para efeito didático, optou-se por dividir o arco em dois trechos (AC e BC) de 
45º graus. A Figura 6.6 exibe as escolhas das seções para determinação das equações 
de momento fletor. Em relação à escolha do eixo para as barras inclinadas, utilizou-se a 
mesma lógica estabelecida na Figura 1.2 e Figura 1.3. 
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Figura 6.6 – Determinação das seções para as equações de Momento Fletor. 

 
A Figura 6.7 detalha as distâncias para cálculo de momentos fletores da seção S3. 

Raciocínio análogo deve ser aplicado para a seção S4. 

Figura 6.7 - Distâncias para cálculo de momentos fletores. 
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6.1.2 Sistema [1] do Sistema Real (Figura 6.8) 

Figura 6.8 - Sistema [1] do Sistema Real
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Cálculo das reações de apoio: 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎 	 (6.5) 
𝐻1𝐸 − 𝐻1𝐷 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎 	 (6.6) 

𝑉1𝐸 + 1 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁E

↺+ = 𝟎	 (6.7)

𝐻1𝐷 ∙ 1 + 1 ∙ {4 + 2 ∙ 4 ∙ 𝑠𝑒𝑛   + 3} = 0
 

Reações de Apoio 

𝑉1𝐸 = −1 𝐻1𝐸 = −12,657 𝐻1𝐷 = −12,657 

Tabela 6.2 – Resumo das Reações de Apoio no Sistema [1] do Sistema Real 

 
As equações de esforços internos para o pórtico da Figura 6.8 ficam conforme 

expresso em (6.8).  
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Consideração das variações de altura da seção transversal nos momentos de 
inércia: 

Barra EA 

Figura 6.9 – Seção longitudinal da Barra EA. 

 
Considerando a variação linear de altura da seção transversal, o cálculo será feito a 

partir de uma função polinomial do primeiro grau, conforme (6.9): 

Onde,  

Atentar para a necessidade de utilização do mesmo eixo x escolhido para as 
equações de esforços internos (ver (6.4) e (6.8)), uma vez que as expressões vão para 
a mesma integral, justificando assim a escolha do valor de 3 m para limite da função em 
(6.10) ao invés do comprimento da barra inclinada EA, que vale 5 m. A inércia é então 
calculada conforme (6.11). 

Barra AB 
Para a barra AB (Figura 6.10) o cálculo é direto, utilizando a expressão do momento 

de inércia para seções retangulares, disposta em (6.12). 

Figura 6.10 – Seção longitudinal da Barra AB. 
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Barra DB 
A barra DB (Figura 6.11) segue o mesmo raciocínio do elemento EA da Figura 6.9, 

incluindo a observação em relação ao eixo em questão escolhido (Equações (6.13) e 
(6.14)). 

 

Figura 6.11 – Seção longitudinal da Barra DB. 

 

Onde, 

A expressão do momento de inércia está ilustrada em (6.15). 

6.1.3 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real 

As integrais para obtenção dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga a fim 
de calcular as reações de apoio do pórtico hiperestático da Figura 6.1 estão apresentadas 
em (6.16). É necessário fazer a conversão do eixo das integrais para as barras EA e DB, 
multiplicando-as respectivamente por 5⁄3 e 5⁄4. Os referidos elementos possuem eixos 
inclinados, enquanto que as equações de esforços e inércias foram escritas segundo 
direções horizontais. Ainda, convertese o eixo ds genérico da integral para coordenadas 
polares no arco AB, conforme Figura 1.3. 
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Aplicando a compatibilização dos deslocamentos e rotações, tem-se, conforme 
(6.17). 

 
Cálculo das reações de apoio do Sistema Real (→+, ↑+, ↺+) 

De posse das reações de apoio apresentadas em (6.18) é possível calcular as 
equações de esforços internos do pórtico da Figura 6.12, demonstradas em (6.19). 

Figura 6.12 –Reações de apoio do Sistema Real. 
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6.2 Sistema principal do sistema virtual (figura 6.13) 

Figura 6.13 - Sistema principal do Sistema Virtual do Exercício 6. 
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6.2.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 6.14) 

Figura 6.14 - Sistema [0] do Sistema Virtual

 
Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎	 (6.20) 
𝐻0𝐸 − 𝐻0𝐷 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (6.21) 

𝑉0𝐸 − 1 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁E

↺+ = 𝟎	 (6.22)

𝐻0𝐷 ∙ 1 − 1 ∙ {[2 ⋅ 4 ∙ 𝑠𝑒𝑛   ] + 3} = 0  
 

Reações de Apoio 

𝑉0𝐸 = 1 𝐻0𝐸 = 8,657 𝐻0𝐷 = 8,657 

Tabela 6.3 – Resumo das Reações de Apoio no Sistema [0] do Sistema Virtual 

 
Os esforços internos estão apresentados em (6.23). 
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Para o problema em questão, o Sistema [1] do Sistema Virtual é igual ao Sistema [1] 
do Sistema Real, e suas expressões e cálculos foram apresentados no tópico 6.1.2. Dessa 
forma, é possível partir diretamente para o cálculo dos termos de carga e coeficientes de 
flexibilidade do Sistema Virtual. 

6.2.2 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual 

Objetivando calcular X1 da Figura 6.13 e consequentemente as reações de apoio 
do pórtico hiperestático do Sistema Virtual, as integrais estão dispostas em (6.16), e os 
resultados atualizados resumidos na equação (6.24). 

A compatibilização dos deslocamentos e rotações está apresentada em (6.25). 

Cálculo das reações de apoio do Sistema Virtual (→+, ↑+, ↺+) 

As equações de esforços internos para o Sistema Virtual (Figura 6.15), estão 
demonstradas em (6.27)  
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Figura 6.15 – Disposição das reações de apoio do Sistema Virtual. 

6.3 Cálculo de deslocamento e/ou rotação 
Por fim, monta-se a integral para cálculo do deslocamento vertical na seção correspondente 

ao nó B conforme (6.28), utilizando as equações apresentadas em (6.19) e (6.27): 
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7 EXERCÍCIO 7 (HIPERESTÁTICO, BARRA INCLINADA, ARCO 
DE CIRCUNFERÊNCIA, QUADRO FECHADO) 

Calcular o deslocamento vertical na seção transversal correspondente ao nó A (δVA
) 

do pórtico da Figura 7.1. 

Figura 7.1 – Pórtico do Exercício 7 (todos os comprimentos em m, exceto quando indicado) 

 
Dados do problema: 

𝐸𝑐 = 20 𝐺𝑃𝑎 (Módulo de elasticidade longitudinal) 

𝑏 = 20 𝑐𝑚 (Base das seções transversais retangulares) 

ℎ = 40 𝑐𝑚 (Altura das seções transversais retangulares) 

 
A estrutura da Figura 7.1 possui 4 reações referentes aos dois apoios do segundo 

gênero nos nós F e E. Possui ainda um quadro fechado formado pelos nós ACDB, que 
acrescenta 3 incógnitas ao problema em função das barras em questão transmitirem os 
esforços normal, cortante e momento fletor. O equilíbrio da estática no plano acrescenta 3 
equações, totalizando um grau de hiperestaticidade igual a 4. A equação (7.1) detalha essa 
determinação. 

𝑔 = [ 4 + 3 ⋅ 1 ] −      [ 3 + 0 ] = 4    
Estrutura Hiperestática 



7 Exercício 7 (hiperestático, barra inclinada, arco de circunferência, quadro fechado) 
 67

7.1 Sistema principal do sistema real 
O sistema principal é uma estrutura isostática auxiliar para cálculo dos hiperestáticos. 

A Figura 7.2 demonstra o trecho escolhido para a necessária secção do quadro fechado.  
 

Figura 7.2 – Posição da secção no Sistema Principal do Sistema Real do Exercício 7. 

 
A Figura 7.3 mostra então o Sistema Principal escolhido para a resolução do 

problema. 
 

Figura 7.3 - Sistema Principal do Sistema Real do Exercício 7.  
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7.1.1 Sistema [0] do Sistema Real (Figura 7.4) 

Figura 7.4 - Sistema [0] do Sistema Real.

 
Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎	 (7.2) 

40 ⋅ 2 + 20 − 𝐻0𝐹 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (7.3) 

−80 ⋅ 6 + 𝑉0𝐹 + 𝑉0𝐸 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁F

↺+ = 𝟎	 (7.4)

𝑉0𝐸 ⋅ 10 − 20 ⋅ 3 − 80 ⋅ 6 ⋅ 7 − 40 ⋅ 2 ⋅ 2 − 40 = 0  

Reações de Apoio

V0F = 118 kN H0F = 100 kN V0E = 362 kN

Tabela 7.1 – Resumo das Reações de Apoio do Sistema [0] do Sistema Real. 

 
As seções transversais para os Esforços Internos estão destacadas na Figura 7.5. 
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Figura 7.5 - Determinação das seções para as equações de Momento Fletor. 

 
𝑀0𝐹𝐵 (𝑥, 𝑦 ) = V0F . x + 40 + H0F . 𝑦 

Escrevendo y em função de x, conforme a Figura 7.6: 

Figura 7.6 – Eixos para a barra FB. 

 

𝑀0𝐵𝐴 e 𝑀0𝐶𝐴 são calculados com base nas projeções demonstradas na Figura 7.7. 
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Figura 7.7 – Detalhe das projeções para as Equações 𝑀0𝐵𝐴 e 𝑀0𝐶𝐴. 

 
7.1.2 Sistema [1] do Sistema Real (Figura 7.8) 

Figura 7.8 - Sistema [1] do Sistema Real. 
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Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎	 (7.6) 

−𝐻1𝐹 − 1 + 1 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (7.7) 

𝑉1𝐹 + 𝑉1𝐸 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁F

↺+ = 𝟎 	 (7.8)

𝑉1𝐸 ⋅ 10 + 1 ⋅ 2 − 1 ⋅ 2 = 0
 

Reações de Apoio

V1F = 0 H1F = 0 V1E = 0

Tabela 7.2 – Resumo das Reações de Apoio do Sistema [1] do Sistema Real. 

 

Escrevendo y em função de x, conforme a Figura 7.9. 

Figura 7.9 – Eixos para a barra DB.

           



7 Exercício 7 (hiperestático, barra inclinada, arco de circunferência, quadro fechado) 
 72

Aplicando o mesmo raciocínio da Figura 7.9 para 𝑀1𝐷𝐶.

7.1.3 Sistema [2] do Sistema Real (Figura 7.10) 

Figura 7.10 - Sistema [2] do Sistema Real. 

Cálculo das reações de apoio 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎	 (7.10)

−𝐻2𝐹 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (7.11)

𝑉2𝐹 + 𝑉2𝐸 + 1 − 1 = 0 

𝚺𝑴𝒁F
↺+ = 𝟎	 (7.12) 

𝑉2𝐸 ⋅ 10 + 1 ⋅ 7 − 1 ⋅ 7 = 0
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Reações de Apoio

V2F = 0 H2F = 0 V2E = 0

Tabela 7.3 – Resumo das Reações de Apoio do Sistema [2] do Sistema Real. 

7.1.4 Sistema [3] do Sistema Real (Figura 7.11) 

Figura 7.11 - Sistema [3] do Sistema Real. 
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Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎	 (7.14) 
−𝐻3𝐹 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (7.15) 

𝑉3𝐹 + 𝑉3𝐸 = 0 

𝚺𝑴𝒁F
↺+ = 𝟎	 (7.16) 

V3E . 10 + 1 − 1 = 0 

Reações de Apoio

V3F = 0 H3F = 0 V3E = 0

Tabela 7.4 – Resumo das Reações de Apoio do Sistema [3] do Sistema Real. 
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7.1.5 Sistema [4] do Sistema Real (Figura 7.12) 

Figura 7.12 - Sistema [4] do Sistema Real.

Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎	 (7.18) 

−𝐻4𝐹 − 1 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (7.19) 
𝑉4𝐹 + 𝑉4𝐸 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁𝑫

↺+ = 𝟎	 (7.20)

𝑉4𝐸 ⋅ 10 + 1 ⋅ 1 = 0 
 

Reações de Apoio

Tabela 7.5 – Resumo das Reações de Apoio do Sistema [4] do Sistema Real. 
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7.1.6 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Real 

Os termos nulos foram omitidos das integrais de (7.22). 
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Visando a determinação dos hiperestáticos, a equação (7.23) mostra a 
compatibilização dos deslocamentos e rotações calculados em (7.22). 
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𝑋1 = −83,9021661616 𝑘𝑁 
𝑋2 = 67,3446612291 𝑘𝑁 
𝑋3 = −11,0820457333 𝑘𝑁 ⋅ 𝑚 
𝑋4 = 245,2730553439 𝑘𝑁 
 
Cálculo das reações de apoio do Sistema Real (→+, ↑+, ↺+) 

As equações de esforços para o Sistema Real são definidas conforme (7.25), a 
partir das reações calculadas em (7.24) e ilustradas com sentido correto na Figura 7.13. 

Figura 7.13 – Reações de apoio para o Sistema Real do Exercício 7. 
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7.2 Sistema principal do sistema virtual 
A estrutura será seccionada em D, conforme Figura 7.2, descarregada, e a carga 

unitária vertical aplicada em A, como demonstrado na Figura 7.14. 

 

Figura 7.14 - Sistema principal do Sistema Virtual do Exercício 7. 
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7.2.1 Sistema [0] do Sistema Virtual (Figura 7.15) 

Figura 7.15 - Sistema [0] do Sistema Virtual.

 
Cálculo das reações de apoio 
 
𝚺𝑭𝑯

→+ = 𝟎	 (7.26) 
−𝐻0𝐹 = 0 
 
𝚺𝑭𝑽

↑+ = 𝟎	 (7.27) 

𝑉0𝐹 + 𝑉0𝐸 − 1 = 0 
 
𝚺𝑴𝒁F

↺+ = 𝟎	 (7.28)

𝑉0𝐸 ⋅ 10 − 1 ⋅ 7 = 0
 

Reações de Apoio

V0F = 0,3 H0F = 0 V0E = 0,7 

Tabela 7.6 – Resumo das Reações de Apoio do Sistema [0] do Sistema Virtual. 

 



7 Exercício 7 (hiperestático, barra inclinada, arco de circunferência, quadro fechado) 
 81

7.2.2 Cálculo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade para o Sistema Virtual 

Os coeficientes de flexibilidade calculados nos Sistemas [1], [2], [3], e [4] são iguais 
para o Sistema Virtual e Sistema Real, e as integrais estão expostas em (7.22). Sendo 
assim, (7.30) expõe a determinação dos termos de carga atualizados. 
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De posse dos termos de carga, faz-se a compatibilização desses deslocamentos e 
rotações visando o cálculo dos hiperestáticos, ilustrado em (7.31). 

 
Cálculo das reações de apoio do Sistema Virtual (→+, ↑+, ↺+) 

 
As equações de Momento Fletor para o pórtico da Figura 7.16 estão dispostas em 

(7.33). 
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Figura 7.16 – Reações de apoio para o Sistema Virtual do Exercício 7. 

 

7.3 Cálculo de deslocamento e/ou rotação 
O cálculo do deslocamento vertical em A está resumido em (7.34). 
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Apêndice A 
Este apêndice foca nas unidades de medida das grandezas envolvidas na 

determinação dos deslocamentos e rotações num pórtico plano hiperestático por meio do 
PTV. Calcula-se então a deflexão vertical no ponto C da estrutura apresentada no Apêndice 
A: Figura 1. 

Apêndice A: Figura 1 – Pórtico do exemplo para o Apêndice A. 

 
O pórtico em questão é duas vezes hiperestático, e a adotada resolução seria feita 

utilizando o Sistema Principal apresentado no Apêndice A: Figura 2 para o Sistema Real. 

Apêndice A: Figura 2 – Sistema Principal do exemplo para o Apêndice A. 

 
No Sistema [0] seriam calculadas as reações, deslocamentos, e rotações com as 

devidas unidades conforme demonstrado no Apêndice A: Figura 3. 𝛿10 é o giro na seção 
do apoio em A, em radianos, e 𝛿20 é a deflexão horizontal em C, medida em metros. As 
reações de apoio ficam em 𝑘𝑁 e 𝑘𝑁 ⋅ 𝑚. 
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Apêndice A: Figura 3 – Sistema [0] do Sistema Real. 

 
O Sistema [1] é obtido a partir da imposição do Momento hiperestático 𝑋1 = 1  
Dessa forma, as unidades são as mesmas dos termos de carga ilustrados no 

Apêndice A: Figura 3, no entanto são divididas pela unidade de momento 𝑘𝑁 ⋅ 𝑚, conforme 
Apêndice A: Figura 4. As reações de força podem aparecer então como  enquanto a de 
momento fica adimensional de forma análoga ao hiperestático 𝑋1. A unidade do coeficiente 
de flexibilidade 𝛿11 é

  e 𝛿12, 

Apêndice A: Figura 4 - Sistema [1] do Sistema Real. 

 
Para o Sistema [2], o hiperestático aplicado é uma Força adimensional 𝑋2 = 1 . 

As unidades passam a ser as mesmas do Apêndice A: Figura 3, divididos pela unidade de 
força 𝑘𝑁, detalhado em Apêndice A: Figura 5. A reação de momento em C resulta em 𝑚, e 
as duas reações de força no apoio em A aparecem como adimensionais. Os coeficientes 
de flexibilidade 𝛿21 e 𝛿22 ficam  e  respectivamente. 

Apêndice A: Figura 5 - Sistema [2] do Sistema Real. 
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Para cálculo da reação de Momento A (𝑘𝑁 ⋅ 𝑚) e Força horizontal em C (𝑘𝑁), a 
compatibilização é feita de acordo com o apresentado em Apêndice A: Figura 6. 

Apêndice A: Figura 6 – Compatibilização dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga. 

 
O Estado Virtual para o cálculo do deslocamento solicitado no enunciado (deflexão 

vertical em C) segue a aplicação do Método das Forças conforme metodologia estabelecida 
ao longo desta publicação e detalhada na Figura 1.1. O Sistema Principal está resumido no 
Apêndice A: Figura 7. Já o Sistema [0], dispondo os respectivos 𝛿𝑖𝑗 advindos da aplicação 
da Carga Virtual adimensional e suas unidades está apresentado no Apêndice A: Figura 8.   

Apêndice A: Figura 7 – Sistema Principal do Sistema Virtual. 

Apêndice A: Figura 8 - Sistema [0] do Sistema Virtual. 

 
É possível notar a semelhança das unidades apresentadas em Apêndice A: Figura 

8 (Sistema [0] do Sistema Virtual) e o Apêndice A: Figura 5 (Sistema [2] do Sistema Real), 
já que os dois casos são resultados de uma aplicação de força adimensional. Os Sistemas 
[1] e [2] são idênticos entres os sistemas Real e Virtual. Sendo assim, Apêndice A: Figura 
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9 resume o cálculo para determinação das reações de Momento A (𝑘𝑁 ⋅ 𝑚/𝑘𝑁) e Força 
horizontal em C (𝑘𝑁/𝑘𝑁) do Sistema Virtual onde é possível notar que os valores dos 
termos de carga (𝛿10 e 𝛿20) e esforços (𝑋1 e 𝑋2) calculados resultam por unidade de força. 

Apêndice A: Figura 9 – Compatibilização dos coeficientes de flexibilidade e termos de carga. 

 
Por fim, para cálculo do deslocamento objetivado no pórtico hiperestático do 

Apêndice A: Figura 1, relaciona-se na integral equações de esforços em Momento Fletor 
(parcela mais relevante) obtidas no Sistema Real, portanto em 𝑘𝑁 ⋅ 𝑚; e Momento Fletor 
do Sistema Virtual calculados por unidade de força , resultando então em 𝑚, como 
mostrado no Apêndice A: Figura 10.

Apêndice A: Figura 10 – Integral para cálculo do deslocamento. 
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Apêndice B
Este apêndice terá como foco a determinação do grau de hiperestaticidade de 

pórticos planos, conforme comentado nos Aspectos gerais utilizando a equação adaptada 
de Martha (2022), mostrada na Equação (1).  

𝑔 = [  (𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑎çõ𝑒𝑠  𝑑𝑒 𝑎𝑝𝑜𝑖𝑜) +3. (𝑛𝑜𝑑𝑒 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑜𝑠 𝑓𝑒𝑐ℎ𝑎𝑑𝑜𝑠)  ]           
	 − [  (3 𝑒𝑞𝑢𝑎çõ𝑒𝑠  𝑑𝑎 𝑒 𝑠𝑡á𝑡𝑖𝑐𝑎  𝑛𝑜 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜)                                                        (1) 
                                  + (𝑛𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑞𝑢𝑎çõ𝑒𝑠  𝑎𝑑𝑣𝑖𝑛𝑑𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎çõ𝑒𝑠)  ] 
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Apêndice B: Figura 1 – Exercícios para identificação do grau de hiperestaticidade. 
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Apêndice C 

Neste Apêndice serão apresentadas tabelas contendo os deslocamentos e rotações 

nodais dos problemas resolvidos neste livro, para que os leitores possam exercitar algumas 
das técnicas dispostas aqui. Os sinais obedecem a convenção de elementos finitos, 
demonstrada no Apêndice C: Figura 1. 

 
→   ↑    ↺     ⟹  + 
←   ↓    ↻     ⟹ − 

Apêndice C: Figura 1 – Convenção de Elementos Finitos utilizada nas tabelas de deslocamentos e 

rotações.  

Apêndice C: Figura 2 - Exercício 2. 

 

 
Deslocamento 

Horizontal 
(m) 

Deslocamento 
Vertical 

(m) 
Rotação (rad) 

A -𝟖, 𝟕𝟑𝟕 . 10-2 0 -1,328 . 10-1 

B -8,737 . 10-2 -𝟒, 𝟐𝟕𝟗  . 10-𝟏 -3,328 . 10-2

C -1,179 . 10-1 -2,711 . 10-1 7,981 . 10-2

D 0 0 𝟏, 𝟎𝟓𝟏 . 10-𝟏 

Apêndice C: Tabela 1 – Deslocamentos e rotações do Exercício 2. 
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Exercício 3 

Apêndice C: Figura 3 - Exercício 3. 

 
Deslocamento 

Horizontal 
(m) 

Deslocamento 
Vertical 

(m) 
Rotação (rad) 

A −6,107 ⋅ 10−2 0 4,969 ⋅ 10−3 

B −5,195 ⋅ 10−2 0 −1,678 ⋅ 10−2 

C −1,111 ⋅ 10−2 −𝟏, 𝟏𝟑𝟎 ⋅  𝟏𝟎−𝟏 0 

D 0 −7,487 ⋅ 10−2 2,020 ⋅ 10−2 

E 0 0 2,710 ⋅ 10−2 

Apêndice C: Tabela 2 – Deslocamentos e rotações do Exercício 3. 

Exercício 4 

Apêndice C: Figura 4 - Exercício 4. 
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Deslocamento 

Horizontal 
(m) 

Deslocamento 
Vertical 

(m) 
Rotação (rad) 

A 8,149 ⋅ 10−4 −𝟓, 𝟔𝟓𝟎 ⋅  𝟏𝟎−𝟑 0 

B −1,045 ⋅ 10−3 0 7,115 ⋅ 10−4 

C 0 0 −2,551 ⋅ 10−3 

D 0 0 0 

Apêndice C: Tabela 3 – Deslocamentos e rotações do Exercício 4. 

 
Exercício 5 

Apêndice C: Figura 5 - Exercício 5 

 

 
Deslocamento 

Horizontal 
(m) 

Deslocamento 
Vertical 

(m) 
Rotação (rad) 

A 0 0 4,276 ⋅ 10−2 

B 𝟕, 𝟔𝟐𝟎 ⋅  𝟏𝟎−𝟐 7,620 ⋅ 10−2 2,612 ⋅ 10−2 

C 4,446 ⋅ 10−2 𝟓, 𝟗 𝟐𝟖 ⋅  𝟏𝟎−𝟐 −𝟏, 𝟖𝟏𝟒 ⋅  𝟏𝟎−𝟐 

D 0 0 0 

Apêndice C: Tabela 4 – Deslocamentos e rotações do Exercício 5 
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Exercício 6 

Apêndice C: Figura 6 - Exercício 6 

 

 
Deslocamento 

Horizontal 
(m) 

Deslocamento 
Vertical 

(m) 
Rotação (rad) 

A 1,154 ⋅ 10−3 −8,664 ⋅ 10−4 −9,876 ⋅ 10−3 

B −1,546 ⋅ 10−2 −𝟐, 𝟎𝟔𝟐 ⋅  𝟏𝟎−𝟐 5,974 ⋅ 10−3 

C −1,075 ⋅ 10−2 −2,628 ⋅ 10−2 −4,186 ⋅ 10−3 

D 0 0 4,555 ⋅ 10−3 

E 0 0 9,117 ⋅ 10−3
 

Apêndice C: Tabela 5 – Deslocamentos e rotações do Exercício 6 

Exercício 7 

Apêndice C: Figura 7 - Exercício 7 
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Deslocamento 

Horizontal 
(m) 

Deslocamento 
Vertical 

(m) 
Rotação (rad) 

A 2,449 ⋅ 10−2 −𝟑, 𝟎𝟗𝟔 ⋅   𝟏𝟎−𝟐 1,096 ⋅ 10−2 

B 3,705 ⋅ 10−2 −4,941 ⋅ 10−2 2,828 ⋅ 10−3 

C 3,956 ⋅ 10−2 0 −6,324 ⋅ 10−3 

D 4,654 ⋅ 10−2 −2,095 ⋅ 10−2 1,323 ⋅ 10−2 

E 0 0 −2,682 ⋅ 10−2
 

F 0 0 −2,228 ⋅ 10−2
 

Apêndice C: Tabela 6 – Deslocamentos e rotações do Exercício 7 

 






