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CAPITULO 1

EXISTENCIA DE SOLUCION DE UNA ECUACION
DE SCHRODINGER EN DISTRIBUCIONES
PERIODICAS

Yolanda Silvia Santiago Ayala
Universidad Nacional Mayor de San
Marcos, Fac. de Ciencias Matematicas
https://orcid.org/0000-0003-2516-0871

RESUMEN: En este articulo probamos
la existencia y unicidad de solucion de
la ecuacion de Schrédinger homogénea
en el espacio distribucional periodico
P. Ademas, probamos que la solucion
depende continuamente respecto al dato
inicial en P/. Introduciendo una familia de
operadores lineales débilmente continuos,
probamos que esta familia es un grupo en
P'. Luego, con esta familia de operadores,
conseguimos una version fina del Teorema
de existencia y dependencia continua
obtenido.

Finalmente, damos las generalizaciones,
conclusiones y observaciones derivados de
este estudio.

PALABRAS CLAVE: Teoria de grupos,
existencia de soluciébn, ecuacion de
Schrédinger, espacio distribucional
periodico, operadores débilmente continuos.

Data de aceite: 02/08/2023

EXISTENCE OF SOLUTION OF
A SCHRODINGER EQUATION IN
PERIODIC DISTRIBUTIONS

ABSTRACT: In this article, we prove the
existence and uniqueness solution of the
homogeneous Schrédinger equation in the
periodic distributional space FP. Further-
more, we prove that the solution depends
continuously respect to the initial data in P
Introducing a family of weakly continuous
linear operators, we prove that this family
is a group in P. Then, with this family of
operators, we get a fine version of the
existence and dependency continuous
theorem obtained.

Finally, we give the generalizations,
conclusions and remarks derived from this
study.

KEYWORDS: Groups theory, existence of
solution, Schrddinger equation, periodic
distributional space, continuous weakly
operators.

MSC 2010: 47D03, 35J10, 81Q05, 46T30,
46F10.

11 INTRODUCCION

Primero queremos comentar que
de [3] se tiene probado la existencia de
solucion de la ecuacion de Schrédinger en
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el espacio de Hilbert H%,... También en [3] se introduce una familia de operadores acotados

en el espacio de Hilbert H%,,. se prueba que forma un grupo unitario. Asi, motivados por
esas ideas resolveremos el problema (P,) en el dual topolégico de P : P/, que no es un
espacio de Banach.

En este articulo, probaremos la existencia y unicidad de solucion de (P,) en P, y
ademas demostraremos la dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial en
P/, considerando la convergencia débil en P. Y probaremos que la familia de operadores
introducida forma un grupo de operadores lineales débilmente continuos. Asi, con esta
familia reescribimos nuestro resultado en una version fina.

Nuestro articulo esta organizado del siguiente modo. En la seccién 2, indicamos
la metodologia usada y citamos las referencias usadas. En la seccion 3, colocamos los
resultados obtenidos de nuestro estudio. Esta seccion la dividimos en tres sub-secciones.
Asi, en la subseccion 3.1 probamos que el problema (P,) posee una Gnica solucion y ademas
demostramos que la solucién depende continuamente del dato inicial. En la subseccién 3.2,
introducimos una familia de operadores lineales débilmente continuas en P/ que logran
formar un grupo. En la subseccion 3.3 mejoramos el Teorema 3.1. En la subseccion 3.4
comentamos algunas generalizaciones.

Finalmente, en la seccién 4 damos las conclusiones y observaciones de este estudio.

2| METODOLOGIA

Como marco teérico en este articulo usamos las referencias [1], [2], [3], [4] y [6] para
la Teoria de Fourier en el espacio distribucional periédico, espacios de Sobolev periddico,
espacios vectoriales topoldgicos, operadores débilmente continuos y existencia de solucién

de una ecuacioén diferencial distribucional.

31 PRINCIPALES RESULTADOS

La presentacidn de los resultados obtenidos lo hemos organizado en subsecciones
y es del siguiente modo.

3.1 Solucion de la Ecuacion de Schrédinger (P,)

En esta subseccion estudiaremos la existencia de solucion del problema (P,) y la
dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial en P
Teorema 3.1 Sea u >0 y el problema distribucional homogéneo

u € C(R, P)
(P) | u—ipdiu=0 € P
u(0)=feP.

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico Capitulo 1
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entonces (P,) posee una (nica solucion u e C'(IR, P). Ademés, la solucion depende
/

: P
continuamente del dato inicial. Esto es, dados f, fe P tal que f, —— fimplica u,
/

() — u(f), Yt € IR, donde u, es solucion de (P, ) con dato inicial | y u es solucion de
(P,) con dato inicial .

Prueba.- La prueba lo hemos organizado de la siguiente forma.

1. Supongamos que existe u € C(IR, P) satisfaciendo (P,), entonces tomando la
transformada de Fourier a la ecuaciéon

O —ipdiu = 0

conseguimos

0 = Ot —iu(ik)*a = Ot + iuk’a
que para cada k € Z es una EDO con dato inicial d(k, 0) = (k).

Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden homogéneo
@ e C(R,S'(Z))
() | Ok, t) +ipk*a(k,t) =0
a(k,0) = f(k) con [ € 5'(Z)

Vk & Zy conseguimos
i(k,t) = e~ f (k)

de donde obtenemos la expresion de u, candidato a solucién:

+00 o0
u(t) = Y alk.t)gp = +Z e R (k) oy, (3.1)
k=—o00 k=—o00
= [(Fwe), ] (32
Como fE€ P entonces f € S/ (2), afirmamos que
(flk)emwit)  eS(2), VteRR. (3.3)

En efecto, sea t € IR, como f € S/ (2) entonces satisface: 3C >0, N € IN tal que If
(k) < CIKIV, Yk € Z - {0}, usando esto obtenemos

|Flk)e™ %) = | f(k)||e ") = | F(k)| < Clk|N.
Luego,

(fk)e ™) e 8'(2).

kez

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico Capitulo 1



Si definimos
. 7 7'£/,A,k2t v )
u(t) == [(f(k)e >k62:| ., paratodote IR, (3.4)

vemos que u(t) € P/, YtE IR, pues aplicamos la transformada inversa de Fourier a

~

(Fkyemie) € 8'(Z)

keZ

2. Probaremos que u definido en (3.4) es solucion de (P,).
Evaluando (3.2) en t = 0, obtenemos

A

~

u(® = (7).,

Ademas, se verifican

=[] =

a. Ouu(t)=ipd?u(t) en P', Vt € IR. Esto es, probaremos que se satisface:

i < u(t + h) — u(t)

Lim p o> =ip < Pult),p >, Vpe P, teR.

<Agu(t),p>=
En efecto, seat€ IR, ¢ € Py h € IR - {0}, denotamos

u(t + h) — u(t)

Ih,t =< h 7g0 >

Asi, obtenemos

1
Ih,t = E{< u(t+h)’@> _<u(t):lp>}

1 N
- z{&%m > flke Do, o>
k

=—n

~ lim < ) Flk)e gy, >}

n—-+co
- k=—n

n—-+4oo

= % { lim < Z f(k)e_’“k% (e_”‘kgh — 1) Or, @ >}
k=—n

) no ikt e—mkgh —1
= lim < Y f(k)e — P, >

n——+oo
- k=—n

: =~ —ipk?t eimyh -1 .
= lim { Y F(k)e el ) PP
[

n— 400 P— h ~
=2mwp(—k)
no ) —ipk?h _ 1
= lim 20 > Fke (ST ) B(—k)
n— 400 ——n h
+oo —iuk?h _
- o 3 fe (S an. (3.5)
k=—oc

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico Capitulo 1



Sea h >0, tenemos

—ipk2h —1

e

h
—ipk2s)
/0 e I'ds
h —
/ (—ipk?)e™ ks ds (3.6)
0

Tomando norma a la igualdad (3.6) obtenemos

) h )
e 1] < [k e as
0 N ——

=1

h
ka/O ds = pkh. (3.7)

N——
=h

Esto es, de (3.7) conseguimos

e—wkzh —1

< uk?. 3.8
A <p (38)

Si h <0, procedemos analogamente al caso h positivo, obteniendo:

|1 _ e*ipk2h| S /0 MkQ |efi/,tk2s| ds
h —

=1

0

_ g2 _ o2

— /h ds = pk(=h). (3.9)

—— T
=—h
Esto es,
7ipk2h_1
< ; < k2. (3.10)

Sea h€ IR - {0}, de (3.8) y (3.10) tenemos
wakzh —1

< uk?. 11
3 < pk (3.11)

Usando la desigualdad (3.11) y que fe s (2) obtenemos

T T L 1] it | RS T PMEVEATE
2 I R
= N+2
< ou S WUk
k=— =J
+o00 Ao
= Ou Y IR < oo
J=—00
pues ¢ € S(2).

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico Capitulo 1



Usando el M-Test de Weierstrass, la serie /,, converge absoluta y uniformemente.
Luego, podemos tomar limite y obtener

2 E,fwkzh —1

’ _ 7741 ~ A 12 -

i = 2 3 o g {5
=—iuk?

(—ip)2m Z Flk)e M B (— k)2 . (3.12)

k=—oc

Usando (3.12) tenemos

+0o0o
s — i ny —ipk?t 0 2
mh, = (g2 Y fRe G(-k) K

k=—o00

+oo
= iu Flk)emmk’t ~ k2 >
pg_:wf( ) o Ko
=(ik)? ¢y,

— Z Akefiﬂk2t<'_‘(b”>
#Zf() ¥y Pk

k=
> =< di>

+oo i
= ip Y Fk)eT < i, >

k=—cc

= iu hm Z Flk)e 9t < g S >

'ﬂ.—)DO

= z,u hm < Z f 72'”'”@14," >
k=—n

= iu<u(t),¢ > (3.13)
= ip < PPult),p > .

Por lo tanto,

<ou(t),p> = ip<du(t),p>, VeeP, VtclR.

Ou(t) = ipd*u(t) en P, VtelR.

b. u€ C(IR, P'). Esto es, probaremos que
PI
u(t+ h) —— u(t)ycuando h—0,Vte IR.

En efecto, sea t€ IRy ¢ € P, probaremos que

H,, =<u(t+ h) - u(t), >0, cuando h—0.
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Sabemos que si ¢ € P entonces §] € S(2). Usando (3.5) tenemos
+OO ~ . .
th — o7 Z f(k/,)efz,ukzt <ef7,,u,k2h, _ 1) @(_k) )
k=—o00

Sea h€ IR - {0} tal que |hl <1, de (3.11) conseguimos
)e_i“th - 1‘ < pk?|h| < pk?. (3.14)

Usando (3.14) y que fe S/ (2) obtenemos

+o00o

SR e R Jem ke — 1] |p(—k)|

k=—o00 1

+oo
<Cp S YIB(=k)

k=—o00 =J

+oo
=0 Y [IME(T)] < oo

J=—00

pues §] € S(2).
Usando el M-Test de Weierstrass concluimos que la serie H,, converge absoluta y
uniformemente. Luego es posible tomar limite y obtener

+oc
s _ Fr1.Y —ink?t ~ AR —ipk2h _ _
}lgr(l) H,, =2n Z f(k)e o(—k) ;{LH% {e 1} =0.

k=—0c0 — ———
=0

Como t € IR fue tomado arbitrariamente, entonces podemos concluir que

uEe C(IR, P) .

c. Ju€E C(IR, P). Esto es, probaremos que

Ault + h) =5 duu(t) cuando h— 0, Vt € IR.
En efecto, sea t€ IRy ¢ € P, usando el item a) tenemos
< duu(t+h), ¢ > — < du(t), ¢ >
= ip{< Bult +h),p > — < Fult), p >}
=u{<u(t+h),¢" >—<u(t),¢" >} —0 (3.15)

—0

cuando h — 0, desde que vale el item b) con ¢/ € P.
De b) y c) tenemos que u e C'(IR, P)) .
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/
d. Ahora, para te IR fijo y arbitrario, si f, L f probaremos que:

un(t) Lo u(t), VteRR.

P +5(2) 7 .
Sabemos que si f, — fentonces f, — f, i.e.

<ﬁ—f,,6’ >— 0 cuando n — +o0, VG e S(Z2). (3.16)
Queremos probar que:
< Up(t), 1 >—<u(t),y > cuandon — o0, Ve P.

Asi, sea te IR fijoy ¢ € P, usando la identidad de Parseval generalizada, obtenemos
las siguientes igualdades:

TS (3.17)

D> (3.18)

< up(t), Y > 21 < (ﬁ(k‘)e_iﬂk2t)

<u(t),p> = 2r< (f(k-)e*wkgf)kez;
De (3.17) y (3.18) obtenemos:
< up(t), v > — < ult), v >

2 3 {Falh) — ) ) — 0

k=—
OO Pri=

cuando n — %+, desde que B : = (B,), € S (2) pusto que vale (3.16).

Corolario 3.1 La Unica solucion de (P,) es

u(t) = io f(k;)e—i“k%gbk - [(A(k)e_iuk%)kez

k=—00

donde ¢,(x) = &%, xE IR.

3.2 Grupo de Operadores en P/

En esta subseccion, introduciremos una familia de operadores {T(§)} _, en Py
probaremos que son lineales, continuas en el sentido d”ebil y que satisfacen las propiedades

de grupo.

Teorema 3.2 Sea t € IR, definimos:
TH:Pf — P
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\
e P

(T e,

entonces{T (1)}, . satisface los siguientes enunciados:

1.T(0) =1

telR

/
2. T(f) es - lineal y continua V't e IR. Esto es, para cada te IR, sif, L f
/

entonces T (h)f, L T (Hf.

S.T(t+n=T({H° TVt relR.

/
4. T(0f -2 feuando t— 0, vfe P.

Esto es, para todo f € P fijado, se cumple:
T, g > <f,Y>cuandot—0,vPeP.

Prueba.- Primero debemos probar que T () esta bien definida para todo t € IR. En
efecto, sea fe P/ entonces f e Si(2). Luego, de (3.3) tenemos

(fk)e ) e §'(2);

tomando la transformada inversa de Fourier, obtenemos

[( (k)e ik t)kez} cP, VteR.

=T(t)f
Esto es, T (f) esta bien definida para todo ¢t € IR.
1. Facilmente obtenemos:

\2

- [(A(k))kez}v = mv =f, YfeP.

T0)f = [(Fwe ), ,

2. Seate IR, probaremos que T (f) : P — P es ¢ -lineal. En efecto, sean ae ¢,
($, W) € P x P, tenemos

- [( # ad(k) zﬁ(k-n)kgz}v
= {a( *wkzté )k€Z+ (e—z‘“wtqﬁ(k))kez]v

= al(emaw),,) - (i),
— aT()6+T()0 .

\%
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Ahora, para t € IR probaremos que T (f) : P — P/ es continua. Esto es, si fni f

probaremos que T(t)fnL T(Hf.

N nS o
Sabemos que si f —— fentonces f, — f,i.e.

A A
<f,B>><f,B > cuandon— +o,vB e 52 .

A A
<f -f, B> 0,cuando n— +», v e §2) . (3.19)

Queremos probar que:
<T(Bf, b >><T(Hf, p >cuando n — +» , v e P.

Asi, sea te IRfijoy Y € P, usando la identidad de Parseval generalizada, obtenemos

las siguientes igualdades

<TW)fu,b > = < :(ﬁ(k)e*i“’“zt)kez]v.,q/; >

= 2 < (k) ™) 0> (3.20)

keZ

<TWf > = < :(f(k)e*wsz)kez}v.,zp >

= 2 < (f(k)e ™) 0> (3.21)

kez’
De (3.20) y (3.21) obtenemos

— o {< (Falk)e ™) > = < (Fkye ™) >}

keZ

zw{ > Rk i) — Y f(k)e-w%?(k)}

k=—00 k=—o0
+too . L e
=2 Y {falk) = f(k)}e " 0(k) — 0
k=00 —_—

Bri=

cuando n — +, desde que B = (B,),., € S(£) y puesto que vale (3.19), esto es <

A A
f,—f,  >— 0 cuando n — +».

3. Seant, re IR0}, probaremos que T (f) > T(r) = T (t+ r). En efecto, sea ¢ € P,
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T(e+n)0 = [(@wemee) )
= {(q@(k.)emk%,ewle%)kez]v_ (3.22)

NN
Como ¢ € P, usando (3.3) tenemos que

(B(k)e ™), €5'(2), WreR. (3.23)
Luego, tomando la transformada inversa de Fourier obtenemos:

n ipk?r v ’
[((Z)(k)e"‘ K )kez eP, VreR.

Asi, definimos:

gr = [(a(k‘)e*i“kzr) ! eP.

ktZ]

Esto es,

g,=T(0N¢. (3.24)
Tomando la transformada de Fourier a g. conseguimos:

G- = (G(k)e ")

kez

esto es
G(k) = d(k)e ¥ ke Z. (3.25)

Usando (3.25) en (3.22) y de (3.24) tenemos:

Tt+no = |(@0e ™), | er
= T(t)gr
= T)(T(r)o)
— [T()eT(M)(6), Vt.re R—1{0}.
Asi,
T(t+n=T()T(A, vt re IR-{0}. (3.26)

Si t=0 o0 r=0 entonces la igualdad (3.26) también es verdadera. En efecto, si
t=0 tenemos

TO+n=TN=1-TAH=TQ)eT().
Asi, con esto concluimos la prueba de

T{H+n=T(eT(n, vt relR. (3.27)

4. Sea fe P, probaremos que:
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/
T(f £ feuando t— 0 .
Esto es, probaremos que:
<T(Hf, ¢ >—><f, ¢ >cuandot— 0, vpe P.

En efecto, sea ¢ € P, tenemos

H = <Tt)f,p>—<f.e>
— nggnoo {< i f(k)e’i“k%qﬁk,ga > — < i F(k)bny 0 >}
k=—n k=—n

= lm < zn; F(k) (e*w’f%—1) b >

n——+4oo h——n

n—-+oo

= lim Y f(k) (e*w’fzi —1) < op,p >
k=—n

= lim 2«7 i f(k) (e_i“kgt - 1) (k)

n——+oo

= 27 jf Flk) (7 1) p(—k). (3.28)

Sea t >0, de (3.7) obtenemos

ek 1] < ikt (3.29)
Sea t <0, de (3.9) tenemos

ek — 1| < k] (3.30)
De (3.29) y (3.30) conseguimos
e — 1| < ke, Ve R. (3.31)

De (3.31) con It| < 1, tenemos:

ekt — 1] < pk?. (3.32)

Luego, usando (3.32) y que fe P, obtenemos

—+o0 E RS
7 —ipk? -~ ~
SRR e =] 13-k < Cu Y KNRI(=k)|
k=—o00 k=—occ ::7
+oo
= Cp Y V8] < oo
J=—00
pues §] € S(2).
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Usando el M-Test de Weierstrass concluimos que la serie H, converge absoluta y
uniformemente. Luego,

+oo
. -~ —~ , 71 2
lim H, = QWkZ F(k)@(—k) lim{e M1} =0 .
b=—o00 —_—
=0

Asi, hemos probado
lm <T(t)f, 0> =< f,o> .

Teorema 3.3 Para todo f € P! fijado y la familia de operadores{T (1)}
3.2, tenemos que la aplicacion

«r del Teorema

E:IR—> P
t— T(Hf
es continua en IR. Esto es,
T(t+mf L T(t) feuando h— 0, vte IR (3.33)

(es la continuidad en t).
La convergencia (3.33) nos dice que para cada t € IR fijado, vale

<T({t+hfY>——<T(OHf, P> cuandoh—0,vPeP.
Sit=0, se tiene la continuidad de € en 0, que es el item 4) del Teorema 3.2.

Prueba.- Sea t € R - {0}, fijo arbitrario v fe P/, entonces g := T (f)f € P. Usando el
/
item 4) del Teorema 3.2, tenemos que T (h)g L g cuando h — 0. Esto es

Th)(T®)f) L5 T(t)f cuando h — 0,
N e’
=[T'(h) o T(t)]f
R e
=T (h+t)f
donde usamos el item 3) del Teorema 3.2.
Observacion 3.1 Los resultados obtenidos en los Teoremas 3.2 y 3.3 también son

v'alidos para la familia de operadores {S(1)}, , definida como

Sit.r — P
;o= swre= [ w),, ]

para te IR. Su prueba es similar.
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3.3 Version del Teorema 3.1 mediante la Familia {7 (9} _,
Mejoraremos el enunciado del Teorema 3.1, usando la familia de Operadores
débilmente continuos {T ()},

Teorema 3.4 Seafe Py lafamilia de operadores{T (1)}, ,.del Teorema 3.2, definiendo

Yerm

u(t) == T())fe P/, YVt € IR, entonces u € C(IR, P)) es la Unica solucion de (P,). Ademas, u

depende continuamente de f. Esto es, dados f, fe P/ tal que f, l fimplica u (1) L

u(f), vt IR, donde u (1) := T ()f , VtE IR (i.e. u_ es solucion de (P,) con dato inicial f ).
Prueba.- La prueba es analoga a la prueba del Teorema 3.1.

Corolario 3.2 Sea f € P fijado y la familia de operadores{T (1)}, _,. del Teorema 3.4,

t€IR

entonces 3 J,T ()f, VtE IR y la aplicacion
: R — P
t — OT(t)f=ind;T(t)f
es continua en IR. Esto es,
OT(t+h)f L5 0Tw)f cuandoh —0, VtelR. (3.34)

(8.34) nos dice que para cada t € IR fijado, vale:
<dT(t+hf, ¢ >-— <dT (), ¢ >cuandoh— 0,V e P.

Prueba.- Tenemos

<OTE+h)f,o>— <oT(t)f, o>
= ip{< BTt +h)f, o> — <BT(t)f 0>}
= i< Tt +W)f." > — <TWf,¢ >} — 0

—0

cuando h — 0, debido al Teorema 3.3 con ¢ := ¢/, desde que ¢/ € P.

Corolario 3.3 Sea f € P! fijado y la familia de operadores {T ()}, _,5
entonces la solucion de (P,): u(t) .= T ()f, Vit e IR, satisface u € C'(IR, P).
Prueba.- Sale como consecuencia del Corolario 3.2.

del Teorema 3.4,

3.4 Comentarios de generalizacion

A continuacion daremos algunas importantes observaciones de generalizacion.
Observacion 3.2 Este estudio nos permite generalizar el problema (P,) y obtener
resultados de existencia de solucion en P’ para el problema:
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ue CY(R,P)
Ou—ipdfu=0 € P
u(0)=feP.

(W)

cuando m es un numero par no multiplo de cuatro. Ademas, introduciendo una

familia de operadores débilmente continuos{T (1)}, ., definidas por

telR’
Lut): P! — P
[ — Tu)f:= [(f(’f)ewlkw)kez} €r,

se consigue mejorar los resultados para (W ). Para esto podemos citar [5].
Observacion 3.3 Cuando m es par mdltiplo de cuatro, el problema (W ) también
posee solucion en P, y en este caso se debe introducir una familia de operadores débilmente

continuos{S _(1)},_,., definidas por

Sm(t): PP — P
;o= salv)f = | (Fwer)

\%
} epP,
keZ

para mejorar los resultados. Para esto, seguir ideas expuestas en esta seccidn, con-
siderando que (ik)™ = k™ para todo k € Z.
Observacion 3.4 Se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Paracadame IN se tiene que la familia{T (1)}, es ungrupo de oper- adores en

telR
Pi. Asi, nosotros usamos el caso m par no multiplo de cuatro en la observacion
3.2.

2. Paracadame IN se tiene que la familia{S (1)}_, es un grupo de operadores en

telR
Pi. Asi, nosotros usamos el caso m par multiplo de cuatro en la observacion 3.3.

CONCLUSIONES

En nuestro estudio de la ecuacion de Schrédinger en el espacio distribucional
periddico P, para el caso homogéneo (P,) hemos obtenido los siguientes resultados:

1. Probamos la existencia, unicidad y regularidad de solucion del problema (P,).
Asi también probamos la dependencia continua de la solucion respecto al dato
inicial.

2. Introducimos una familia de operadores en P: {T (1)} .y probamos que estas

telR
son lineales y débilmente continuos en P. Ademas demostramos que forman un

grupo de operadores lineales débilmente continuos en P

3. Con la familia de operadores {T (#)},_,, mejoramos el Teorema 3.1.

telR

4. En contraste a lo obtenido en P con lo que fue estudiado en H* vemos que los

per

operadores T (f) no son unitarios debido a la topologia de P.

5. Esta matematicamente enriquecido desde que generamos familias de
operadores.
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6. Tratamos su generalizacion y damos algunas observaciones.

7. Finalmente, debemos indicar que esta técnica puede ser aplicada a otras ecua-
ciones de evolucion en P'.
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ABSTRACT: In
study the regularity of the Kirchhoff plate

this work, we

equation with intermediate damping. The

intermediate damping is given by Afu,

Data de aceite: 02/08/2023

where u is the displacement of the plate,
A® = (=A)® is a strictly positive self-adjoint
operator on a complex Hilbert space for any
real value of the parameter 6, here we will
consider 8 € [0, 2]. In 2020 Vila et al. [2],
published the study of the polynomial decay
of this model considering the parameter 6
€ [0, 1). More recently, in 2021, Tebou [23]
published a study of asymptotic behavior
and regularity considering intermediary
damping, but considering 6 €[0, 2] and also
considering a new parameter that considers
the plate equations intermediate between
the Euler-Bernoulli and Kirchoff plates. Our
research, like the two previous ones, also
uses the theory of semigroups for the exis-
tence, asymptotic behavior, and regularity
of the semigroup S(f) associated with the
model, we use the good properties of the
operator -A to perform a spectral analysis
of the model and demonstrate our results in
a direct and friendly way: We show that the
semigroup S(f) associated with the model
is exponentially stable for 8 € [1, 2], we
address the study of the analytic of S(1) for
CHSH| % , 2] and that S() is not analytic
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when 6 € [0, %). In the last part of our investigation we show that for 1 < 6 <% , S(t) has
1

20—2’

the semigroup S(f) does not admit Gevrey classes. For the study of existence, stability and

Gevrey Sharp classes given by s >

it is also shown that when the parameter 6 € [0,1]

regularity, semigroup theory is used together with frequency domain techniques, multipliers,
and spectral analysis of the fractional operator A® for 8 € [0, 2] and inequality interpolation.

KEYWORDS: Asymptotic behaviour, Stability, Regularity, Gevrey Sharp-class,
Analyticity, Kirchhoff Plates.

11 INTRODUCTION

This research work studies the asymptotic behavior and the regularity of the solutions
of the following Kirchhoff plate equation: Consider Q a bounded open set of R” with smooth
boundary,

u,—vAu, + BAu + a(-A)°u,=01in Q x (0, =), (1)
satisfying the boundary conditions

u=0, Au=0 on 3> =dQ x (0, ), 2)
and the initial data

u(x, 0) = uy(x), ulx,0)=u(x) xeQ. (3)

Here, the rotational inertia coefficient y, the elasticity coefficient B and the damping
coefficient a, are positive and the exponent 0 is considered in the interval [0, 2]. The term
(=D)°u, in equation (1) sets up an intermediate dissipation which includes the frictional
damping (8 = 0), structural damping (8 = 1) and the strong or viscous damping (6 = 2).

In 2020 see [2] the study of the asymptotic behavior of the semigroup associated
to the system (1)-(3) with the fractional damping term (-A)°u, for values of the parameter
0 varying in the interval [0, 1) and show that the semigroup decays polynomially in time,
with the rate O(tﬁ) and that these rates depend on the values of the parameter 6 are
optimal. More recently in 2021, see [23] studied the plate model with fixed or articulated
boundary conditions. Rotation and damping forces involve the spectral fractional Laplacian
with powers 6 € [0, 1] and © € [0, 2], respectively for model:

Y, + (=D)°y, + ally + b(—A)5yy =0in Q x (0, ),
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for boundary conditions
(Hinged plate) y=0, Ay=0o0n X = dQ x (0, ),

or, else
(Clamped plate) y=0, dy=00nZ = dQ x (0, «),

where a and b are positive constants, 6 and d are constants with (6, d) € [0, 1] x [0,
2]. Using the frequency domain approach and the appropriate interpolation inequalities, they
show that the semigroup associated with the model is: (a) analytic for all 8 € [0, 1] and & €
[(2 + 8)2, 2], (b) is not analytic for all 8 € [0, 1]and & € (B, (2 + 8)2), (c) of the Gevrey class
a>(206)2(1-08)forall®e[0,1]and 6 <& < (2 + 8)/2. | also prove that for every admissible
value of 0, the semigroup is exponentially stable for & = 8, and only polynomially stable, with
rate O(f%), for 8 <8, when 8 > 0. In particular, in the case of the hinged plate, they
show that the polynomial decay rate is optimal. It is well-known that the semigroup of the
system (1)—(3) is exponentially stable when the damping in equation (1) is structural. There
exist many works about the stability of the solutions of plate models with some dissipative
mechanisms. A variety of plate models can be found in the books [14] and [18].

First, investigations of the controllability and stabilization of Kirchhoff Plates can
be read in the references [15, 16] and [13]. Other relevant investigations on asymptotic
behavior and regularity of Kirchoff plates can be read at [5, 17, 22]. In the last 5 years
various studies have emerged on the asymptotic behavior and regularity of coupled plate
models, thermoelastic plates with various types of damping and boundary conditions, some
of these investigations can be read at [1, 4, 9, 10, 11, 19, 20].

Our proposal here is to approach the Kirchoff plate system, making the parameter
vary for [0, 2] and using the good properties of the operator (-A)® of being self-adjoint and
positive definite for 6 € R to do spectral analysis and study the asymptotic behavior and
regularity of the system in a more didactic way than the works of [2] and [23].

This research work is organized as follows: in section 2, we present the semigroup
of the system (4)-(5) in abstract form using the operator A := —A and we show that our
model is well defined using semigroup theory. In section 3, we state and demonstrate the
main Result of this work: We start with a subsection dedicated to spectral analysis, followed
by subsections dedicated to exponential decay, analyticity, and Gevrey Sharp’s classes.
We would like to point out that the spectral analysis subsection made it possible to prove
the lack of analyticity when 6 € [0, % ), to show that for 8 € (1, % ) the determined Gevrey

classes are Sharp and also helped to show that the semigroup S(f) does not admit Gevrey
classes when 6 € [0, 1].
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21 WELL-POSEDNESS OF THE SYSTEM

In this section, we will use the semigroup theory to assure the existence and unique-
ness of strong solutions for the system (4)—(5). It is well known that the operator A = -A
defined in the space D (A) = Ff(Q) N H(Q) is a positive self-adjoint operator in the Hilbert
space L2(Q). Even more, this operator has compact inverse. Using this notation for the
operator —A the system (1)-(3) can be written in the following abstract setting

u,+ YAu, + BA%u + aA®u, =0, (4)
satisfying the initial conditions
u(0) = u,, u(0) = u,. (5)

It is important recalling that as A, is a positive self-adjoint operator with compact
inverse in the Hilbert space ® (A% := L3(Q). Then the operator A® is self-adjoint, positive for
8 € R and the embedding

D (A0 D(A%),

is compact for 6, > 8,. Here, the norm in the space D (A°) is given by llull 5,6 ) =
[IA®ull, where lI-ll denotes the norm of the Hilbert space %) (A°). More details about fractional
operators can be found in [6]. Note that,

(I +~A): D(A?) — D(A77),
vi— (I +~vAp

1
is an isometrical bijection when the norm of H [(Q) = D (A?®) is given by

2 _ 2 1 2
II2 3, = Nl + 1430

1
Indeed, one has: 1Vllg 43, = I(1 =7 A)vll5 -y Vo eD(A2).

Taking the duality product between equation(4) and v, and using advantage of the
self-adjointness of the powers of the operator A and using the identity v = u, for every
solution of the system (4)-(5) the total energy ¢ : R*—R* is given in the t by

1 1
€t) = [ol* + | A2o* + 5| Au|® (6)

and satisfies
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%@(t) = —a||AT0|? for 0<O<2. (7)

Now, if we consider the vector U (1) = (u, u) = (u, v), then the system (4)-(5) can be
written in an abstract framework as

d
ZU() =BU(), U(0) = U, (8)

where U, = (u,, u,), U= (u, v) and the operator B: D(B) C X — Xis given by
BU = (U., —(I +~vA)YBAu + aA%}), 9)
for U= (u, v). This operator will be defined in a suitable subspace of the phase space
X = D(A) x D(A?),
where the inner product is defined by
(U1, Up)x := (v1, 0) + Y(A201, A05) + B(Auy, Auy),

for U =(u, v), i=1,2. Here, (-, -) on the right side of this equation denotes the inner

product in the space ©(A°. With theses considerations, the domain of the operator B is
defined by

DB) ={UecX: veDA), uE@(A%)}. (10)

To show that the operator B is the generator of a C -semigroup, we invoke a result
from Liu-Zheng’ [18].

Theorem 1 (see Theorem 1.2.4 in [18]) Let B be a linear operator with domain
(B) dense in a Hilbert space X. If B is dissipative and 0 € p(B), the resolvent set of B, then
B is the generator of a C -semigroup of contractions on X.

Proof: Let us see that the operator B given in (9) satisfies the conditions of this
theorem. Clearly, we see that ®(B) is dense in X. Taking the inner product of BU with U,
we have

Re(BU,U)x = —a||ATo|2 <0, YVUEDB) and 0<60<2 (1)

then, the operator B is dissipative. To complete the conditions of the above theorem, it
remains to show that 0 € p(B). Therefore we must show that (0/ - B)~' exists and is bounded
in X. We will first prove that (0/ — B)~" exists, then it must be proved that B is bijective. Here
we are going to affirm that B is surjective, then for all F= (', f2)7 € X the stationary problem
BU = F has a solution for U = (u, v)7 € ®(B). From definition of the operator B in (9), this

system can be written as
v=/"€D(A)  and  BAu=—aA’f' —(I+~A)f* €D(A%). (12)

From these equations, this problem can be placed in a variational formulation: u e
D (A) and we write the second equation of (12) in a variational form, using the sesquilinear
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form b:

b (u, n) =(h, n) (13)

where h=-aA%f' — (I + YA)f2 e D(A") and the sesquilinear form b is given by

b (u, n) = BAu, n). (14)

as D(A) [ @(A% YO DA [0 D(A 2 ) [0 D (A, this sesquilinear form is coercive in
the space ©(A). As h e D(A™") from Lax-Milgram’s Lemma the variational form has unique
solution u e D (A) and it satisfies (12), such that (13) is verify for n € ©(A). From (14) and
for alln € ©(A), we have

B(A2u, n) = (—aA®f' — (I + YA)f2t, n), VYn e D(A) (15)
then
BA2u = —aA®f' — (I + YA)f2in D(AT). (16)

(16) is solution in the weak sense. From F = (f*, f2)7 e X then (/ + YA)f2 e D(A" 7))
and 0 <0 <2, we have

DA% [ DA% [ D(A) [ D(A T ), from (16), we have
1

w=g|—ad I - (A7 AT i DR, (17)

From first equation of (12), we have
v="F'e D(A) (18)

therefore, U = (u, v) € D(B).
The injectivity of B follows from the uniqueness given by the Lemma of Lax- Milgram’s.
It remains to show that B-" is a bounded operator. From equations (17) and (18), we get

1 2
112 = 171 + 1A% £12 + 5“% [ a4 ";/Al)fﬂ

2 2

2
< AP + ClAF P + CHA“J” + OHA“ﬁ (19)

4 CHAlfQ

Using continuous embedding ®(A) 0 D(A*") 0D (A"),1=26-1=-1 and %z -1,
D(A7)[] D(A) then
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2 2

2
+C

nw&sqpﬂ s

+CHA%f2

therefore, of definition of the norm [JF [J,, we get
1% = IB™'FI% < CIF|%-

Therefore B-" is bounded. So we come to the end of the proof of this theorem.
As a consequence of the previous Theorem 1, we obtain
Theorem 2 Given U, e H there exists a unique weak solution U to the problem (8)
satisfying
Ue C ([0, +), X).
Futhermore, if U, € D (BK), k € N, then the solution U of (8) satisfies

k
U e ()C"([0,+c),D(B).
J=0
Theorem 3 (Lions’ Interpolation) Let a <3 <y. The there exists a constant L = L(qa,
B, y) such that

1A% < L)) A%u| 3= - || AVu) 7=

for every u € D (AY)
Proof: See Theorem 5.34 [6]

Theorem 4 (Hilla-Yosida) A linear (unbounded) operator B is the infinitesimal
generator of a C, — semigroup of contractions S(1), t= 0, if and only if
I.  Bisclosedand ©(B) = X,

Il.  the resolvent set p(B) of B contains R+ and for every A\ >0,

B 1
IO =B) o) < %

Proof: See [8].
31 STABILITY AND REGULARITY

3.1 Spectral Analysis of the fractional operator A® for 8 < [0, 2]

Since A is a positive self-adjoint operator with compact resolvent, its spectrum
is constituted by positive eigenvalues ¢, n € N, with ¢ —. Let us denote by (e ) the
corresponding eigenvectors, that is
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Ae =¢e,neNandAe =qe, reR.

We consider F, = (0, —€) € X where é=—<2—, then the solution U = (u, v) of the
[AZen]

system (iAl - B)U = F, satisfies the following conditions:
v=iAuand iAv + (I + YA {BA%u + aA®v} = -&.

By substituting the first identity and applying the operator (/ + yA) in the second
equation, we obtain

N(l+ yA)u - BA?u — iaAAPu = (1 + yA)€.

Now, we are going to look for by solutions of the form u = n & for some complex
number 1. Therefore, the coefficient n must satisfy the equation

A2(1+~A ( L) _ A2< Cn )—m)\A"( 97")
U\ natan) ~ 7 i b

e
= (T +~yA)| —2— |,
( ’)(nAéenn)

equivalent

{m} {)\2(1 +vA)(ne,) — BA%(ne,) — i(yx\Ag('l/en)]

- [+,

4%e,|
Then
AL+ 30n)n — Benn — iakénn = (1+76,). (21)
Solving this equation we have
L +¢n
= . 22
1= N+ 10) — B0 — 1A 2
In this point, taking
2
U P 23
" Tt (23)
using (23) in (22), we obtain
1+,
=n = . 24
=0 (24)
If we introduce the notation x = y meaning "h_>r£10 M is a positive real number, then

from (23) and (24) we can assert that IA | = I | 3 and In,| = I\ 1129,
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Therefore, if U = (u,, v) is the solution of the system (iA_ - A)U, = F , we obtain
A5l = [n AZuall = Al [ A30l] 2 KA,

for some K >0 and n large enough. From this estimative, we conclude that

Unllx > 7| A20,]| > A K A2 for 0<6<2 (25)

3.2 Exponential decay of the semigroup S(f) = e® for 0 < [1, 2]

In this section, we will study the asymptotic behavior of the semigroup of the
system (4)-(5). We will use the following spectral characterization of exponential stability of
semigroups due to Gearhart[7](Theorem 1.3.2 book of Liu-Zheng [18]).

Theorem 5 (see [18]) Let S(f) = e® be a C,-semigroup of contractions on a Hilbert
space X. Then S(t) is exponentially stable if and only if

p(B) 2{iM ER}= R (26)
and
limsup || (iA] —B) ™| zo0) < 00 (27)
|A]—=o0
holds.

Remark 6 Note that to show the condition (27) it is enough to show that: Let d > 0.
There exists a constant C, >0 such that the solutions of the system (4)- (5) for I\l > 8, satisfy
the inequality

OuO, < C,OF0, for1<6=<2. (28)

In view this Theorem 5, we will try to obtain some estimates for the solution U = (u,
v) € D (B) of the system

(iAl-B)U=F (29)
where F = (f, g) € X. This system, written in components, reads
iAu—-v="fin D(A) (30)
1
A+ YA)V + BA%2u + aA®v = (I + YA)g in D (A?) (31)

From (11), we have the first estimate
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aJATVI = Re[J(iAl - B)U, U, = Re[lF, U, <0F 0,0V, (32)

Next, we show some lemmas that will lead us to the proof of the main theorem of
this section.

Lemma 7 Letd >0. There exists C, >0 such that the solutions of the system

(4)-(5) for I\l >0, satisfy

@) NAu]* < CillFlxUllx  for  1<0<2 (33)
(i) I?+AlA%)? < CollFlallUllx  for  1<6<2. (34)

Proof: (i) Taking the duality product between equation (31) and u, taking advan- tage
of the self-adjointness of the powers of the operator A, we obtain

BlAul® = (I +7A)v,idu) — (A%, u) + (I +~A)g, u)
[l + AR + (o, f) + y(Ado, AL f) —ia]| AT u]?
—alAf, A% ) 4 (g, u) + ﬂ,f(A%g., A%u). (35)
Taking real part, applying Cauchy-Schwarz inequality and norms [JF [J, and QU ,,
and estimative (32), finish proof of item (/) this lemma.
0

Proof: (ii) It is enough to observe that, if 1 <6 <2 then % < 5 . Applying continuous

immersions and estimative (32), we finish the proof of item (i) this lemma. Q

Theorem 8 The semigroup S(f) = e® is exponentially stable when the parameter
0 assumes values in the interval [1, 2].
Proof: Adding the estimates (33) and (34) of Lemma 7, we have

OuDZsCOFOOUD, for1 <8 <2. (36)

Therefore, the condition (27) for 6 € [1, 2] is verified. Next, we show the condition
(26) of Theorem 5.
Lemma 9 Let [J(B) be the resolvent set of operator B. Then

iR C [(B). (37)

Proof: Since B is the infinitesimal generator of a C,— semigroup of contractions S(1),
t= 0, from Theorem 4, B is a closed operator, and as 3 (B) has compact embedding into
the energy space X, the spectrum o(B) contains only eigenvalues. Therefore, to prove iR
C p(B) by using an argument by contradiction, so we suppose that iR/¢ p(B). As 0 € p(B)
and p(B) is open, we consider the highest positive number A, such that the ] - /A, iA[C
p(B) then iA, or —iA; is an element of the spectrum o(B). We Suppose iA, € o(B) (if —iA, €
o(B) the proceeding is similar) such that the non-trivial eigenfunction is U = (u, v) € ®(B),
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then BU = iA U, on the other hand, from the stationary equation (29) for iA; and F = 0, from
estimates (36) with F=0, we get U= 0, which is a contradiction, since U is the eigenfunction
associated with the imaginary eigenvalue iA,. Hence, iR C p(B). This completes the proof
of this lemma.

Therefore the semigroup S(f) = e® is exponentially stable for 8 € [1, 2], thus we finish
the proof of this theorem.

3.3 Regularity

The study of the regularity of the solutions of the model of this research is centralized
to study the analyticity and the existence of Gevrey classes; in the first subsection, we will
demonstrate that the semigroup S(i) is analytic when the parameter 6 assumes values in
the interval [ % , 2] we also show the lack of analyticity when 6 [0, % ), in the second part we
show that when the parameter 8 assumes values in the range (1, 3 ), S(t) supports Gevrey
Sharp classes and when 8 [0, 1], S(f) does not support Gevrey classes. Here we would like
to point out that the semigroup being analytic is more regular than only admitting Gevrey
classes. Analyticity or Gevrey Classes imply differentiability of the semigroup.

3.4 Study of Analyticity and Lack Analyticity of the semi- group S(f) = e®

In this subsection, we will show that the semigroup S(1), is analytic for the parameter
< ¢ < 2 and is not analytic when the parameter assumes values in the interval [0, %)

N

The following theorem characterizes the analyticity of the semigroups S(f).

Theorem 10 (see [18]) Let S(f) = e® be C,-semigroup of contractions on a Hilbert
space X. Suppose that

p(B) 2 {iA € R} = R. (38)

Then S(t) is analytic if and only if

limsup [ A(FA] — IB%)AHL(X) < 00, (39)

[A|—o00

holds.

3.4.1 Analyticity for 8 € [}, 2]

Theorem 11 The semigroup S(t) = e® is analytic for% <6 =<2.

Proof: From Lemma(9), (38) is verified. Therefore, it remains to prove (39), for that
it is enough to show that, let > 0. There exists a constant C, >0 such that the solutions of
the system (4)-(5) for IAl > ®, satisfy the inequality
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U ‘ 3
Wl _ o s NIUIE < ColFlllUllx < 00, for S<0<2 (40)

Al <
1F1lx

Lemma 12 Letd >0. There exists C, >0 such that the solutions of the system (4)- (5)
for INl > B, satisfy

A

() lAul® < Csl|Fl|x||Ullx  for

A

@) W[l +alabl?| < CalFkle for
Proof: (i) Using equation (30) in (31), we have
A+ yA)v + BA2U + iAaAPu — aA®f= (1 + yA)g. (43)
Applying the duality product the equation (43) with A%-®u and taking into account that

the fractional powers of the operator A are self-adjoint and using (30), we obtain

il Aul® = (1 +yA)v, A2 (ixu)) — BIIAZ ul|* + aAf, Au) + (I + 7 A)g. A u)
| AP 0% + A AT 0|2 + (A0, Af) + (A2 00, Af) — Bl AT u)?
+a(Af, Au) + (ATg, AF~0u) + y(ATg, AS ). (44)

As for 3 <8 < 2 we have 1 —9<2—es%and§—6<§—es1,taking imaginary
part in (44) and applying Cauchy-Schwarz inequality and continuous immersion, we finish
the proof of item (i) this lemma.

Proof: (i) Now, applying the duality product the equation (31) with v and taking into
account that the fractional powers of the operator A are self-adjoint and using (30), we
obtain

Aol + 1 ARIP] = =B i — f) = al| ASo]* + (1 + 7 A)g, 0)
= Bl Au|” + B(Au, Af) - allA%o|?

+{A2g, A720) + 7(Alg, Abv) (45)

finally, taking imaginary part, now applying Cauchy-Schwarz and item (i) this lemma,
we finish the proof of item (ii) this lemma.
Finally, from estimates of Lemma 12, finish to proof of theorem.

3.4.2 Lack Analyticity for 6 € [0, 3)
Multiplying by I\ | both sides gives inequality (25), we have

1 3—
Al lUnllx = Y[ AZ0, || > ’YKP‘HP » for0<0 <2.

As 3-26 >0 <=6 <2 , thenif 8 €[0, 2 ), we have I\ IJU,[J, = © when I\ | — o.
Therefore S(f) is not analytic when 6 € [0, % .
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3.5 Gevrey Sharp-class and Lack of Gevrey Class

In this subsection, we will show that the semigroup S(), has Gevrey sharp-classes
depending on the parameter 6, for parameter values in the range (1, % ) and has no Gevrey
classes when the parameter 8 assumes values in the range [0, 1].

Before exposing our results, it is useful to recall the next definition and result
presented in [3, 10] (adapted from [21], Theorem 4, p. 153]).

Definition 13 Let t = 0 be a real number. A strongly continuous semigroup S(1),
defined on a Banach space X, is of Gevrey class s >1 fort > t,, if S(1) is infinitely differentiable
for t > t, and for every compact set K C (t, ) and each y >0, there exists a constant C =
C(u, K) >0 such that

1S ()] |eee) < Cu™(R)* foralltK, n=0, 1, 2... (46)
Theorem 14 ([21]) Let S(f) be a strongly continuous and bounded semigroup on a
Hilbert space X. Suppose that the infinitesimal generator B of the semigroup S(t) satisfies
the following estimate, for some 0 <W < 1:

‘Al"lm sup [A[]|GAT = B) ™|z < 0o (47)
—00
Then S(t) is of Gevrey class s fort >0, for every s > é

3.5.1 Gevrey Sharp-Class for 6 € (1, %,

Lemma 15 Let d > 0. There exists C, >0 such that the solutions of the system
(4)-(5) for I\l >d, satisfy

3
(@) AT P < GlIFUlx for 1<6<7, (48)

- 3
(i) PIA ol < CollFllellUllx for 1<0 <3, (49)
i) WP2AR? < GFIUl for 1<6< . (50)

Proof: (i) Applying the duality product the equation (31) with A®-'u and taking into
account that the fractional powers of the operator A are self-adjoint and using (30), we
obtain

BIA™ ull = (1 + 94)0, A" iNa) = a(A(iAu = £), A1) + (1 + 7 A)g, A7)
= || AT 0|2 + || AZv||2 — ida|| AT ulf? + a(Af, A22u)
+(Abg, AP 5u) + y(ATg, AP Thu) + (v, AU F) +y(ABe, APTE ). (1)

0—1

5 <%,26 -2 <1, applying continuous

Taking real part and for 1 <6 < % we have
embedding, we obtain

1+6

1+6 ) 1 1 _1
1A ul® < Cs{l|Azol® + [ Af | Aul| + Az g]|[| Aull + || A20l|| A2 £]}.

From (32) and items i and (ii) of Lemma 7, we finish the proof of item (i) this lemma.
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Proof: (i) Applying the duality product the equation (31) with A% 3 vand taking into
account that the fractional powers of the operator A are self-adjoint and using (30), we

obtain

20—1 1+6 ]
{HA ol + ||A4v||2] _ _B(A , Ab) — ] A
+ (AT g, AP20) 4 (Adg, A1)

Taking imaginary part and applying Cauchy-Schwarz, Young inequalities and as for
1<8<3wehaveB8-1<1 applylng continuous immersions, we obtain

1+6
I

|A|[||A o A||A4zv||2]<as{||Azu

| w

+ [l A%l + [ FllxlUlx} for 1<6<5. (52)

Finally of estimative (32) and item (/) this lemma, we finish the proof of item (ii) this

lemma.
Proof: (ii)Asfor1 <6<}, we have € [ 20 ] We are going to use an interpolation

inequality Theorem 3. Since

%ng(zg;l) +a-oy,

2 for ¢=26 - 2.

using inequalities (32) and (48) we get that

Cl A" o] AZ o]0
Csl AP IE 11Ul U132

|Azv]? <
<
Therefore, we conclude the proof this item (jii).

Lemma 16 Let d >0. There exists C, >0 such that the solutions of the system
(1)-(3) for I\l > 8, satisfy

3

(@) A ull < GolIFI|Ulx for 1<0<3 (53)
3

(i) AP Aul® < l<6<3. (54)

Proof: (/) Applying the duality product to the second equation of (30) >+ and
taking into account that the fractional powers of the operator A are self-adjoint and using
(31), we obtain

20+1

A AT w2 #5700, A% + (Af, A 2y)

(4
= %( 2500, =M +vA)0 — aA% + (I +vA)g) + (Af, AT u)

203 201 d0-3 _ 1
= *IIA ol|* + H ATl - *IIA ol + 3<AQ *v, Azg)
+§<A6 Ly, AQg) + (Af, AMT u) (55)
Taking imaginary partand for 1 <6 < = we have ‘94 3 <294 <3 2 ,0-1< % and 292—_1
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< 1 applying continuous embedding and item (ii) of Lemma 15, finish the proof of item (i)
this lemma.

Proof (i) Asfor1=86<2,wehave1e[% L We are going to use an interpolation
inequality Theorem 3. Since

1:0(#> +(1—o)(1T+6)¢ for ¢ =20—2,

using inequalities (53) and (54) we get that

29+1

O A% 0|2 A5 ) 20-9)

[Aul* <
<GP HIF U2 F lle O[5

Therefore, we conclude the proof this item (ii).

Our main result in this subsection is as follows:

Theorem 17 Let S(f) = e® strongly continuos-semigroups of contractions on the
Hilbert space H, the semigroups S(1) is of Grevrey class s, for every s >555 for 6e(1,?),
such that we have the resolvent estimative:

3
limsup [A272||(iA] — B) Y| 00 < oo, for 1<6<—. (56)

|00 2

Proof: Note that the estimate
3
APTNIGAT = B) 7 Fllx = PP NIU I < Gol| Fllx for 1< 6 <3 (57)
implies the inequ\alit’y (56). Adding the estimates (50) of Lemma 15 and (54) of

1
Lemma 16 and as [A|*2[[v[* < CIAl[[AZ0]1%, finish proof this theorem.

[Gevrey Sharp-class] The Gevrey class determined above is Sharp, meaning by
“Gevrey Sharp”, the statement of the following theorem:

Theorem 18 The Gevrey class determined by the function W(6) =26 - 2 for 6 € (1,

3y is sharp, in the sense:
fO=W+08 =20=2+0,foralld,>0
suchthat0 <® <1and1 <6 < , (58)

then

1 3
s> for1 <6 <35

is not a Gevrey class of the semigroup S(t) = e®.
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Proof: We will use the results (56) of Theorem 17 and the estimative (25), for
8, >0, we have

IAJ°0U,, = 2251 U], = KIA 5 — o0, when IA | — o

Therefore ® not verify the conditions (56) of the Theorem 17 concerning class Gevrey.

Then the Gevrey classe s > %%2 for e (1, % ) the semigroup S(t) is Sharp.

3.5.2 Lack Gevrey class for 6 € [0, 1]

Finally, if there is a Gevrey class for S(f) when 6 € [0, 1], there must exist a ® € (0,
1) such that the identity

‘)\li‘m sup [An| || (A — B) Y| 2x) < 0. (59)
n|—o0

is verified. Although, multiplying both sides of the inequality (25) by IA I for ® € (0, 1)
and considering 6 € [0, 1], we have

IJ°0U. [, = KINZ20+,

Therefore, to verify (59) we must have 2 - 26 + ® = 0<==® < 0, this is absurd,
because to have Gevrey classes ® € (0, 1). Consequently the semigroup S(f) does not
admit a Gevrey class for 8 € [0, 1]. We emphasize that this was already expected from the
results of [2].
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RESUMEN: En este trabajo estudiamos
el espacio distribucional periédico L3 —
m, 1) como completamiento del espacio P
de funciones infinitamente diferenciables
y periédicas con periodo 2m. Probamos
importantes resultados y su conexion con
P(2), mediante la transformada de Fourier.
Tratamos inmersiones continuas y densas
de algunos subespacios de P.

Finalmente, damos algunos comentarios y
aplicaciones.

PALABRAS CLAVE: Transformada
de Fourier, espacio de Hilbert, espacio
distribucional periédico, inmersiones
continuas, existencia de solucion.

THE L3([- m, ]) PERIODIC
DISTRIBUTIONAL SPACE AS
COMPLETEMENT FROM P SPACE

ABSTRACT: In this work we study the
L2([- m, m]) periodic distributional space as

Data de aceite: 02/08/2023

completement from infinitely differentiable
and periodic functions P space with period
2. We prove important results and its
connection with P(2), through the Fourier
transform. We treat continuous and dense
immersions of some subspaces of P.
Finally, we give some comments and
applications.

KEYWORDS: Fourier transform, Hilbert

space, periodic distributional space,
continuous immersions, existence of
solution.

11 INTRODUCCION

En este articulo estudiaremos al
espacio distribucional periédico L2 ([-T1, 1),
como completamiento del espacio P de
las funciones infinitamente diferenciables
y periédicas con periodo 2m. Probaremos
que este espacio infinito dimensional es
un es- pacio de Hilbert. Este espacio es
importante pues al ser de Hilbert permitira
generar una familia de espacios infinito
Hilbert,
como los espacios de Sobolev periédicos:

Hper} e

lorio [1] y Santiago [8]. Estos espacios son

dimensionales de conocidos

Para visualizar esto citamos
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utiles en el analisis de existencia de solucion de ecuaciones diferenciales, citamos [1], [2],
(3], [4], [8], [6] y [9]-

Probaremos en detalle que L2([-m, 11]) estd completamente caracterizado con P(Z)
v'ia la Teor’ia de Fourier y también se obtendr’a inmersiones estrictas, continuas y densas
de algunos subespacios de P.

Como referencia para este estudio citamos a lorio [1].

Nuestro articulo esta organizado del siguiente modo. En la seccién 2, indicamos
la metodologia usada y citamos las referencias usadas. En la seccion 3, colocamos los
resultados obtenidos de nuestro estudio. Esta secciodn la dividimos en cinco subsecciones.
Asi, en la subseccion 3.1 probamos que P es normado con Il - Il, pero no completo. En la
subseccion 3.2, estudiamos las sucesiones de Cauchy en Pcon Il - Il versus convergencias en
Pi. En la subseccion 3.3, introducimos un subespacio distribucional periédico y probaremos
que este es un espacio de Hilbert. En la subseccién 3.4, estudiaremos la caracterizacion
de L%([-m, 1)) via la transformada de Fourier. En la subseccion 3.5, estudiaremos a la
distribucién Delta de Dirac e inmersiones continuas y densas de subespacios.

Finalmente, en la seccidn 4 damos las conclusiones y observaciones de este estudio.

2| METODOLOGIA

Rapidamente introduciremos algunas definiciones que seran usadas en este articulo.

Definicion 2.1 Sea

P:=Cr (-mm),

per

el espacio de las funciones f : IR — ¢ infinitamente diferenciable y periddica con
periodo 21
Ahora, introducimos lo siguiente.

Definicion 2.2 Definimos la aplicacion

d:Px P— [0, +x)
(f, 9) — df, 9),

donde

1 (= gl
w9~ 35 (P o)

k=0
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aqui, estamos denotando por f° := f y f" representa la derivada de f de orden n o

simplemente la n-ésima derivada de f. También, estamos usando IIF Il == max |F (X)I,
VFER relmal

Asi, el par (P, d) es un espacio métrico completo y ademas la métrica d no viene de
una norma.

También,

P :={T:P-- ¢lineal tal que 3y, e Py

<T,p>= lfI+I1 Un(x)p(z)da, Vo € P }
= (7).
Esto es, P es el dual topolégico de P . Asi, P es llamado el espacio de las
Distribuciones Periddicas.
Definicion 2.3 Denotamos por S(Z) al espacio de las sucesiones Rapidamente
Decrecientes (R.D.), definido por

+0o0 +0o0
S(Z) := {Cx (ap)pez , an €T’/ Z lok| < ooy Z || |k|" < o0, ¥R > 1}

k=—c0 k=—00
y S/ (Z) es el espacio de las sucesiones de Crecimiento Lento (C.L.), definido por
S (Z) ={a=(a) a,eZ/3C>0,3NEINconla]) <Ck", vk=0}.

kez’

Para ver propiedades de P, P, S(Z) y S/(Z) citamos [1].

31 PRINCIPALES RESULTADOS

Sabemos que P es un espacio métrico completo. A seguir veremos que este espacio
vectorial llega a ser normado pero no completo. Asi, determinaremos el espacio completo
donde se sumerge de modo denso.

3.1 Pes normado con Il - ll, pero no completo

Definicion 3.1 Definimos la siguiente aplicacion:
-2 : P — IR

f—Ifll, = {/ilf(x)zdxr

que esta bien definida desde que f & C([-m, 1]) y ademas satisface:
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12 = / (@) de
2 T
< i @) [
s

Asi, hemos probado:
IIfllzsx/2nllfIIm,Vf€ P. (3.1)

Proposicion 3.1 La aplicacion |l - I, satisface en P:
1.l9l,=0, Vo E P.
2. lagll, =ldlllgl,, Vo E PyVace ¢ .
3. ¢ =0 siy solo sillgll, = 0.

Prueba.- En efecto, la aplicacion Il - I, satisface:
1. Esto se obtiene desde que l¢l? = 0 y la integral mantiene la desigualdad.
2. Se consigue esto debido a la linealidad de la integral.

3. Es evidente que si ¢ = 0 entonces llgll, = 0. Ahora, probaremos que si llgll, =0
entonces ¢ = 0. En efecto, si llgll,= 0 entonces ffﬂlgo(x)l2dx= 0ycomo lpl?2=0
y continua, obtenemos lo(x)I2 =0, Vx € [-r, ], i.e. ¢(x) =0, VX E [-r, 1, i.e. ¢
=0enP.

Proposicion 3.2 (La Desigualdad de Holder) Si ¢, ¢ € P entonces

T

fiﬂ_ lo(x)w(x)! dx < gl liyll, . (3.2)

Prueba.- Si ¢ =0 0 ¢ =0, se cumple (3.2). Supongamos que ligll, >0y llyll, > 0.
b2

2
Usando que ab < % + 5 tenemos

o) [¢(x)]
lpll2 - [l21]2

@) | 1)
— — . 3.3
2 [z T2 o2 (3.3)

Integrando la desigualdad (3.3), obtenemos

IA

1 " 1 .
|¢|2|¢||2/ lp(@)(a)lde < 51451 = 0. (3.4)
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De (3.4) se concluye.
Proposicion 3.3 (La Desigualdad de Minkowski)

lp + @il < llgll, + Iyl , Vo, g€ P. (3.5)

Prueba.- Si¢ =00 ¢ =0, se cumple (3.5). Supongamos que @ #0y ¢ = 0. Seax €
[-r, i, usando la desigualdad triangular del modulo tenemos

lp(x) + Y(x)I? =1o(x) + Y)l(x) + Yx)
={lo()I + 1P Ho(x) + Yx)
=lo(x)llo(x) + Y) + lw)le(x) + Yx)! . (3.6)

Integrando (3.6) y usando la desigualdad de Holder en los dos términos del lado
derecho de (3.6) tenemos

A

[ +e@ra < [ e@lew +e@lde+ 1@l + o) s

—T ™

< Alellalle + ¢l + 14 ll2lle + 2l
{lella + ¢ ll2} e + ¢l (3.7)

A

De (3.7) se tiene Esto es,

o + gliz2 <{ligl, + Il e + Y, .
Esto es,

o + ¢, (g + Ylil, - {llgll, + llyl}) <0,
de donde concluimos llg + yll, — {ligll, + llgll,} < 0.

Proposicién 3.4 Se satisface llgll, - Iyll,| <llp - yl,, Vo, g € P,
Prueba.- Sale de usar la desigualdad de Minkowski.

Proposicion 3.5 La aplicacion |l - I, es una norma en el ¢ - espacio vectorial P.
Prueba.- Se sigue de la Proposiciéon 3.1 y desigualdad de Minkowski: Proposicion 3.3.

Asi, hemos probado que (P, Il - II) es un ¢ - espacio normado.
Proposicion 3.6 E/ espacio normado (P, Il - Il) no es completo.
Prueba.- Aqui, evidenciamos a una sucesion de Cauchy en P con norma ll - Il,, que

no es convergente en P . Para esto, definimos la funcion
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1 O<zx<m
H(z):=< 0 T<z<2m
H(x+2m)=H(x), Yre R.
Se observa que H es periddica y de periodo 2rty que H no es continua en {kr}, _Z.
Asi, H¢ Cpe,([—rt, ), y por consiguiente H& P.

Ahora, a partir de H definimos T,

<Tg,¢ >::/ H(z)p(x)dx :/ o(x)dx, Yo e P.
-7 0

Evidentemente T, : P — ¢ es ¢ -lineal, desde que la integral es lineal.
Para cada n € IN, definimos:

1 —nx
o—rzel 0<z<i
1 l<a<r
—1
/ - —1 —
) = S B ¢y
’Wn( ) eT=n(@=—m° T<r<T +%
0 7r+%§113§27T

Yoz +2m) =y (x), Voe R.

Asi, Y satisface:
1.9 €EP,v EIN.
2.0=y,(x) =1, vxe IR
3. Y, (x) — H(x) cuando n — +, vx € IR.

4. Jlim_J" wn (9p(ax= [ ebod.

' P
5T EPYyTY, —> T,
Ahora, nos interesa probar que
lly, — Hll, — 0 cuando n — + . (3.8)

Antes de probar (3.8) queremos indicar que de (3.8) se deducen rapidamente:
1. La sucesion (g,) es de Cauchy en Pcon norma ll - L.

2 psy M2 pep

B.TeLlX([-mm)yy, & T,, donde el espacio (L*([-m, 1), Ill - lll,) ser& introducido

mas adelante.
Ahora demostraremos (3.8):
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lon— HIE = j () — H()[ de
7f7r+% %
— / d$+/
T 0
1

—Tto n
< ] d:c+4/ dr — 0+0=0
- 0

i

—1 2

en(z—m

2
dx

—1
__le I—nz

—1
eT—nle—m) ere -1

cuando n — +%,

Observacion 3.1 Los resultados obtenidos: desigualdad (3.1), Proposiciones: 3.1,
3.2, 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 son también validos en C__([-T1, 11]).

per

3.2 Sucesiones de Cauchy en P versus convergencias en P

Lema 3.1 Si (¢,) es una sucesion de Cauchy en P con la norma ll - Il,. Entonces 3af€
P tal que o, i) fecuandon — +» (i.e. < Tqm, ¢ >—><f, ¢ >cuando n— +», Yo € P), donde
< T(pn, @ >= f :r @ (x)o(x) dx.

Prueba.- Como ¢_ € P entonces Twn € Pi. Sea ¢ € P arbitrario, afirmamos que (<
Tqm, @ >)7_, es una sucesion de Cauchy en ¢. En efecto, usando la Desigualdad de Holder

tenemos
| <Top> — <Tpmrg>| = \/ (oul@) — m(2))pl) da
< [ lene) = pm(@llota)| s
< Nlon = gmllallellz — 0 (3.9)

cuando n, m — +». Desde que ¢ es completo, la sucesion (< TW,, @ >, es
convergente para cada ¢ € P, luego

Hnl—l}foo <T,,,op>=4&,.
Definimos

f:P > (¢
(p—><f,(p>:=xw.

Afirmamos que f€ P. En efecto, como fue definida vale:

s

<f,op>=X,= lim <T, ¢>= lim on(r)p(r) de. (3.10)
n—-+00 Nn——400 o
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Resta probar que fes ¢ -lineal. En efecto, sean ¢, y @, elementos arbitrarios de Py
a € ¢, tenemos

<fpptapy> = lim <T, ., ¢+ apy >

n—+oo

= Jlim (< T, 1> +a <Tp, 2 >}

= X, +ad,

= < f,o1> 4o < foa> .

Proposicién 3.7 Sean (¢,) y (@) sucesiones de Cauchy en P con la norma I - Il,.
Entonces son equivalentes los siguientes enunciados:

Pl P/
1. @ —— fyy —— fcuandon— +.

2. o, —yl,— 0 cuando n — +.

Prueba.- Primero probaremos que 2) implia 1). De la hipbtesis, tenemos que

, P’
ife Ptalque ¢, — f

/!
dge P/'talquelpi)g,

P/
luego ¢, — ¢, — f— g. Asi, probaremos que = g. Esto es, basta demostrar que

P/
Q. -¢ —>0(i.e.<@ - ¢, o> 0cuando n — +). En efecto, usando la Desigualdad
de Hélder tenemos

< pn =g > | = \ [ o) = vt o

IA

[ lon@) —va@liota) az
ll¢n — ¥nll2llell2 — 0

IN

cuando n — +%,
Asi,<f-g,¢>=0,Vp € P.Esto es, f= gen P. Reciprocamente, sabemos que
Ife Pital que .

Pl
o, — f(i.e.<@,p>><f¢>VoEP)
/

Yy —flie. <y, g>-><f, P> VYeEP)

Ahora, definimos
6, =9 -y eP.

n
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Pl
Afirmamos que 6, — 0 (i.e. Vo€ P, <6, ¢ >— 0 cuando n — +). En efecto,
esto es evidente pues

l<6,0>l=l<@ -y, @>I
=l<@,o>-<y,p>x<f p>I
sl<p,p>-<fo>l+l<fop>-<¢,9p>1—-0+0=0

cuando n — +%,
También, afirmamos que (6,) es una sucesion de Cauchy con la norma Il - Il,. En
efecto,

16, -6 Il,=lp - ¢ — (¢, - ),
<lg,- @l +ly, —@l,—>0+0=0

cuando n, m — +.

Ahora, como la sucesion (6 ) es de Cauchy con la norma Il - Il, tenemos
dadoe>0,3INe INtalquell -6 Il<e,Vn, m=N. (3.11)
Sea m = N, usando la desigualdad de Hélder obtenemos

05 0ml} = [ on(Ta o

tis

| o) @at) - Bl d b [ bl o

™

V —))dr—l—/nb"m ()8, (x) dz

oo |
< f0lla0m — Oull2 + / ()0 ()
< €][0nl]2 + ‘/:r O ()0, (x) dx

€lOmlla + | < Ons O > |- (3.12)

Fijando el my haciendo tender n al infinito, de la primera afirmacion obtenemos que
<6, (X> tiende a cero y por consiguiente | <8, €>I también tiende a cero. Asi, de (3.12)
tenemos
e Iz <elb ll,, vVm=N.

e e l,-e <0.
Entonces 116 |, - € <0, i.e. Dado € >0, 16 _|l, <€ paratodo m= N, esto nos permite
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. [Ill2
concluir que 8, —— 0 cuando m — +.

3.3 L%([-m, n]) es un espacio de Hilbert

Ahora introducimos el siguiente conjunto en P'.

Definicion 3.2 /
P
L*([-mr, i) :={f€ P, A(p,) sucesion de Cauchy en Pconl -,y ¢ ——f}C P

Proposicion 3.8 L?([-m, 1)) es un ¢ - espacio vectorial.

Prueba.- En efecto, sean f, g € L3([-m, 1), probaremos que f+ g € L3([-1, 11]) y que
af € L¥([-m, n]) Ya € ¢ . Asi, tenemos que

P/
J(e,) sucesion de Cauchy en Pcon lanormall -1,y ¢, — f (3.13)
3(y,) sucesion de Cauchy en Pconlanormal -y ¢y — g. (3.14)

Usando la desigualdad triangular de Il - Il, obtenemos

(o, +y) (o, +y)l,<llp —q I+l —yl,

y haciendo n, m — +o tenemos que (¢, + ¢ ), es una sucesion de Cauchy en P con
Il 1I,. También, como

<T,,¢><fo>vpeP (3.15)
<Twn,<p>—><g,<p>, Yoe P (3.16)
entonces

<Tpniinrp > = < T + Ty 0>

= <T§0n7sﬁ> + <T77/)717(P>
! !
<fig>+<ge>=<f+g.p>

cuando n — + =, v € P. Esto es,

®,+ ([/ni> f+g.
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Facilmente, para a € ¢ la sucesion (a,,), es de Cauchy en Pcon Il - I, pues

lap, - ap I, =lalllg, - @I,

y haciendo n, m — +o tenemos que (a,,), es una sucesion de Cauchy en P con
norma Il - II,.

También,

<T ,p>=<al ,p>=a<T ,p>> a<f,o>=<af, >

apn’ on’ on’

cuando n— +» , Yp € P. Esto es,
Pl
awn—>af, Yae¢.

Proposicién 3.9 Si(¢,) es una sucesion de Cauchy en P con |l - Il, entonces
3 Hm lenl]s-

Prueba.- Como

g I, - g Il < llp — @I,

entonces (llg |l,), es una sucesion de Cauchy en ¢ y desde que ¢ es completo se
tiene que la sucesion (lig Il) es convergente.

Observacion 3.2 La proposicion 3.9 también es valida para sucesiones de Cauchy

en Cpe,([—n, ) conll - I,

Proposicion 3.10 Si (¢ ) y (¢ ) son sucesiones de Cauchy en P con ll-ll, entonces

s

3 lim on(T)p(z) dx .

n—-+oo

Prueba.- Usando la desigualdad de Hélder y la proposicion 3.9, tenemos

[ e [ gt

_ ‘ [ @Gl B + () — )

< ‘[ () (Yn(2) — ¥m(x)) d2| + ‘[ (n() — pm())m(z) dx
< Nlenll2lltn = Cmll2 + llen — omll2lltmll2
< Cilltn — Umlla + Callon — @mlla — 0
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cuando n, m — +o; luego (f:r On()thn( )dx) es una sucesion de Cauchy en ¢, y

desde que ¢ es completo se tiene que la sucesion (f:T On(T)n(z )dw) es convergente
eng.
La siguiente observacion es una consecuencia inmediata de la proposicion 3.10.
Observacion 3.3 Si f, g e L¥[-m, ) (i.e. A(@,) sucesion de Cauchy en P con II- I,
verificando ¢, L fy 3(y,) sucesion de Cauchy en P con - |, satisfaciendo Y N a),

entonces

3 11'141_1 / on(x),(x) da

Proposmon 3.11 Sif, g e L*([-mr, ) (i.e. 3(p,) sucesion de Cauchy en P con II- I,
verificando ¢, iy y A(y,) sucesion de Cauchy en P con |l - I, satisfaciendo L, g),
entonces

lim cpn( Y (z)de = lim on(x)vx () dx .

n—-+00 n—-+oo J_
siempre que @x L fyp: F, g, con (@x) y (U3 sucesiones de Cauchy en P con
-1, . Asi,
"El valor del limite es independiente de la sucesion de Cauchy considerada”.

Prueba.- En efecto, usando la desigualdad de Hélder, la acotacion de las sucesiones
de Cauchy en Il - Il y las proposiciones 3.9 y 3.7, obtenemos

UW enl)n(w) dr ~ / (@)U () de
N ‘/Z {Qﬁn(x){m — i (x)} + {en(z) — %(I)}m} Jr

/ (@) (Gn(@) — T(a)) | + ] {onl) — o1 (2)}0a (@) da
< nlelln — lla + lon — @2llalleE]
< Cilfthn — s + Csllen — wplla — 0

<

cuando n — +%,

Ahora, estamos listos para introducir la siguiente definicion.

Definicién 3.3 Sean f, g € L¥([-m, ) (i.e. 3(p,) sucesion de Cauchy en P con Il I,
verificando ¢, L fy (g ) sucesion de Cauchy en P con |- |, satisfaciendo L g)
podemos definir

™

(f,g) = lim 3 on(2)n(x) dx .

n—-+00
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Por los resultados previos vemos que el numero (f, g) existe y es independiente de
las sucesiones de Cauchy en Pcon Il - Il,, consideradas para fy g.

Proposicion 3.12 La aplicacion (-, -) es un producto interno en el ¢ -espacio vectorial
L2([-m, ).

Prueba.- En efecto, facilmente verificamos

1.(f + M, g) = (f, 9) + N, @), VAEC, VF

v oy g € LA([-T, ).
2.(f9,+9)=(g)+(fg,), Vg, g, L[-n m).
3.(fAg) =A(f, 9), VA e ¢, Vi, ge L¥([-T, ).

También, obtenemos

O = i [ wen@

n—-—4+oo

= h,Ill / ¢71(m)¢7l(m) dx

= lim / Ua(2)pn(
= (f.9)

Ademas, se tiene

(f,f) = lim /W Pn(2)pn () do

n—-4oo —r

Y
o

n—+oo [ _

= dim [ fpu@)de

Ahora, probaremos que si f e L?([-m, 1)) con (f, f) = 0 implica f = 0. En efecto, sea

. P’
(@,) una sucesion de Cauchy en Pcon Il - I, tal que ¢, — f, tenemos

0=(f.f)= lim / lpu()Pdr = lim_eal3.

Luego, llg I, — 0 cuando n — +.
Seagpe P,
Osl<fo>l<sl<fo>-<T ,o>1+I<T , ¢>I
sl<fo>-<T, ,->I+lgl,lel,—0

cuando, n — + ©,
Asi,<f,9p>=0,Vpe P,ie.f=0en P.
A seguir probaremos que si f=0 en L2([-1, 11]) entonces (f, f) = 0. En efecto, existe

(@) sucesion de Cauchy en Pcon Il - I, tal que @, L f,i.e.
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<@,@>>0cuandon— +o,VpeP. (3.17)

Sabemos que para la sucesion (¢,) se verifica que 3 lim____llg |l, = M, por lo tanto

3lim, . lp 12 = M2, desde que lligJ12 — M2 = I(lIlg,Il, - M)(lg I, + M)l <llig,ll, — M
I(C+ M).

Afirmamos que M = 0. En efecto, dado € >0 existe N, tal que
€
o, -o,ll, < 30’ Vn,mzN,. (3.18)

De (3.17) para ¢ := @, , con N = N, fijado, existe N, >0 tal que

:|<gan.,sTN>|<§-,Vn2N1. (3.19)

\ [ et

Para n= N, := max{N,, N,}, usando (3.18) y (3.19) tenemos

o< [e@Pis = [ a@n@d

- _T
™

I e e Ey e e

< lenll2llen — @nlla + | < @n, &N > |
€ €
oL,
50 Ta €

Asi, lig 2 — 0, cuando n — +. Luego llg I, — 0, cuando n — +, i.e. M=0y (f, f)
=M2=0.

Observacion 3.4 E/ producto interno (-, ) en L3([-n, 1) induce una norma, que

denotaremos por Il - lll,, asi, en dicho espacio se tiene
141l = (£, )% =/ Tim_TipalE = lim llealla, para f € L([=m.7]),
donde (¢, ) es una sucesion de Cauchy en P con |l - Il tal que ¢, It

Previamente, antes de probar que L3([-m, 1]) es un espacio de Hilbert queremos
introducir tres importantes resultados:

Proposicion 3.13 Se verifica las siguientes inclusiones
PC C, (-1 1) C L*([-1, 1)) C P

Prueba.- En efecto, si ¢ € C__([-m, r]), entonces

per

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico Capitulo 3



P>S, () & ®. (3.20)

Afirmamos que TS"((p)LTw. En efecto,

‘ Lsn(sa)(z)w(:c) dz — / ayila) de

—T

IN

/,ﬂ 1Sn(9) (@) = p(@)ll¥ ()] de
1Su() = llall¢lla — 0 (3.21)

IA

cuando n — +%,
ASI de (3.20) y (3.21) se tiene que la sucesion (S (¢)), es de Cauchy en Pcon i - I,
y T, —>T Luego, TeL([ 1, ).

Sn(p)
Ahora, desde que la aplicacion lineal

T:C,.([-m n]) — L*([-T, 1)

per

p—T,
es inyectiva, concluimos que
2
Coll-m 1) C L2([-1, 1) .
Las otras dos inclusiones son evidentes.
Ahora, queremos rescatar lo siguiente

Observacion 3.5 La aplicacion

T:C_([-m, ) — L3([-m, m])

per

9T,
es lineal, inyectiva y continua.
Observacion 3.6 Vo € C__([-r ) vale:

i, = nl—erOO IS (@)ll, =ligll, ,

que es lo mismo decir que Il - lll, reestricto a Cpe,([—n, ) esll - I, que denotamos por

H-m,1c,, (- =1-1,,
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y por consiguiente también vale que lll - lll, reestricto a Pes |l - Il,, esto es,
m-n, i, =0-1,.

Proposicién 3.14 Sea ¢, una sucesion de Cauchy en P con la norma ll- ||, tal que

IR

o, N f, entonces ¢, —— f.
Prueba.- En efecto, sea n fijo, tenemos
N7 n-fll,:= ngrfoo IS (@) —ol,,
y tomando limite a la desigualdad:
IS (@) — oI, <IS (0)-ol,+lp, -,
cuando n, mtienden a +o, concluimos.

Proposicién 3.15 Sea ¢, una sucesion de Cauchy en P con la norma ll- |l, tal que

P’ . iy . . . . g
@, — f. Si f es una funcién (seccionalmente continua o continua, por ejemplo) periodica,

[RIE
entonces ¢, —— f.

Prueba.- En efecto, supongamos que fes continua periddica, siguiendo las ideas de
la prueba de la proposicidén 3.7 conseguiremos probarlo.

Afirmamos que ¢, - fes una sucesion de Cauchy con la norma Il - Il. En efecto,

(@, —f)=(p, —Fl,=llp —¢ I, -0

cuando n, m — +©,

Ahora como @_-— fes una sucesion de Cauchy en C__([-r, r) con la norma Il - |l

per 2
tenemos
dado € >0, 3dN€ INtal que li(p, - ) — (@, - ), <e,Vn, m=N. (3.22)
Seam= N,
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0< [lom = flI} = fj (Pm(x) = f(2))(om(x) — f(2)) dz

[ {(om(z) = f(2)) = (pn(2) = f(2))}pm(z) — f2)) dz

+ [ (onte) — £(0)) Gnle) — @)

< [ tonte) = 1001 = (enle) = ST = )
U () — () (@) — (&)

< N @m—1) = @n = Dlallom— Fla+1< on— F7m=F > |

< EH(tgmffHQJr| <‘Pn f[Pm f>‘ (3-23)

Fijando m y haciendo tender n al infinito, tenemos que <@, - f, ¢, — f >tiende a
cero y por consiguiente | <@ -1, ¢, — f >| también tiende a cero. Asi de (3.23) tenemos

0<llp, - flz2<elp, —fl,, Ym=N

ie. llp - fl(lp - fl,-¢)<O.
Entonces llp, - fll, — € <0. Esto es, dado € >0, llp_ - fll, <e Vm= N . Esto nos

II-ll2

permite cocluir que ¢ - f —— 0 cuando m — +.

Proposicion 3.16 L3([-, 11]) es un ¢- espacio de Hilbert.

Prueba.- Ya probamos que L%([-m, 1) es un ¢ - espacio vectorial con producto
interno. Ahora probaremos que L3([-T1, 1) es completo. Sea (f) una sucesion de Cauchy
en LA([-11, 1) con Il - III,.

Para cada f, existe una sucesion @__ sucesion de Cauchy en Pcon lanorma ll - Il tal

que @, —>f cuando m — +o entonces @, —> f, cuando m — +o.
Asi, dado €, = 1, existe N, tal que lllp, - flll, < ; Vm = N,. Luego escojo um m de

esa familia no acotada, denotandolo como m?y fijandolo. Ahora denoto a ¢, % como y, y

tenemos que

3y, € Ptal que IIIf, - g, lll, <1 .

Asi, procedemos, dado €= % existe N tal que Illqo 7j.III2 <% Vm= N/ Luego escojo
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um m de esa familia no acotada, denotandolo como m*; y fijandolo. Asi, es conveniente
denotar a ¢, 7como ¢, Luego, tenemos que

3y, € Ptal que llf -y, <1 (3.24)

Afirmamos que Y, es una sucesion de Cauchy en L%([-m, 1) con la norma Ill - lll,. En

efecto, usando la desigualdad triangular y la desigualdad (3.24) tenemos:

g, — 1, < g, — Fll, + 10F, ~ @l + 11F — £,

1 1
<3+E+Illl;—fklllz—>0+0+0=0 (3.25)

cuando j, k — +».
Como IIij -, = |IIij - Y lll,, usando (3.25) tenemos que Y, es una sucesion de
Cauchy en Pcon la norma Il - Il,, luego por el Lema 3.1 y la proposicion 3.14 tenemos

3fe L3(-m, 1) tal que i (3.26)

Usando (3.24) y (3.26)

E, = £l < I0F, — @ Il + g, = FII,
1
<= +lly, - fll,>0+0=0
n

cuando n — +. Asi, hemos probado que 3f € L*([-, 1) tal que f, m f.

3.4 Caracterizacion de L([-m, m]) via Fourier

Sabemos que P — . A continuacion daremos una caracterizacion de L2([-m, ),
via Fourier en P

Teorema 3.1 (Caracterizacion) La transformada de Fourier restricta a L?([-T, T]) es
biyectiva entre L2([-1i, 1)) y P(Z). Ademas:

n A
1. Denotando por S (f) := Z f (k) Dk vale
k=-—n

sty vre pen ) . (3.27)

i.e. la serie de Fourier de f es f en L2([-11, 11]) con Il - Ill,,.

2. Se satisface la Identidad de Parseval:
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+00
ez =2 S 1f(RIE = 2nifiz , Ve L2, ). (3.28)

k=—00

Ademas, (3.28) es equivalente a 3.29:
(fg=2n Y, fWgH=2nf, 2, vie (- ),  (3.29)

con (f g) =lim_ <o, Y, >, donde (¢, es una sucesion de Cauchy en Pconll -,
tal que ¢, N y también (y,) es sucesion de Cauchy en P con |l - Il, tal que ¢ x, g,y<

o, w>= [" o)) dx.
Prueba.- La prueba la hemos organizado de la siguiente forma.
Probaremos que “es sobreyectiva. Asi, sea a = (a,),.Z € F(Z), definimos

n

V(T Z ar &7 e = Z g dr ()

k=—n ¢h(1) k=—n

luego observamos que Y <€ P.
Ademas observamos que si n < m se tiene

—(n41)
Z arpdr + Z apdr = Z O + Z Q_pO_p . (330)
k=n+1 k=—m k=n+1 k=n-+1

Por otro lado, tenemos

m 2 m m
E R = < E gD, E o >

k=n+1 2 k=n+1 j=n+1

m

m
Z ag Z ;< P, Py >
N’

k=n+1 j=n+1

=2mdy;
= Z Q2T
k=n+1
= 21 ) el (3.31)
k=n41
Anélogamente, obtenemos

Z g P_i = 2 Z \a,k\? (3.32)
k=n+1 k=n+1

También como k # j, tenemos
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—(n+1) m —(n+1)

< E O P Z Ctj(fl_? = E [a%% Z Q;(Ok Qj
_,_,

k=n+1 j=—m k=n+1  j=—m
= 0. (3.33)
oo n
Ahora, como Z la,|? <o, luego la sucesion > la,? es de Cauchy en ¢ . Asi,
k=-00 k=-n

para n < m se satisface

> e = Z |@k|2 —0 (3.34)

k=—m k=—n

= X
n+1<|k|<m

cuando n, m — +,
De (3.30), (3.31), (3.32) y (3.33) tenemos para n <m,

m 2

Z ardr + Z Oéqu")fj

k=n+1 j=n+1

1t — ull3

2

=2 > ol (3.35)

n+1<[k|<m

Usando (8.34) cuando tomamos limite a la expresion (3.35) cuando n, m — +,
obtenemos que la sucesion (§ ) es de Cauchy en P con la norma Il Il,. Luego usando el
Lema 3.1 y proposicion 3.14, tenemos que

Iz

fe L3([-m, ) tal que Yy, —

A
Desde que ” es Unico en P tenemos que f= a. También, se tiene
1 ‘
f(k) = 5 < fr—k >
7T

., o
= — lim <,.0_ >

T m—-+o00

= — lim E a;¢j(x)p_p(z) dx
/( m——+00

T j=—m
m

= — lim E «; dx
27’ m—+oo J
J=—m ~ ;

270

m
= lim E ;0kj
m—+00
Jj=—m
= O

i.e. ;\ =a. Osea " L3([-m, T]) — P es sobreyectiva.

2. Ahora probaremos que si g € L*([-T, T1]) entonces é\ € P(Z). En efecto, sea g e
L2 ([ - m, 1)), entonces 3y, sucesion de Cauchy en P con norma ll - II, 2 tal que
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U N gytamblen g, & g. Asi,

1
Gk): = —<g,06_
g(k) 27r<9,@k>

1
= lim — <Ty, ok >
m——+0o0 2 Ym: Ok

= lim T¢ (k)

m——+00

= lim U),,L(]if). (3.36)

m—-+00

Aplicando la identidad de Parseval en Ptenemos
lp, -y 2= 2rill, — @ng

y usando que (y,) es de Cauchy en Pcon Il - Il,, tenemos que la sucesion (dfn) es
— 12(z
de Cauchy en /(Z). Luego Ja € P (Z) tal que v, LZ a

Como

et — U Zm Un(G)2 =l = al3 — 0

j=—

cuando m — +%, tenemos

ap= lim (k). (3.37)

m—-+00
De (3.36) y (3.37) tenemos que (k) =ak , V, € Z,i.e. § =ae 2 (2).

3. Lainyectividad de * en L?([-m, 11]) se tiene de la inyectividad de » en P'. Esto es
inmediato debido a la Identidad de Parseval Generalizado. Supongamos que

ANA
para f ge L¥[-m 1), f =g,
= —
<f-gp>=2r Y f—gk)P(—k)=0,VpeP.
k=—o00 -0
Luego f=g.

4. Luego de haber demostrado que * es biyectivo de L2([-m, 1]) en P(Z), estamos
listos para probar:

5 (f) — I ¢ yre L2([-Ty, 1) .

En efecto, Como S (f) € Py z/‘\ € P(Z) tenemos paran<m

IS, (f) - S(Fl=2n > If(kiE—0

n+1<|k|<m
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cuando n, m — +. Por lo tanto (S (f)) es una sucesion de Cauchy en P con Il Il,.

Usando el lema 3.1 y proposicion 3.14, tenemos

ds € Pital que S (f) Ls

s € L3([-m, 1)) tal que S (f) m S.

Afirmamos que §(k) = ;\(k), Vk & Z. En efecto,

1
S(k) = —<s,6_p>
m

lfIE < Sm(f), o >

LN / X i

j=-m

2
1

2
1

27

m

. oy
= m&rfmj;nm) / s

= > f()ok
Jj=—m
= Jk)
A
i.e. 8= f.Porla inyectividad de * en P (por consiguiente en L2([-m, 11])), concluimos
que s = fy por lo tanto

sy 2 g,

5. Previamente, sabemos que

> Fk)orls)

k=—n

Sul)()

n

> Fk)y

k=—n

luego

RETNE _ j%j) Sij < {_JL"'7n}
s ={ Ty stz (338)

Usando la Identidad de Parseval en Py (3.38), tenemos
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I1Su(H)1l5 = 27

2 LN

S, =27 3 1Fwe. (3.39)
k=—n

Tomando limite a la igualdad (3.39), cuando n — +%, tenemos

, 2 1) [2
Jim [[S.(AIF = lm 2w Y [F(k)

k=—n

- o i F(k))2
™ i Y |f(k)]

k=—n

i

= 27
Como S (f) I, fcuando n — +, entonces IIS, (F)Ill,— llIflll,cuando n — +c. En

consecuencia,
1S (DIl — NII£]1]3 cuando n — +oc. (3.41)
N———
=[1Sn (513

Usando (3.41) en la igualdad (3.40) obtenemos

A2
MENE=2re e,

A
6. Laequivalenciade laldentidad de Parseval con (f, g) =2n(f, g/}\), es consecuencia
de la identidad de Polaridad.

Corolario 3.1 La biyeccion lineal
ML (- ) — P (2)

es continua con inversa continua.
Prueba.- Es consecuencia de la Identidad de Parseval en L?([-m, 11]), que acabamos

de demostrar.

3.5 La Distribucion Periodica Delta de Dirac

Ahora, para

1 O<zx<m
H(z):=< 0 T<z <27
H(z+2m)=H(z), Yre R,

debemos recordar que T, € L¥([-m, m]) pero H ¢ C_([-1, T); esto nos permite

per
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deducir que la siguiente inclusion es propia

Co([-m 1) ;  L2([-T, ) .
Por otro lado, también es evidente que la siguiente inclusién es propia

PCC ([-m, 1) .

#  per

Por ejemplo, basta considerar la funcion

|| siz € (—m, 7]

flx) = { con f(z+2r) = f(z), Ve e R,

de donde se tiene que f€ Cpe,([-n, m]) pero f& P.

A seguir, introduciremos una aplicacion y probaremos que ella es una distribucion

periodica que no esta en L2([-, 11]).
Definicién 3.4 Definimos <3, ¢ >= @(x) , Vo € P.

Proposicion 3.17 La aplicacion 8 _: P — ¢ es ¢ - lineal y ademas 6 < P.
"B, es conocida como la distribuci’ on Delta de Dirac”.

Prueba.- En efecto,

<O, P+ cP>=(p+cP)(x)=@(x)+cP(x) =<0, p>+c<9d,Y>Vo, YecP,Vce
¢.

Ahora, consideremos el nucleo de Fejér de orden n,

y recordemos que este nlcleo es una identidad aproximada. Ahora, denotemos por

W ()= %Kn(x— -) € P entonces vale

Iim / U (y)e(y)dy = h':l_l (Kp#@)(x) = @(r) =<0z, >,

n—-+oo
Yo e P.
Asi tenemos que &, € P.
H
Proposicion 3.18 ¢ [*([-1, 1)), Vx € IR.
Prueba.- De la proposicion previa tenemos que 8, € P, ahora probaremos que 8,
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L[, ).

Vemos que
~ 1 1 1
0o(k) = =— <0p_p >= —¢_p(x) = —e ™, VkeZ.
(k) o Ok >= 5-¢-n(2) = 5 €
Luego
~ 1 . 1
dp(k)| = —le ™| = —  VkeZ.
Bl = ol = -, ke
Por lo tanto é\x & P(Z), desde que
Ifm zn: 162(k)|2 = 1im zn: L i i(2n+1):+oo.
n—too £~ oo £ 2m n—too 27

Asi, 8 & L2([-T1, ).
Observacion 3.7 De la proposicion 3.18, tenemos & e P/ - L*([-1, 1)), Vx € IR. Asi,
{0} P -L(-, 1) z0
Esto es, la siguiente inclusion es propia
L(-m, ) ;G P
Observacion 3.8 Resumiendo tenemos que las siguientes inclusiones son propias

. C . . C i
P G- ) ; D LAy ) 5, P

Observacion 3.9 Las siguientes inclusiones son continuas y con imagen densa re-
spectivamente.

P o P(-ma) = P
ATV ATV ALTV
S(Z) — 12(2) —  S'(Z)

En efecto, la densidad es en el sentido: todo elemento del espacio mayor es
aproximado por una sucesion de elementos del espacio menor con la topologia del espacio
mayor.

Finalmente,

Observacion 3.10 Cabe resaltar que L?([-1, 11]) es el caso s = 0 de los espacios de
Sobolev peri6dico Hf)er, donde H;e, es Hilbert para todo r € IR. Para ver esto citamos [1] y [8].
Podemos citar algunos trabajos, donde se usan los resultados obtenidos, que
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abordan problemas de existencia de solucién de algunas ecuaciones, por ejemplo [1], [4],
(5], (6] y [7].

CONCLUSIONES
En nuestro estudio del espacio L3([-T1, T]) hemos realizado lo siguiente:

1. Introducimos la aplicacion Il - Il, en Py haciendo calculos simples probamos que
es una norma en P que no es completa.

2. Para introducir el espacio L3([-T, 11]), estudiamos a las sucesiones de Cauchy
en Py lo conectamos con convergencia de sucesiones en su dual topologico:
Pi. Los resultados obtenidos nos permitieron introducir un producto interno y
probar que L2([-, 11]) es un espacio de Hilbert.

3. Probamos importantes propiedades del espacio infinito dimensional L3([-m, T1])
resaltando su conexi’on con P(Z) mediante la transformada de Fourier.

4. Estudiamos inmersiones estrictas, continuas y densas de subespacios en P.

5. Las propiedades del espacio distribucional L?([-m, T]) permiten generalizar y
generar los espacios de Sobolev periddico H;e, para todo s € IR;y aplicarlo en
el estudio de la existencia de solucion de ecuaciones diferenciales.

6. Finalmente, este estudio también es valido cuando sustituimos mpor / >0y
consideramos P:= ngr([—l, /) funciones infinitamente diferenciables y periédicas
con periodo 21.
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RESUMO: A busca por novos métodos de
ensino da matematica, é fundamental no
ambito escolar. A matematica é a ciéncia
base de varias areas do conhecimento,
portanto, a busca por maior eficiéncia no
processo de ensino se justifica. O estudo
da matematica envolve a resolugdo de
problemas e sua aplicagéo no dia a dia, e
a interdisciplinaridade com as outras areas
do conhecimento. O uso da tecnologia
potencializa as maneiras de resolugéo de
problemas, recursos, tais como: calculadora,
aplicativos da internet, software, programas
computacionais e outros. Nesta perspectiva,
a resolucado de problemas é fundamental
para o ensino da matematica, contribuir
para a resolugdo de diversas situacdes
oriundas de praticas sociais, de outras
areas do conhecimento e sua propria
estrutura, com o auxilio da tecnologia.
Utilizacdo da plataforma Arduino para o
desenvolvimento e estudo matematico.
Essa seria uma grande contribuicdo que
0 lado relacional da Matematica teria

Data de aceite: 02/08/2023

a oferecer com o desenvolvimento de
tematicas interdisciplinares. O processo de
ensino e de aprendizagem da matematica,
nao existe um caminho Unico, porém,
conhecer diversas possibilidades para o
trabalho docente € essencial ao se visar sua
pratica de maneira qualificada e alternativa,
envolvendo outras areas do conhecimento.
PALAVRAS-CHAVE: Ensino de
matematica; aprendizagem baseada em
projetos; ferramentas tecnolégicas.

ABSTRACT: The search for new methods
of teaching mathematics is fundamental in
the school environment. Mathematics is the
base science of several areas of knowledge,
therefore, the search for greater efficiency
in the teaching process is justified. The
study of mathematics involves problem
solving and its application in everyday life,
and interdisciplinarity with other areas of
knowledge. The use of technology enhances
ways of solving problems, resources such as:
calculator, internet applications, software,
computer programs and others. In this
perspective, problem solving is fundamental
for teaching mathematics, contributing to
the resolution of different situations arising
from social practices, from other areas of
knowledge and its own structure, with the
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help of technology. Use of the Arduino platform for mathematical development and study.
This would be a great contribution that the relational side of Mathematics would have to
offer with the development of interdisciplinary themes. The process of teaching and learning
mathematics, there is no single path, however, knowing different possibilities for teaching
work is essential when aiming at its practice in a qualified and alternative way, involving other
areas of knowledge.

KEYWORDS: Mathematics teaching; project-based learning; technological tools.

11 INTRODUGAO

A busca por novos métodos de ensino da matematica é fundamental no ambito

escolar, considerando que a matematica € uma ciéncia base para varias areas do
conhecimento. A matematica proporciona habilidades e conhecimentos essenciais para
o desenvolvimento cognitivo dos estudantes, além de ser fundamental para o avanco
tecnoldgico e cientifico da sociedade.

A adocgéo de métodos de ensino eficientes pode ajudar os alunos a compreender e
aplicar conceitos matematicos de forma mais significativa. Isso significa que os estudantes
podem adquirir um entendimento mais profundo dos principios matematicos e desenvolver
habilidades de resolucdo de problemas, raciocinio légico e pensamento critico (SANTOS
et. Al,, 2022).

Existem varias abordagens que podem ser exploradas para melhorar o ensino da
matematica. Alguns exemplos incluem:

- Aprendizagem ativa: Promover a participacéo ativa dos alunos em atividades
préaticas, resolucao de problemas, discussdes em grupo e projetos. Isso ajuda
os estudantes a desenvolverem habilidades de pensamento independente e a
aplicar conceitos matematicos em situa¢des do mundo real.

+ Tecnologia educacional: Utilizar recursos tecnolégicos, como softwares, apli-
cativos e plataformas online, para tornar o ensino da matematica mais interativo
e envolvente. Isso pode incluir simulagdes, jogos educacionais e ferramentas
de visualizag@o que auxiliam na compreenséo de conceitos mateméticos com-
plexos.

+  Abordagem contextualizada: Contextualizar os conceitos matematicos, rela-
cionando-os a situagdes do cotidiano, para que os alunos percebam sua rele-
vancia e apliquem-nos em contextos reais. Isso torna o aprendizado mais signi-
ficativo e ajuda a combater a percepgao de que a matematica é uma disciplina
abstrata e desconectada da realidade.

- Diferenciagao instrucional: Reconhecer as diferencas individuais dos alunos
e adaptar a abordagem de ensino para atender as suas necessidades. Isso
pode envolver a utilizacdo de estratégias diferenciadas, recursos de apoio e
avaliacdes formativas para acompanhar o progresso de cada aluno.

E importante ressaltar que os professores desempenham um papel fundamental
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na implementacao desses métodos de ensino. Eles precisam ser capacitados e apoiados
na adogcé@o de abordagens inovadoras, além de terem acesso a recursos adequados e
oportunidades de desenvolvimento profissional.

Ao buscar maior eficiéncia no processo de ensino da matematica, contribui-se para
uma formagé&o mais completa e preparando os alunos para enfrentarem os desafios do

mundo contemporaneo, que exigem habilidades matematicas cada vez mais avangadas.

21 REFERENCIAL TEORICO

2.1 INTERDICIPLINARIDE COM OUTRAS AREAS

O estudo da matematica envolve a resolucdo de problemas e sua aplicagdo em
situacoes do dia a dia. Além disso, a interdisciplinaridade com outras areas do conhecimento
€ cada vez mais valorizada, pois a matematica esta presente em diversos campos, como
ciéncias naturais, engenharia, economia, entre outros (NOE, 2021).

Os conceitos e ferramentas matematicas, como comparagdes, porcentagens,
graficos, légica, andlise, medicdes e estatistica, sdo fundamentais para compreender e
resolver problemas em diferentes contextos.

A abordagem interdisciplinar & indispensavel para explorar a relacdo entre a
matematica e outras disciplinas. Ao integrar a matematica com outras areas do conhecimento,
os alunos tém a oportunidade de aplicar conceitos matematicos em situagbes do mundo
real e compreender sua importancia pratica (CHAS, 2016).

Em ciéncias naturais, a matematica é usada para analisar dados experimentais,
realizar céalculos de probabilidade e estatistica, modelar fenémenos fisicos e entender
padroes matematicos subjacentes. Na economia, a matematica é utilizada para calcular
juros, interpretar gréaficos de demanda e oferta, analisar tendéncias e fazer previsoes.
Esses sdo apenas alguns exemplos de como a matematica se integra a outras disciplinas
(PIMENTEL, 2020).

O papel do professor de matematica como facilitador é essencial nesse processo.
Os alunos devem desenvolver habilidades de resolugéo de problemas, pensamento critico
e raciocinio légico. Além disso, o professor também podera estimular a conexao entre a
matematica e outras disciplinas, mostrando aos alunos como os conceitos matematicos
séo aplicados em diferentes contextos.

A resolucéo de problemas matematicos pode ser dividida em quatro fases:

a. Compreensao do problema: Nesta fase, os alunos devem ler atentamente o
problema, identificar os dados relevantes, compreender o que esta sendo soli-
citado e estabelecer uma compreenséao clara do problema em si.

b. Estabelecimento de um plano de resolucéo: Nessa etapa, os alunos devem
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pensar em diferentes estratégias e abordagens possiveis para resolver o pro-
blema. Isso pode envolver a identificagcdo de padrdes, 0 uso de modelos ou re-
presentacdes visuais, a decomposi¢cao do problema em partes menores, entre
outras estratégias.

c. Execucao do plano: Aqui, os alunos colocam em pratica o plano estabelecido,
realizando calculos, aplicando férmulas, manipulando equagdes, entre outras
acoes necessarias para chegar a solugao.

d. Retrospecto: Apds encontrar a solucdo, € importante que os alunos reflitam
sobre 0 processo que os levou a ela. Essa fase de retrospecto permite que eles
revisitem o caminho percorrido, analisem possiveis erros, identifiquem alternati-
vas de resolugéo e compreendam melhor os conceitos matematicos envolvidos.

Ao seguir essas fases, os alunos desenvolvem uma abordagem sistematica e
metacognitiva para a resolu¢gdo de problemas, o que os auxilia a enfrentar desafios
matematicos de forma mais eficiente e autbnoma.

Além disso, a colaboragéo entre professores de diferentes disciplinas pode ser uma
estratégia eficaz para desenvolver materiais e abordagens interdisciplinares. Compartilhar
experiéncias, recursos e ideias com outros educadores pode ajudar na criagcdo de materiais
adequados e enriquecer as praticas de ensino.

A busca por alternativas e o desenvolvimento de materiais adequados séo desafios
importantes, mas também podem abrir espacgo para a criatividade e a inovagao no ensino
da matematica. O importante é continuar explorando maneiras de integrar a matematica
em diferentes disciplinas, permitindo que os alunos entendam e apliguem conceitos
matematicos em uma variedade de contextos e promovam uma aprendizagem significativa.

O professor desempenha um papel fundamental ao orientar e apoiar os alunos em
cada uma dessas fases, promovendo discussbes em sala de aula, fornecendo feedback
adequado e incentivando a reflexdo sobre os processos utilizados. Dessa forma, os
estudantes podem aprimorar suas habilidades mateméticas e compreender a importancia
da matematica em sua vida cotidiana.

2.2 DIRETRIZES CURRICULARRES DE MATEMATICA E O USO DA
TECNOLOGIA

As Diretrizes Curriculares de Matematica enfatizam a importancia de incorporar
a histéria da matematica no ensino, utilizando problemas histéricos como base para
a compreensdo dos conceitos matematicos. Essa abordagem permite que os alunos
percebam a matematica como um campo em constante construcao e desenvolvam uma
visdo mais ampla e contextualizada da disciplina (BNCC, 2020).

O uso da tecnologia, como calculadoras, aplicativos da internet, softwares e
programas computacionais, desempenha um papel importante na potencializacdo
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das maneiras de resolugcdo de problemas. Esses recursos podem oferecer diferentes
abordagens, estratégias e representagdes visuais, facilitando a compreenséo dos conceitos
matematicos e auxiliando os alunos em sua resolugao (LIMA, 2020; MOREIRA et. al., 2021).

Ao utilizar a tecnologia, os alunos podem explorar visualizagbes interativas, realizar
calculos complexos de forma mais eficiente, experimentar e testar hipoteses, além de
terem acesso a informagdes e referéncias adicionais. Isso amplia as possibilidades de
abordagem e enriquece a experiéncia de aprendizagem, tornando-a mais envolvente e
significativa (SANTOS, 2018).

A resolucao de problemas matematicos é de fato fundamental para o ensino da
matematica, pois permite que os alunos apliquem conceitos e habilidades matematicas em
contextos reais e relevantes. Essa abordagem ajuda a desenvolver o pensamento critico,
o raciocinio légico, a capacidade de tomada de decisdes e a resolu¢do de problemas do
cotidiano.

Além disso, a resolucdo de problemas matematicos também contribui para a
interdisciplinaridade, permitindo que os alunos apliquem conceitos e métodos matematicos
em situagdes oriundas de praticas sociais e de outras areas do conhecimento. Dessa
forma, a matematica se torna uma ferramenta poderosa para a compreensao e resolugao
de desafios em diferentes campos.

A combinagcédo da histéria da matematica, resolugdo de problemas e o uso da
tecnologia proporciona uma abordagem enriquecedora para o ensino da matematica,
permitindo que os alunos compreendam conceitos de forma mais profunda, desenvolvam
habilidades de resolucéo de problemas e apreciem a relevancia da matematica em diversas
areas da vida (DEMARTINI, et. al., 2022).

2.3 O ENSINO DA MATEMATICA UTILIZANDO PROJETOS

O ensino da matematica utilizando projetos € uma abordagem pedagogica que busca
envolver os alunos de forma pratica e contextualizada, permitindo a aplicagéo dos conceitos
matematicos em situacdes reais e significativas. Essa metodologia tem se mostrado eficaz
no desenvolvimento do pensamento critico e na motivagao dos estudantes, pois os desafia
a resolver problemas reais utilizando os conceitos mateméaticos aprendidos em sala de aula
(PIMENTEL, 2020; SANTOS, 2018).

Um dos principais beneficios do ensino da matematica utilizando projetos € a
sua capacidade de tornar a aprendizagem mais concreta e conectada a realidade dos
estudantes. Os projetos permitem que os alunos se apropriem do conhecimento matematico
ao aplica-lo em situagdes reais, como calcular a area de um terreno, simular uma situagéo
financeira, analisar graficos de dados reais, entre outros. Essa abordagem ajuda a
tornar a matematica mais significativa na vida dos alunos, tornando-os mais engajados e
interessados no processo de aprendizado (PEGO, 2014; OLIVEIRA, et. al 2023).
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Além disso, o uso de projetos no ensino da matematica estimula o desenvolvimento
de habilidades como o trabalho em equipe, a comunicacgéo eficaz, a resolu¢ao de problemas
complexos e a capacidade de tomar decisdes fundamentadas. Os projetos geralmente
envolvem atividades praticas e colaborativas, o que permite aos estudantes compartilharem
ideias, discutirem solugdes e apresentarem seus resultados. Essas habilidades sé&o
essenciais para a formagéo dos alunos como cidadaos criticos e atuantes na sociedade.

Existem diversos recursos e ferramentas que podem ser utilizados no ensino da
matematica por meio de projetos. Um exemplo é a utilizacao de tecnologias como softwares
matematicos, planilhas eletrénicas e aplicativos, que auxiliam na visualizagdo e na
resolucéo de problemas complexos. Também é possivel explorar materiais manipulativos,

jogos, desafios e estudos de caso para tornar a aprendizagem mais dinamica e envolvente.

2.4 ESCALA DODECAFONICA TEMPERADA

Ao longo dos séculos, varios matematicos e musicos contribuiram para o
desenvolvimento da teoria musical e da afinacdo. A escala dodecafbnica temperada,
também conhecida como escala croméatica temperada, é o resultado dessas contribuicbes
ao longo do tempo (PEREIRA, 2013).

Embora Pitagoras seja frequentemente mencionado como um dos primeiros a
investigar as relacbes matematicas na musica, a compreensao e o refinamento da teoria
musical e da afinagéo continuaram a evoluir ao longo dos séculos. Outros matematicos e
musicos, como Aristéxeno, Euclides, Zarlino, Rameau, Euler e muitos outros, dedicaram-se
ao estudo das relagbes matematicas na musica.

No decorrer desses estudos, foi percebido que a aplicagdo rigorosa do sistema
pitagorico de afinag@o resultava em intervalos que n@o se encaixavam perfeitamente na
divisdo em 12 partes iguais da oitava. Isso levou ao desenvolvimento de abordagens de
afinacdo temperada, com o objetivo de equalizar os intervalos dentro do sistema temperado.

A escala dodecafbnica temperada, baseada nesse sistema temperado, divide a
oitava em 12 semitons iguais. Essa abordagem permite que todas as tonalidades sejam
transponiveis e executaveis em qualquer instrumento afinado de acordo com a escala
temperada.

Embora Pitagoras tenha sido um dos pioneiros na exploracdo das relagdes
matematicas na musica, a escala dodecafbnica temperada é resultado do trabalho e dos
avancos de varios matematicos e musicos ao longo dos séculos, que contribuiram para a
teoria musical e para o desenvolvimento da afinagdo (PEREIRA, 2013)..

Se na escala original de Pitagoras as notas eram em numero de sete, na cromatica,
cinco novas notas foram acrescentadas entre as originais, resultando na seguinte escala:
Do, Do#, Ré, Ré#, Mi, Fa, Fa#, Sol, Sol#, La, La#, Si, DO. Entre as notas Ré e Mi temos um
tom e entre Mi e F4, temos um semitom.
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A musica é efeito sonoro e o som é formado por ondas. O numero de ondas
repetidas em um determinado intervalo de tempo (vibra¢des por segundo) é denominado
de frequéncia e sua unidade de medida € o Hertz (Hz). A nota musical L4, referéncia na
escala cromatica, tem frequéncia de 440 Hz.

A escala cromatica é dividida em intervalos de oito notas cada, denominados de
oitavas. Cada oitava é constituida por 12 semitons. A frequéncia da extremidade superior é
o dobro da frequéncia da extremidade inferior, pois quando uma frequéncia é duplicada, a
nota permanece a mesma. Na escala cromatica, cada intervalo de meio tom é 1,059 vezes
o anterior. Esse valor foi obtido da seguinte forma: de D6 até Do, 2 para 1, temos doze
intervalos.

A relacdo entre as frequéncias das notas consecutivas na escala cromatica &
aproximadamente 1,0595.

Essa relagéo é derivada do conceito de equalizagdo dos intervalos dentro da escala
temperada. A divisdo da oitava em 12 semitons iguais implica em cada intervalo de meio
tom ser multiplicado por um fator de aproximadamente 1,0595 em relagédo ao intervalo
anterior.

Cada oitava € constituida por 12 semitons. A frequéncia da extremidade superior é
o dobro da frequéncia da extremidade inferior, pois quando uma frequéncia é duplicada, a
nota permanece a mesma.

Tal relagdo é importante para a afinidade dos instrumentos musicais e para a

transposicao e execugdo de musicas em diferentes tonalidades.

31 METODOLOGIA

A habilidade de resolver problemas é essencial para o desenvolvimento pessoal e
profissional. Neste projeto, a resolugdo de problemas pela criagdo de musicas utilizando
a légica matemética, comunicagéo efetiva e a plataforma Arduino. Envolve a capacidade
de compreender e analisar a situacdo em questao, identificar as informagdes relevantes,
avaliar hipbéteses e chegar a uma solucéo logica.

Objetivos:

+ desenvolver habilidades de resolugcdo de problemas utilizando a I6gica mate-
matica;
+ aprender a identificar informacdes relevantes e descartar informacgdes irrele-

vantes;

+ ampliar a capacidade de comunicacao efetiva para transmitir ideias e solucdes
de maneira clara e coerente;

+  criacao de musicas e efeitos sonoros;

+ fomentar a criatividade, a inovacdo e a capacidade critica diante de problemas
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diversos.

Para isso, sera necessario que os alunos dominem conceitos basicos de logica
matematica, como operagbes matematicas, expressdes booleanas, sequéncias logicas e
outras habilidades que permitam a programacéao da plataforma Arduino.

O projeto sera desenvolvido em trés fases. Na primeira fase, serdo realizados
estudos tedricos sobre légica matematica e técnicas de resolugdo de problemas, por meio
de livros, artigos e videos.

Nessa fase, os participantes deveréo desenvolver uma lista de problemas que serdo
resolvidos ao longo do projeto. O professor, apresentara a Escala Cromatica de Pitagoras

Na segunda fase, serd necessario que os alunos se comuniquem entre si que
possam organizar suas ideias, trocar experiéncias (varios alunos da sala estudam musica
Oou possuem experiencia musical, provavelmente) e avangar no processo de criagao.

Naterceirafase, os participantes deverao selecionar um dos problemas apresentados
na fase anterior para trabalhar em equipe na elaboragdo de uma solugéo utilizando as
técnicas de légica matematica e comunicacgao efetiva.

Primeira musica: “parabéns para vocé”. Cada grupo devera apresentar sua
programacao desenvolvida.

Os resultados esperados do desenvolvimento desse projeto sdo: o desenvolvimento
de habilidades em resolucéo de problemas utilizando a l6gica matematica e a comunicagéao
efetiva e programacado utilizando a plataforma Arduino, a compreensédo das etapas
necessarias para a elaboracdo de solugdes coerentes e criativas e a utilizagdo dessas
habilidades para enfrentar problemas do cotidiano de maneira mais efetiva. Além disso,
oferecer uma educagdo mais criativa e tecnoldgica aos alunos, permitindo que eles
desenvolvam suas habilidades de forma integrada e pratica.

DESENVOLVIMENTO:
Titulo do Projeto: Tocando “Parabéns pra Vocé” com Arduino e Escala Cromatica de
Pitagoras
Objetivo: Criar um dispositivo com Arduino que reproduza a melodia de “Parabéns
pra Vocé” utilizando a escala cromatica de Pitagoras.
Materiais necessarios:
+  Placa Arduino Uno
+  Buzzer piezoelétrico
+  Cabos de ligagao

Passos do projeto:
Configuragéo do hardware:
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»  Conectar o buzzer piezoelétrico ao Arduino.
Configuracéo do software:
»  Abrir a IDE do Arduino no seu computador e crie um novo projeto.
+  Definir as configuragdes de pinagem do buzzer no cédigo.
+ Importar a biblioteca necessaria para controlar o buzzer.

Implementacao do cédigo:

«  Escrever o codigo para reproduzir a melodia de “Parabéns pra Vocé” utilizando
a escala cromatica de Pitagoras.

+ Mapear as notas da melodia para as frequéncias adequadas na escala de Pi-
tagoras.

»  Utilizar a funcdo de controle do buzzer para reproduzir cada nota por um tempo
especifico.

+ Implementar a sequéncia de notas correspondente a melodia completa da mu-
sica.

Upload e teste:
+  Conectar o Arduino ao computador e faga o upload do cddigo para a placa.

+  Verificar se o buzzer piezoelétrico esta corretamente conectado.

+  Executar o projeto e ouca a melodia de “Parabéns pra Vocé” sendo tocada pela
escala cromatica de Pitagoras.

Codigo Fonte:

#define NOTE_G4 392
#define NOTE_A4 440
#define NOTE_B4 494
#define NOTE_C5 523
#define NOTE_D5 587
#define NOTE_E5 659
#define NOTE_F5 698
#define NOTE_G5 784

int melody[] ={

NOTE_G4, NOTE_G4, NOTE_A4, NOTE_G4, NOTE_C5, NOTE_B4,
NOTE_G4, NOTE_G4, NOTE_A4, NOTE_G4, NOTE_D5, NOTE_C5,
NOTE_G4, NOTE_G4, NOTE_G5, NOTE_E5, NOTE_C5, NOTE_B4, NOTE_A4,
NOTE_F5, NOTE_F5, NOTE_E5, NOTE_C5, NOTE_D5, NOTE_C5

h
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int noteDurations[] = {
4,4,8,8,8, 2,
4,4,8,8,8, 2,
4,4,8,8,8,8, 2,
4,4,8,8,8,2

3

void setup() {
}

void loop() {
for (inti = 0; i < sizeof(melody) / sizeof(melody[0]); i++) {
int noteDuration = 1000 / noteDurationsil;
tone(8, melody[i], noteDuration);
delay(noteDuration * 1.3);
noTone(8);
delay(50);

41 DISCUSSAO

A busca por novos métodos de ensino da matematica e a aplicacao interdisciplinar
séo de fato fundamentais no ambito escolar. A matematica desempenha um papel central
em varias areas do conhecimento e sua compreensao é essencial para o desenvolvimento
cognitivo dos alunos, e seu ensino deve ir além da simples memorizagdo de formulas e
procedimentos.

A abordagem interdisciplinar permite que os estudantes fagam conexdes entre a
matematica e outras disciplinas, tornando o aprendizado mais significativo. Ao relacionar
a matematica com temas transversais, como conforto térmico, energia, agronegoécio e
impactos ambientais, e até mesmo can¢des musicais 0s alunos tém a oportunidade de
ver a aplicacéo pratica dos conceitos matematicos em situagdes reais. Isso promove uma
compreensao mais profunda e ampla da matematica, além de incentivar a resolucdo de
problemas.

Além disso, a historia da matematica desempenha um papel importante no ensino
dessa disciplina. Ao introduzir problemas histéricos, os alunos podem compreender como
0s conceitos matematicos foram desenvolvidos ao longo do tempo e como a matematica

€ um campo em constante evolucdo. Isso contribui para uma visdo mais abrangente da
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matematica e estimula o pensamento critico e criativo.

A tecnologia, como a plataforma Arduino, € uma ferramenta valiosa para o ensino
da matematica. Ela proporciona recursos e possibilidades para a resolugéo de problemas,
andlise de dados e simulagbes, 0 que enriquece a experiéncia dos alunos e torna o
aprendizado mais envolvente. O uso de calculadoras, aplicativos, softwares e programas
computacionais facilita a visualizagdo e a experimentacdo de conceitos mateméticos,
possibilitando uma maior compreensao e aplicagéo pratica.

No entanto, é importante ressaltar que ndo existe um caminho Unico no processo
de ensino e aprendizagem da matematica. Cada professor, e também as escolas, devem
propor e explorar diferentes abordagens e metodologias, adaptando-as as necessidades
e caracteristicas dos alunos. O didlogo e a troca de experiéncias entre os professores séo
fundamentais para o aprimoramento da pratica docente e para a busca por alternativas que
tornem o ensino da matematica mais efetivo e significativo.

CONSIDERAGCOES FINAIS

Ao enfatizar a resolucdo de problemas e a aplicacdo préatica de projetos da
matematica no dia a dia com o uso da tecnologia, os alunos desenvolvem habilidades de
pensamento critico, criatividade e raciocinio logico.

As Diretrizes Curriculares de Matematica destacam a importancia da historia da
matematica na elaboracdo de atividades, pois isso permite aos alunos compreender 0s
conceitos matematicos como parte de um campo do conhecimento em constante evolugéo.
Além disso, 0 uso da tecnologia, como calculadoras, aplicativos, software e programas
computacionais, amplia as possibilidades de resolucdo de problemas e enriquece o
processo de ensino-aprendizagem.

A abordagem interdisciplinar da matematica € essencial, pois ela esta presente em
diversas areas do conhecimento.

O uso da plataforma Arduino no ensino da matematica é uma forma interessante de
promover a interdisciplinaridade e a aplicacéo pratica dos conceitos matematicos. Através
de projetos envolvendo a escala cromatica de Pitagoras, por exemplo, os alunos podem
explorar a relacao entre mateméatica e masica, aplicando conceitos de frequéncia, intervalos
e notas musicais.

O processo de ensino e aprendizagem da matematica requer uma abordagem
diversificada e interdisciplinar, envolvendo a resolugdo de problemas, a contextualizagéo
dos conceitos matematicos e a utilizagédo de recursos tecnoldgicos. O professor desempenha
um papel crucial como facilitador desse processo, buscando alternativas, desenvolvendo
projetos e explorando diversas metodologias para proporcionar aos alunos uma experiéncia

de aprendizagem enriquecedora e significativa.
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RESUMEN: En la investigacion se analiza
el impacto de la formacion inicial docente en
una identidad profesional para la educacion
inclusiva del profesorado en formacion y
formadores de Pedagogia en Educacion
Media en Matemética en una Universidad
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de la region del Biobio. El objetivo es
analizar sobre la mirada inclusiva que
otorgan tanto el estudiantado de la carrera,
egresados y el profesorado que la imparte.
El estudio se realiza con un enfoque
metodologico cualitativo y la recogida de
datos e informacion se sustrae por medio de
entrevistas semiestructuradas. El analisis
cualitativo se ejecuta mediante el analisis
de contenido de las entrevistas y matriz de
cruzamientos entre todos los actores. Cabe
mencionar que en este estudio participan
diez informantes claves de las cuales cuatro
pertenecen al estudiantado en formacion,
tres egresados y finalmente tres pertenecen
al profesorado. Se concluye que la inclusion
educativa no es uno de los aspectos mas
cruciales abordados en la malla curricular
de la Universidad investigada, lo que
proporciona escasas herramientas de
apoyo, para llevar a cabo metodologias que
respondan a la diversidad en el aula. Es
por esto, que la identidad docente inclusiva
del profesorado de matematicas se ve
obstaculizada por carentes aprendizajes
basados en la inclusion.

PALABRAS CLAVE: Formacion inicial
docente; Inclusibn educativa; identidad
profesional docente; necesidades
educativas especiales.
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ABSTRACT: This research analyzes the impact of initial teacher training on a professional
identity for inclusive education of teachers in training and trainers of Pedagogy in Secondary
Education in Mathematics at a University in the Biobio region. The objective is to analyze the
inclusive view given by students, graduates and the teaching staff. The study was conducted
with a qualitative methodological approach and the data and information was collected through
semi-structured interviews. The qualitative analysis was executed by means of the interview
analysis and crossover matrix. It is worth mentioning that ten key informants participate in this
study, of which four belong to the student body in formation, three graduates and finally three
belong to the teaching staff. It is concluded that educational inclusion is not one of the most
crucial aspects addressed in the curriculum of the investigated university, which provides few
support tools to carry out methodologies that respond to diversity in the classroom. Therefore,
the inclusive teaching identity of mathematics teachers is hindered by a lack of learning based
on inclusion.

KEYWORDS: Inclusive education, teacher professional identity, initial teacher training, special
educational needs. initial teacher training, special educational needs

INTRODUCCION

La identidad docente inclusiva se construye a través de la formacion, la teorizaciéon
y la practica, las cuales permiten generar experiencias enriquecedoras al docente en
cuestion.

La educacion inclusiva es un pilar comin para los sistemas educativos, y tiene como
objetivo ultimo proporcionar entornos de aprendizaje efectivos para todo el estudiantado. El
camino que ha necesitado, para lo anterior, demanda la responsabilidad de la comunidad
educativa, especialmente del profesorado, ya que ellos son los actores fundamentales para
implementar la inclusion en las aulas (Espinoza et al.,2020).

La influencia del profesorado en el logro del aprendizaje es algo ineludible. Lo
anterior, es un desafio, ya que, en los sistemas educativos confluyen alumnado con
diversas caracteristicas y necesidades educativas especiales (Espinoza et al., 2020), y
para que éstos puedan tener acceso y participacion del curriculum académico y recibir una
educacion integral, considerando su diversidad, es preciso que el docente se caracterice
por una identidad docente inclusiva en sus practicas pedagogicas de aula.

IDENTIDAD DOCENTE

La Identidad Docente (ID), para algunos autores, se basa en dos elementos
fundamentales los cuales son: el ambito personal y el ambito profesional, y, son aquellos
que se ven complementados en la practica pedagogica y en procesos reflexivos. Segun
Fingermann (2018) laidentidad es aquella que nos entrega cualidades que nos da distincion,
es decir nos distingue de otros, de forma individual o grupal. Esta se va construyendo de

forma dinamica y continua, relacionada con el contexto social, desarrollando el actuar de
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modo responsable, para ser a la vez, ejemplo y lider, comunicador, autoridad y apoyo al
estudiantado. La ID comienza a construirse desde la formacion inicial, de manera individual
y social, con las vivencias personales, colaborativas que se van adquiriendo con el paso
del tiempo en las préacticas pedagdgicas, esto quiere decir que se considera un proceso
evolutivo.

Los docentes tienen el compromiso de actualizarse de forma periddica, por los
cambios que existen en la sociedad, como en las herramientas para ensefar, metodologias
de ensenanza incorporando las tecnologias, diversificar las estrategias de ensenanza
para que todos los estudiantes puedan acceder al objetivo de aprendizaje, respetando sus
tiempos y estilos para aprender, estas son muy relevantes para la ID porque con ella se
puede observar qué tan vinculado se encuentra el docente con el proceso de ensefianza-
aprendizaje con su estudiantado.

Un eje muy importante que es participe activo del proceso de identidad docente
es la reflexion, en el cual el profesorado puede dar cuenta que esta influye en la toma
de decisiones, en su actuar de forma cotidiana, permite aprender de las experiencias
propias y de otros, mejora considerablemente en las actividades pedagdgicas e incluso
genera conciencia por cada experiencia, lo que genera un impacto positivo. Es un proceso
de construccién de si mismo profesionalmente el cual incluye el compromiso personal,
disposicion por ensefar, sin embargo, se forma en un contexto colectivo social, es decir
de la interaccion con los demas, a través de este proceso de sociabilidad los docentes

internalizan una identidad segun satisfaga sus expectativas, aprendiendo unos de otros.

INCLUSION EDUCATIVA

Si bien el concepto de educacion inclusiva es tentador de llevar a cabo, se requiere
una escala procesual para su completa aplicacion, con esto nos referimos a que si nos
adherimos totalmente a esta metodologia de educacion deberiamos haber practicado
la integracion anteriormente o como lo plantea Pamela Iturra “La reestructuracion hacia
una educacion inclusiva es aun un proceso en marcha, con distintos niveles de logro y
enfrentando diferentes desafios dependiendo del contexto cultural y social” (lturra, 2019,
p.4) Es por este motivo que la inclusién educativa se ve como un proceso que requiere
haber superado ciertas etapas para llegar a una inclusion en su plenitud.

La educacion inclusiva tiene como objetivo identificar y eliminar aquellas barreras
que no le permitan a los estudiantes sentirse comodos e incluidos dentro del contexto
educativo, donde el establecimiento en el cual esta inmerso tiene la obligacion de generar
cambios y modificaciones en sus contenidos adaptandose a los intereses, caracteristicas,
capacidades y necesidades de aprendizajes con las que cuentan sus educandos, asi también
estas responsabilidades descritas anteriormente recaen en los docentes y comunidad
educativa que participa en el establecimiento, como se afirma en Garcia et al. (2018)
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Desde una perspectiva inclusiva todo el estudiantado importa y cada uno tiene el
mismo nivel de importancia. Consecuentemente, las diferencias individuales no pueden
ser vistas como problemas a ser resueltos, sino como oportunidades para democratizar y
enriquecer la ensefianza y aprendizaje. Asi también Infante (2010) plantea que:

El concepto de inclusion ha adquirido un énfasis especial durante los ultimos
afios en el contexto educativo latinoamericano y particularmente el chileno,
visibilizando en ambitos como politicas publicas y acciones gubernamentales.
Esta representacion del concepto de inclusion regula no sélo las practicas
educacionales (ensefianza, metodologia, curriculum, entre otras) sino las
ideas sobre situaciones de exclusion, diversidad y de manera significativa,
sobre la construccion de identidades. (p.288)

Es por este motivo que se destaca el término de educacion inclusiva, si bien alude
a la educacion, es fundamental que sea implementado a nivel global dentro de un pais
tal asi como lo indica UNESCO (2017) “el sistema educativo esta tratando de aplicar
el principio de inclusiéon a través de cambios en las politicas y en la cultura” (p.18), ya
que de este modo, no seria necesario modificar practicas docentes o contextos para
aquellos estudiantes que lo requieran, ya que, el fin Unico de la inclusion es generar
contextos donde nada ni nadie le impida al estudiantado acceder al curriculum o como
lo plantea Infante (2010) “hacer las practicas inclusivas en educacién accesibles a todas
las personas” (p.288) Clarke y Faragher (2015) perciben la inclusién educativa como
una muestra de valores dentro del contexto educativo, donde al llevarla a la practica
se debe incorporar con estrategias y acercamientos que involucren a la filosofia, como
desarrollo de la educacion inclusiva. La cual acufia el termino de educacion especial
que es el primer término que se emplea en el contexto educativo haciendo alusion a
las necesidades educativas especiales que puedan presentar los estudiantes, los cuales
eran observados desde una perspectiva clinica antes que educativa, haciendo alusién a
que aquellas personas tenian posibilidades de sanar en algun sentido. De acuerdo con
Godoy, Meza y Salazar 2004 (citado en Ramos, 2014) “la educacion especial, desde
sus inicios, ha estado estrechamente vinculada con las ciencias de la medicina y la
psicologia (p. 3), construyendo una vision del sujeto con discapacidad como alguien que
debe ser curado o corregido” (p.39) debido a esto se cree necesario implementar una
estrategia inclusiva en el sistema escolar chileno que atendiera a el alumnado con alguna
NEE es asi como se crea el Programa de integracién escolar que busca contribuir en
el mejoramiento de la calidad de la educacion, favoreciendo la participacion, logro de
los aprendizajes y permanencia en el aula de todos los estudiantes especialmente de
aquellos que presenten necesidades educativas transitorias o permanentes. Acerca a los
nifos al curriculum desde una metodologia de ensefianza diversa, que se enfoca en las
capacidades e intereses de los alumnos para desde alli abordar los contenidos dentro
del aula y fuera de ella con un trabajo mas individualizado. Trabajando la interaccion
social de los nifios brindandoles las oportunidades de desarrollos necesarias para su
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participacion en el sistema educativo, eliminando todas las barreras posibles. Todo lo
anteriormente regido por el decreto 170. De acuerdo con Pozo Lobos (2016)

Es una estrategia educativa con enfoque inclusivo, en la medida en que
su proposito es favorecer la participacion y el logro de los objetivos de
aprendizaje de todos los estudiantes, aportando recursos y equiparando
las oportunidades educativas especialmente para aquellos que presentan
mayores necesidades de apoyo para progresar en sus aprendizajes. (p.9)

Dicho decreto se encarga de la subvencion a los nifios y nifias con necesidades
educativas especiales, nace en base a la respuesta a la educacion especial surge en el
afio 2007, se promulga en el ano 2009 y publicado en el afno 2010 bajo el gobierno de
Michelle Bachelet. Segun el MINEDUC 2010) “Fija normas para determinar los alumnos
con necesidades educativas especiales que seran beneficiarios de las subvenciones para
la educacion especial”. ;Pero a que llamamos Necesidades educativas especiales?

A aquellas barreras tanto cognitivas, psicolégicas y/o sociales con las que cuente
el educando para lograr llegar al proceso de aprendizaje - ensefianza efectivo, dichas
necesidades pueden presentarse de forma permanente en la vida del individuo o transitorias
la temporalidad de la patologia determinara los apoyos y recursos que se deben entregar
al alumno.

Segun Granado (2006) Es recomendable analizar las necesidades educativas
especiales desde 3 puntos de vista las ciencias biolégicas- médicas que se basan en la
neurologia, genética, pediatria o psiquiatria, ciencias psicologicas aportan informacion de
acuerdo con el comportamiento del aprendizaje, diagnéstico, trastorno o déficit, inteligencia
y memoria, entre otros y las ciencias de la educacion que se centran en intervenir en
el diagnéstico, desde diferentes contextos, aula, familia y sociedad en conjunto teniendo
la mision de orientar al estudiante en sus procesos de aprendizajes. Para que este
proceso se lleve a cabo de una forma idénea se implementa la Ley N°20.845 de Inclusién
Escolar en junio del 2015 establece un hito fundamental en esta direccion, a través de la
generacion de condiciones para el avance hacia un sistema educacional mas inclusivo a
través de la eliminacion de la seleccion en los procesos de admision y el fin del copago en
establecimientos que reciben subvencién del Estado. De esta manera, su implementacion
favorecera una distribucion mas heterogénea de la poblacion escolar en los diferentes
establecimientos educacionales. Complementariamente, y haciéndose cargo de que
una distribuciébn mas equitativa y heterogénea de la matricula constituye un primer paso
que requiere un correlato estratégico en la definicion de los caminos de mejoramiento
de cada comunidad educativa, la ley establece también la necesidad de que todos los
establecimientos desarrollen “planes de apoyo a la inclusién” (MINEDUC et al., 2016, p.2)
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MATEMATICAS INCLUSIVAS

Godino et. al. (2017) presentan un modelo que intenta articular categorias de
conocimientos y las competencias didacticas que deberia tener el profesor de matematicas
para impartir clases. En este articulo se destaca la importancia de “evaluar las competencias
matematicas de los estudiantes e identificar objetos que deben ser recordados e
institucionalizados en los momentos oportunos de los procesos de estudio (p.94)” Todo
esto acompafiado de un analisis del contexto donde se desenvuelve el profesorado,
entregando al estudiantado las herramientas matematicas que seran relevantes para
su desarrollo en la vida. Por lo anterior mencionado, se concluye que el profesorado de
matematicas debe contar con competencias que, por una parte, le permitan adecuarse
al ambiente donde se desarrolla, y por otra, entregar los conocimientos elementales a su
estudiantado. Por otra parte, Aké (2016) comenta que la investigacion existente evidencia
que una de las principales barreras al momento de impartir clases de matematicas en la
educacion secundaria es la formacidon inadecuada de los profesores para ensefar a los
estudiantes con necesidades educativas especiales, tales como: Conocimiento Didacticos
Matematicos; ldoneidad Didactica; Idoneidad epistémica; ldoneidad cognitiva; Idoneidad
interaccional; Idoneidad mediacional; Idoneidad afectiva; Idoneidad ecolégica.

Este modelo considera muchos aspectos relevantes a considerar al momento de
realizar las planificaciones de cada clase, y para el area curricular de matematicas es
elemental considerar todos los factores expuestos. Esto debido a que la didactica de
la matematica considera un desafio, el cual es “el estudio de las condiciones para que
todos los estudiantes aprendan matematicas dentro de la escuela. Adoptar esta posicion
no implica negar las diferencias, sino responsabilizarse de la diversidad generando las
mejores condiciones especificas para cada caso o situacion” (Broitman y Sancha, 2021).

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

El método para llevar a cabo la investigacion fue de caracter cualitativo. De acuerdo
a Herrera (2017) los investigadores cualitativos estudian la realidad en su contexto natural,
tal y como sucede, intentando sacar sentido de, o interpretar, los fendbmenos de acuerdo
con los significados que tienen para las personas implicadas. (p.8).

En la investigacion correspondi6é a estudiar y analizar el contexto del profesorado
en formacion, ex alumnos y profesorado acerca de su formacion o labor docente en la
inclusién, posteriormente se interpretaron los resultados, para finalmente visualizar las
similitudes y diferencias de cada vivencia o experiencia.

Se empled el paradigma interpretativo, ya que se recogi6 la informaciéon a partir
de entrevistas, contando con experiencias personales, puntos de vista y metodologias de
trabajo.
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El disefio utilizado fue fenomenolégico, ya que se enfocé en el analisis de la
experiencia del estudiantado, egresados y profesorado de una Universidad de la region del
Biobio frente a inclusion educativa. Siendo éstas el principal centro de indagacion, donde
se busca “hallar leyes que gobiernan lo real, donde la persona es concebida como un objeto
mas de naturaleza” (Fuster, 2019, p. 203).

El tipo fue estudio de caso de datos no numéricos, porque fue enfocado en un grupo
determinado de personas, investigando sus experiencias, para con ellas nutrir respecto
a formacion e identidad inclusiva y en el desarrollo determinar los resultados (Yin, 2018).

Por lo anterior, fue importante conocer la perspectiva de los tres grupos entrevistados,
ya que cada accioén los impacta de forma distinta, creando su propio criterio.

INSTRUMENTO DE RECOGIDA DE INFORMACION

El instrumento para recopilar informacion fue la entrevista semi estructurada, ya que
se “busco recopilar la interpretacion que cada evaluado posee en base a su experiencia”
(Fuster, 2019, p. 210). Se utilizaron dos guiones de entrevistas, uno enfocado a estudiantes
y egresados el mismo y otro para profesorado. En general, las preguntas estuvieron
orientadas a recopilar informacién sobre las doce categorias. En las siguientes tablas se
exponen los guiones utilizados para realizar las entrevistas a los estudiantes, egresados y
profesorado de la carrera de Pedagogia en Educacién Media en Matemaética:

Tabla 1

Guion entrevista estudiantes y egresados de la carrera

Tema Subtemas

Identificacion Autopresentacion

Identidad docente Concepto de inclusion educativa

Experiencias en inclusion educativa Experiencias en educacion inclusiva en ensefianza
Desarrollo laboral e integracion al Roles en el aula

contexto pedagégico -
pedagog Co-ensefnanza en el aula

Internalizacién de la inclusiéon educativa Motivaciones sobre la carrera lectiva

La inclusién en el ambito educativo y personal.

En sintesis, el guion de entrevista de estudiantes y egresados constaba con: 5
temas o categorias de andlisis y 7 sub temas o categorias de analisis, cada una de ellas
con las preguntas correspondientes.
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Tabla 2

Guion entrevista profesorado de la carrera

Tema

Subtemas

Identificacion
Identidad docente

Experiencias en inclusién educativa
Experiencias en educacion inclusiva en ensefianza

Desarrollo laboral e integracion al contexto pedagégico

Internalizacién de la inclusion educativa

Autopresentacion

Concepto de inclusion educativa

Roles en el aula
Co-ensefanza en el aula

Motivaciones sobre la carrera
lectiva y su desarrollo docente en la
inclusion.

Estudios posteriores o acciones
concretas que realiza para potenciar
la inclusion en sus estudiantes.

Asimismo, el guion de entrevista de profesorado constaba con: 5 temas o categorias

de analisis y 7 sub temas o subcategorias de analisis, cada una de ellas con las preguntas

correspondientes.
Muestra

La constituyeron estudiantado titulado y profesorado de una Universidad de la

region del Biobio de la provincia de Concepcion. El muestreo nimero 1, conformado por

estudiantado de Pedagogia en Educacion Media en Matematica y el muestreo nimero 2,

conformado por titulados de Pedagogia en Educacion Media en Matematica. Finalmente se

encuentra el muestreo nimero 3, correspondiente al profesorado formadores que imparten

clases en Pedagogia en Educacion Media en Matematica.

Tabla 3

Muestra

Participantes Descripcion

Cantidad

Estudiantes

Estudiantes de 3° 0 4° afio de la carrera Pedagogiaen 4

Educacion Media en Matematica

Egresados Titulados que llevan al menos 5 anos de egresados 3
de la carrera Pedagogia en Educacion Media en
Matematica.

Profesorado Profesores de la carrera Pedagogia en Educacion 3

Media en Matematica.

Con un total de 10 actores que conforman el estudio se realizaron entrevistas

personalizadas para cada uno de los involucrados con consentimiento previo y autorizacion

institucional para llevarlas a cabo.
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Tabla 4

Validacion de expertos

Académicos validadores Instrumento validado Para quienes es la entrevista

- Académico 1 Entrevista dirigida a Profesorado que imparte clases

- Académico 2 profesorado. en una Universidad de la regién

- Académico 3 del Biobio en la carrera de

- Académico 4 Pedagogia en Educacion Media en

- Académico 5 Mateméticas.

- Profesorado 1 Entrevista dirigida a Estudiantes de Pedagogia en

- Profesorado 2 estudiantes y ex estudiantes. Educacion Media en Matematicas de

- Profesorado 3
- Profesorado 4
- Profesorado 5

Universidades de del Biobio.
Egresados de Pedagogia en
Educacion Media en Matematicas en
una Universidades del Biobio.

Mediante académicos y profesores iddneos que realizaron la validacion,

posteriormente se llevo a cabo su aplicacion.

Cuando se recibieron las validaciones de las entrevistas, se procedi6 a realizar las

modificaciones pertinentes del guion y su posterior aplicacion.

Finalizando el proceso de entrevistas, se realizd la transcripcién correspondiente

de éstas, para posteriormente realizar el analisis de primer orden, es decir, analisis de

contenido, mediante un libro de cédigos, donde se presentaron los conceptos pedagogicos

principales, las citas relacionadas a cada uno y su frecuencia en los relatos. Este libro de

codigos se dividio en los 3 distintos actores (estudiantado, egresados y profesorado).

ANALISIS DE LA INFORMACION

Sellevé a cabo la transcripcion de las entrevistas en base a un libro de codigos, donde

se plasmaron aquellas citas que se consideraron mas relevantes para la investigacion. En

la tabla 5 se muestra el libro de codigos utilizados en la investigacion:
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Tabla 5

Libro de cédigos

Concepto Codigo  Descripcion

Perspectiva personal PPIE Observacion de la vision respecto a inclusion educativa.

Docente inclusivo DI Observar la percepcion personal de lo que significa ser un
docente inclusivo desde el rol profesional.

Experiencia inclusion EIE Observar y describir las experiencias en inclusion

educativa educativa.

Responsabilidad inclusiva Rl Observar y describir la responsabilidad inclusiva dentro de
su ensefianza.

Metodologias de ensefianza  ME Observar las metodologias para responder a la inclusion
educativa.

Diversificacion del aula DA Observar y describir los roles de la diversificaciéon del aula.

Trabajo colaborativo TC Analizar la perspectiva personal de trabajo colaborativo de

un profesor de matematica y una profesora diferencial.

Preparacion profesional PPI Andlisis del nivel de preparacion profesional de educacion
inclusiva (docentes) inclusiva de la universidad en la formacion inicial docente.
Preparacién profesional PPI Andlisis personal de preparacion profesional inclusiva
inclusiva (ellos) para impartir clases significativas y motivadoras.
Motivaciones de carrera de MCI Observaciones de motivos de eleccién de carrera de
interés interés.

Acciones de inclusion dentro  AIDA Observacioén de acciones de inclusion dentro del aula,

del aula enfocadas en metodologias didacticas y/o inclusion.
Estilos de aprendizaje. EA Descripcion de la presencia o ausencia de andlisis de

estilos de aprendizaje dentro del aula.

El libro de cddigos se utilizd en base a una categorizacion, que hace referencia a
dividir los actores por categorias de acuerdo al proceso de adquisicion de la educacion
inclusiva, es decir, por estudiantado, egresados y profesorado.

Luego se procedid a realizar el andlisis cualitativo, donde extrajeron datos relevantes
de las citas seleccionadas para luego realizar conclusiones de la misma que nos permite de
mejor manera comprender el problema de la investigacion.

Finalmente se concluyd con una matriz de cruzamiento por hallazgo de descriptores,
convergencias y divergencias la cual nos lleva a un analisis cualitativo sobre el nivel de
conocimiento e instruccion previa que han adquirido los diversos actores a través de

experiencias y formaciones en la educacion inclusiva al igual que la ausencia de esta.

RESULTADOS

Resultados del Andlisis de las Entrevistas

La siguiente tabla representa el resultado del andlisis del actor 1, correspondiente
al estudiantado de la carrera de Pedagogia en Educacion Media en Matemética de una
Universidad de la Region del Biobio, con una muestra total de 4 estudiantes.
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Tabla 7

Matriz de cruzamiento de hallazgo por descriptor, convergencias y divergencias de estudiantado

Descriptor

Convergencias

Divergencias

Perspectiva
personal de la
inclusién educativa

Los entrevistados consideran que
la inclusion es relevante. Se ve
desde una mirada de que todos
los estudiantes deben participar
e involucrarse en el proceso de
ensefanza.

Un relato hace referencia hacia las
necesidades educativas especiales,
el resto tiene una mirada de respeto
y con mayor referencia a trabajo
colaborativo.

Docente inclusivo

La labor docente inclusiva como
principio personal moral e investigar
el contexto escolar y las NEE

para saber abordarlas. Asimismo,
conocer el contexto de la clase y sus
estudiantes.

Un relato hace referencia a que
la educacion inclusiva ya esta
inculcada en los docentes. Los
demas comentan que para ser
inclusivos deben informarse.
Un relato comenta que es
responsabilidad del docente la
inclusion.

Experiencias de
inclusion educativa

Experiencias en inclusién educativa
no fueron positivas, en su mayoria,
aprendieron de estas mismas para
mejorar en sus acciones inclusivas.

Algunos viven la experiencia de
inclusion educativa aisladamente,
sin generar cambios. No todos son
capaces de mencionar la necesidad
educativa especial que esta
involucrada en su experiencia.

Responsabilidad
Inclusiva

Todos los actores creen que al
ser docentes cumplen con las
responsabilidades inclusivas.

Un relato hace referencia a no suplir
a un profesional como psico6logo,
profesora diferencial, entre otros.
Otro hace alusion a las acciones
que llevan a la inclusion (hechos) y
otros plantean la inclusion de una
manera mas curricular, modifican su
metodologia.

Metodologias de
ensefanza

Todos protagonizan al estudiante
para crear una metodologia de
ensefanza, estilos de aprendizaje,
etc.

Cada relato hace relacién a
diferentes metodologias de
ensefianza.

Diversificacion en
el aula

Todos hacen referencia a que el
profesor de asignatura y la profesora
de educacion diferencial son los
principales encargados.

Hacen hincapié en: diversificacion
en el aula esta compuesta por
varios actores, hacen alusion soélo al
profesor de aula.

Trabajo
colaborativo

Todos mencionan que requieren
de una educadora diferencial para
ejercer el trabajo colaborativo.

Hacen alusion a la cordialidad entre
profesora diferencial y profesor

de asignatura, pero no compartir
conocimientos trabajo colaborativo.

Preparacion
profesional
inclusiva
(Docentes)

Se hace alusion a la falta de
herramientas con caracteristicas
inclusivas para afrontar a estudiantes
que tengan necesidades educativas
especiales.

Pocas acciones inclusivas se
asocian a ciertos profesores, lo
hacen porque quieren hacerlo.

Preparacion
profesional
inclusiva (ellos)

La universidad les otorga un bajo
nivel de preparacion profesional
inclusiva.

No existen divergencias en el
andlisis de este concepto.
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Motivaciones de la
carrera de interés

Eligieron la carrera debido a que

les gusta el proceso de ensefianza,
eligieron ensefiar matematicas debido
a que eran buenos en eso.

Un estudiante que asocia la eleccién
de su carrera con la formacion

que le dieron sus profesores en el
colegio.

Acciones de
inclusion dentro del
aula

Se hace referencia a conocer el
contexto y la diversidad que se
encuentra en el aula, para poder dar
respuesta a esta misma.

Solo un estudiante habla de
metodologias didacticas concretas
para realizar acciones de inclusion
dentro del aula.

Estilos de
aprendizaje

Importancia de conocer los estilos
de aprendizaje de los estudiantes,
no han creado instancias para
conocerlos.

No se observan divergencias en los
relatos.

En esta tabla se realiz6 el analisis de los resultados obtenidos en las entrevistas, la

cual se encuentra evidenciada en su respectiva matriz de cruzamiento de hallazgos entre

convergencias y divergencias por descriptor, de las reflexiones obtenidas, se presenta a

continuacion los resultados del andlisis de las entrevistas en la tabla 8.

La siguiente tabla representa el resultado del analisis del actor 2, correspondiente

a egresados de la carrera de Pedagogia en Educacion Media en Matematica de una

Universidad de la Region del Biobio, con una muestra total de 3 egresados.

Tabla 8

Matriz de cruzamiento de hallazgo por descriptor, convergencias y divergencias de titulados.

Descriptor

Convergencias

Divergencias

Perspectiva
personal de
la inclusién
educativa

Consideran que la inclusion

es importante priorizando las
necesidades de los estudiantes
siendo un desafio continuo para
estos.

Un entrevistado hace referencia a la
inclusion como un desafio personal.

Docente inclusivo

Mencionan y promueven el
respeto de no segregar a ningin
estudiante.

Un relato hace relevancia en que la
responsabilidad de un docente inclusivo
parte desde la vocacion.

Experiencias
de inclusion
educativa

Experiencias positivas, fueron
reflexivas y enriquecedoras
tolerantes, empaticas,
comprensivas, instancias
generadas por la universidad.

Predominan las negativas.

Responsabilidad
Inclusiva

No se observan.

Diversas, el primero, depende del clima
de aula, el segundo, responsabilidad que
sus estudiantes aprendan el contenido

y el tercero, sin responsabilidad por no
tener una formacion.

Metodologias de
ensefanza

Sus metodologias no varian en
absoluto.

Utiliza metodologias personalizadas.
Generan ideas, pero si ejecutar, usan
métodos arcaicos, en cursos avanzados
no los nivelan.
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Diversificacion en
el aula

No se observan convergencias.

El profesor de asignatura asume el rol,
pero también la profesora diferencial
cumple un rol fundamental.

Trabajo
colaborativo

No se observan convergencias.

No es claro el papel de la profesora
diferencial, debiese especializarse para
ser mas valorada. Otro, prioriza preparar
una buena clase para sus estudiantes que
trabajar de forma colaborativa.

Preparacion
profesional
inclusiva
(Docentes)

Falta formacién profesional
docente.

Hacen alusion a realizar esfuerzos para
implementar una preparacion profesional
inclusiva con otros colegas, no se han
contemplado los resultados.

Preparacion
profesional
inclusiva (ellos)

No presentan convergencias en el
relato.

Creen contar con las habilidades para
impartir clases inclusivas, y otro, falta
preparacion, tienen la necesidad de
nutrirse de dicho conocimiento.

Motivaciones
de la carrera de
interés

Eligieron la carrera debido a que
les gusta la ensefianza. Eligieron
ensefar mateméticas porque eran
buenos en eso.

Buscan aportar de forma significativa

a los estudiantes con respecto al area
observada, en cambio a otros los motiva
el hecho de crear cosas nuevas para
aportar a dicha ciencia.

Acciones de
inclusion dentro
del aula

No presentan convergencias.

Las préacticas “inclusivas” son variadas
ya que uno se centra en su intuicién y el
otro le pregunta a sus estudiantes lo que
necesitan.

Estilos de
aprendizaje

Todos presentan algin concepto
de estilos de aprendizaje.

No es su deber conocer los estilos de
aprendizaje, es de otros profesionales.
Otros comentan que relaciona los estilos
de aprendizaje con las metodologias,
basadas en los intereses de los
estudiantes.

En esta tabla se realiz6 un analisis de los resultados obtenidos en las entrevistas,

la cual se encuentra evidenciada en su respectiva matriz de cruzamiento de hallazgos

entre convergencias y divergencias por descriptor, de las reflexiones obtenidas de las

matrices de hallazgos de entrevistas pertenecientes a cada una de los actores analizados

con anterioridad, se presenta a continuacion los resultados del analisis de las entrevistas

en la tabla 9.

La siguiente tabla representa el resultado del analisis del actor 3, correspondiente

al profesorado de la carrera de Pedagogia en Educacién Media en Matematica de una

Universidad de la Region del Biobio, con una muestra total de 3 profesores.

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico

Capitulo 5

85



Tabla 9

Matriz de cruzamiento de hallazgo por descriptor, convergencias y divergencias de profesorado.

Descriptor

Convergencias

Divergencias

Perspectiva

La inclusién educativa se presencia

Mencionan la intencién de inclusiéon

personal de la diversidad en el aula y atender a como accion social de cambio cultural.
la inclusién todos los estudiantes. El déficit de Otros asocian la intencién de inclusién
educativa capacitacion conoce los diferentes a un ambito institucionalizado, es
tipos de NEE. decir, llevado solo al &mbito de
aprendizaje.
Docente Considerar a los estudiantes en su Dividen la inclusion docente en tres
inclusivo proceso de ensefanza, resaltar el dimensiones; la responsabilidad

protagonismo, a la responsabilidad
moral, ética profesional y personal de
instruirse en la educacion inclusiva.
Fomentar la inclusién educativa a los
docentes en formacién, aunque es
dificil realizarlo.

personal, profesional y social. Otros,
no todos los estudiantes entienden
lo que se les ensefna y desde ahi
tomar medidas para llegar a todos
los estudiantes. Uno llama a la no
discriminacion.

Experiencias
de inclusién
educativa

La interpretan como un despertar

y un camino por recorrer, falta de
visibilizacion y capacitacion de la
inclusion docente, igualmente toda
experiencia en la inclusién ha creado
consciencia en sus vidas.

Comentan poseer formacion en
inclusién educativa, fomentan las
charlas en sus estudiantes, otro refleja
la docencia inclusiva a través de
acciones concretas, el dltimo, admite
no tener formacion y utilizar la medida
de retroalimentacion.

Responsabilidad
Inclusiva

Se promueve la visibilizacion de la
inclusion, sin embargo, hay carencia
de capacitacion solo hay una intencion
institucional de la responsabilidad, pero
es genérica.

Un relato considera que los profesores
part time no tienen la intencion y/o
interés de formarse como docentes
inclusivos.

Metodologias de
ensefanza

Todos nombran transferir la inclusién a
la préactica e indagar en los estudiantes
para implementar modificaciones en el
curriculum.

Mencién de adecuacion de acceso
por medio de la implementacién de
recursos, mencionan que debido al
interés de los estudiantes promueven
hablar méas sobre inclusién.

Diversificacion
en el aula

No se observan convergencias.

No se observan divergencias.

Trabajo
colaborativo

Mencién del centro de innovacion y
desarrollo docente de la universidad
como un apoyo, pero prefieren trabajar
con colegas con mayor afinidad,
obteniendo resultados provechosos,
creando una nivelacién y crecimiento
constante a nivel profesional.

Transmitir el trabajo colaborativo entre
sus estudiantes y no menciona el
trabajo colaborativo en su ocupacion
como docente de la universidad. Otro
a plataformas digitales que facilitan el
avance de los estudiantes.

Preparacion
profesional
inclusiva
(Docentes)

El protagonista de su ensefianza son
los estudiantes, por lo que adquiere
total relevancia al momento de
planificar sus clases.

Uno se ha capacitado
profesionalmente, no comenta
medidas impartidas en sus clases.
Uno afirma que confiar en los
estudiantes en su proceso de
formacion docente es crucial, Un
entrevistado se considera muy
desconectado.

Preparacion
profesional

No existen convergencias en todos los
relatos.

Hacen referencia a que han tenido
alguna formacion, otros que admiten
no tener ninguna.
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Motivaciones Quieren mejorar la FID, trabajando Quiere cambiar las cosas por lo que

de la carrera de tedricamente en la construccion vivié trabajando en su primer colegio.
interés del conocimiento para ensefar Otro, nacié cuando realizé su post
matematicas y traspasar experiencias grado y tesis de esta misma. Otro,
y conocimientos a las nuevas siempre quiso ensenar.
generaciones.
Acciones de Concluyen que deben hacer cumplir No hay divergencias entre los relatos.
inclusion dentro  las acciones de inclusion en el aula,
del aula deben caminar hacia la mejora, donde

se representan estas acciones de
forma mas precisa.

Estilos de Existe conocimiento sobre el concepto  Respetan los estilos de aprendizaje,
aprendizaje de “estilos de aprendizaje” y busca utilizando diversas metodologias.
respetarse. Otros relatos hacen alusién a la

necesidad de formarse, tienden a
utilizar la misma metodologia para
todos. Otro, los estudiantes también
son responsables.

En esta tabla se puede observar que en el descriptor de diversificacion en el aula no
existen convergencias y divergencias a estipular.

DISCUSION

Perspectiva Personal de la Inclusién Educativa

Todos los actores, consideran importante la formacion en inclusion educativa, para
poder dar respuesta a los objetivos de aprendizaje a abordar en sus clases de matematicas.
Asimismo, consideran que el estudiantado debe participar e involucrarse por igual en el
proceso de aprendizaje-ensefianza, respetando a todos, se condice con lo que plantean,
Lépez-Torrijo (2009 como se citd en Aké, 2016):

La concepciodn de los alumnos con Necesidad Educativas Especiales tiende
a cambiar desde un enfoque médico y clinico centrado en el déficit que
presenta el alumno, hacia un enfoque pedagdgico e interactivo referido a la
influencia del entorno, considerado éste, tanto como meta de su integracion
social, cuanto como elemento condicionador del propio desarrollo autbnomo
y social. (pp.18-19)

Sin embargo, estos autores plantean la meta como integracion social, condicionador
de desarrollo autbnomo y social. Por el contrario, los actores sb6lo consideran que la
inclusion educativa debe estar presente para dar respuesta al acceso de los contenidos
matematicos, reflejado en el relato, donde plantea que inclusion educativa corresponde a x

Esta idea se pone en contraparte con el relato donde se plantea que “La vegetacion
de muchas cosas quedan como una declaracion interesante intencionada, pero en la
practica no se ve tan ... tan efectiva porque muchas veces no va acompafiada de una
capacitacion o de acciones de fortalecimiento en la construccion de esas ideas que permita
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cambios culturales reales (...) que todos tengamos las mismas posibilidades de acceso, de
oportunidad, etcétera.”

Docente Inclusivo

Los resultados revelan tener una fuerte indagacioén sobre lo que significa ser un
docente inclusivo. Pero, reiteran la escasa capacitacion. Tal como Bruno y Noda (2010),
citado en Aké (2016, p.25) manifiestan una falta de estudios sobre cdmo tratar la formacion
de los profesores de matematicas que trabajan junto a los alumnos con necesidades
educativas especiales. Es por esto, que no se ejecutan acciones concretas las cuales
demuestran las ideas que mencionan. En concordancia con lo que plantea el relato “Uno
tiene que buscar herramientas para irse perfeccionando, no todo lo entrega la universidad,
a medida que van avanzando los afnos, van apareciendo cosas nuevas, uno si quiere tener
un buen desempenio dentro del aula, tiene que buscar distintas herramientas, pensando en
sus estudiantes.”

Experiencias de Inclusién Educativa

Los docentes, titulados y profesores en formacién cuentan con experiencias
significativas de inclusion educativa, las cuales los motivan a realizar cambios curriculares
y pedagégicos. Sin embargo, al no poseer las herramientas metodoldgicas necesarias,
no logran llevar estas instancias a algo concreto. No obstante, comentan su disposicion
para nutrirse de estas herramientas puesto que consideran que poseerlas es de suma
importancia, aun asi, no son capaces de generar instancias para adquirir estas. Por el
contrario, Infante (2010) plantea que:

Es necesaria la formacion de un profesional que lidere las acciones educativas
relacionadas con la diversidad desde la inclusion. Este sujeto no sélo debe
concentrarse en la elaboracion de herramientas técnicas que le permitan
eliminar las barreras de acceso y participacion de ciertos estudiantes a la
educacion sino analizar criticamente los propios sistemas de inclusién/
exclusion y las representaciones y supuestos culturales adscritos a los
diferentes marcadores de la subjetividad” (p. 296).

La autora hace alusién a que no basta con conocer estrategias de inclusion, sino
que hay que ir mas alla, hacia un analisis mas profundo y personal.

Los resultados indican las acciones a realizar en sus experiencias, sin embargo,
son pocos los casos que nos sugieren autocuestionamiento en el proceso para concretar
estas acciones, tal como lo indican los relatos del estudiantado de la carrera. “Tuve
que investigar qué es un trastorno, para poder relacionarme a nivel de persona” y “Una
situacion me marco ya que empecé a ver a los chicos, ya no sélo necesariamente como
“desordenados o cacho”, si no que empezar como a preguntarse ¢Por qué es asi? Algo

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico Capitulo 5

88



debe estar ocurriendo.”

A pesar de lo anterior, existen relatos que desarrollan la autocritica como en el
proceso de poder llevar a cabo la inclusion, dando a entender una dificultad en sus acciones
pedagoégicas, asi como lo expone el relato “Defino mis experiencias con inclusion como
decepcionantes, asi como, brutal... Porque igual la inclusion es super buena.”

Como se visualiza hay una gran variedad de experiencias por los diferentes tipos
de formacion que han tenido las tres generaciones; estudiantes, egresados y profesorado.

Responsabilidad Inclusiva

Los resultados manifiestan responsabilidad pedagbégica mas responsabilidad
inclusiva, ya que para sus respuestas se basan en los compromisos que un docente idéneo
debe emplear, por ejemplo, conocer el contexto en que realizan clases. A pesar de esto, no
quiere decir que dichas responsabilidades vayan de la mano a la inclusion, puesto que se
acunan a términos y metodologias béasicas de ensefianza y quehacer pedagogico, no asi a
metodologias o estilos de ensefianza inclusiva.

Ademas, consideran que las NEE, se deben abordar desde una perspectiva distinta,
excluyéndolos del curso. Esto se condice con lo que plantea Mufioz, Lopez y Assaél (2015);
Garcia et al. (2018): “El profesorado suele tener una perspectiva individual basada en un
modelo médico/rehabilitador, que entiende las dificultades de aprendizaje como surgidas
exclusivamente de los déficits del estudiantado” (p.4)

La falta de responsabilidad inclusiva se convierte en una barrera, ya que no existe
internalizacion de esta, “Trato, intento, trato de ir ajustandome a lo nuevo ya que si bien no
es algo que me apasione de aprender, siento que es necesario pero tampoco veo muchas
herramientas” Igualmente se manifiesta una privacion de formacion inicial docente en la
inclusion educativa, tal como lo afirma el relato mismo relato: “Es complejo de asimilar
como me preparo para ser algo que requiere multi competencias, ¢ Por donde empiezo?(...)

siempre te llega la sorpresa de como abordarlo porque no tienes una formacion base.”

Metodologias de Ensefianza

Las metodologias de los entrevistados se centran en escasas estrategias didacticas
enfocadas a responder las caracteristicas de los estudiantes que no presentan dificultades
en su aprendizaje. No logran generar metodologias diversificadas para los distintos ritmos
de aprendizaje, capacidades, intereses y estilos de aprendizaje, dejando en evidencia falta
de estrategias para generar clases que aborden todas las necesidades del estudiantado.

Esto se evidencia en los tres actores, puesto que fluctuan en la preparacion de
implementar diversas metodologias.Garcia et al. 2018) afirma que:

estos desafios suelen ser una tarea dificil para el profesorado, especialmente
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si se considera que las politicas educativas se transforman velozmente y que
no ha existido una comprensién compartida acerca de lo que constituye una
buena préctica docente en materia de educacion inclusiva (p.3)

Al igual que el relato nueve asimila “la vision que tienen de esta educacion inclusiva
es muy teorica, entonces hay que hacerla bajar a algo practico”. Se puede patentizar que
la mayoria de los entrevistados realizan metodologias ligadas al objetivo de aprendizaje a
modo curso, por lo que no consideran la diversificacion del aula.

Diversificacion en el Aula

Los docentes en formacion no tienen un consenso de quién es el encargado de
promover la diversificacion de la ensefianza en el aula, pero si se comenta que el profesor
de asignatura y la educadora diferencial deben ser participes de este proceso. Como afirma
el relato uno: “Sinceramente creo que la diversificacion del aula debe ser un trabajo dual,
entre la educadora diferencial y el profesor”.

Los egresados distribuyen esta funcion a los estudiantes, ya que son ellos quienes
deben aceptar y conocer en primera instancia su ambiente en el que se desenvuelven. Asi
mismo lo afirma el relato: “la inclusion es una tarea de todos partiendo por el estudiante,
partiendo por él, por la comunidad escolar en particular, pero partiendo por el estudiante”.

Los profesores formadores no responsabilizan a ningn ente, pero dejan en manifiesto
que la diversidad en el aula es para el bienestar laboral y cultural de los estudiantes. Con
los relatos recabados queda claro que los participantes no llegan a un consenso en base a
dicho concepto, por lo tanto, su conocimiento y ejecucion de la diversificacion es escasa.

Finalmente, Castillo (2016):

Es todo un gran reto para aquellos maestros que asuman esta vision
inclusiva, pero las exigencias de la sociedad y el mundo actual asi lo estan
demandando, no se puede dar el lujo de escoger, es entrarle a esta labor
educativa, si realmente se quiere servir a los demas y formar parte activa
de la comunidad, es importante cambiar de actitud, romper paradigmas,
no quedarse en la inamovilidad, ser pasivos, ya no entra en este mundo, es
cuestion de involucrarse e involucrar a los demas, arrastrarlos, pero con el
ejemplo, con acciones y los demas veran el compromiso y ser activos e invitar
colegas a unirse a este enfoque.” (p. 272).

Trabajo Colaborativo

El estudiantado y los egresados entrevistados no tienen una vision clara de cdmo se
debe llevar a cabo un trabajo colaborativo eficaz en las escuelas, ya que no se comparte
una idea general de lo que significa. Existen puntos en comun, por ejemplo, el hecho de
considerar una educadora diferencial en el trabajo colaborativo, pero no se tienen claro los
roles de los participantes en estas instancias, esto genera una poca comunicacion entre

las personas que abordan el curso. Asi se ve demostrado en el relato uno: “Tenian una
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buena relacion en cuanto a persona, pero no se comunicaban en cuanto a contenidos. Si
no que era mas que nada una conversacion como “tU me caes bien, yo te caigo bien”, pero
compartir contenidos, nada.”

El profesorado menciona que el trabajo colaborativo que ellos realizan, se basa
desde la afinidad que existe entre pares en el ambito de universidad lo que genera una
transmision de conocimientos. De esta forma lo demuestra el relato nueve: “Al final uno
anda buscando esa afinidad personal o amistad que va naciendo con ciertas personas, ahi
uno puede lograr, asi como un grupo de trabajo, donde ojalé se mezclen las especialidades
y eso pueda enriquecer también el trabajo”.

Finalmente se puede decir, que en gran parte el trabajo colaborativo no se ejecuta
de forma correcta tanto en el ambito de universidad como el de colegio, lo cual deja en
evidencia que los entrevistados tienden a discutir los contenidos entre pares con diversas
especialidades, antes que generar instancias de colaboracion con la educadora diferencial,
lo que conlleva a una falta de diversas metodologias y acciones de trabajo, que puedan
guiar a los estudiantes a aprender, desencadenando una serie de sucesos que no benefician
al estudiantado por la falta de preparacion profesional inclusiva en los docentes.

Preparacién Profesional Inclusiva (docentes)

Tanto los docentes en formacion de la carrera como los egresados soélo tienen
acceso a herramientas inclusivas generales, pero no especificas, asi como lo menciona
el relato dos “depende de hartos factores, de la manera que uno aborda el concepto de
inclusion. Ya que el ramo que yo tuve, se aborda de forma mas sociocultural, entonces
se puede abordar en situaciones donde se hable de la diversidad cultural que hay en la
sala”. Esto dificulta su actuar en el aula, ya que se ven enfrentados ante situaciones
que implican un mayor conocimiento sobre inclusion. En ese mismo relato, se comentd
sobre las asignaturas enfocadas a la inclusion en la carrera: “Estos ramos de inclusion,
fueron muy generales. No habl6 de casos muy especificos que nos hubieran ayudado y nos
podrian ayudar ahora como profesor.” Los pocos espacios donde se estimula la inclusion
en la carrera, se asocian netamente a un par de profesores en especifico, no a todos. Es
por esto que segun Infante (2010)

es fundamental una transformacion de la formacion y abrir espacios en el
curriculum universitario de carreras relacionadas con la pedagogia que
permitan reflexionar sobre cuél es la construccién de diversidad e inclusion que
cada sujeto elabora, con anterioridad al desarrollo de técnicas y herramientas
pragmaticas de trabajo (metodologias de ensefianza, evaluacion, etc.).
(p.293).

Relacionado con lo anterior, el profesorado de la carrera menciona utilizar diversas
estrategias acordes parala preparacion profesional inclusiva. Sin embargo, no todos cumplen
con las expectativas que se proponen ni implementan las adecuaciones mencionadas. Tal
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como lo plantea el relato tres del estudiantado, “La universidad ha entregado herramientas,
pero quizas las herramientas no toman en cuenta a estas personas con ese tipo de déficits
de aprendizaje.”

En consecuencia, se puede determinar que la visiébn del profesorado es adversa
con la vision que tienen aquellas personas que cursan y cursaron la carrera, ya que estos
ultimos expresan una insuficiencia en preparacion profesional inclusiva. Debido a esto, no
logran implementar ni preparar a sus estudiantes para una educacion inclusiva. Infante
(2010 citado en lturra, 2019) hace hincapié a “la necesidad de trabajar en una perspectiva
inclusiva desde la formacion inicial docente, desarrollando una comprension profunda del
significado de la inclusion entre los profesores” (p.9).

Preparacién Profesional Inclusiva (estudiantes)

Las personas entrevistadas pertenecientes al profesorado en formacién no se
sienten preparadas para llevar a cabo la inclusividad en su actuar de forma espontanea, ya
que no se les infunden desde la universidad. Esto puede ocasionar que, ante situaciones
emergentes, no sepan como reaccionar. Se condice con lo que Tenorio, (2011, citado en

Garcia et al. 2018) afirma:

La mayoria del estudiantado indica no haber recibido formacién en las
tematicas de diversidad, integracion escolar y necesidades educativas
especiales, y no se siente preparado para la inclusion, lo que atribuyen al
excesivo foco de sus carreras en el saber disciplinar, en desmedro del saber
pedagogico (p.5).

Por otro lado, los ex alumnos consideran que es de su responsabilidad contar con
una preparacion profesional inclusiva o buscar las herramientas necesarias para adquirir
dichas capacidades, ya que estas no fueron entregadas en su formacion inicial docente.
Asi lo afirma el relato siete, de los egresados: “En la universidad por carrera ninguna siendo
sincero, porque no tienes asignaturas, los profesores de especialidad en realidad no son
profesores, son ingenieros expertos en estadistica en algebra lineal, investigadores de la
matematica, en tema de asignatura, por ejemplo, los profesores de los ramos pedagoégicos
en mi tiempo no lo abordaban, a lo mas se hablaba y las experiencias era en los ramos de
practica”.

Motivaciones de la Carrera de Interés

En su mayoria, asocian la eleccién de su carrera al gusto por ensefiar y en base
a eso, eligieron un area en el que tuvieran mayor habilidad y concluyeron en pedagogia
en educacién media en matematicas. Eso se puede asociar a un interés relacionado con
la docencia, las relaciones humanas, el proceso de aprendizaje-ensefanza, entre otros.
Como lo plantea el relato tres de los estudiantes: “Mis mismos profesores me motivaron
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para estudiar la carrera. En realidad, bueno, el ser siempre bueno para matematicas me hizo
elegir matematicas, pero el hecho de que pasé casi 8 horas al dia en un establecimiento,
ver profesores que se preocupaban por ti, ese sentimiento de ver que pasan personas por
tu vida, que después ves y dices “fui parte de su formacidén” la persona que es hoy en dia
es algo que yo también forjé en él”.

Los entrevistados consideran que la carrera elegida de interés fue en base al gusto
por la pedagogia antes que, por las matematicas, significando que el principal foco de
interés es el proceso formativo de los estudiantes. Sin embargo, las motivaciones que
los llevaron a estudiar esta carrera son diferentes, ya que algunos se enfocan en la
ensefanza, mientras que otros en generar metodologias para una mejora en el area de las

matematicas.

Acciones de Inclusion Dentro del Aula

A los estudiantes y los egresados se les dificulta manejar acciones de inclusion
concretas para llevar a cabo en el aula, ademas en las entrevistas so6lo se hace referencia
a conocer el contexto estudiantil donde se desenvuelven. Asi se menciona mas en
profundidad en el relato uno: “Conocerme, humanizarme con ellos, como te digo, trabajamos
con personas. Conocer contextos, situaciones, no tanto personal, pero me centraria en
investigar qué casos con Necesidades educativas tengo. Mas que nada para investigar por
mi parte, ya que me interesa investigar sobre eso. (...) Légicamente ahi deberia utilizar de
mi tiempo para investigar la diversidad del aula, Qué necesidades educativas especiales
tengo?”.

A pesar de que es importante conocer el contexto escolar, se refleja una falta de
precision a las acciones inclusivas en la carrera por lo que se deja en manifiesto que, si
bien cumplen con algin objetivo minimo de inclusion, no son lo suficientemente relevantes
para un buen manejo y cumplimiento de la misma. Por el contrario, los docentes toman
ciertas acciones inclusivas en el ambito de la universidad, que algunas veces son guiadas
por la misma institucion, para generar que el contenido llegue por igual para todos los
estudiantes. Asi lo expone el relato 10 del profesorado: “No sé si exijo el cumplimiento, pero
me ocupo y me preocupo de poder tenerlas en consideracion, tal vez no soy de imponer,
cierto, pero si de sensibilizar a los estudiantes, a mis estudiantes, respecto de la tematica y
de paso me sirve para yo estar sensibilizado y estar consciente de aquello, no sé si siempre
lo haré como debiera ser, pero trato estar de ahi como alerta, para tener en consideracion
los alcances de la inclusidon y del aula donde estoy desempefiandome”.

A pesar de esto, se evidencia una clara necesidad e interés para mejorar aln mas

estas acciones:

La educacion inclusiva es un concepto en desarrollo, con un significado
dindamico que ha progresado a través del tiempo y continuara evolucionando.
Existe un consenso global sobre la urgente transformacion de los sistemas
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educativos, para ofrecer una respuesta igualitaria ante las necesidades
educativas de cada estudiante (p.11).

Estilos de Aprendizaje

Los docentes analizados conocen el concepto estilos de aprendizajes. Sin embargo,
no generan instancias para evaluar a sus alumnos explicitamente, ni tampoco para intervenir
segun ellos. Incorporan el término a sus clases de una manera indirecta apuntando hacia
todos los estilos presentes en ella. Tal y como se comenta en el relato “La verdad, no ...
no, lo que hago es tratar de hacer actividades que vayan para todos lados nomas (...) pero
igual trato de hacer un poquito de todo”.

El profesorado, en cambio se divide en quienes han investigado e implementado
diversas estrategias a través de la gran gama de estilos de aprendizaje que existen en
sus aulas, al contrario de otros que han admitido abiertamente no investigar, tal como lo
ejemplifica el relato : “ Bueno, para realizar mis clases, debo confesar que no he estudiado
absolutamente a nada para atender a mis estudiantes de los distintos cursos que imparto
en estrategias que sean pertinentes para determinadas NEE, creo que me falta, por un
lado, més apropiacioén, mas formacion en esa area, pero tengo una presuncion, creo que
es una creencia y puedo estar absolutamente equivocado en lo que te voy a plantear, pero
creo que deberia haber también, una identificacion temprana a través de un mecanismo
discreto, privado para que los profesores del aula universitaria, tengamos referencias que
tenemos un determinado estudiante con diagnéstico certero de alguna NEE y a partir de
ello, cierto, hacer las consultas o requerir apoyo para abordar las NEE”. Esto evidencia
que, a pesar de no investigar, ellos reiteran ver una falta de anticipacion por parte de la
universidad de generar instrumentos, instancias e indagacion en conocer los diagnésticos
de todos sus estudiantes y brindar el apoyo requerido segun la persona.

Finalmente, los estudiantes, egresados y profesorado conocen el significado de los
estilos de aprendizaje, no investigan estos en sus aulas de clases, por lo cual no hay
estrategias acordes para todos los estudiantes, lo que se traduce a una inclusion educativa
deficiente. Asi lo afirman Mufoz et al. (2015, citado en Garcia et al., 2018) declarando que:
“En el contexto chileno, se ha visto que las barreras para la inclusion asociadas a la docente
se encuentran instaladas en las concepciones de los profesores y en las estrategias que
implementan en aula”. (p. 4)

CONCLUSION

A continuacién, se presentan las principales conclusiones del estudio que surgieron
a partir de la discusion de los resultados expuestos en los capitulos anteriores, junto con
las limitaciones que se percibieron en la investigacion, y las proyecciones para futuros
estudios.
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Respecto al impacto de la formacion inicial docente en una identidad profesional
para la educacion inclusiva del profesorado en formacion y formadores de Pedagogia
en Educacién Media en Matematica en una Universidad de la regién del Biobio segun el
andlisis los/as actores participantes en esta investigacion se concluye que: la formacion
inicial docente de este profesorado, en la universidad estudiada, cuenta con herramientas
didacticas y un sello formativo significativo para el estudiantado, egresados y profesorado
que imparte docencia, que segun ellos y ellas destaca del resto de las universidades
existentes. Sin embargo, no hay evidencia suficiente de una formacién robusta, profunda
en inclusiéon educativa que los lleve a generar acciones concretas en los ambitos de sus
quehaceres profesionales.

En la misma linea anterior, la universidad analizada no prioriza una formacion
inicial docente inclusiva en la carrera de Pedagogia en Educacién Media en Matemética,
puesto que, en primera instancia, releva, en el itinerario formativo, especialistas en el
area disciplinar de matematica, por lo que hay una carencia en el manejo de estrategias,
herramientas, metodologias enfocadas al area de la inclusion educativa. En cambio,
cuentan con herramientas didacticas que encubren su falta en las aulas, generando clases
motivadoras y atrayentes, pero que no responden a la diversidad.

En la universidad existen instancias de experiencias sobre inclusién educativa, hacia
su estudiantado, egresados y profesorado, a través de las practicas pedagogicas y cursos
en el area para el profesorado, sin embargo, estas no son suficientes y/o significativas para
poder abarcar una experiencia total en educacion inclusiva, al igual se visualiza la falta de
autoformacién en inclusién ya que, otorgan que esa responsabilidad es de la profesora
diferencial. No se observa la iniciativa para instruirse de los entrevistados, para lograr ser
mejores docentes inclusivos.

Asimismo, esta investigacion evidencia la ausencia de preparacion y aplicacion
inclusiva en el aula de clases del profesorado de la carrera de Pedagogia en educacion
media en matematica de una Universidad de la Region del Biobio. Sus niveles de preparacion
acerca de la formacion profesional docente son desiguales entre ellos y ellas, algunos han
perfeccionado sus saberes y lo promueven a través de charlas, mientras que otros han
preferido inferir 0 buscar medios informales para informarse sobre inclusion educativa, lo
cual es preocupante, puesto que hay una irregularidad en los profesionales impartiendo
clases a los mismos estudiantes en diversas areas. El profesorado entiende la inclusion
como una tematica y no como un modelo educativo, no aluden en hacer modificaciones de
inclusién, sino que de didactica.

Dentro de los facilitadores que se encuentran en la carrera para llevar a cabo
una educacion inclusiva, es que hay una asignatura en la malla curricular enfocada a la
inclusion, sin embargo, queda plasmado que ésta so6lo aborda este término de forma general
y sociocultural. Ademas, el estudiantado que se encuentra cursando la carrera actualmente

demuestran un interés por informarse de manera autbnoma sobre aspectos que los
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ayudaran para abordar de mejor forma a su estudiantado en la sala de clases, lo que se
condice con el avance de la sociedad actual en términos de inclusion. También se evidencia
que existen ciertos docentes dispuestos a transmitir la inclusion de manera concreta en sus
catedras, aunque actualmente no cuenten en su mayoria con las herramientas y formacion
necesaria para hacerlo.

Las principales barreras son la falta de actividades curriculares y visitas pedagogicas
a centros de inclusion educativa, asimismo, practicas pedagogicas enfocadas a la temética,
ya que de esta manera irian adquiriendo experiencias y saberes pedagogicos. En sintesis,
la formacion inicial docente carente de inclusion educativa mediante el profesorado que
imparte las clases, no los prepara para la realidad de los diversos contextos que enfrentan
como futuros docentes.

Finalmente, las experiencias ilustradas por los entrevistados estan basadas en
acciones experimentadas en establecimientos educacionales correspondientes a sus
practicas pedagogicas y situaciones especificas llevadas a cabo en la universidad. Sin
embargo, no se realiza un analisis o retroalimentacién concreta sobre estas experiencias,
lo que ocasiona que se genere un autoaprendizaje en base a estas, otorgando toda la
responsabilidad de interpretacion al estudiantado de la carrera. Es relevante crear
instancias donde los educandos aprendan de las experiencias evidenciadas, para poder
generar debates y autoreflexiones que formen a profesionales capacitados para enfrentar
la educacion inclusiva.
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RESUMO: A Mateméatica contribui para a
formacéo social e intelectual do sujeito e seu
ensino se torna indispensavel na educagao
escolar. Entretanto, a Matemética que tem
sido ensinada nas escolas é por vezes
desinteressante baseada em métodos
tradicionais, sem significado para o aluno,
por isso, os Jogos Matematicos aparecem
como um promotor da aprendizagem e
do desenvolvimento, ao ser inserido na
situacdo de jogo em que a crianga absorve
tanto a estrutura l6gica da brincadeira como
a estrutura Matematica. Nesse sentido, este
trabalho apresenta os Jogos Matematicos
como proposta de ensino, tendo como
objetivo investigar as contribuicbes do jogo
Piff Geométrico no processo de ensino e
aprendizagem dos alunos. Este estudo

Data de aceite: 02/08/2023

tem uma abordagem qualitativa, a qual
contemplou uma turma do 2° ano do Ensino
Médio de uma escola publica de Petrolina-
PE, totalizando 29 estudantes. Inicialmente,
foi aplicado um teste de sondagem para
verificar as dificuldades e os conhecimentos
prévios dos alunos em relagdo as formas
geomeétricas espaciais; depois se vivenciou o
jogo Piff Geométrico que relaciona os sélidos
geométricos a suas respectivas férmulas e
propriedades (faces, vértices e arestas),
com o intuito de facilitar a aprendizagem.
Posteriormente, aplicou-se um questionério
sobre a atividade vivenciada. Foi constatado
que, apesar dos resultados terem sido
parcialmente satisfatérios, os estudantes
destacaram algumas contribuicées do jogo
Piff Geométrico, tais como: a interacéao,
a diversdo, a possibilidade de aprender
brincando, a saida da rotina, a facilidade
na apropriagcdo dos conceitos, além de
maior motivacdo para a aula. Assim,
concluiu-se que, mesmo com os resultados
apresentados, o jogo Piff Geométrico, desde
que se planejem bem as acgdes, pode sim
ser utilizado como ferramenta facilitadora
na aprendizagem das formas geométricas
espaciais.

PALAVRAS-CHAVE: Jogos Matematicos;
Formas Geomeétricas Espaciais,
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Aprendizagem.

CONTRIBUTIONS OF THE GEOMETRIC PIFF GAME IN THE TEACHING AND
LEARNING OF SPATIAL GEOMETRIC SHAPES IN THE 2ND YEAR OF HIGH
SCHOOL

ABSTRACT: Mathematics contributes to the social and intellectual formation of the subject
and its teaching becomes indispensable in school education. However, the Mathematics
that has been taught in schools is sometimes uninteresting based on traditional methods,
without meaning for the student, so Mathematical Games appear as a promoter of learning
and development, when inserted in the game situation in which the child absorbs both the
logical structure of play and the mathematical structure. In this sense, this work presents
Mathematical Games as a teaching proposal, aiming to investigate the contributions of the
Geometric Piff game in the teaching and learning process of students. This study has a
qualitative approach, which included a class of the 2nd year of high school in a public school in
Petrolina-PE, totaling 29 students. Initially, a probing test was applied to verify the difficulties
and previous knowledge of the students in relation to spatial geometric shapes; then, the
Geometric Piff game was experienced, which relates geometric solids to their respective
formulas and properties (faces, vertices and edges), with the aim of facilitating learning.
Subsequently, a questionnaire was applied about the activity experienced. It was found that,
despite the results being partially satisfactory, the students highlighted some contributions of
the Geometric Piff game, such as: interaction, fun, the possibility of learning while playing,
getting out of routine, the ease in appropriating concepts, in addition to more motivation for
the class. Thus, it was concluded that, even with the results presented, the Geometric Piff
game, provided that the actions are well planned, can indeed be used as a facilitating tool in
the learning of spatial geometric shapes.

KEYWORDS: Math Games; Spatial Geometric Shapes, Learning.

11 INTRODUGAO

A Matematica tem um papel preponderante na vida do ser humano, pois além de
desenvolver o raciocinio 16gico esté presente em inUmeras situagbes do cotidiano, desde
um simples célculo de um troco de dinheiro ao desenvolvimento de no¢des mais complexas,
como a utilizagdo de equacgdes diferenciais para resolucéo de problemas de movimento,
crescimento e decrescimento, termodindmica e outros fendmenos fisicos. Segundo Xavier
e Pereira (2015, p.198), “o ensino da matematica € um dos elementos fundamentais para a
formacéo social e intelectual do aluno, fazendo deste um individuo dotado de capacidade
de andlise, senso critico e capacidade de argumentagao”.

Por isso, o ensino da Matematica se torna indispensavel na educacéo escolar, ndo
apenas porque desenvolve o raciocinio lo6gico, “[...] mas pela sua utilidade na resolucéo
dos problemas do dia a dia, sua colaboracdo para a melhoria da qualidade de vida das

civilizagbes, seu papel como auxiliar no conhecimento da natureza que nos cerca” (MARIM;
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BARBOSA, 2010, p. 228).

Pensar no ensino de Matematica com este fim é reconhecer a necessidade de se
propor um trabalho que va de encontro a realidade do aluno. Para tanto, é preciso que o
professor se desprenda dos métodos de ensino tradicionais, nos quais a aprendizagem se
resume a repeticdo e memorizagdo, com uso apenas do livro didatico e listas exaustivas
de exercicios, que desmotivam os alunos, inferiorizam os que ndo conseguem acompanhar
0 processo, e ndo garantem uma aprendizagem significativa, conforme afirmam Marim e
Barbosa (2010) a respeito do ensino de Matematica.

Nessa perspectiva, os Jogos Matematicos aparecem como promotor da
aprendizagem e do desenvolvimento, pois ao ser inserido na situacdo de jogo, o discente
tem a possibilidade de se aproximar dos contetdos culturais transmitidos pela escola, além
de desenvolver novas estruturas cognitivas, pois em situagdes ludicas, a crianga absorve
tanto a estrutura logica da brincadeira como a estrutura Matematica (MOURA, 2006).

Assim, a realizacdo desta pesquisa se justifica pela necessidade de esclarecer a
influéncia do uso do ludico no processo de ensino, bem como promover uma interacao
significativa entre docentes e discentes, a fim de se comprovar a importancia da utilizacéo
dos jogos na sala de aula como facilitador da aprendizagem. Para isso, pode-se destacar
a seguinte questao pesquisa: Como o jogo Piff Geométrico pode contribuir para o ensino
e aprendizagem dos solidos geométricos, principalmente suas propriedades e férmulas no
2° ano do Ensino Médio?

Diante disso, o objetivo geral desse estudo € investigar as contribuicbes do
jogo Piff Geométrico no processo de ensino e aprendizagem dos sélidos geométricos,
principalmente suas propriedades e férmulas no 2° ano do ensino médio. Tendo como
objetivos especificos: compreender as possibilidades e dificuldades envolvidas nas
atividades com jogos matematicos na sala de aula e averiguar se o jogo Piff Geométrico
favorece a interacéo entre os alunos.

21 JOGOS MATEMATICOS NO ENSINO

O homem, desde a infancia, tem a necessidade de desenvolver atividades ludicas, ou
seja, atividades cujo fim é o proprio prazer que ela pode oferecer. Segundo Grando (2004,
p.8) “as atividades ludicas sao inerentes ao ser humano. Cada grupo étnico apresenta sua
forma particular de ludicidade, sendo que o jogo se apresenta como um objeto cultural”.

A crianca brinca pela satisfacdo que a brincadeira proporciona, sem a intencéo de
ganhar ou perder. A respeito da relacdo das criangcas com brincadeiras e jogos, Ribeiro
(2009, p.18) diz o seguinte, “nos momentos em que estdo concentradas em atividades
ludicas, as criancas envolvem-se de tal modo que deixam de lado a realidade e entregam-
se as fantasias e ao mundo do brincar”. Dessa forma, aprendem de maneira prazerosa,

criando estratégias para chegar ao objetivo e superando seus limites. A esse respeito Silva
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e Kodama (2004, p.3) afirmam que,

quando uma crianga brinca, demonstra prazer em aprender e tem
oportunidade de lidar com suas pulsées em busca da satisfagdo de seus
desejos. Ao vencer as frustragcdes aprende a agir estrategicamente diante das
forcas que operam no ambiente e reafirma sua capacidade de enfrentar os
desafios com seguranca e confianca.

O uso de jogos nas aulas proporciona “a insergcéo do estudante em sua cultura, na
medida em que a dimensao ludica esta enraizada nela. Os jogos seriam, assim, mais uma
forma de exploragéo da realidade do estudante” (PERNAMBUCO, 2012, p. 36). Assim, o
sujeito se sente motivado diante dos problemas propostos pelo jogo, isso o faz mobilizar
todos os conceitos adquiridos na aula, na tentativa de solucionar o problema. Para Ribeiro
(2009), a insercéo dos jogos no contexto escolar possibilita ao aluno aprender brincando a
medida que contribui para o seu desenvolvimento cognitivo, afetivo e social.

O jogo satisfaz a uma necessidade de agédo da crianca. Essa agdo determinada
pelo jogo estimula a imaginacao, e possibilita o desenvolvimento do pensamento abstrato a
medida que a crianga busca resolug¢des para os problemas propostos pelo jogo (GRANDO,
2004). Ainda de acordo com Grando (2004, p.19),

€ no jogo e pelo jogo que a crianca € capaz de atribuir aos objetos, mediante
sua agéo ludica, significados diferentes; desenvolver a sua capacidade de
abstracdo e comecar a agir independentemente daquilo que vé, operando
com os significados diferentes da simples percepgao dos objetos.

O jogo pode representar uma simulagdo matematica, pois se utiliza de situagdes
irreais para trazer significado a um conceito matematico a ser compreendido pelo aluno.
Dessa forma, traca-se um caminho que vai da imaginacdo a abstracdo, levando a
assimilagao e sistematizagdo de conceitos matematicos (GRANDO, 2004).

Para Moura (2006, p.85) “a importancia do jogo esta nas possibilidades de
aproximar a crianga do conhecimento cientifico, levando-a a vivenciar virtualmente situacoes
de solugéo de problemas que a aproximem daquelas que o homem realmente enfrenta ou
enfrentou”. Dessa forma, aproxima-se a Matemética do aluno a partir de situagdes irreais,
projetadas pelo professor, semelhantes a que o aluno se depara cotidianamente, em que é
necessario utilizar seus conhecimentos prévios para a constru¢cao de conhecimentos mais
elaborados.

O jogo também possibilita aos estudantes estabelecerem uma relagdo positiva
com a aquisicdo de conhecimento, principalmente para aqueles alunos que tem
dificuldade em Matematica e sentem-se incapacidades para aprendé-la. A medida que
jogam vao modificando a imagem negativa do ato de conhecer e tendo uma experiéncia
de aprendizagem interessante e envolvente (SILVA; KODAMA, 2004). Logo, o jogo se
apresenta como um facilitador na aprendizagem de estruturas matematicas de dificil
compreenséao para os alunos (GRANDO, 2004).
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Na situacdo de jogo, o aluno € levado a pensar, criticar, analisar e corrigir suas
acoes. Assim, ganha autonomia no processo de constru¢ao do seu préprio conhecimento.
Para Lara (2004, p.2), por meio dos jogos “é possivel desenvolvermos nos alunos, além de
habilidades mateméticas, a sua concentracdo, a sua curiosidade, a consciéncia de grupo,
0 coleguismo, o companheirismo, a sua auto-confianca e a sua auto-estima”.

Assim, a utiliza¢do de jogos no ensino de Matematica contribui tanto para estruturacéo
do pensamento e do raciocinio dedutivo, como na aquisi¢cao de atitudes. Possibilitando o
desenvolvimento do conhecimento matematico e também da linguagem, visto que o aluno
tera que lidar com situagdes conflitantes em seu cotidiano (LARA, 2004).

Nos jogos também se desenvolvem relagbes de respeito, compartiihamento e
cooperacdo, uma vez que, para se chegar ao objetivo, os jogadores precisam estar
articulados, respeitando as regras colocadas. Como também desenvolvem a capacidade
de superacao dos obstaculos a medida que séo levados a pensar e criar solugbes para
o problema proposto. Nesse sentido, se faz necessario repensar a dimenséo ludica nas
atividades escolares com base nos seguintes critérios citados por Macedo, Petty e Passos
(2005): é preciso que tenham prazer funcional; serem desafiadoras; criarem possibilidades
ou disporem delas; possuirem dimensao simbdlica e; expressarem-se de modo construtivo
ou relacional.

O prazer funcional remete a vontade que o aluno tem em desenvolver a atividade
pelo simples prazer que ela proporciona. Segundo Macedo, Petty e Passos (2005, p. 18) “o
espirito ludico refere-se a uma relagéo da crianca ou do adulto com uma tarefa, atividade
ou pessoa pelo prazer funcional que despertam”.

Para que uma atividade seja interessante para a crianca ela precisa ser clara,
simples e direta. Ou seja, que aborde algo compreensivel ao aluno e realizavel nos seus
tempos, além de surpreendente e ludica (MACEDO; PETTY; PASSOS, 2005). Atividades
extensas e complexas s6 deixam os alunos desmotivados e alheios a proposta. Além
disso, a atividade deve representar um desafio para o estudante, algo que implica alguma
dificuldade. Que requer esforco e aten¢do na superagao dos obsticulos. Sé assim ele tera
motivagdo para cumprir o objetivo.

O aluno tem que enxergar a atividade como algo possivel de ser resolvido e
conectado ao seu contexto, além de compreensivel. Como afirmam Macedo, Petty e
Passos (2005, p.19), “na perspectiva do sujeito, as atividades devem ser necessarias e
possiveis”. Pois as criangas vao precisar de recursos internos e externos para realizagdo
da tarefa, os recursos internos séo as habilidades e competéncias e os recursos externos
sd@o0 os objetos, espaco, tempo e as pessoas. Tarefas impossiveis geram desmotivagéo e
respostas vazias (MACEDO; PETTY; PASSOS, 2005).

Portanto, o jogo aparece como o importante recurso capaz de promover uma
aprendizagem significativa. De acordo com Ribeiro (2009, p.24), “um trabalho com jogos

matematicos pode representar a mudanga para uma nova configuracdo escolar, voltada
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ao desenvolvimento de sujeitos criticos, criativos, reflexivos, inventivos, entusiastas, num
exercicio permanente de promoc¢ao da autonomia”.

2.1 0S JOGOS MATEMATICOS E A RESOLUGCAO DE PROBLEMAS

Por meio dos jogos é possivel explorar a metodologia de Resolugéo de Problemas,
a partir de situagdes reais e concretas que se assemelhem ao contexto problematico em
que a comunidade esté inserida, a fim de desenvolver a criatividade e provocar uma reacéao
do estudante (MARIM; BARBOSA, 2010).

Segundo Marim e Barbosa (2010, p.231), “no ensino por meio da resolugdo de
problemas, o aluno se defronta com situagdes reais e concretas e tem muitas alternativas,
tanto para compreender o problema, perceber suas implicagbes, como para pensar em
alternativas de solucéo”.

A resolucdo de problemas é uma metodologia de trabalho que permite a exploragcéo
do potencial dos jogos no desenvolvimento das habilidades do sujeito, o raciocinio légico e
o intuitivo. De acordo com Silva e Kodama (2004, p.4), as situacbes- problema “tém como
objetivo principal promover anéalise e questionamentos sobre a acdo de jogar, tornando
menos relevante o fator sorte e as jogadas por ensaio e erro”.

As situacBes-problema podem ocorrer oralmente, por meio da explicacdo de uma
jogada que esta acontecendo, levando o sujeito a analise de suas agbes. Segundo Silva e
Kodama (2004, p.4), “a analise das agdes, neste contexto, permite que o sujeito enriqueca
suas estruturas mentais e rompa com o sistema cognitivo que determinou os meios
inadequados ou insuficientes para a producao de determinado resultado”. Dessa forma, o
professor tem a oportunidade de intervir, promovendo um momento de estudo dos erros ou
acOes do jogador que comprometeram o resultado almejado.

O jogo, de acordo com Grando (2004), possibilita o desenvolvimento de estratégias
de resolucao de problemas na medida em que permite a explora¢do do conceito por meio da
estrutura matematica por tras do jogo. Dentro da metodologia de resolugéo de problemas,
0 jogo representa uma situacéo-problema determinada por regras, na qual o sujeito cria e
recria estratégias com o objetivo de vencer ou solucionar o problema.

Tanto o jogo como a resolucao de problemas propiciam a criacdo e construgdo de
conceitos. Com base nisso, Grando (2004, p.30) afirma que “o jogo apresenta-se como
um problema que “dispara” para a constru¢cdo do conceito, de forma ludica, dindmica,
desafiadora e mais motivante ao aluno”. Ambos envolvem o pensamento e planejamento a

partir da situagcéo-problema proposta.

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico Capitulo 6 105



2.2 VAN’TAGENS E DESVANTAGENS NO TRABALHO COM JOGOS
MATEMATICOS

A insercéo de jogos na sala de aula de Matemética implica em vantagens e
desvantagens, citadas por Grando (2004), que o professor precisa estar ciente ao incluir
0s jogos na sua pratica pedagogica. Apresentando algumas vantagens, de acordo com
a autora, tem-se: possibilita a participagdo ativa do sujeito na construgédo do seu proprio
conhecimento, a medida que contribui para a interacdo social e o trabalho em equipe; o
jogo desperta o interesse do aluno para a atividade, e contribui para o desenvolvimento
da criatividade, criticidade, participacdo, observacdo; os jogos permitem ao professor
identificar as dificuldades dos alunos.

Em contrapartida também tém suas desvantagens, seguem algumas: se ndo houver
planejamento, o jogo pode se resumir a uma atividade de recreagdo, sem um fim na
aprendizagem; o tempo gasto em uma atividade de jogo € maior, por isso se o professor
ndo se programar pode ter que descartar outros contetdos; o mito de que se pode ensinar
todos os conceitos por meio dos jogos pode fazer a sala parecer um verdadeiro cassino,
sem contribuicdo para a aprendizagem; a interferéncia constante do professor no jogo
pode levar a perda da ludicidade. E a obrigatoriedade em participar do jogo destroi a
voluntariedade, e desmotiva o aluno (GRANDO, 2004).

Com o intuito de evitar essas desvantagens, aborda-se brevemente sobre a
importancia do planejamento antes de se aplicar um jogo, pois € necessario que o professor
tenha bem tracados o objetivo e as acdes que devem ser desencadeados pelo jogo. Além
disso, 0 ambiente da sala precisa favorecer o desenvolvimento da imaginagéo, por meio do
contato com o grupo, permitindo o diadlogo sobre as acdes desencadeadas. “Um didlogo
entre alunos e entre professor e aluno que possa evidenciar as formas e/ou estratégias de
raciocinio que vao sendo utilizadas e os problemas que vao surgindo do decorrer da a¢éo”
(GRANDO, 2004, p.33).

Grando (2004) ainda cita que a melhor forma de organizagao dos alunos para o jogo
€ em grupos de quatro, jogando-se dupla contra dupla. Principalmente, porque existem
muitos alunos reprimidos, e o trabalho em grupo facilita o envolvimento dos mesmos. Ainda
de acordo com Grando (2004, p.33 e 34), “a disputa com parcerias implica na divisédo
de frustacdes e/ou de alegrias quando se perde ou vence o jogo, contribuindo para uma
atitude mais favoravel em relagcdo aos jogos e para o processo de “aprender a ganhar e
perder”, importantes para a vida emocional do individuo”.

Jogar em parcerias permite aos alunos, dialogar, levantar e testar hipoteses, criar
estratégias, a fim de chegarem a um consenso que leve ao objetivo. Nesse processo
os alunos analisam o jogo, essa andlise para Grando (2004, p.34) “propicia a reflexdo
conceitual e apreenséo dos conceitos matematicos”. Em atividades em grupo o sujeito tem

a possibilidade de conhecer seus limites, capacidade e potencialidades.
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2.3 AIMPORTANCIA DO PLANEJAMENTO NA ABORDAGEM DOS JOGOS

Para se aplicar um jogo na sala de aula € necessario planejamento, € preciso
também verificar se realmente despertara a curiosidade do aluno, se representa um
desafio, que gere envolvimento e desperte-o para acdo. Além de estabelecer uma conexao
com o contetido a ser explanado. De acordo com Grando (2004, p. 25 e 26), “o importante
€ que 0s objetivos com o jogo estejam claros, a metodologia a ser utilizada seja adequada
ao nivel em que se esta trabalhando e, principalmente, que represente uma atividade
desafiadora ao aluno para o desencadeamento do processo”.

E importante destacar que os jogos podem ser utilizados para introduzir, amadurecer
e aprofundar contetudo. E deve-se ter o cuidado para que 0 jogo ndo se torne apenas
uma atividade de recreagdo, mas um recurso facilitador na aprendizagem de conceitos
matematicos, reduzindo os bloqueios dos estudantes quanto a disciplina (MARIM;
BARBOSA, 2010).

Na atividade ludica, “os estudantes n&o ficam na posi¢cdo de meros observadores,
tomando conhecimento de novos fatos, mas se transformam em elementos ativos na
tentativa de ganhar a partida ou na busca de um caminho para a solugdo do problema
posto a sua frente” (PERNAMBUCO, 2012, p. 37). Por isso é importante que o professor
estude minuciosamente o jogo antes da aplicagdo, de preferéncia que jogue para ter no¢ao
das possibilidades e limitacbes, e também para que esteja preparado para lidar com as
situacdes que podem surgir, pois podem emergir perguntas que vao além do que propde o
jogo. A esse respeito Silva e Kodama (2004, p. 5) afirmam,

um cuidado metodolégico que o professor deve considerar antes de levar os
jogos para a sala de aula, é o de estudar previamente cada jogo, o que s6 é
possivel jogando. Através da exploracdo e andlise de suas proprias jogadas
e da reflexdo sobre seus erros e acertos é que o professor teré condi¢coes de
colocar questbes que irdo auxiliar seus alunos e ter nogéo das dificuldades
que irdo encontrar.

O jogo permite a interagédo entre os alunos e a comparacgao de suas jogadas. Dessa
forma, o aluno pode conhecer seu potencial e suas limitagbes, buscando a melhoria de
suas estratégias e o desenvolvimento de suas potencialidades.

O envolvimento dos estudantes com a proposta do jogo é necessario, porém isto
ndo é o suficiente para garantia da aprendizagem, é preciso a intervencéo pedagodgica
(GRANDO, 2004). Assim, o professor é fundamental em sala de aula, é ele quem lidera a
situacao e é responsavel pelo desenvolvimento do aluno. Segundo Silva e Kodama (2004,
p. 5), o professor “cria as situacdes e arma 0s dispositivos iniciais capazes de suscitar
problemas Uteis aos alunos, e organiza contra-exemplos que levem a reflexdo e obriguem
ao controle das solu¢des demasiado apressadas”.

O professor, para Moura (2006, p. 84), tem o trabalho de “organizador de situagdes
de ensino que possibilitem ao aluno tomar consciéncia do significado do conhecimento a
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ser adquirido e de que para que o apreenda torna-se necessario um conjunto de agoes a
serem executadas com métodos adequados”. Assim, o professor pode intervir, mas sem
prejudicar a atividade exploratéria dos sujeitos, aprimorando o seu trabalho pedagogico, a
partir da observagéo dos erros e acertos dos estudantes.

A partir das atividades com jogos, o professor pode identificar as dificuldades dos
alunos, verificar se 0 assunto foi bem assimilado, para assim poder sanar as lacunas na
aprendizagem (MARIM; BARBOSA, 2010).

31 METODOLOGIA

A pesquisa é de natureza qualitativa que, segundo Rodrigues (2006, p.90) é
“utilizada para investigar problemas que os procedimentos estatisticos ndo podem alcancar
ou representar, em virtude de sua complexidade”. Fez-se uso desse olhar no momento da
aplicacéo do jogo, observando-se o desempenho e participacéo dos estudantes. Bem como
as estratégias usadas para resolver o problema proposto, as potencialidades e fragilidades
apresentadas por eles no decorrer das jogadas.

Apesquisa foi desenvolvida em uma turma de 2° ano do Ensino Médio, de uma escola
publica do municipio de Petrolina-PE, com aplicagao do jogo Piff geométrico desenvolvido
por Quartieri, Rehfeldt e Giongo (2004), que aborda as formas geométricas espaciais, suas
formulas e aplicagdes, e se dividiu em trés momentos.

No primeiro momento, foi aplicado um questionario de sondagem para os alunos,
abordando a aplicagao das férmulas de area e volume dos sélidos geométricos, bem como
as propriedades envolvidas. O questionario continha perguntas de mudltipla escolha e
abertas, para verificar as dificuldades e os conhecimentos prévios que os alunos possuiam
com relagcdo as formas geométricas espaciais. Nas perguntas de multipla escolha, os
alunos tiveram algumas opc¢des de respostas, das quais, apenas uma era a correta. Ainda

segundo Marconi e Lakatos (2017, p. 225),

a técnica da escolha multipla é facilmente tabulavel e proporciona exploragao
em profundidade quase tao boa quanto a de perguntas abertas. A combinagao
de respostas de multipla escolha com respostas abertas possibilita mais
informacdes sobre o0 assunto, sem prejudicar a tabulacéo.

No segundo momento, ocorreu a aplicagéo do jogo Piff geométrico. Aturma foi dividida
em grupos de quatro pessoas, para jogar dupla contra dupla, conforme recomendado por
Grando (2004), e, participaram da pesquisa 29 alunos. Um dos grupos ficou com cinco, e
foram- se revezando durante as partidas para que todos pudessem jogar.

No terceiro momento, foi aplicado um questionario sobre a atividade ltdica vivenciada.
Com o objetivo de saber se gostaram do jogo, os pontos positivos e negativos envolvidos
na atividade e as contribuicdes na compreenséo das formas geométricas espaciais. Nas

perguntas abertas, os estudantes puderam responder livremente, usando uma linguagem
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propria, que de acordo com Marconi e Lakatos (2017, p. 222), esses tipos de perguntas
“possibilitam investigagdes mais profundas e precisas”.

A interpretacé@o dos dados foi feita a partir da analise das repostas dos alunos aos
questionarios, pela observag¢do dos meios de construgéo de suas resolugdes, seus erros
e acertos, em comparagdo com material tedrico. Esse tipo de analise se assemelha a
estratégia de “Construcéo iterativa de uma explicagdo”, citada por Fiorentini e Lorenzato
(2012). Nela “as hipoteses explicativas séo simultaneamente desenvolvidas e verificadas,
ao longo do processo de analise e interpreta¢do, em um processo de vai e vem que envolve
reflexdo, observagéo, comparacgéo, contraste e interpretacdo” (FIORENTINI; LORENZATO,
2012, p. 139).

41 ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS COM O TESTE DE SONDAGEM.

Antes da aplicacdo do jogo Piff Geométrico foi aplicado na turma de 2° ano um
questionario de sondagem. Em seguida, os dados obtidos com a aplicacéo do questionario
foram analisados, percebendo-se que os alunos ndo obtiveram um bom desempenho,
tendo em vista que a quantidade de erros sobressaiu a de acertos, conforme pode ser
visto na figura 1, que mostra o desempenho da turma no teste de sondagem, associando a
quantidade de erros, acertos e questdes em branco.

Figura 1- Resultados do teste de sondagem.

Teste de Sondagem

B ACERTOS ®ERROS ®WEMBRANCO

6206% OB2F oo g 58.62%
41373y 2T %
8% 8%

Q1 Q2A Q2B Qa3 Q4

Fonte: Dados da pesquisa.

A primeira questao pedia para calcular a &rea de um cubo, e 11 alunos acertaram.
Dos demais, 11 alunos calcularam apenas a area de uma face, mostrando dificuldade em
saber diferenciar a figura plana de um s6lido geométrico. Como pode ser visto na resposta

do(a) aluno(a) na figura 2.
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Figura 2- Resposta do(a) aluno(a) A.

Fonte: Dados da pesquisa.
Outra dificuldade apresentada foi vista na resolugéo de 7 alunos, que calcularam o

volume, evidenciando n&o saber o conceito de area e volume. A figura 3 mostra a resolugao
do(a) aluno(a) B.

Figura 3- Resposta do(a) aluno(a) B.

Fonte: Dados da pesquisa.

A segunda questao foi a que os alunos tiveram mais dificuldade, apenas um aluno
conseguiu acertar. A maior parte tentou resolver, mas acabaram ndo acertando, pois néo
interpretaram que seria necessario calcular a altura do trapézio, considerando um valor
incorreto. Porém requeria um pouco de atencdo na interpretagdo do enunciado, como
também era necessario lembrar a férmula de calculo do volume de um prisma e saber

aplica-la corretamente, o que dificultou para os estudantes.
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Figura 4- Resposta do(a) aluno(a) C.

Fonte: Dados da pesquisa.

Para calcular o volume do prisma da segunda questdo, era necessario calcular
primeiro a 4rea de uma das bases, que era um trapézio isésceles. O aluno C errou a questao
(ver figura 4), pois considerou a altura da base igual a V10, esquecendo que para encontrar
a altura de um trapézio isOsceles é preciso tragar uma reta perpendicular, de maneira que
se forme um tridngulo retédngulo. Além disso, prosseguiu no erro, pois considerou a altura
do prisma igual a v10. Essa sequéncia de erros comprometeu toda a questéo, e esse
raciocinio também foi seguido por outros alunos.

A terceira questao foi a que obteve a maior quantidade de acertos, ela abordava
apétema lateral e apotema da base em uma pirdmide. Veja na figura 5, a resposta do
aluno(a) D que respondeu corretamente.

Figura 5- Resposta do(a) aluno(a) D.

Fonte: Dados da pesquisa.

Porém, dois alunos usaram a altura da piramide, como se fosse a altura da face
lateral e fizeram um célculo incorreto, como pode ser visto na figura 6. Mostrando nao ter
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conhecimento sobre o apétema lateral e ap6tema da base das piramides.

Figura 6- Resposta do(a) aluno(a) E.

Fonte: Dados da pesquisa.

A quarta e ultima questdo pedia para encontrar a altura de uma lata em forma
de cilindro reto, para isso era s6 substituir os valores na formula da area de um cilindro.
Entretanto, para a maioria dos alunos, a questao se tornou mais complexa, pois o professor
n&o tinha introduzido ainda os sélidos de revolugdo. E comum que os estudantes tenham
mais dificuldade quando se trata desse conteudo.

Porém, mesmo assim, alguns alunos conseguiram iniciar a questdo, s6 nao

conseguiram concluir, como pode ser observado na figura 7

Figura 7- Resposta do(a) aluno(a) F.

Fonte: Dados da pesquisa.

Alguns alunos usaram uma estratégia interessante para resolver, calculando primeiro
a area das bases e subtraindo do total, a fim de obter a area lateral. E por fim, substituiram
na formula, AREA LATERAL= C.H, onde C é 0 comprimento da circunferéncia e H a altura,
dessa forma obtiveram a altura da lata. Como pode ser visto na figura 8:
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Figura 8- Resposta do(a) aluno(a) G.

Fonte: Dados da pesquisa.

Com isso, foi observado que muitos alunos até conhecem as formulas dos solidos
geométricos, porém, muitas vezes, nao sabem de que sdlido se trata, nem a situacéo
correta para se aplica-la ou como aplica-la. Logo ndo basta conhecer as formulas, é preciso
compreender como foram obtidas e como devem ser aplicadas.

51 VIVENCIA DO JOGO PIFF GEOMETRICO

Durante a vivéncia do jogo, a turma foi dividida em grupos de quatro alunos para
se jogar dupla contra dupla, essa forma de organizagéo deles & melhor, de acordo com
Grando (2004), pois ajuda a dividir as frustacdes, e ter uma relagéo positiva com o ato de
ganhar ou perder. Inicialmente foi explicado o jogo e suas regras, alguns tiveram um pouco
de dificuldade para compreender, mas a medida que jogavam foram melhorando. Vale
ressaltar que os alunos se envolveram com a proposta do jogo, se empenharam em ganhar.
Foram participativos, sempre perguntando sobre suas jogadas, se estavam corretas, tirando
suas duvidas sobre as propriedades que ndo sabiam. Além disso, interagiram com os ouros
colegas, ajudando uns aos outros a chegar ao objetivo proposto pelo jogo.

A partir das jogadas dos alunos, pode-se perceber algumas dificuldades
apresentadas por eles, com relagdo a identificacdo das faces, vértices e arestas dos
solidos geométricos, a quantidade, o formato das faces; e as férmulas de area e volume
de cada s6lido geométrico. Reforcando o que afirmam Marim e Barbosa (2010) a respeito
das possibilidades no trabalho com jogos. E assim pude intervir, & medida que me
chamavam para tirar suas davidas, perguntando se estavam relacionando corretamente as
propriedades aos sélidos, e eu fui dizendo se estava correto ou ndo, e explicando. Dessa
forma, ajudando-os a chegar ao objetivo, porém sem prejudicar a atividade exploratéria dos
mesmos, conforme recomendado por Moura (2006).
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61 ANALISE DOS RESULTADOS,OBTIDOS COM O QUESTIONARIO SOBRE A
VIVENCIA DO JOGO PIFF GEOMETRICO

No terceiro momento, foi aplicado um questionario a respeito da vivéncia do jogo
Piff Geométrico. Na primeira pergunta, com base na andlise das respostas a maioria dos
estudantes respondeu que o jogo contribuiu para a aprendizagem das formulas geométricas
espaciais. Descrevendo que facilitou a associagéo das formulas aos sélidos, possibilitando
o conhecimento de novas formas geométricas, e a percepg¢do da semelhanca com objetos
do cotidiano. Reforcando o que afirma Ribeiro (2009) a respeito dos jogos.

Na segunda pergunta, os discentes apresentaram como pontos positivos a diversao,
a fixagdo dos conteldos, a convivéncia com os colegas e a interagdo em que todos se
ajudam, assim como, afirma Lara (2004).

Como pontos negativos, alguns alunos abordaram a falta de compreensao
do assunto, a abordagem sobre corpos redondos que néo tinham estudado ainda, a
competicdo, e as dividas, que tinham que esperar a disponibilidade do aplicador para
sana-las, ja que tinham muitos grupos (ver figura 9). De fato, a falta de conhecimento do
contetdo dificultou um pouco a execugédo do jogo, pois foram notadas algumas duvidas
dos alunos. Mas isso também é consequéncia de nao terem se apropriado do conteudo,
pois o assunto abordado ja tinha sido apresentado em sala pelo professor da turma, com
excecao dos corpos redondos que 0 mesmo ndo conseguiu aprofundar, porém pode ser
comprovado que tiveram contato com o conteudo de corpos redondos, ja que alguns
estudantes conseguiram resolver a quarta questao dos testes.

Figura 19- Resposta do(a) aluno(a) | a pergunta 2.

Fonte: Dados da pesquisa.

O surgimento de duvidas durante a aplicagdo de um jogo € normal, é por isso que
Grando (2004) fala a respeito da necessidade de um planejamento antes da aplicagéo de
um jogo, e da necessidade da intervengcédo do professor como mediador do processo de
constru¢do do conhecimento pelos alunos.

Sobre a terceira pergunta, a maior parte dos estudantes afirmou nunca terem
vivenciado atividades envolvendo jogos matematicos, e dos que disseram que sim,
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descreveram situa¢des com o Software Geogebra, que ndo é um jogo.

Na quarta pergunta, a maioria respondeu que sim, os jogos facilitam a aprendizagem
dos contetidos de Matematica. Afirmando que o jogo ajuda a fixar o contetdo, desperta o
interesse do aluno, diferencia as aulas, saindo da rotina, possibilita a aplicacdo do que se
aprendeu em sala e a interagdo. Confirmando todos os beneficios, citados anteriormente
por Moura (2006), Marim e Barbosa (2010), Ribeiro (2009), Grando (2004), Silva e
Kodama (2004), Lara (2004), e Macedo, Petty e Passos (2005), que a utilizagdo de jogos
matematicos nas aulas pode proporcionar. Conforme se verifica nas respostas dos alunos
E e D nas figuras 10 e 11.

Figura 10- Resposta do(a) aluno(a) E.

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 11- Resposta do(a) aluno(a) D.

Fonte: Dados da pesquisa.

CONSIDERAGCOES FINAIS

A partir dessa pesquisa pode-se concluir que 0s jogos sdo um importante recurso
didatico que pode facilitar a aprendizagem em Matematica, proporcionando ao aluno
um ambiente de aprendizagem mais agradavel, reduzindo bloqueios e desenvolvendo
potencialidades. Além de contribuir com desenvolvimento da interacdo entre os discentes,
cooperacgdo, concentragdo, e do pensamento abstrato. Essas ideias se confirmam nas
respostas dos alunos sobre a vivéncia do jogo.
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Contudo, os resultados obtidos com o questionario ndo foram satisfatorios. Isso
pode ser consequéncia da falta de conhecimento sobre o conteudo de formas geométricas
espaciais, que era necessario para se jogar. Pois o jogo Piff Geométrico se classifica como
um jogo de treinamento, conforme Marim e Barbosa (2010), sendo utilizado para reforgar
conteudos, basicamente relacionar os solidos com suas férmulas e propriedades (vértices,
arestas, faces).

Outro ponto a ser abordado é que o jogo Piff Geométrico apresenta apenas as
formulas, mas ndo aborda suas aplicagdes. Sendo que esse conhecimento era necessario
para resolver o questionario, entdo o aluno que néao sabia como aplicar as férmulas néo
conseguiu responder corretamente as questoes.

Portanto, concluiu-se que se faz necessaria, além da aplicagcdo do jogo, uma
intervencdo do professor trazendo a explicacéo das férmulas abordadas, bem como sua
aplicacéo em situagdes problemas, para que os estudantes pudessem compreender sua
utilidade e se apropriar do conceito. Além disso, o0 jogo Piff Geométrico pode ser utilizado
como um diagnostico para saber as dificuldades dos alunos quanto ao contetdo de formas
geométricas espaciais, essa ideia pode ser utilizada em novas pesquisas sobre o tema.
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CAPITULO 7

O RACIOCINIO LOGICO NO ENSINO
FUNDAMENTAL |

Edilene Severina da Silva

“Aprendizagem é a
progressiva  mudanca
de comportamento
que esta ligada, de
um lado, a sucessivas
apresentagbes de uma
situacao e, de outro,
a repetidos esforgos
dos individuos para
enfrenta-la de uma
maneira eficiente”.

Mc. CONNEL

RESUMO: Neste trabalho, motivados
pelo diagnéstico dado por uma avaliagéo
externa, a qual sinalizou que nossos
alunos nado possuem bem desenvolvida
a capacidade de raciocinio légico para
resolver problemas, fizemos um estudo de
caso com o 5° ano do Ensino Fundamental
I, com o objetivo de verificar se haveria
melhora se tal conteldo fosse ensinado
durante as aulas. Para alcangar esse
objetivo, em um primeiro momento foi
aplicado um questionario contendo algumas

Data de aceite: 02/08/2023

perguntas e um jogo sudoku para que o0s
alunos fizessem como sabiam, somente em
ouvir falar das regras, sem a explanacgao
das mesmas, no entanto, nao obtiveram um
bom resultado. Posteriormente, eles tiveram
aulas sobre raciocinio légico e jogaram
novamente, utilizando o puzzle Sudoku
mostrando uma melhora significativa nos
resultados. O que nos leva a crer que, se 0
raciocinio l6gico for bem trabalhado em sala
de aula, os alunos poderdo desenvolver
essa habilidade significativamente.
PALAVRAS-CHAVE: Raciocinio
Sudoku. Ensino Fundamental .

l6gico.

ABSTRACT : In this work, motivated by the
diagnosis given by an external evaluation,
which signaled that our students do not have
a well-developed logical reasoning ability to
solve problems, we made a case study with
the 5th year of Elementary School, with the
objective of verifying whether there would
be improvement if such content were taught
during classes. To achieve this goal, at first
a questionnaire containing some questions
and a sudoku game was applied so that
the students could do as they knew, only in
hearing about the rules, without explaining
them, however, they did not obtain a good
result. Subsequently, they took classes
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on logical reasoning and played again, using the Sudoku puzzle showing a significant
improvement in the results. Which leads us to believe that, if logical reasoning is well worked
out in the classroom, students will be able to develop this skill significantly.

KEYWORDS: Logical reasoning. Sudoku. Elementary School.

11 INTRODUGAO

O Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes (Pisa), traducéo de
Programme for International Student Assessment, € um estudo comparativo internacional
realizado a cada trés anos pela Organizacdo para a Cooperacdo e Desenvolvimento
Econémico (OCDE). Ele oferece informacbes sobre o desempenho dos estudantes na
faixa etaria dos 15 anos. Foram avaliados 72 paises na edicdo de 2015 do Pisa, e a média
geral dos brasileiros foi de 407 em leitura, 377 em matematica e 401 em ciéncias. A média
dos estudantes dos paises da OCDE foi de 493 em leitura, 490 em matematica e 493 em
ciéncias. (Brasil. Inep. 2016).

Como resultado diagnosticado por este programa, os alunos brasileiros estdo bem
abaixo da média geral dos demais paises. A pretensédo deste trabalho € o de auxiliar os
alunos a desenvolverem uma linha de raciocinio completa ja no ensino fundamental I. Uma
vez que pensamento critico, argumentativo, flexibilidade de pensamento e raciocinio l6gico
sé@o aplicaveis ndo s6 em situagdes escolares, mas também na resolugéo de problemas
cotidianos, o ensino de l6gica nos anos iniciais do ensino fundamental pode contribuir para
que o aluno supere dificuldades com o encadeamento l6gico necessério para resolucéo de
problemas ao longo de sua trajetéria.

GROENWALD, 1999 apud SILVA e GROENWALD, 2004, p.1, relata que

Avida moderna exige, cada vez mais, o desenvolvimento de habilidades como:
l6gica de raciocinio; saber transferir conhecimentos de uma area para outra;
saber comunicar-se e entender o que lhe é comunicado; trabalhar em equipe;
interpretar a realidade; buscar, analisar, tratar e organizar a informagao;
adotar uma postura critica, sendo consciente de que o conhecimento nao
€ algo terminado e deve ser construido constantemente; tomar decisoes,
ganhando em autonomia e criatividade.

Segundo Dante (2010), o ensino de raciocinio l6gico tem um papel importante para
o desenvolvimento intelectual do aluno. A falta de uma disciplina especifica, que leve ao
aluno a ter um bom desenvolvimento em raciocinio l6gico, pode creditar ao futuro adulto
uma incapacidade de argumentacao critica significativa e organizada, a qual torna o mesmo
vulneravel em relacdo ao pleno exercicio de sua cidadania.

Com foco em trabalhar especificamente o jogo sudoku, um jogo que auxilia o
desenvolvimento do raciocinio légico do aluno (pensamento l6gico) e, de alguma maneira
mensurar os resultados obtidos apds a explicagdo do que é raciocinio légico, fizemos um
estudo de caso, o qual foi realizado em uma turma de 16 alunos do 5° ano, do periodo
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vespertino, do Ensino Fundamental I, na Escola Municipal de Ensino Fundamental “Senhora
Iracema de Moraes Marchezini”, municipio de Santa Adélia, localizado no interior de Séo
Paulo. O estudo de caso foi organizado em trés momentos seguindo a seguinte estrutura:

12 Aula — 06 de novembro de 2019: Aplicagdo do questionario e levantamento prévio
sobre o que sabiam sobre o0 Jogo Sudoku.

22 Aula - 13 de novembro de 2019: O que é Raciocinio l6gico?
3% Aula — 20 de novembro de 2019: Jogo Sudoku

Este estudo foi submetido ao Comité de Etica em Pesquisa sob o nimero do Parecer:
3.685.630 —Aprovado em 05 de novembro de 2019.

Etapa 1. Apliquei um questionario simples para saber o quanto os alunos ja
conheciam sobre “o0 que raciocinio l6gico?” e sobre Sudoku; e nesta primeira aula, apos
falar superficialmente as regras do passatempo Sudoku, (um jogo com uma grade 6X6
constituida de sub-grades 2X3 denominadas de regides. Certas células ja contém numeros,
chamados de dados, e a finalidade do jogo é preencher as células vazias, com um nimero
em cada célula, de forma que cada coluna, linha e regido contenham os nimeros de 1 4 6
apenas uma vez), pedi para que resolvessem o jogo de acordo com o que sabiam, pois o
jogo estava na mesma folha do questionério, assim como mostra o Anexo A. Vale ressaltar
que o jogo foi adaptado para estes alunos, pois geralmente a grade principal € 9x9 e as
sub-grades sdo 3x3;

Etapa 2. Ministrei aulas, que visavam trabalhar especificamente o raciocinio légico
dos alunos;

Etapa 3. Por fim, apliquei novamente o Sudoku, com o intuito de comparar o resultado
obtido com os resultados da Etapa 1.

Em cada uma das etapas, os dados foram coletados e organizados, e serédo
apresentados no Capitulo 3.

No Capitulo 1, apresentamos uma ideia geral sobre o que € raciocinio l6gico e como
os Paréametros Curriculares Nacionais (PCNs) veem tal tema. No Capitulo 2 apresentamos
maneiras de se trabalhar o raciocinio l6gico no Ensino Fundamental | e, por fim, no Capitulo
3 descrevemos como foram realizadas as atividades no estudo de caso e apresentamos os
resultados obtidos.

21 O QUE E O RACIOCINIO LOGICO?

O raciocinio loégico néo se refere apenas a area l6gico mateméatica, em outras areas
também ocorrem o uso da légica, pois por meio do pensamento logico € possivel ser critico,
dedutivo, analisar e selecionar informagdes com clareza, ter interesse e proposito de vida,
coeréncia, criatividade, planejamento estratégico. Segundo Copi, 1978, “O estudo da
Légica é o estudo dos métodos e principios usados para distinguir o raciocinio correto do
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incorreto” (apud SCOLARI, 2007, p.2)

Embora o desenvolvimento do raciocinio légico ndo € inerente ao campo de
Matematica, mas em todas as disciplinas, na area matematica é indissociavel. Nos
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) em O Papel Da Matematica No Ensino
Fundamental, explicita sobre 0 uso do pensamento légico como de suma importancia para

o desenvolvimento do aluno em toda a sua vida.
A Matematica comporta um amplo campo de relagdes, regularidades e
coeréncias que despertam a curiosidade e instigam a capacidade de

generalizar, projetar, prever e abstrair, favorecendo a estruturacdo do
pensamento e o desenvolvimento do raciocinio logico.

(..) ¢é importante que a Matematica desempenhe, equilibrada e
indissociavelmente, seu papel na formacéo de capacidades intelectuais, na
estruturacédo do pensamento, na agilizacdo do raciocinio dedutivo do aluno,
na sua aplicagdo a problemas, situacdes da vida cotidiana e atividades do
mundo do trabalho e no apoio a construgcdo de conhecimentos em outras
areas curriculares. (BRASIL,1988, p. 24).

Dentre os objetivos gerais para o ensino fundamental que os Parametros Curriculares
Nacionais trazem, dois deles tém sua notoriedade no decorrer da vida escolar do aluno
indicando que sejam capazes de:

“Saber utilizar diferentes fontes de informagéo e recursos tecnolégicos para
adquirir e construir conhecimentos;

Questionar a realidade formulando-se problemas e tratando de resolvé-
los, utilizando para isso 0 pensamento logico, a criatividade, a intuicéo, a
capacidade de analise critica, selecionando procedimentos e verificando sua
adequacgao”. (BRASIL,1988, p.6)

Sendo assim, o desenvolvimento do raciocinio légico na vida escolar faz com que
o aluno atinja a vida adulta com habilidades esséncias necessarias para poder resolver os
possiveis problemas apresentados em sua decorréncia.

Em Selecédo de conteudos (PCNs) mostra a importancia de ser trabalhado o
desenvolvimento do raciocinio l6gico em todas as disciplinas, haja visto, que ndo ha uma
disciplina especifica para o estudo deste conteldo e sim que 0 mesmo deva ser aplicado em
todas areas, desta maneira o futuro do adulto estara menos vulneravel ao pleno exercicio
da sua cidadania.

O desafio que se apresenta é o de identificar, dentro de cada um desses
vastos campos, de um lado, quais conhecimentos, competéncias, habitos
e valores sao socialmente relevantes; de outro, em que medida contribuem
para o desenvolvimento intelectual do aluno, ou seja, na construgéo e
coordenacdo do pensamento l6gico-matematico, da criatividade, da intuicao,
da capacidade de anédlise e de critica, que constituem esquemas logicos de
referéncia para interpretar fatos e fenémenos. (BRASIL,1997, p. 38).

Para (Abar, 2006), o aprendizado da légica auxilia os estudantes no raciocinio,
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na compreensao de conceitos basicos, na verificacdo formal de programas e melhor os
prepara para o entendimento do conteddo de tépicos mais avangados. (apud SCOLARI,
2007, p.2)

O desenvolvimento do raciocinio légico auxilia na resolugdo de problemas, ao
estimularmos o raciocinio légico da crianga estamos fazendo com que a mesma relacione
algo que tenha conhecimento com algo novo, formando assim um novo pensamento l6gico
com estrutura.

Algumas atividades proporcionam diversdo e aprendizagem, temos 0s jogos como
exemplo bem classico, os jogos de sequéncia e séries, legos, quebra-cabecas, jogos
de memoria, entre outros, além de proporcionar prazer, despertam autoconfianca, a
autoestima, agilidade, memorizacédo, concentragéo, foco, estimulo do raciocinio cognitivo e
trazem algo que é inerente a essas atividades como é o caso de aprender com os proprios
erros. Essa maneira de aprender € essencial para o progresso da crianca, a qual vivera em
uma sociedade altamente competitiva, em busca do perfeccionismo. Com a intervengéo
assertiva no momento do erro, onde a crianca experimenta a sensagéo de éxito quando &
corrigida a resposta incorreta, ela se surpreende com esta sensacéo, esse sentimento é
capaz de motiva-la para o aprendizado, ja que: joga-erra-corrigi-joga-acerta-sensagéo de
sou capaz, tornando-se um cidaddo com autoestima.

O jogo Sudoku é um exemplo claro desta metodologia, uma vez que exige
concentracéo, foco, determinacdo durante o seu desenvolvimento e € possivel avaliar
0 quanto a crianga esta engajada para atingir o objetivo final, além de descobrir quais
dificuldades a mesma apresenta na hora do jogo.

Nos PCNs o uso dos jogos pelos alunos possibilita compreenséo, geram satisfacéo,
formam novos habitos sistematizados, aprendem a lidar com simbolos, criam e pensam por
analogia, vivenciam situacdes que se repetem, produzem linguagens, compreendendo e
utilizando-as, capacitando-se para se submeterem a regras e dar explicacdes, favorecendo-
se a integracdo num mundo social bastante complexo. Assim como 0s jogos com regras
exigem o uso de pensamentos estruturados, as situagbes complexas apresentadas no
cotidiano necessitam do desenvolvimento do raciocinio légico para que se obtenha éxito na
dissolucdo das mesmas.

Os jogos com regras tém um aspecto importante, pois neles o fazer e o compreender
constituem faces de uma mesma moeda. A participacdo em jogos de grupo também
representa uma conquista cognitiva, emocional, moral e social para a crianca e um estimulo
para o desenvolvimento do seu raciocinio légico.

A Base Curricular Nacional Comum apresenta competéncias e habilidades que
devem ser desenvolvidas no decorrer do Ensino Fundamental, essas sdo necessarias para
a analise de situagbes da vida cotidiana como: resolugéo de problemas, de investigacéo,
desenvolvimento de projetos, estratégias para aprendizagem, comunicagéo e argumentacgao,

saber propor solugbes as questdes que surgem em seu dia a dia ,utilizar, propor e/ou
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implementar solugdes (processos e produtos) envolvendo diferentes tecnologias, para
identificar, analisar, modelar e solucionar problemas complexos em diversas areas da vida
cotidiana, explorando de forma efetiva o raciocinio l6gico, o pensamento computacional, o
espirito de investigagéo e a criatividade

Dentre as competéncias especificas de Matematica para o Ensino Fundamental
presentes na BNCC, a nimero dois indica que deve ser desenvolvido no aluno o raciocinio
l6gico, o espirito de investigacdo e a capacidade de produzir argumentos convincentes,
recorrendo aos conhecimentos matematicos para compreender e atuar no mundo.

ABNCC valoriza o pensamento, a criatividade, o afeto, destaca o pensamento l6gico,
as habilidades socioemocionais, o espirito investigativo, capacidades de observacéo,
construir argumentagdes, uso inteligente de recursos disponiveis para propor solugdes as

questdes que surgem dentro e fora da escola.

31 ESTUDO DE CASO

O estudo de caso foi realizado na Escola Municipal de Ensino Fundamental Senhora
Iracema de Moraes Marchezini, situada na cidade de Santa Adélia, interior de Sdo Paulo
em uma turma de 5° ano com dezesseis alunos do periodo vespertino.

O intuito do estudo foi verificar se ha melhora, na capacidade de raciocinio légico por
parte dos alunos, se tal conteudo for ensinado durante as aulas. Neste capitulo discorremos
sobre como foi realizada tal pesquisa e apresentamos os resultados obtidos.

3.1 Sudoku - primeiro contato

Num primeiro momento, os alunos foram convidados a participar do jogo Sudoku.
A origem do nome é uma simplificacé@o da frase “suji wa dokushin ni kagiru”, que significa
“os numeros tém que ser Unicos” e se refere a um passatempo numérico de instrucoes.
Mesmo com o nome japonés, as primeiras versdes do puzzle sdo creditadas ao matematico
suico Leonhard Euler. A verséo criada por Euler se chamava “quadrados latinos”, um jogo
em que os algarismos devem aparecer apenas uma vez em cada linha e em cada coluna.
O formato com 9 linhas e 9 colunas se tornou popular nos EUA, quando comegaram a ser
publicados na década de 70.

Para facilitar a compreensé&o por parte dos alunos, trabalhamos com uma variagao
do jogo, no caso utilizamos uma grade 6X6 constituida de sub-grades 2X3 denominadas
de regides.

As regras do jogo sdo simples. Na grade, algumas células ja contém numeros,
chamados de dados, e a finalidade do jogo € preencher as células vazias, com um namero
em cada célula, de forma que cada coluna, linha e regido contenham os nimeros de 1 a 6

apenas uma vez, conforme Figura 1.

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico Capitulo 7

123



Figura 1 —Sudoku gerado em pelo site

3141|686

= I S
4]
%]

115 3|6

Fonte: https://www.sudokuweb.org/easy-sudoku-6x6-for-kids/

Neste primeiro contato com o jogo Sudoku, foi passado para os alunos uma breve
introducdo sobre as regras do mesmo, falando somente que néo poderiam repetir os
nameros de 1 a 6 nas linhas, colunas e sub-grades. Tais regras foram apresentadas aos
alunos e eles jogaram, sem nenhum auxilio do professor e explanagdo das mesmas.

Apo6s terminarem o preenchimento, coletamos os Sudokus preenchidos e
organizamos segundo 0s erros mais comuns, conforme mostrados nas figuras a seguir.

3.1.1 ERROS COMETIDOS NO PREENCHIMENTO DO SUDOKU

Nas Figuras 2 a 7, apresentamos alguns dos Sudokus preenchidos pelos alunos,
onde o erro € similar. Eles relataram ter preenchido o jogo por grade completando as
regides, olhando apenas para a sequéncia de 1 a 6, até completar todo jogo, o que incorre
no erro de repetir nUmeros nas linhas e/ou colunas.

Figura 2: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Figura 3: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Figura 4: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Figura 5: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Figura 6: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Figura 7: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Na Figura 8 o aluno usou como estratégia escrever todos os numeros de 1 a 6 para
ir preenchendo linhas e colunas, eliminando o nimero o qual ja existia para colocar o que
faltava, no entanto néo conseguiu preencher todos os quadrados com o0 mesmo tempo que

foi dado a todos os demais alunos.

Figura 8: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Fonte: Arquivo do préprio autor.

Na Figura 9 o aluno comecgou o preenchimento da primeira grade debaixo para
cima da esquerda para direita observando que esta grade tinha apenas um numero que
faltava, e assim foi até a sexta grade. Este aluno respondeu que conhecia o jogo Sudoku,
bem como suas regras. Note que o aluno comecou a conferéncia de cima para baixo e foi
substituindo os numeros para chegar ao resultado ao qual almejava, fazendo a conferéncia
por colunas, a qual no principio esta correta, no entanto quando se verifica por linhas nao
estdo todas corretas, as duas ultimas linhas haveria a necessidade de trocar o numero 6
por 5 e 5 por 6. Como o tempo dado a todos foi 0 mesmo também néo conseguiu completar

0 jogo corretamente.
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Figura 9: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Na Figura 10 mostra que o aluno entendeu, de forma equivocada, que poderiam ser
usados todos os algarismos de 0 a 9 para preenchimento do jogo. O aluno entregou o jogo
sem terminar o preenchimento até o momento da entrega.

Figura 10: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Fonte: Arquivo do préprio autor.

Nas Figuras 11 e 12, note que na coluna 3 existem 2 nimeros 6 proéximos, provando
que o objetivo era preencher a grade de 1 a 6, os alunos relataram que foram preenchendo
0s espacos, tanto por coluna quanto por linha, somente para preencher os espacos.
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Figura 11: Sudoku desenvolvido por aluno
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Figura 12: Sudoku desenvolvido por aluno
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Na Figura 13 o aluno iniciou por grade, pela unica possibilidade, colocando o
namero 4, em seguida foi para a segunda coluna colocando o niUmero 6, depois foi na
grade da direita para a esquerda, colocando o numero 1, e assim foi fazendo, em seguida
foi completando com numeros aleatérios. O aluno comecou a conferéncia por linha e ao
chegar na 4° linha de cima para baixo mudou o nimero 4 para 5, mesmo vendo que o 4
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estava correto, simplesmente por estar conferindo por linha “esqueceu” de verificar que a
grade ja estava correta.

Figura 13: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Fonte: Arquivo do préprio autor

Na Figura 14 o aluno iniciou o preenchimento por grade, eliminando a uUnica
possibilidade, em seguida foi na primeira linha, também eliminando a Unica possibilidade,
foi na 3° grade eliminando a Unica possibilidade. Assim que os alunos comecaram a
entregar o jogo, ele preencheu os espacos aleatoriamente sem se importar com a repeticdo
de numeros.

Figura 14: Sudoku desenvolvido por aluno.
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Fonte: Arquivo do préprio autor
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Nas Figuras 15 a 17 os alunos relataram preencher por colunas com numeros
aleatoriamente, sendo que na Figura 17 o aluno néo terminou de preencher até o momento
da entrega.

Figura 15: Sudoku desenvolvido por aluno
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Fonte: Arquivo do proprio autor

Figura 16: Sudoku desenvolvido por aluno
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Figura 17: Sudoku desenvolvido por aluno
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3.2 QUESTIONARIO SOBRE SUDOKU E RACIOCINIO LOGICO

A fim de verificar o que os alunos j& sabiam sobre raciocinio l6gico, Sudoku e

resolucdo de problemas, aplicamos um questionario simples, com seis questbes de

alternativas (sim/ndo), cujas perguntas foram:

1.
2
3.
4
5

6.

Vocé sabe o que é Sudoku?

Conhece as regras do Sudoku?

Vocé utilizou alguma conta para chegar ao resultado?
Vocé teve alguma dificuldade para preencher o Sudoku?
Vocé sabe o que é resolugéo de problemas?

Vocé ja ouviu falar em raciocinio l6gico?

Na Tabela 1 resumimos os resultados obtidos a partir do questionario.
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Tabela 1 - Resumo do resultado do questionario aplicados aos 16 alunos da turma:

Pergunta Sim (%) Nao (%)
1 - Vocé sabe o que é Sudoku? 50 50
2- Conhece as regras do Sudoku? 12,5 87,5
3 - Vocé teve alguma dificuldade para preencher o Sudoku? 6 94
4 - Vocé utilizou alguma conta para chegar ao resultado? 50 50
5 - Vocé sabe o que é resolugao de problemas? 7 93
6 - Vocé ja ouviu falar em raciocinio légico? 14 86

Vimos que metade da sala ja conhecia o jogo Sudoku, porém ndo sabiam como
realizar o preenchimento correto do mesmo, uma vez que ndo tinham conhecimento
aprofundado sobre as regras. A maioria apresentou dificuldades no preenchimento do
Sudoku, e alguns até tentaram fazer “contas”, mas nédo obtiveram éxito. Ainda com base
no questionario, verificamos que muitos alunos nao conheciam o que era resolugao de
problemas e raciocinio légico.

3.3 AULA SOBRE RACIOCINIO LOGICO E REAPLICAQAO DO SUDOKU -
RELATO
Neste capitulo apresentamos o relato da professora sobre como transcorreu as

atividades com os alunos.

3.3.1 RELATO DAAULA 1

Ao ministrar a primeira aula, perguntei a sala se alguém conhecia o jogo Sudoku,
apenas 1 aluno respondeu que sim, dizendo que néo poderia repetir os mesmos nimeros
nos quadradinhos, os demais disseram nao conhecer o jogo. Disse a eles que aquele jogo
possuia 4 retangulos, onde cada retangulo/grade continha 6 espagos, alguns com nimeros
e outros vazios, esse jogo tem linhas e colunas e ndo pode repetir os mesmos numeros
nas linhas e também nas colunas, e dentro de cada retangulo/grade/regido s6 poderiam
haver os niumeros de 1 a 6 sem repeti-los. Pedi para que respondessem as questdes
também, pois ao perguntar se sabiam o que era raciocinio l6gico e resolugéo de problemas,
apenas 1 aluno disse que sabia o que era resolucao de problemas e 2 alunos disseram
ja ter ouvido falar em raciocinio légico. Entreguei e pedi para preencherem a tabela como
havia explicado. Os alunos receberam o jogo com muito entusiasmo, para eles parecia
um jogo simples, tanto que entre 2 e 10 minutos o primeiro e o Ultimo aluno entregaram o
jogo preenchido e o questionario respondido, disse que eu iria levar para casa e fazer o
levantamento dos dados.
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3.3.2 RELATO DAAULA 2

Nesta segunda aula ao chegar na sala, os alunos perguntaram se iam jogar mais
o Sudoku, falei que hoje explicaria o que era Raciocinio légico, comecei explicando o que
era raciocinio logico. Peguei o estojo do aluno que estava proximo a mim e joguei no
chéo, pedi para ele pegar e ele pegou, joguei novamente e pedi para ele pegar e ele
pegou, joguei pela Ultima vez mais longe e disse para ele: Vocé ndo vai me perguntar “por
que” estou jogando e nem se recusar a pegar? Ele disse - Por que vocé esta jogando
0 meu estojo? Somente essa fala e foi pegar o estojo. Expliquei que precisamos pensar
para podermos fazer tudo o que nos é pedido, temos que saber por que fazer? Quando
fazer? Pra que fazer? O que estamos fazendo? Para onde vamos? Qual caminho devo
seguir? Com quem? Perguntas deste tipo foram feitas. Temos que aprender a argumentar
e criticar. Passei na lousa trés etapas basicas para compreender o que é raciocinio l6gico
e exemplifiquei com a figura de um jogo sudoku que desenhei na lousa. Em logica, pode-se
distinguir trés tipos de raciocinio l6gico: deducao, inducdo e abdugao. Dada uma premissa,
uma conclusao, e uma regra segundo a qual a premissa implica a concluséo, eles podem
ser explicados da seguinte forma: Deducéo, indugédo e abdugéo.

*  Deducdo corresponde a determinar a concluséo. Utiliza-se da regra e sua pre-
missa para chegar a uma concluséo.

+  Inducdo é determinar a regra. E aprender a regra a partir de diversos exemplos
de como a concluséo segue da premissa.

+  Abducéo significa determinar a premissa (ponto de partida/ ideia de que se par-
te para armar um raciocinio). Usa-se a conclusédo e a regra para defender que

a premissa poderia explicar a concluséo.
Temos como regras: numeros de 1 a 6, nenhuma linha ou coluna pode ter os
numeros repetidos e cada grade tem que ter os numeros de 1 a 6 uma Unica vez. (Indugéo)
Com o jogo sudoku na lousa exemplifiquei que para fazer o sudoku devemos
ter uma premissa, ou seja, um ponto de partida — Podemos comecar na grade que tem
menos espacos vazios, sempre analisando as linhas e colunas para n&o repetir numeros.

(Abducéao)

Usaremos as regras e as premissas para chegar a conclusédo. (Dedugao)
Ao final podemos ver se 0 jogo esta correto fazendo a conferéncia linha a linha.

Ao preencherem comigo o jogo na lousa, os alunos ja néo estavam téo euforicos
para responderem como na primeira etapa, mas estavam muito mais concentrados,
interagindo com pensamento l6gico, faziam perguntas, colocava numeros em lugares que
sabia que nao podia e de pronto eles argumentavam o porqué eu estava colocando aquele

namero ali.
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3.3.3 RELATO DA AULA 3 COM ANALISE DOS RESULTADOS.

Entreguei para cada aluno um Sudoku diferente para que fizessem e pude observar
que houve uma melhora significativa na forma de raciocinar, na concentracdo e na
maneira de preencher os numeros faltantes. Nem todos os alunos conseguiram preencher
corretamente seu respectivo Sudoku, um aluno, cuja professora titular da sala relatou
que tinha dificuldades no aprendizado n&o conseguiu. No entanto, esse mesmo aluno se
esforcou muito para conseguir resolver, acabou entregando devido ao tempo e ver que
todos haviam entregue. O sentimento de convicgdo (euforia) que conseguiriam realizar
a atividade do inicio ao fim que houve na primeira aula, deu lugar a olhares pensativos,
a batidas de dedos na mesa, a mao no queixo, ao siléncio. Demonstracdes de que, para
chegar ao objetivo era muito mais necessario pensar logicamente, do que s6 imaginar e
preencher aleatoriamente. Ao ver a sala em siléncio tentando resolver o jogo, notei que a
maturidade estava sendo trabalhada. Houve o momento, o qual um aluno se rendeu para
uma pergunta: “Vem ver se é assim professora?” Interessante, pois era o que segundo a
professora apresentava dificuldades no aprendizado.

A figura 18 exemplifica o resultado do desenvolvimento do jogo Sudoku apés a
explicacdo das regras, sendo notavel que o proprio aluno fez a conferéncia para saber se
havia preenchido certo o jogo, sendo este o comportamento de 15 alunos. Esses mesmos

alunos concluiram com éxito o jogo final.

Figura 18: Sudoku desenvolvido por aluno
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Fonte: Arquivo do proprio autor

A figura 19 mostra o resultado do aluno que ndo conseguiu concluir com éxito a

jogada final.
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Figura 19: Sudoku desenvolvido por aluno

N,
PO
<
o

(@)
Y
N
(@S]

1
()]
>

| 5 2| | 4 :
4| .| 6
4 5

Fonte: Arquivo do proprio autor

As explicacoes das estratégias para a resolugdo dos jogos, fez perceber que a
crianca tem uma facilidade em aprender brincando, ou no caso, jogando. Eles retiveram
as estratégias com facilidade. Foi motivador vé-los entregando o jogo e perguntando se eu

ndo voltaria mais, pois ja havia comunicado que seria a Ultima aula.

CONCLUSAO

Como estes alunos estavam na faixa etaria de 10 anos e de acordo com a analise
dos dados a maioria ndo tinham ouvido falar sobre este jogo, o Sudoku trabalhado
nesta pesquisa foi uma adaptacéo do jogo tradicional que contém 9 x 9 células para 6
x 6 células de nivel facil. Ao analisar os dados da pesquisa, pode-se notar que houve
aproveitamento significativo na maneira de usar o raciocinio légico. Essa evolucédo, ou
melhor, desenvolvimento, foi a principal contribuicdo desta intervencéo com o jogo Sudoku,
o resultado final foi satisfatério e motivador, ressaltando a necessidade de adaptacéo ao
jogo para alunos que apresentam maior dificuldade no processo de aprendizagem. E a
partir desta pesquisa fica como sugestéo fazer o estudo em turmas diferentes, ou até em
escolas diferentes, em periodos mais longos.

O objetivo do presente trabalho foi o de aumentar o incentivo a pratica de jogos
como o Sudoku na vida escolar desde os anos iniciais do ensino fundamental de uma
forma constante e gradual, com afinco nas fases de periodo de transicdo, em especial
no 5° ano do ensino fundamental I, auxiliando no desenvolvimento e aperfeicoamento do
raciocinio l6gico gerando uma forga motivadora capaz de despertar um potencial infinito
para minimizar a complexidade dos desafios apresentados pelo mundo contemporéaneo,
preparando o individuo para ter iniciativa, espirito explorador, criatividade, independéncia,
além de desenvolver habilidades e competéncias para tomar decis6es que sejam coerentes
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e eficientes em novas situagdes.
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ANEXO

ANEXO A
JOGO SUDOKU

QUESTIONARIO

1. Vocé sabe o que é Sudoku?
()Sim () Néo

2. Conhece as regras do Sudoku?
()Sim () Nao

3. Vocé utilizou alguma conta para chegar ao resultado?
()Sim ( ) Nao

4. Vocé teve alguma dificuldade em preencher o Sudoku?
()Sim () Nao

5. Vocé sabe o que é resolucado de problema?
()Sim () Néo

6. Vocé ja ouviu falar em raciocinio l6gico?

( )Sim () Nao
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