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RESUMO

O trabalho traz os principais conceitos da Matematica Financeira, buscando
sempre fazer uma ligacdo imediata com os acontecimentos ao nosso redor.
A saber, discorremos sobre juros, descontos, séries periddicas e sistemas de
amortizagbes. Além disso, aplicaremos o Método de Newton para determinar da
taxa de juros de séries de pagamentos.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica Financeira, Juros e Método de Newton.



ABSTRACT

The essay brings the main concepts of Financial Mathematics, looking to directly
connect it to the events in our surroundings. As such, we descant about interest,
discounting, periodic cycles and amortization systems. We will also apply Newtons
Method in order to determine the interest rates on payment series.

KEYWORDS: Financial Mathematics, Interest and Newtons Method.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Muitas pessoas pensam que a Matematica € uma disciplina em que so6 se trabalha
com um grande namero de formulas sem sentido e com célculos interminaveis. Este trabalho
tem como objetivo principal destacar a importancia da aprendizagem da Matematica
Financeira. Considerando que este € um assunto de grande relevancia no cotidiano de
todas as pessoas que se servem ou virdo a servir do sistema bancario, do comércio ou até
mesmo para fins de auxiliar em suas proprias financas.

Verificando o fato de que, apds a estabilizagcdo da economia nacional devido a
criacéo do plano real, as pessoas passaram a adquirir financiamentos e empréstimos com
maior frequéncia, se justifica uma sélida aprendizagem e futura aplicacdo da Matematica
Financeira.

Para tanto, foram analisados os principais livros utilizados no Ensino Médio, como

[4] e [10], que trazem varias abordagens sobre conceitos da matemética financeira,
além de livros que trazem um aprofundamento da Matematica Financeira em alguns
conceitos, com o intuito de verificar como estdo sendo tratados os principais topicos da
mesma. A partir desta analise, pode-se elaborar um aspecto geral referente a essa area da
Matematica, mostrando sugestdes e exemplos para que os professores do Ensino Médio
possam orientar e enriquecer sua pratica pedagogica de maneira adequada. Além disso,
apontar os pré-requisitos fundamentais para a assimilacdo dos conteudos, fazendo com
que eles sejam estudados com a devida conex&o.

Esse trabalho tem a inten¢do de, com o apoio de diversas técnicas, atividades,
problemas e inclusive, da parte historica, ajudar as pessoas a compreender a Matematica
financeira. Inicialmente, tratamos de conceitos iniciais de taxas de juros, descontos e
capitalizagdes, com direito a demonstra¢des de formulas e exemplos onde sé@o colocadas
situacdes cotidianas para melhor visualizagdo dos conceitos. Passamos por alguns
assuntos ndo abordados no ensino médio como consideracdes sobre titulos publicos, séries
periédicas uniformes e sistemas de amortizagdo, mas no intuito de fornecer ferramentas
béasicas para a tomada de decisdo em nosso dia a dia, onde estéo dispostos os conceitos,
formulas e suas demonstragbes, sendo de grande valia ressaltar que elas partem de
pressupostos reais, e que ndo séo inventadas. Estudamos além disso tudo ferramentas
que auxiliam na determinacéo de taxas de juros em algumas situacgdes, que sdo os métodos
de aproximacao de raizes, com uma atengéo especial ao Método de Newton.

E para finalizar é colocado para o leitor um capitulo sobre as aplicacbes da
Matematica Financeira no cotidiano dos alunos de forma que 0s mesmos se interessem
pelo conteudo fazendo com que tenha um destaque maior no ensino médio. Sendo assim,
prova-se que a Matematica ndo é abstrata a ponto de ndo se conseguir aplicar em nada,
uma vez que ela pode e deve estar ao alcance de todos.

Introducao



CAPITULO 2

CONCEITOS BASICOS DE MATEMATICA FINANCEIRA

2.1 CONCEITO DE JUROS

A definicéo de juros segundo [1] se da pelo fato de quando uma pessoa empresta
uma quantia de dinheiro a outra por um determinado periodo, ela recebe um rendimento
mensal pelo empréstimo que esta diretamente ligado a uma porcentagem no qual foi
combinado no ato da concessao do dinheiro. Quando uma pessoa contrai uma divida no
banco ou com terceiros, ela também paga mensalmente um valor que é determinado por
uma taxa até a quitacdo do valor total, que neste caso pode chegar a até 200% da divida.

Ao emprestar ou adquirir uma determinada quantia, o individuo deve ficar atento a

alguns fatores, como:
+  Risco: pode ocorrer do devedor néo pagar a divida.

+  Despesas: ficar atento ao custo de todas as despesas, seja operacionais, con-
tratuais ou tributarias que seréo necessarias para formalizacdo do empréstimo
e a futuras cobrancas.

+ Inflagdo: ter uma atencéo especial ao indice de desvalorizagdo da moeda pre-
visto para o periodo do empréstimo.

+  Ganho: fixar uma meta em funcéo das oportunidades de investimentos.

Um outro conceito de juros pode ser o seguinte: uma certa compensacéo ao credor
pelo tempo que o mesmo ficard sem utilizar o dinheiro, e um certo alivio para o devedor,
pois ira suprir algumas necessidades imediatas, mas que ap6s um certo tempo tera que
pagar um acréscimo pela utilizacéo do dinheiro ou pelo parcelamento da totalidade do valor
contraido. A fim de determinar o valor dos juros, sdo definidas taxas percentuais (taxas
de juros) em determinados periodos pelo credor. O calculo dessas taxas sao realizados
de acordo com alguns fatores como, a inflagdo no periodo com o que foi acordado no
contrato, com o risco do empréstimo para o credor ou ainda o tipo de bem adquirido
(pode desvalorizar ou valorizar). As taxas podem ser maiores ou menores numa relagao
proporcional ao tamanho do risco ou ao valor do bem.

Segundo [1], a taxa utilizada pelos bancos no Brasil € a Taxa Selic (Sistema Especial
de Liquidacéo e Custddia), que se trata de uma referéncia basica no célculo dos juros. Essa
taxa foi criada em 1979 pelo Banco Central do Brasil e € muito utilizada na delimitagéo das
taxas para o comércio, onde bancos ou empresas de crédito respeitam essa determinagcéao
para que ndo haja abusos com o consumidor. No mercado financeiro, existem diversas
modalidades de juros: juros simples, juros compostos, juros nominais, juros de mora, juros
reais, juros rotativos, juros sobre o capital proprio, entre outras. Veremos adiante algumas
dessas modalidades.

Conceitos Basicos de Matemética Financeira



2.2 OPERAGCOES COMERCIAIS

As operacbes comerciais tratam de movimentacdes realizadas com o intuito de
obtencéao de lucro. Nessas operagdes estao inclusos o prego de custo, preco de venda (ou
receita) e o lucro. Veremos do que se trata cada um desses elementos:

+  preco de custo: valor pago por um determinado produto em que o comprador

tem a intengé@o de obter um valor acima do que pagou quando for vender esse
produto.

+  preco de venda ou receita: valor estipulado pelo vendedor para repassar o pro-
duto ao consumidor (comprador) com a intengéo de receber um valor superior
ao da compra do produto.

» lucro: é o valor que o vendedor recebeu a mais na venda do produto, pois pagou
um valor e vendeu por outro superior.

Caso o preco de venda seja inferior ao preco de custo pode-se dizer que o vendedor
teve prejuizo, ou se o preco for superior ao do custo ele obteve lucro. Podemos chamar
custo de C, receita de R e lucro de L e assim determinar a relag@o que fornece o lucro ou

prejuizo ao vendedor:

L=R-C

Analisando agora a questao do lucro e prejuizo temos:
+  Se R>C,entao L > 0 (lucro).
+  Se R<C, entdo L <0 (prejuizo).

A seguir, veremos exemplos de aplicacdes desses conceitos em situacdes
problemas, que podem ser colocadas para alunos do ensino, com o objetivo de mostrar a

importancia dos conceitos aos mesmos.

Exemplo 1 Em uma industria metaldrgica o custo de produgdo de uma peca
automotiva corresponde a um custo fixo mensal de R$ 5000, 00 acrescido de um custo
variavel de R$ 55, 00 por unidade produzida mais 25% de impostos sobre o custo variavel.
Considerando que o prego de venda dessa pega pela industria aos comerciantes é de R$
102, 00, determine:

a. afuncgéo custo da produgéo de x pegas.
b. afuncéo receita referente a venda de x pecas.
c. afuncgéo lucro na venda de x pecas.

d. o lucro obtido na venda de 500 unidades.
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Resolucéo:

a. A fungéo custo sera dada pela somatoria do custo fixo, do custo variavel e do
imposto cobrado de acordo com o custo variavel.

C =5000 + 55x + 0, 25 - 55x

b. A funcéo receita é dada por:

R =102x

c. A funcéo lucro é obtida subtraindo a fungéo receita da funcao custo.

L = 102x - (5000 + 55x + 0, 25 - 55x)
L = 102x — 5000 — 55x — 0, 25 - 55x
L = 102x - 55x — 13, 75x — 5000

L = 33, 25x - 5000

Quando calculamos a funcdo lucro determinamos uma expressdo capaz de
determinar o lucro liquido obtido da venda de x pecas, isto descontados os custos de
producao e os impostos municipais, estaduais e federais.

d. O lucro obtido com a venda de 500 unidades corresponde a:

f(x) = 33,25x-5000
f(500) = 33,25-500 - 5000
f(500) = 16625 - 5000
f(500) = 11625

Exemplo 2 Um fabricante pode produzir calgados ao custo de R$ 20, 00 o par.
Estima-se que, se cada par for vendido por x reais, o fabricante vendera por més 80 — x (0
< x < 80) pares de sapatos. Assim, o lucro mensal do fabricante é uma fungdo do prego de
venda. Qual deve ser o preco de venda, de modo que o lucro mensal seja maximo?

Resolugéo: Custo: valor de produgéo de cada par de sapatos vezes o0 nimero de
sapatos fabricados.

C(x) =20 - (80 - x)
Receita: nUmero de sapatos vendidos no més multiplicado pelo valor de venda x.

R(x)=(80 - x) - x
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Lucro: diferenca entre a receita R(x) e o custo C(x)
L(x)=(80-x)-x-20"(80-x)
L(x) = 80x — x> - 1600 + 20x
L(x) = -x?+ 100x — 1600

O lucro dado é representado por uma fungéo polinomial do 2° grau decrescente, isto
€, seu grafico possui concavidade voltada para cima ou valor maximo. Para determinarmos
o pre¢o de venda do sapato, no intuito de obter o lucro maximo, basta calcular o valor do

vértice x da parabola, dado por X = - %
L(x) = -x2+ 100x — 1600
como a=-1, b=100, ¢ = -1600, entao

b 100 100

X":ii:iﬂ:T:so

Para que se obtenha lucro méximo, o preco de venda do par de sapatos deve ser
R$ 50, 00.

Conceitos Basicos de Matemética Financeira
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CAPITULO 3

CAPITALIZACOES

3.1 CAPITALIZAGCAO SIMPLES

No regime de capitalizacdo a juros simples, os juros referentes a um unico periodo,
em qualquer época sao, (por definicdo) calculados sobre o valor presente P, incidindo sobre
0 mesmo uma taxa percentual na referente época determinada. Os juros mensais séo
constantes e no final do prazo obtemos o rendimento total pelo produto do juro de 1 més
com o total de meses. Somando esse rendimento ao capital obtemos 0 montante.

Chamando valor presente de P, tempo da aplicagédo de n (sempre compativel com a
taxa) e taxa de juros de i podemos calcular os juros da seguinte forma:

J =Pin,

em que J representa os juros. A taxa percentual sempre aparece na resolucéo
dividindo por 100. Em uma aplica¢do de capital P e taxa i obtemos os seguintes juros:

1°més: J=IiP
2°més: J=IiP
3°més: J=IiP

n-ésimo més: J=IiP

Os juros totais podem ser calculados através da somatéria dos n meses:
J = Pin (3-1)

Exemplo 3 Qual o valor dos juros correspondentes a um empréstimo de R$ 18.000,
00, pelo prazo de 18 meses, sabendo-se que a taxa cobrada é de 4, 5% a.m.?

Resolucgéo:
Dados: P= R$ 18.000,00 n=18 i=4,5% a.m.
J=P-in
J=18000 -0, 045 - 18
J=R$ 14.580, 00

Exemplo 4 Uma aplicagcdo de R$ 75.000, 00 pelo prazo de 230 dias obteve um
rendimento de R$ : 21.450, 00. Qual a taxa anual correspondente a essa aplicacao?

Resolucéo:
Dados: P = R$ 75.000, 00 J=R$ 21.450, 00 n = 230dias
Taxa anual: 0, 124% - 360 = 44, 64% a.a.

CAPITALIZACOES



3.1.1 MONTANTE E DESCONTO

O montante de uma aplicagédo trata-se do valor presente acrescido dos juros
recebidos no prazo estipulado.
O montante no final de cada més é dado por:

1°més: M=P+iP=P(1 +)
2°’més: M=P+iP=P(1 +)

E assim por diante até o n-ésimo més. Mas o montante acumulado ao final de cada
més pode ser calculado da seguinte forma:

1°més: M= P(1 + )
2°més: M=P+ P2 =P(1+i2)
3°més: M=P+ P83 =P +13)

n-—ésimomés: M=P+ Pin=P(1 +in)

Dai podemos definir a féormula do montante:
M=P(1 +in) (3-2)

O desconto pode ser considerado um valor atual de um montante futuro, ou seja,
€ o valor antecipado de uma divida em que o credor concede um valor mais baixo para
pagamento devido a antecipagéo. A visualizagdo € melhor através de um fluxo de caixa, que
segundo [2] serve para mostrar graficamente as transagdes financeiras em um certo periodo
de tempo. Existe uma linha horizontal que representa o tempo e nessa linha colocamos
setas para representar saidas e entradas. As setas com sentido para cima representam
recebimentos (entradas) e as com sentido para baixo representam pagamentos (saidas).

capitalizagio =T M = C(1 + i.n)

M=C(+in)

Tempo

Figura 3.1: Entradas e Saidas
Exemplo 5 Sabe-se que certo capital aplicado, aplicado durante 8 bimestres, a taxa

de 48% a.a. rende R$ 86.000, 00 de juros, determine o montante dessa aplicagao.

Resolucéo: Dados: P = R$ 86.000, 00 n=8 i=48%a.a.
A taxa corresponde a: 48: 6(bimestres) = 8%a.b.
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Calculando o valor presente:

86000
"~ 0,08.8
P = R$ 134.375, 00
Como M =P + J, temos:

M = 134.375, 00 + 86.000, 00
M = R$ 220.375, 00

Exemplo 6 Um empréstimo de R$50.000, 00 devera ser quitado por R$75.000, 00 no
final de 10 meses. Determine as taxas mensal e anual cobradas nessa operagéo.

Resolugdo: Dados: P = R$ 50.000, 00 n=10 M= R$75.000, 00

Os juros cobrados seréo de:

J=M-P
J = 75000 - 50000
J = R$ 25.000,00

Calculando a taxa mensal:

i 25000

~ 50000.10

i=0, 05.(100)
i=5%a.m.

Calculando a taxa anual: 5% x 12 = 60% a.a.

3.2 CAPITALIZACAO COMPOSTA

O regime de capitalizag¢éo a juros compostos baseando em [1] e [2] sédo aqueles em
que o juro do més é incorporado ao capital, constituindo um novo capital a cada més para
o célculo de novos juros. Esse processo de incorporagcdo dos juros ao capital pode ser
chamado de capitalizacdo. Esse tipo de rendimento é muito vantajoso, sendo utilizado pelo
atual sistema financeiro. As instituicoes financeiras utilizam esse método de capitalizagédo

nas aplicacdes financeiras, como na elaboracdo de financiamentos.

3.2.1 MONTANTE E DESCONTO A JUROS COMPOSTOS

Pode-se dizer também que o dinheiro rende mais a juros compostos do que a juros
simples. Veremos como podemos determinar uma relagcéo para poder calcular o montante
resultante de juros compostos em um determinado periodo:
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1°més: M=P+ Pi

2°més: M=(P+ Pi)+ (P+ Pi)i= P+ 2Pi+ PP
=P(1 +2i+P) =P + i)

3°més: M= P+ 2Pi+ PP +[(P+ Pi) + (P+ Pii)i
=P+ 3Pi+3PF + PP
=P1+3i+3%+PF)=P1+i3

n-eésimo: M= P(1 + )" (3-3)

onde n representa o prazo estipulado.

Essa & a formula que permite calcular diretamente o montante depois de um
determinado periodo, descartando a necessidade de calcular més apdés més. Na férmula a
taxa de juros deve estar na mesma unidade de tempo que o periodo se encontra. O termo
(1 + /)" representa o fator de capitalizacdo ou fator de valor futuro e devemos multiplica-lo
pelo valor inicial para obtermos o valor futuro. O valor presente ou capital inicial pode ser
calculado através da mesma férmula, bastando apenas monopoliza-la a fim de isolar o
valor de P, ficando entéo assim:

P=M[m

] ouP=M(1+i)™" (3-4)

Quando representamos através do fluxo de caixa o fator (1 + /)" leva as grandezas para

frente, permitindo o calculo do montante ou valor futuro, ocorrendo assim a capitalizagéo do

principal a uma data posterior. Ja o fator (1 + /)" leva as grandezas para tras, permitindo o

calculo do desconto ou valor presente, ocorrendo assim o desconto de um valor futuro em
uma data anterior a do vencimento.

Figura 3.2: Fluxo de Caixa
Abaixo segue um exemplo que mostra a aplicagéo da formula (3-4).
Exemplo 7 A juros compostos de 15% a.a., qual sera o montante de R$2.700,00 em

cinco anos?
Dados: P= R$2.700,00 n=5 i=15%a.a.
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Resolucéo:
M= P(1 + Q)"
M =2700(1 + 0, 15)°
M = 2700(1, 15)°
M =2700(2, 0113)
M= R$ 5.430, 51

Exemplo 8 Uma pessoa realiza um depdsito de R$ 3.000,00 na poupanga. Trés
meses depois, deposita mais R$ 4.000,00 e, dois meses depois do Ultimo depdsito, realiza
uma retirada de R$ 2.500,00. Qual serd o saldo da poupanga ao final do sexto més,

considerando que a taxa de juros composta obtida é de 20% a.m.?

Resolucéo:
Levando o depésito até o sexto més temos:
3000(1, 2)¢ = R$ 8.957, 95

Agora levando o segundo depésito até os trés ultimos meses:
4000(1, 2)* = R$ 6.912, 00

Levando a retirada para o ultimo més temos:
-2500(1, 2) = -R$ 3.000, 00

Somando os montantes, obtemos o saldo final:
8957, 95 + 6912 — 3000 = R$ 12.869, 95.

3.3 ACALCULADORA HP 12C COMO INSTRUMENTO AUXILIAR

Uma maquina que € bastante utilizada como auxilio para o célculo financeiro é
a calculadora HP 12c. Nela é possivel encontrar teclas que possibilitam o calculo direto
de montante e juros tanto simples como composto. Essa calculadora possui trés tipos de
teclas, que ativam funcdes diferentes: brancas, amarelas e azuis. As teclas brancas sdo as
principais de utilizacdo comum e as amarelas e azuis séo teclas que ativam fungdes pouco
utilizadas no cotidiano, mas muito Util na matematica geral, principalmente na matematica
financeira.

Veremos na tabela abaixo algumas operagdes basicas da HP 12c por [3]:

3.3.1 USO DA HP 12C PARA O CALCULO DE JUROS SIMPLES

Dado um valor principal P aplicado em um periodo de ndias (transformar caso esteja

em meses ou anos) a uma taxa % ao ano (transformar caso esteja em meses ou dias),

CAPITALIZACOES
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Célculo Tecla a ser utilizada
ON)

Ligar a calculadora

Apagar o que esta no visor

Apagar o contetldo das memoérias financeiras

) (ENTER
namero) (ENTER
) (ENTER) (poténcia) (yx)

numero) (ENTER) (STO) (nimero qualquer da memoria)

Realizar um calculo simples numero) (operagao)

)
)

Calcular porcentagem

(
(percentual) (%)
(

Calcular o exponencial (potenciagao) numero

Armazenar na memoria:

P P P P P P
3
[
3
®
=
S

Fixar a quantidade de casas decimais: f) (nmero de casas decimais desejado)

Exemplos Calculadora

22+43 =65 22(ENTER)43(+)

201x8 = 1608 201(ENTER)8(x)
(12+43)/5 =11 12(ENTER)43(+)5(2)
2'=64 2(ENTER)6(y")

428 (ENTER)8(ENTER)4(:)(y)

podemos determinar os juros e 0 montante através de algumas operagbes com a calculadora
conforme a sequéncia abaixo:

+  entre com 0 numero de dias n

+ entre com a taxa anual i

+ entre com o valor principal CHS PV
+ tecle f INT : obtém-se os juros

» tecle + para obter 0 montante.

Exemplo 9 Determine os juros produzidos e o montante ao final de 8 meses, de um
capital de $ 1500,00 aplicados a taxa de juros simples de 40% a.a.

Na HP:

240n

40i

1500 CHS PV

f INT (resultado no visor: 400)

+ (resultado no visor: 1900)

Resolugdo: Juros = $ 400, 00 e Montante = $ 1900, 00 Uma tecla bastante util é a
LSTX, que se trata de um registrador automatico que preserva o valor que aparece no visor
antes da execugao de uma funcéo, podendo o mesmo ser recuperado para ser corrigido
ou utilizado em um outro célculo. Além de ser muito util nos calculos financeiros, pode ser

utilizada também em outras situagbes como no exemplo abaixo.

CAPITALIZACOES
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Exemplo 10 Recuperagdo de um valor para utilizagdo em outro calculo

O faturamento mensal de uma empresa nos ultimos 4 meses foi 0 seguinte:

Més Faturamento

Janeiro R$ 50348, 00
Fevereiro R$ 57900, 20
Margo R$ 69480, 24
Abril R$ 81.986, 68

Calcular a evolugdo mensal de crescimento (em porcentagem)

Resolugéo:

Janeiro para Fevereiro

Fevereiro para Margo

Marco para Abril

= 50348, 00 ENTER 57900, 20A%
VISOR: 15

=g LSTX

VISOR : 57900, 20

69480, 241%

VISOR : 20

= gLSTX

VISOR : 69480, 24

81986, 68A%

VISOR : 18

Outros exemplos de [9] sobre a utilizagdo da calculadora em célculo financeiro
Exemplo 11 Uma mercadoria cujo preco de venda era R$ 1800, 00, sofreu aumentos
mensais de 6%, 8% e 12%. Calcular:

a) o preco de venda da mercadoria apos os aumentos;

Resolucgéo:

f REG
1800 ENTER
6% +

8% +

12% +

VISOR : 2307, 92

b)o percentual de aumento do trimestre.

CAPITALIZACOES
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Resolucéo:

f REG
1800 ENTER 2307, 92D%
VISOR : 28, 22

Exemplo 12 Uma mercadoria, cujo preco de venda era de R$ 12000, 00, sofreu
sucessivos descontos de 6%, 10% e 12%.

a) Qual o preco de venda ap6és as sucessivas remarcacoes?

Resolucéo:
f REG
12000 ENTER
6% -
10% -
12% -

VISOR : 8938, 76

b) Qual o percentual de desconto do periodo?

Resolucéo:
f REG
12000 ENTER 8933, 76D%
VISOR : -25, 55

3.4 EQUIVALENCIA DE CAPITAIS A JUROS COMPOSTOS

Dois capitais sdo equivalentes se comparados em uma mesma data, descontados
ou capitalizados por uma mesma taxa de juros produzem um mesmo valor presente, ou
capital.

Entédo: “X” € equivalente a “y” se e somente se:

y = x(1 + i)"Capitalizando o “x”

66y 9

- Capitalizando o *y

(1+1)

x=

CAPITALIZACOES
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Exemplo 13 Em vendas a vista, uma loja oferece 5% de desconto,; pagando-se com
cheque pré-datado para um més, ndo ha cobranca de juros; em cheques pré-datados para
dois meses, ha um acréscimo de 3%. Qual a melhor forma de pagamento, se o rendimento
do dinheiro for de 3, 5%a.m.? Por [2].

Resolucéo:
O primeiro passo é calcular a taxa de juros embutida.
Pagamento a um més: por equivaléncia de capitais, o valor presente do pagamento

referente a um més deve ser igual ao valor do pagamento a vista:

P 1
— =0,9P=i=——7—-1=0,052632 = 5,2632% a.m.

I+i 0,95
Pagamento a dois meses: por equivaléncia de capitais, o valor presente do
pagamento referente a dois meses deve ser igual ao valor do pagamento a vista:

1,03P :

m:0,95P¢1':

<
[ve)
=

—1=10,041254 = 4,1254% a.m.

A melhor forma de pagamento é a vista, ja que o rendimento do dinheiro € menor
que a taxa cobrada pela loja nas outras duas formas de pagamento possiveis.

CAPITALIZACOES
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CAPIiTULO 4

TAXA DE JUROS

A taxa de juros é um indice utilizado em economia e finangas para registrar a
rentabilidade de uma poupancga ou o custo de um crédito. Podemos defini-la como os
diferentes tipos de indice que se empregam na medida de rentabilidade das poupancas ou
que se incorporam ao valor de um crédito, ou como uma relagéo entre dinheiro e o tempo
dado que podem beneficiar a um poupador que decide investir seu dinheiro em um fundo
bancério, ou seja, que se soma ao custo final de uma pessoa ou entidade que decide
obter um empréstimo ou crédito. E aplicada em todos os tipos de operacoes financeiras e
€ considerada o valor de maior importancia na hora de realizar transacbes econ6micas a
curto, médio e longo prazo.

As taxas de juros podem assumir diferentes formas dentro do mercado financeiro,
séo elas: taxa nominal, taxa proporcional, taxa efetiva, taxa over, taxa aparente e taxa real.

Veremos um pouco do conceito de cada.

4.1 TAXA DE JUROS NOMINAL

A taxa de juro nominal € a taxa de juro propriamente dita, ou seja, é fixada pelo
periodo de um ano, onde nao sofre variacdes. E considerada um referencial em que os
juros sao incorporados ao capital mais de uma vez no periodo a que a taxa se refere. Esta
taxa deve ser mencionada em todos os contratos de crédito e aplicagbes bancarias.

Para melhor compreensao veremos um exemplo:

Exemplo 14 Um empréstimo de R$ 50.000, 00 sera quitado por meio de um (nico
paga- mento de R$ 42.000, 00 dentro de um més. Sabendo que foi pago no ato da
contratacdo uma tarifa de 4% referentes a servicos bancarios, sobre o valor do empréstimo,

qual a taxa nominal cobrada?

Resolucéo:

Juros pagos g 50000 — R$ 42000

taxa nominal = — =
empréstimo nominal RS 42000

=19, 05%a.m.

4.2 CALCULANDO O MONTANTE A JUROS NOMINAIS

Se considerarmos um determinado capital aplicado a uma taxa de juros efetiva ao
ano, onde os juros serd@o capitalizados uma unica vez ao ano, o montante ao término do

primeiro ano sera:
M= P +i)

Taxa de Juros
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Se a taxa de juros for nominal ao ano, capitalizada bimestralmente (seis vezes por

ano), o montante ao final de um ano sera:

S
M=P{1+=
(1+5)

Se a taxa de juros for nominal ao ano, capitalizada semestralmente (duas vezes ao

ano), o montante ao final de do quarto ano sera:

_,i: 24
M=P|1+=
(+2)

De forma generalizada podemos definir o montante de um capital aplicado pelo

prazo n a uma taxa nominal j com juros capitalizados k vezes durante o periodo referente

. kan
M:P(1+£) (4-1)

a taxa nominal:

4.3 TAXA PROPORCIONAL

Esse tipo de taxa é determinada relacionando-se taxas nominais (taxa considerada
na operagédo financeira) e o numero de periodos capitalizados (quantidade de vezes no
qual os juros ocorrem). Sao taxas de juros fornecidas em unidades de tempo diferentes
que, ao serem aplicadas a um mesmo principal durante um mesmo prazo, produzem um
mesmo montante acumulado no final daquele prazo, no regime de juros simples.

Exemplo 15 12% ao ano é proporcional a 6% ao semestre; 1% ao més é proporcional
a 12% ao ano.

Como o préprio nome ja fala, as taxas proporcionais seguem uma proporg¢ao entre
0s periodos e as taxas, como por exemplo: A taxa proporcional de 4% a.m., para cinco
meses & de 20%; ou a taxa de 36% a.a., para sete meses é de 21%. Entdo as taxas
proporcionais devem seguir a seguinte regra:

onde n, e n, representam os prazos de cada taxa; e i, e i, 0s percentuais das taxas
consideradas.

4.4 TAXA EFETIVA

Segundo [2], a taxa de juro efetiva € a taxa de juro que expressa o rendimento

Taxa de Juros
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obtido de uma aplicagédo financeira assumindo juros compostos, isto é, assumindo que
os juros pagos durante o prazo de aplicagdo sdo reinvestidos na mesma aplicagéo. E
facilmente calculada recorrendo a férmula de célculo do juro composto. A taxa de juro
efetiva normalmente anunciada pelos bancos refere-se ao periodo exato de um ano e
designa-se taxa anual efetiva (TAE). Os juros antecipados, impostos, comissdes e artificio
usados no calculo de juros fazem com que, tanto no regime de capitalizagdo simples como
na composta, as taxas efetivas e nominais se diferem. Exemplos de aplicacdes de taxas
efetivas:

+  operacgdes de capital de giro;
+  captacéo mediante venda de Certificados de Deposito Bancério (CDBs);
. 14% a.m. capitalizados mensalmente;

+  82% a.s. capitalizados semestralmente.

Quando o periodo da taxa de juros coincide com a periodicidade de capitalizagdo dos
juros, pode-se dizer que a taxa assumida € a prépria taxa efetiva, ficando assim implicito o
periodo de capitalizag¢éo.

4.5 CALCULANDO A TAXA EFETIVA A PARTIR DA NOMINAL
Quando a taxa for nominal, podemos determinar a taxa proporcional por periodos de
capitalizacdo através do quociente entre a taxa nominal e a frequéncia de suas
capitalizacoes:

—

= .

Esse periodo corresponde ao mesmo periodo das capitalizacées da taxa nominal.
Por exemplo, uma taxa nominal de 36% a.a. capitalizadas semestralmente quando dividida
pela frequéncia das capitalizacdes, o resultado sera uma taxa efetiva semestral:

J 36% a.a.
i=—-=—— =18%a.s.

k 2

Agora ao aplicarmos o processo de capitalizacdo composta, calculamos a taxa
efetiva anual equivalente a taxa nominal de 36% a.a., capitalizada semestralmente:

| e 0,36 *!

b= l+p  —l= 1+— —1=(1+0,18)7—1 = 39,24% a.a.

Se observarmos a resolugéo anterior atentamente, a taxa efetiva i para n periodos
de capitalizagéo pode ser obtida a partir de uma taxa nominal j capitalizada k vezes, de
acordo com a seguinte formula:

Taxa de Juros
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1?’1
= (1+=-) —1
o= (1)

Agora, se aplicarmos um capital C durante n anos a uma taxa efetiva ao ano, o montante sera:
M=P1 +i)"
a

Se 0 mesmo capital for aplicado pelo mesmo periodo a uma taxa nominal anual j,
capitalizada k vezes, o montante sera:

. km
J
M=P|1+=

As taxas nominal e efetiva devem resultar no mesmo montante se forem equivalentes.
A férmula para calcular a taxa efetiva ao ano é encontrada quando igualamos os

ok .k
P(]+ia)"=P(l+£) —1:>ia=(l+£) 1

A fim de exemplificar a importancia de se trabalhar apenas com taxas efetivas,

consideremos a seguinte situacao:
+  Consorcio A: 12% a.a. capitalizada diariamente;
+  Consoércio B: 12, 7% a.a. capitalizada bimestralmente;
+  Consorcio C: 12, 8% a.a. capitalizada semestralmente.

Pensando em realizar um consorcio a fim de guardar dinheiro, qual das taxas sera

melhor e qual consorcio escolher?

Resolucéo: Inicialmente devemos calcular as taxas efetivas anuais equivalentes a
essas taxas nominais declaradas.

. ik 0,120
in =(1+x) —1:(1+3-35) 1 =12,73% a.a. Conséreio A

6
= (1 +—0":52?) —1=13,41% a.a. consorcio B

2
= (l +T) —1=13,21% a.a. gonsercio C

Podemos com esses calculos ter algumas consideracgoes:

1. Nem sempre a taxa mais baixa é necessariamente a melhor.

2. A quantidade de capitaliza¢cdes durante o ano pode levar a uma diferenca
significativa entre a taxa nominal cotada e a taxa efetiva que vocé recebe ou paga.
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A frequéncia das capitalizagées de uma taxa nominal afeta diretamente o montante
de uma aplicacdo, pois quanto maior € a frequéncia, maior serd o montante final e

consequentemente maior sera também a taxa efetiva cobrada na operacgéo.

4.6 EQUIVALENCIA ENTRE TAXAS

Quando as taxas de juros sdo fornecidas em unidades de tempo diferentes que ao
serem aplicadas a um mesmo principal durante um mesmo prazo e produzem um mesmo
montante acumulado no final daquele prazo, noregime de juros compostos, sdo denominadas
equivalentes. O conceito de taxas equivalentes esta, portanto, diretamente ligado ao regime
de juros compostos. Podemos dizer entdo, que a diferenca entre taxas equivalentes e taxas
proporcionais se prende exclusivamente ao regime de juros considerado, ou seja, as taxas
proporcionais se baseiam em juros simples, e as taxas equivalentes se baseiam em juros
compostos. Toda taxa de juros que se encontra em determinado prazo, pode ser convertida
para outro prazo qualquer sem que ocorra alteragdo em seu valor inerente, viabilizando o
célculo dos juros em operagoes.

Veja abaixo como podemos relacionar a equivaléncia entre taxas, baseando em [2]:

IF
/\/ >
l 0 1 ano
P
1
F=P(1+i,) (2)

Como 1 =2, temos que:
(T+i)2=(1+1i)
E assim do mesmo modo, podemos relacionar as taxas em diferentes periodos:
(T+i)p0=(1+i)y2=(1+i) =(1+i)3

Quando convertemos uma unidade de tempo menor para uma unidade de tempo
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maior, como de més para ano, deve-se elevar a taxa de juros pelo nUmero de periodos
correspondentes. No sentido contrario, de ano para més, devemos elevar ao inverso do
periodo.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 16 Qual é a taxa nominal anual, capitalizada semestralmente, equivalente

a taxa efetiva de 40% a.a.?

Resolugéo: i, = 40%a.a., k=2, m=1, j=?

(1+1A)=(1+£)k'm

.y 201
1,40:(1+%) - j=36,64 aa.

Exemplo 17 Calcular a taxa nominal anual, capitalizada trimestralmente, equivalente
a taxa nominal de 120% a.a., capitalizada mensalmente.

Resolugéo: j=120% a.a., k=12, j=% a.a., k=4, m=1
Vamos determinar o fator mensal, dividindo a taxa nominal de 120% a.a. pela

frequéncia das capitalizagdes ( no caso, 12):
1,2
I+ip)=(1+—= | =1,1
(1 +im) ( + 12) ,

Podemos obter também o fator trimestral, dividindo a taxa nominal anual pela

frequéncia das capitalizacdes ( no caso, 4):

[1+s‘5)=(1+£)

Agora vamos relacionar o fator trimestral com o fator mensal, onde podemos

determinar a taxa nominal pedida:

(1+i) = (1+iy)?
(1+4) =01
j = [(1,1)> — 1]4 = 132,40% .a.

Taxa de Juros

20



4.7 TAXA OVER

E uma taxa usada pelo mercado financeiro para determinar a rentabilidade por dia
util, normalmente € multiplicada por 30 (conversdo do mercado financeiro); onde podemos
destacar uma importante aplicacdo que € as operacdes de CDIs (Certificados de Depdsitos
Interbancarios). Nas empresas, em geral, podemos dizer que é utilizada para escolher
uma outra melhor taxa para um determinado investimento. Esta pratica ganhou maior
importancia principalmente no inicio dos anos 90.

A aplicabilidade do conceito de Taxa Over ndo deve ser limitada as operagdes de
mercado financeiro e bancario, assim como os demais conceitos da matematica financeira,
pois pode ser usada também em operagcbes comerciais, como no financiamento de uma
venda de mercadoria a um determinado cliente, por exemplo.

Uma das dificuldades para utilizacdo da Taxa Over é a informagédo do numero
de dias Uteis (ndu), devido ao grande numero de feriados do calendario nacional. Uma
alternativa é conseguir junto a rede bancaria um calendario que contenha o nimero de
dias Uteis, ja contemplando os feriados nacionais. Este calendario € proprio para calcular a
quantidade de dias Uteis nas aplicagfes financeiras. Podemos considerar como alternativa
tradicional contar no préprio calendéario, o que muitas vezes pode se tornar uma dificuldade
NO pProcesso.

Se for o caso de realizar uma operagéo de mais de um dia, utilizamos a taxa nominal
para realizar a conversao de taxa over para um dia e, em seguida, a taxa efetiva para
capitalizar a taxa de um dia para o prazo necessario. Pode-se calcular o montante de um
capital aplicado a taxa over mensal por um determinado prazo em dias, através da relagéo:

taxa over ) du

M:P(l—l— o

4.8 TAXA DE JUROS EFETIVA EQUIVALENTE A TAXA OVER

Em [2] podemos determinar o0 montante de um capital aplicado a taxa over durante
um certo periodo (dias Uteis) através da seguinte relagéo:

taxa over ) du

M:P(1+ =

O montante desse mesmo capital aplicado agora durante dias corridos a uma taxa
efetivai é:

M=P(1+i)%

n =referéncia da taxa i
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Igualando os dois montantes, podemos chegar a uma relagdo de taxas equivalentes:

(1 N taxc;ngr)d“ —a -H')% i (1 N taxt;gver)d“-f? 1

Onde: i = taxa efetiva em n dias;
dc = dias corridos;
du = dias (teis;

n = referéncia de taxa i (30 para taxa mensal).

Podemos obter dc (nUmero de dias corridos) pela diferenga entre as duas datas.
Ja du (numero de dias Uteis) pode ser obtido a partir da diferenca entre as duas datas,
descontando-se sabados e domingos, além do nimero de feriados regulares e especiais
entre essas datas.

Exemplo 18 Uma operagcdo com duragdo de 50 dias corridos foi contratada a uma
taxa over de 2, 1% a.m. Se durante esse prazo houve 35 dias Uteis, determine a taxa
efetiva mensal e o montante ao término do prazo, considerando-se que foram aplicados
R$ 100.000, 00.

Resolucéo:
Calculo do montante:

taxa over
30

0,021
30

du 35

Calculo da taxa efetiva:
. taxa over\ 943 0,021
i (14 ey

35.
~ 1= %
30 1+ ) 1=1,48% a.m.

Exemplo 19 Acada R$ 3000, 00 aplicados foram recebidos R$ 3048, 36. Considerando
que a operagéo foi contratada a uma taxa over de 2% a.m., calcular o nimero de dias Uteis.

Resolucéo:
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du
M:P(1+IHXHO‘»’€F)
30
304836
0,02\ % In ("m:r)
3048,36 = 3000. (1 +’—) =du= ——omy 24 dias
30 In (1 +jo—)

4.9 TAXA DE JUROS APARENTE E TAXA DE JUROS REAL

A Taxa Aparente € a taxa efetiva de juros em que ndo sao considerados os efeitos
da inflagdo dentro de uma operagéo financeira, ou seja, se a inflagdo for zero, tanto a
taxa aparente, quanto a taxa real serdo iguais. Ja a Taxa de Juros Real é determinada
desconsidera os efeitos da inflagdo e é correspondente ao periodo da operacdo, sendo
uma taxa que reflete com maior precisao o ganho real de um investimento por considerar
a perda com a desvalorizagdo causada pela inflacdo do periodo. Existe uma relagédo
matematica entre a taxa aparente, taxa real e inflacao definida por [2].

(T+D=(1+i).(1+) (4-2)

Onde: i = taxa aparente
i, = taxa real
| = taxa de inflacao

Exemplo 20 Uma aplicag&o financeira rende juros nominais de 8% a.a., capitalizados
mensalmente. Considerando uma inflagdo de 6, 5% a.a., determinar as taxas de juros
aparente e real obtidas pela aplicagéo.

Resolucéo:
Célculo da taxa efetiva aparente:

(l+fa):(1+%)k

0,085 12
(|+z‘a):(1+’ ) =i, =8,84% a.a.

12

Calculo da taxa efetiva real:

1+ ig 1,0884
=gy 1= 1,065 -1 =2,2% a.a.
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Exemplo 21 Um capital aplicado por trés anos e meio a taxa aparente de 15% a.a.,
capitalizada mensalmente, rendeu R$ 1.800, 00 de juros. Considerando uma inflagdo anual

de 10%, calcular o capital e as taxas de rentabilidade aparente e real da aplicacdo. [2]

adaptado.

Resolucgéo:
I) Célculo do capital:

J —M-cC
.\ k.m
1800,00 =c(1+4)  -c
12.35
1800,00 =c|(1+5%%) —1} = C= 000 — R$ 2627,85

II) Célculo da taxa de rentabilidade aparente:
12
(1+i,)= (I +%) =i, =16,07% a.a.

I1l) Calculo da taxa de rentabilidade real:

| + Taxa de rentabilidade aparente 1 +0,1607

ir=

1 + Taxa de inflacdo =100

-1 =5,52% a.a.
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CAPITULO 5

OPERACOES A CURTO PRAZO

5.1 DESCONTO

O desconto € uma modalidade de empréstimo a curto prazo destinado ao capital de
giro de uma empresa, e que € concedido através de adiantamento, mediante a cobrancga
de uma determinada taxa de desconto, sobre um titulo ou nota promisséria de crédito com
recebimento futuro. A cobranca de juros é feita antecipadamente na data de liberacdo dos
recursos baseada na taxa de juros (taxa de desconto) e no prazo a decorrer de cada titulo.

5.1.1 DESCONTO SIMPLES

Define como sendo um desconto em que a taxa incide sempre sobre o valor futuro
(ou montante). Ele é utilizado no Brasil de maneira vasta e generalizada, principalmente em
operacgdes bancarias, como desconto de duplicatas. Nessa metddica, o desconto simples
é classificado em duas categorias: desconto racional (desconto por dentro) e desconto
comercial ou bancario (desconto por fora).

5.1.2 DESCONTO RACIONAL SIMPLES

E aquele onde a referéncia para o calculo percentual do desconto é o valor liquido,
isto é, sobre o valor atual, sendo calculado a juros simples. Podemos calcular o desconto
da seguinte maneira:

N N.i.n

Di=N—-A=N~- Fn =D = itan

Onde i representa a taxa de juros simples, n corresponde ao prazo decorrido até o
vencimento do titulo e A é o valor atual na data do desconto. E importante a observacéo da
proporcionalidade entre as grandezas “taxa de juro” e “prazo de operagao”.

Exemplo 22 Um titulo com valor nominal de R$ 3.200, 00 foi resgatado dois meses
antes do seu vencimento, com um desconto racional simples a taxa de 30% a.m.. De
quanto foi o valor pago pelo titulo?

Resolucgéo:

N 3200 3200

=W [ W _ i
Tvin AT 150,32~ 1.6 - R82000,00
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5.1.3 DESCONTO COMERCIAL SIMPLES

E aquele onde a referéncia para o calculo percentual do desconto é o valor nominal.
Pode ser calculado pelo produto do valor nominal do titulo pela taxa de desconto fornecida
pelo banco e pelo prazo a decorrer até o vencimento do titulo:

D=N.d.n

Em que d representa a taxa de desconto comercial (taxa por fora), n o prazo e
N o valor nominal do titulo. Aqui também da pra observar a proporcionalidade entre as
grandezas “taxa” e prazo da operag¢ao. Podemos obter uma expressao para o valor liberado
através da seguinte relacao:

D =N-V
N.dn =N-V
V=N.(1-d.n) (5-1)

Ja o desconto bancario é considerado uma expansdo do desconto comercial,
bastando acrescentar a TSB - Taxa de Servico Bancério ‘s’, que frequentemente incide
sobre o valor nominal. Assim, as expressdes para célculo do valor do desconto e valor
liberado passam a ser as seguintes:

D= N.(s+d.n)
V=N.(1-s-d.n) (5-2)

Considerando-se que o valor do desconto é o juro pago sobre o valor nominal do
titulo, podemos expressar a taxa mensal de desconto em fungéo do valor do desconto (D)

@)

e do valor nominal (N):

n = prazo em dias

Exemplo 23 Qual é o valor do desconto bancario (comercial) sofrido por uma nota
promisséria no valor de R$ 3.000, 00, a taxa de 8% a.m., 3 meses antes do seu vencimento?
Resolucgéo:

Primeiro calculamos o valor atual comercial
A= N.(1 -i.n) =3000.(1 - 0, 08.3) = 3000.0, 76 = R$ 2280, 00
E finalmente, calculamos o valor do desconto

D= N- A=3000 - 2280 = R$ 720, 00
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5.1.4 TAXA DE DESCONTO EFETIVA

E um tipo de taxa que efetivamente sera cobrada em operacdes de desconto. Essa
taxa, quando aplicada sobre o valor que foi descontado, gera um montante igual ao valor
nominal do titulo (gera juros iguais ao valor do desconto).

5.1.5 TAXA DE DESCONTO EFETIVA LINEAR
Podemos determinar essa taxa da seguinte maneira:
V.(1 +i.n) =N
N(1 - d.n).(1 +in)=N

Observando a expressao, podemos perceber que a taxa de desconto racional
efetiva linear é a propria taxa de juros simples que, aplicada ao valor descontado do titulo
(valor atual), durante um prazo equivalente ao que falta para seu vencimento, produz como
montante o valor nominal do titulo.

De acordo com [2], no desconto comercial, a taxa efetiva (i) € maior que a taxa de
desconto fornecida (d), pelo motivo de que, no desconto comercial, 0s juros sdo pagos
antecipadamente e, em consequéncia, podem ser reaplicados pelo banco, levando a um

@)

s= 30 se for considerada base mensal e 360 em base anual. O prazo n sempre sera

maior ganho.

em dias.

No desconto bancério, a cobrangca de uma certa taxa de servigco que incide sobre
o valor nominal do titulo € muito comum no Brasil, além de encargos provenientes de
impostos, como o IOF (Imposto sobre Operagdes Financeiras), sendo tudo responsabilidade
do financiado. Incorporando essas taxas no calculo da taxa efetiva, temos:

V.1 +in)=N

N.(1 = d.n—s— IOF.n).(1 +in) = N

. dn+s+I10F.n 1
= | —dn—s—IOFn) \n (5-5)

CONCLUSOES:
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N&o havendo outras despesas envolvidas, como, por exemplo, despesas bancarias
ou administrativas, pode-se afirmar que:
1. No desconto comercial simples, a taxa de desconto efetiva linear sera sempre
maior que a taxa de desconto simples.

2. No desconto racional simples, a taxa de desconto efetiva linear sera sempre igual
a taxa de desconto simples.

Exemplo 24 Se a taxa de desconto comercial for de 4% a.m., e o prazo de vencimento
de uma duplicata for de 3 meses, qual a taxa mensal de juros simples da operagcdo?
Resolugéo:

4 0,04
1—-dn  1-0,043

i —=0,0455 = 4,55% a.m.

Exemplo 25 Determinar a taxa de desconto “por fora” de um titulo negociado 60 dias
antes de seu vencimento, sendo seu valor de resgate igual a R$ 26.000, 00 e valor atual na
data do desconto de R$ 24.436, 10.

Resolugéo:

_ (D) (30 _ (26000-24436,10\ (30\ _ oo
=\Ww)\w)T 26000 \Go) TP =R = A

5.1.6 TAXA DE DESCONTO EFETIVA EXPONENCIAL

O célculo da taxa de desconto efetiva linear ndo incorpora o real comportamento
exponencial dos juros. A mesma foi apresentada anteriormente por motivos didaticos e em
funcdo das eventuais necessidades do leitor. A taxa efetiva exponencial acompanha o real
crescimento dos juros. Podemos obter uma expressdo para calcular diretamente a taxa
efetiva exponencial considerando que, se a taxa for aplicada sobre o valor liberado, durante
0 praza da operagéo, resultara em um montante igual ao valor nominal do titulo:

V.(1+i,)® =N

. N\™
Ee:(v) —1 (5-6)

Onde n é o prazo da operacao em dias. Essa taxa tem calculos mais rigorosos do

Bl

que a taxa efetiva linear, devido ao real comportamento exponencial dos juros, sendo assim
a forma mais apropriada de calcular o verdadeiro custo de uma operacédo de desconto.
Exemplo 26 Uma duplicata de R$ 4.000,00 foi descontada comercialmente,
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resultando em um crédito de R$ 3.400,00 na conta do cliente. Considerando uma taxa de
desconto de 4% a.m., calcular o prazo do vencimento do titulo, a taxa de desconto efetiva

linear e a taxa de desconto efetiva exponencial.
Resolucédo: Dados: N= R$ 4.000, 00 V= R$3.400,00 d=4%a.m.

» Prazo do titulo:
D = N.d.n4000 - 3400 = 4000.0, 04.(n/30)n = 112, 5dias

« Taxa de desconto efetiva linear:

d 0,04
T l—dn' T 1-0,04.(112,5/30)

i i=0,0471.(100)i = 4,71% a.m.

+ Taxa de desconto efetiva exponencial:

i,= (NIV )" — 1j = (4000/3400)%125 — 1j = 0, 0457.(100)/, = 4, 57% a.m.

A taxa efetiva exponencial é o verdadeiro custo da operagéo, pois incorpora o real

comportamento exponencial dos juros.
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CAPITULO 6

TITULOS PUBLICOS

O Governo Federal, através do Tesouro Nacional, emite titulos para financiar a divida
do pais. Esses titulos podem ser pré-fixados, pés-fixados ou diretamente ligados a inflagdo
e, assim como os CDB (Certificado de Depésito Bancario), tém um prazo de vencimento e
um modo de remuneracéo diferentes, pois sao definidos no momento em que séo emitidos.
Se pensarmos bem, por qual motivo alguém emprestaria dinheiro para o governo? Simples:
porque o risco € muito baixo. O Governo equivale a uma empresa muito grande, com
grande geracéo de caixa, e por isso possui menos risco que uma outra empresa qualquer
ou banco. Caso o Governo esteja no limite, ele dispde de outros instrumentos para quitar
suas dividas, como por exemplo o0 aumento de impostos ou a fabricagdo de mais dinheiro.

Algumas pessoas podem ainda se perguntar: e por que o governo toma dinheiro
emprestado se pode simplesmente imprimir mais? A resposta a essa pergunta é que ao
imprimir mais dinheiro o governo estaria aumentando a oferta de dinheiro na economia,
reduzindo assim o seu valor e gerando altos indices de inflagdo. Como nés todos estamos
cansados de saber, isso ndo é uma boa alternativa.

Existem diversos tipos de titulos publicos, mas vamos nos resumir nos mais usados.

Sao eles:

« LFT (Letras Financeiras do Tesouro): Titulos pés-fixados que sdo remunerados
pela taxa Selic. O CDI, que remunera os CDB pos-fixados, acompanha a taxa
Selic. E por razdes técnicas, o CDI é um pouco menor que a taxa Selic corrente.
Uma estratégia comum que emprega esses titulos € a reserva de emergéncia,
ja que possuem alta liquidez.

» LTN (Letras do Tesouro Nacional): Titulos pré-fixados, ou seja, tem um valor fixo
pelo qual serédo resgatados na data do vencimento. Junto com as LFT, séo os
titulos mais comuns. Em geral sdo utilizadas em estratégias de curto ou médio
prazo, pois costumam render mais que as LFT. Também é comum em estraté-
gias de investimento mensal.

» NTN-F (Notas do Tesouro Nacional, Série F): Titulos pré-fixados como as LTN, po-
rém com pagamentos de juros semestrais (cupons). A ideia central € a mesma
da LTN, mas tem um tratamento matematico mais complicado. Em geral, tem
um prazo de vencimento mais longo, mas nédo sao tao atrativas para pessoas
fisicas por causa da tributagdo dos cupons.

+ NTN-B (Notas do Tesouro Nacional, Série B): Titulos indexados a inflagéo, cor-
rigidos pelo IPCA e acrescidos de uma remuneragao pré-fixada. Assim como
a NTN-F, tem pagamentos semestrais de juros. E uma opgédo para quem quer
protecéo contra a inflacdo. Existe uma variagdo desse titulo no Tesouro Dire-
to chamada NTN- B Principal, que ndo tem pagamentos semestrais de juros
(cupons) e paga toda a remuneragéo acumulada no vencimento. ANTN-B Prin-
cipal esta para a NTN-B como a LTN esté para a NTN-F, sendo bastante utiliza-
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da para objetivos de longo prazo, como aposentadoria ou faculdade dos filhos.
Outra aplicagdo comum é em estratégias de investimento mensal.
As operagdes com titulos publicos sé&o consideradas como um reflexo das operacdes
de desconto comercial. Entdo, se a taxa de desconto fornecida estiver em base anual
(considerando o ano comercial), o valor da operagéo pode ser calculado da seguinte forma:

V:NP—dG%H:NPU

(6-1)

O fator 1 — d. 360 é denominado PU (preco unitario), que significa o valor liquido
comercial de uma unidade monetaria (N = R$ 1). A taxa efetiva linear pode ser calculada
dividindo-se a taxa de desconto pelo PU das letras:

C[1-d.(3%)] PU (6-2)

A taxa efetiva exponencial anualizada usando dias corridos é:

1 360
ip=(—] =1
(PU) (6-3)

Em relagdo a titulos publicos, podemos dizer que nao existe nada mais seguro
em um pais do que emprestar para o Governo, pois nenhum investidor deveria aceitar
qualquer alternativa de investimento que tenha expectativa de render menos que os titulos
publicos, exceto pelos custos. Infelizmente essa néo é a realidade, pois a poupanga ainda
€ o investimento mais comum e considerado como 0 mais seguro, 0 que néao é verdade.
Além disso, os bancos costumam disponibilizar diversos produtos que exploram a falta de
conhecimento dos investidores, fazendo com que percam ganhos.

Exemplo 27 Uma operagdo com letras que possui 95 dias corridos a decorrer até
seu vencimento esta sendo negociada a uma taxa de desconto de 15,4% a.a.. Calcule o
PU do titulo.

Resolugéo: Dados: n = 95 dias d=15,4% a.a.

PU=[1 - d.(n/360)] = [1 - 0, 154.(95/360)] = 0, 9594

Quer dizer entdo que se o PU = 0,9594, entdo o valor de compra da letra é de R$
0,9594 para cada R$1,00 de valor nominal ou valor de face.
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Exemplo 28 Considerando que determinado banco deseja rentabilidade efetiva
exponencial de 44% a.a. em operagbes de compras de letras a prazo de 90 dias, calcule o
fator PU sobre o qual se deve negociar em termos de desconto comercial.

Resolucéo: Dados: n =90 dias d=44% a.a.

1 )36{]\,-‘1'!

ie=(pg

1
_ 10,44 = (3609 _ 1prr —
507 IPU = 10,9174

Abaixo veremos algumas operacgdes financeiras que estdo diretamente ligadas a
esses titulos segundo [2].

1. FACTORING: trata-se de uma atividade comercial, mista e irregular, que soma
prestacdo de servicos a compra de acionados financeiros. A operacdo de
Factoring € um mecanismo de fomento mercantil que possibilita & empresa
fomentada vender seus créditos, gerados por suas vendas a prazo, a uma
empresa de Factoring, resultando no recebimento imediato desses créditos
futuros, o que aumenta seu poder de negociacéo. Por exemplo, nas compras a
vista de matéria-prima utiliza-se esse tipo de operacéo, pois assim a empresa
ndo perde capital. A Factoring também presta servicos a empresa - cliente,
em outras areas administrativas, deixando 0 empreséario com mais tempo e
recursos para produzir e vender. A finalidade principal da empresa de Factoring
€ o fomento mercantil, onde acontece o fomento, a assessoria e a ajuda ao
pequeno e médio empresario a solucionar seus problemas do dia a dia.

2. HOT MONEY: trata-se de uma operacao de curtissimo prazo, em que 0S recursos
podem migrar de um mercado para outro com muita rapidez. Esses recursos
s8o administrados por indagadores no mercado de cambio e caracterizam-
se por alta volatilidade, em oposicdo as aplicagbes de bancos centrais,
bancos de investimento ou investidores domésticos. Por essa particularidade,
sao considerados causadores de turbuléncias nos mercados financeiros,
em algumas situagdes. No Brasil, o termo hot money, aplica-se também a
empréstimos de curtissimo prazo (de 1 a 29 dias), com a finalidade de financiar
o capital de giro das empresas para cobrir necessidades imediatas de recursos.

3. COMMERCIAL PAPERS: sao titulos de curto prazo emitidos pelas sociedades
por acdes, exceto as instituicbes financeiras, as sociedades corretoras e
distribuidoras de valores mobiliarios e sociedades de arrendamento mercantil
(empresas de leasing), com a finalidade de captar recursos no mercado
interno para financiar suas necessidades de capital de giro. E considerada
uma alternativa as operacdes de empréstimos bancarios convencionais, pois,
geralmente permitem uma reducéo nas taxas de juros pela eliminacdo da
intermediacao financeira, ou seja, elimina o spread bancério.

4. EXPORT NOTE: é uma alternativa de investimento, remunerada por taxa de
juros e vinculada & variagdo cambial, com lastro aceitavel de exportagdo. E
uma aplicacédo direcionada a empresas que tenham interesse em investimento
indexado a variagdo cambial, com risco de oscilagbes. Podem ser consideradas
como alternativa de hedge para empresas que possuem exposi¢cdes a moeda
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estrangeira, com uma possibilidade de resgate a qualquer momento, a prego de
mercado, além de ser uma opcao para operagdes de renda fixa conjugada com
operacgéo de swap cambial. E um produto exclusivo para Pessoas Juridicas.

5. CONTA GARANTIDA: é um limite de crédito rotativo disponivel para utilizagéo
sempre que uma empresa precisar. Esta solucdo garante cobertura diaria ao
saldo devedor da conta de pessoas juridicas durante a vigéncia do contrato.
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CAPITULO 7

SERIES PERIODICAS UNIFORMES

Em grande parte das aplicagbes financeiras o capital pode ser pago ou recebido
de uma s6 vez ou através de uma sucessdo de pagamento ou de recebimentos (séries
de pagamentos). Se o objetivo é constituir um capital em uma data futura, pode- se dispor
de um processo de Capitalizacdo, mas se quer pagar uma divida, tem-se um processo de
Amortizacdo. As séries periddicas uniformes ou rendas certas é o nome que se da aos
pagamentos sucessivos tanto em nivel de amortizagédo quanto de investimentos. Podemos
destacar importantes definicoes a cerca dessas séries:

+ ANUIDADES: refere-se a cada pagamento feito em determinados intervalos de
tempo (Ex: mensal, bimestral, anual, etc.).

+ INTERVALOS DE PAGAMENTO: intervalo de tempo decorrido entre pagamentos
SucCessivos.

+ VALOR PRESENTE: é a soma dos valores presentes de cada um dos pagamen-
tos, calculados numa determinada data focal, anterior as datas de disponibilida-
de dessespagamentos, com uma taxa também dada.

+ VALOR FUTURO: é a soma dos valores futuros de cada um dos pagamentos,
calculados numa data focal determinada, posterior as datas de disponibilidade
desses pagamentos, com uma taxa também dada.

+ SEQUENCIA UNIFORME DE PAGAMENTOS: quando todos os pagamentos ou
anuidades sao iguais, os periodos e as taxas de juros também séo iguais. Po-
demos também classificar as Séries de Pagamento uniformes segundo [1] e [2].
Elas se dividem em:

+ SERIES UNIFORMES POSTECIPADAS: caracteriza-se pelo fato de os paga-
mentos ocorrerem no final de cada intervalo de tempo, ou seja, ndo existem
pagamentos na data zero. E a sistematica normalmente adotada pelo mercado.
Ex: Pagamento da fatura do cartéo de crédito.

+ SERIES UNIFORMES ANTECIPADAS: caracteriza-se pelo fato de os pagamentos
ocorrerem no inicio de cada intervalo de tempo, ou seja, a primeira prestagao
ocorre na data zero. Exemplo: Compra em uma loja para pagamento em 4 pres-
tacdes mensais, iguais, sendo uma de entrada.

+ SERIES UNIFORMES DIFERIDAS: sdo aquelas séries de pagamento que se
iniciam apos decorrido um certo nUmero de periodos sem pagamentos. Carac-
teriza-se pelo fato de existir uma caréncia entre a data zero e o primeiro paga-
mento da série. Exemplo: Financiamento pelo prazo de 9 meses, com caréncia
de 3 meses, para pagamento em 6 parcelas mensais, iguais e consecutivas, a
partir do quarto més.

Lembrando que as séries acima mencionadas, independentemente da sua
classificacao, estao inseridas no contexto de capitalizagdo composta ja vista anteriormente,
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ou seja, cada pagamento R sera capitalizado ou descapitalizado a luz de uma taxa de juros
i, durante um certo periodo de tempo n.

7.1 VALOR PRESENTE DE SERIES PERIODICAS UNI- FORMES

Podemos determinar o valor presente de uma série de parcelas uniformes e
postecipadas através da soma das parcelas atualizadas para a data inicial do fluxo (data 0).
Neste caso, [2] nos mostra que o valor presente dos termos da série é dado por:

R R R R

— + + -
P=tsitu+Ta+p

T+

Colocando R como fator comum temos:
P=R(A+)"+( A +)2+(+N3+---+(1+)7"]

O que esta entre colchetes representa uma soma dos termos de uma P.G. finita.
Aplicando a formula da soma dos termos de uma P.G. (confira apéndice), podemos
desenvolver uma expressdo para o valor presente de uma série uniforme com n termos
postecipados capitalizados a taxa efetiva i:

Onde: a, representa o termo (1 + /)™,
a, representa o termo (1 + /)"
g representa o termo (1 + /)~ (razdo da série).
Substituindo as expressdes, obtemos as seguintes férmulas para o célculo do valor
presente:

P:R[(I+E)—]—(1+i)—“.(l+i)"] Pk [(H—i)“—l

= {0 ] ke

Ou podemos isolar o valor de R e obter a seguinte expressao:

(1+) 1= (1 +) " (140) ]
1= (1+0)-"

P—g|

} ~P=R. [—(IH)LI}

(1+i)mi
P P
|:§|+i‘_"*_1:| apig (7-1)
14i)m.i
A expresséo entre colchetes é conhecida como fator de valor presente de séries
uniformes recebendo o simbolo 2,7, , em que n representa o nimero de termos da série
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e i a taxa de capitalizacao.

Exemplo 29 Um determinado bem custa R$ 6.000,00 a vista e sera pago em sete
prestagbes mensais e iguais que vencem ao fim de cada més. Considerando que o juro
composto cobrado é de 4% a.m., calcular o valor das prestagées.

Resolugdo: Dados: P= R$6.000,00 i=4%am. n=7

ro_P _ 6000 6000
ag—4e (1,04)" —1 6,0057
(1,04)7.0,04

= R$999,05

Exemplo 30 A juros efetivos de 4% a.m., determinar o tempo necessario para
liquidar um financiamento de R$ 1.230,50 por meio de prestagées mensais postecipadas
de R$ 105,00.

Resolucéo: Dados: P= R$ : 1.230, 50 i=4% a.m. R=R$:105, 00

(1,047 —1

P =R, 441230,50 = 105 | 21—
moEn [1,04)ﬂ.0,o4

](1,04)":1,88253

Aplicando logaritmo nos dois lados da igualdade temos:

log(1,04)" = log(1,88253)
log(1, 88253)

T log(l,04)
n = 16 meses

7.2 MONTANTE DE SERIES PERIODICAS UNIFORMES

Quando somamos os montantes de cada prestagcdo em uma data futura dada,
obtemos o valor futuro ou montante de uma série de pagamentos ou recebimentos
uniformes. A expressao para obter o montante pode ser obtida ao captalizarmos por n
periodos o valor presente da série:

(14iym—1

S:P(IH)’!:R{ (1 +imi

](1+i)"

S:R[(lﬂi)ul}

=R.syjg (7-2)

Ou ainda em fungéo de R, temos:
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S N
R= —

[M} i

!

(7-3)

Essas férmulas que foram apresentadas por [2] permitem o céalculo do montante e
dos termos da série postecipada. A expressao que esté entre colchetes € conhecida como
fator valor futuro de séries uniformes, sendo representado internacionalmente pelo simbolo
s,7... A fim de entendermos melhor esse processo de capitalizagdo que se encontra
implicito nas férmulas de calculo de séries de pagamentos uniformes, construiremos um
quadro com todos os calculos necessarios para chegar ao montante de quatro depdésitos
mensais iguais, aplicados a juros efetivos de 8% a.m.:

Més Deposito Periodos de capitalizagdo Calculo Montante no 4° més
1 500 3 500.(1,08)* 629,86
2 500 2 500.(1,08)2 583,20
3 500 1 500.(1,08)" 540,00
4 500 0 500.(1,08)° 500,00
- - - Total 2253,06

Cada depoésito acima foi capitalizado aaté o quarto més de modo que possamos

calcular o montante nessa data. Agora realizaremos o calculo através da equacgéao (7-2):

(1,08)*—1

S= R..S‘nﬂ,'% = 500. [ 0,08

] = 500.4,506112 = 2253,06

A férmula indiscutivelmente é o modo mais simples de calcular esse montante, mas
no quadro acima podemos claramente entender o mecanismo de capitalizacdo implicito
quando feito diretamente pela férmula.

Exemplo 31 Se uma pessoa depositasse no final de cada més R$ 280,00, por um
periodo de 22 meses, quanto ira acumular se a taxa de juros efetivos € de 5,5% a.m.?

Resolucéo: Dados: n=22 R= R$ : 280, 00 i=5, 5% a.m.

(1,055)" - 1
S=R.s,m,,S=280.——— S$=280.40, 8643 = RS : 11.442, 01

22 '5,5% (0,055

Exemplo 32 Um investidor deseja dispor de R$ 21.000,00 dentro de 8 meses. Para
isso, comeca imediatamente a depositar todo inicio do més em uma aplicagcdo que paga 3%
a.m. de juros efetivos. Qual deve ser o valor de cada depdsito antecipado que o investidor

Séries Periddicas Uniformes

37



devera realizar para que disponha no inicio do oitavo més da quantia?

Resolugdo: Dados: n=8 R= R$21.000,00 i=3%a.m.

21000 21000 21000
= = = =R$:2.361,58
5873% (1,03)®—1 8,80234 § ’

0,03

7.3 CALCULO DA TAXA DE JUROS EM SERIES PERIODICAS UNIFORMES

A taxa que capitaliza os termos de uma determinada série € a taxa de juros de um
fluxo constante de pagamentos ou recebimentos. Essa taxa pode ser determinada
através da seguinte equacgéao:

R R R R

P_(1+i)1_(1+i)2_(1+i)3_'“ (1+:‘)"=0 (7-4)

Na equacéo (7-4) também proposta por [2] P representa o valor presente (inicial) do
fluxo de caixa e R, o valor unitario dos termos da série. O calculo da taxa de juros pode ser
realizado por uma calculadora financeira para facilitar, pois se for manual € um processo
muito demorado e cansativo. Outro método que pode ser utilizado é o por tentativas ou
por interpolacdo linear, no entanto, esses processos sdo respectivamente penosas e
imprecisas. Podemos destacar alguns métodos interativos que podem ser utilizados, como:
o0 método de aproximacdo de Newton-Raphson, de Baily-Lenzi, de Gauss-Cantelli e o de
Karpin. Desses métodos o mais simples e exato que pode ser usado é o de Baily-Lenzi, pois
oferece melhores resultados. Podemos calcular a taxa de juros dependendo do numero de
termos utilizando a seguinte equacéo:

Para ni<3

12— (n—1)h ]

Para3<ni<5,5

. 12h—6k—(n—1)h?
T 6—(n—1h (7-6)

. nR 2/(n+1) |
P B (7-7)

Onde:
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i 2/(n+1)
} -1 (7-8)

= { T—(i+h)"
Podemos entéo definir:
« P =valor principal (financiamento efetivo;
- R =valor das prestacdes postecipadas;
* n=ndmero de prestacdes.

A equacéo (7-5) é utilizada para valores menores de i e n, resultando assim em
valores mais precisos. Ja a equacgéo (7-6) € recomendada para altos valores de n x i. A
utilizacdo da equacgao adequada, dependendo das faixas de variagdes de ni, resulta em
erros inferiores a 1%.

Veremos a seguir um exemplo no qual ilustramos o uso de equacdes:
Exemplo 33 Dados: P = R$76.840, 90, R = R$11.000, 00n = 30

Resolucéo:

2/(n+1) 2/31
h= 1R —1= 30.11600 —1=10,09856
P 76840,90

i 2/(n+1) 2/31
K— { nh } i [ 30.0,09856 } 1=0,07669

T—(1+h)" 1—(1+0,00856) 30

(12— (m=1)h 12— (29)0,09856 _
| ==V DR~ 0,00856 | ——— 22 2000 09856 — 0,14339 = 14,34% a.m.
' {1272(::4 ’] /09 [ PTG I 14339 =14,34% a.m

i 12h—6k— (n—1)h> _ 12(0,00856) — 6(0,07669) —29(0,09856)>
T 6—(n—Dh 6—29(0,09856)

=0, 14033 = 14,03% a.m.
A partir dos resultados, basta observar qual das férmulas é mais eficiente no calculo
da taxa, ou seja, qual se aproxima mais.

7.4 TAXA APROXIMADA: INTERPOLAGAO LINEAR

Quando nao é possivel calcular a taxa de juros exata que esta implicita em uma
série de pagamentos ou recebimentos, podemos utilizar o processo de interpolacéo linear,
que consiste em ensaiar varios valores de “i”. Comega-se por estimar um valor que nos
pareca préoximo da solucao final. Se o valor atual (P) resultar positivo, ensaia-se um valor
de “i” superior. Se o P resultar negativo, ensaia-se um valor de “” inferior. Quando os dois

pontos assim obtidos estiverem suficientemente proximos um do outro, pode interpolar-
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se linearmente, obtendo-se i = “taxa aproximada”, correspondente ao P = 0. Apesar de
existir uma diferenga entre a taxa real e a taxa aproximada, a taxa obtida pelo método de
interpolacéo linear € bastante aceitavel.

Exemplo 34 Um financiamento sera pago em 22 prestagées mensais de R$130.000,
00. Considerando o valor do financiamento de R$1.220.340, 00, calcular a taxa efetiva
cobrada.

Resolucédo: Dados: P = R$1.220.340, 00, R = R$130.000, 00 n=22

P = R.an—m

1220340 = 130000.a22—

1220340
an~in = 30000 = N 38723

Consultando as tabelas financeiras do Apéndice desse trabalho, observa-se que i =
9%. A taxa é determinada por uma aproximacgéo e apos feito, consulta-se a tabela.
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CAPIiTULO 8

PLANOS DE AMORTIZACAO DE EMPRESTIMOS E
FINANCIAMENTOS

Amortizacédo é um processo que extingue dividas através de pagamentos periédicos,
ou seja, é a extingdo de uma divida através da quitagdo da mesma. Nesse processo, cada
prestagdo é uma parte do valor total, incluindo os juros e o saldo devedor restante.

Amortizacdo é um termo muito utilizado em contabilidade, administracéo financeira e
matematica e traduz-se pela soma do reembolso do capital ou do pagamento dos juros do
saldo devedor. A mesma também esta presente na area da contabilidade, que € o processo
que torna inatingivel os ativos classificados na conta do balango patrimonial, e pode ser
relacionado também com a depreciacéo, que é a redugéo dos valores dos bens, a medida
que sao utiliza- dos.

Dentro da amortizagdo, estdo incluidos o prazo, que € o tempo necessario para
o0 pagamento de todas as parcelas, as parcelas de amortizagédo, que é o valor devolvido
periodicamente e as prestacoes, que € a soma da amortizagdo, com 0 acréscimo de juros
e impostos. Existem varios sistemas de amortizagdo, entre os principais e mais utilizados
temos: Sistema de Amortizagéo Francés (conhecido também como Sistema Price), Sistema
de Amortizacdo Constante (SAC), Sistema de Amortizagdo Americano e o Sistema Misto
conhecido como Sistema de Amortizagdo Crescente (Sacre). Muitas vezes os bancos e
as instituicdes financeiras criam sistemas de amortizagéo especificos, ndo-convencionais,
adequados a determinadas situagdes ou caracteristicas do mercado ou dos clientes.

Para melhor compreensao dos termos utilizados em empréstimos e amortizacoes,

apresentaremos a seguir as definicbes de alguns destes termos:
» Mutuante ou credor: aquele que dispde do dinheiro e concede o0 empréstimo.
» Mutuério ou devedor: aquele que recebe o empréstimo.

+ Taxa de juros: é a taxa contratada entre as partes. Pode referir-se ao custo efetivo
do empréstimo ou ndo, dependendo das condicdes adotadas, e € sempre cal-
culada sobre o saldo devedor.

+ IOF: Imposto sobre Operagdes Financeiras.
+ 10C: Imposto sobre Operagdes de Crédito.

+ Crédito: Transacao comercial em que um comprador recebe imediatamente um
bem ou servico adquirido, mas s6 fara o pagamento depois de algum tempo
determinado. Essa transacao pode também envolver apenas dinheiro. O crédito
inclui duas nogbes fundamentais: confianca, expressa na promessa de paga-
mento, e tempo entre a aquisi¢éo e a liquidacéo da divida.

+ Prazo de utilizagao: corresponde ao intervalo de tempo durante o qual o emprés-
timo é transferido do credor para o devedor. Caso seja em uma parcela, este
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prazo € dito unitéario.

» Prazo de caréncia: corresponde ao periodo compreendido entre o prazo de uti-
lizagéo e o pagamento da primeira amortizagdo. Caso as amortizacdes forem
antecipadas, a primeira amortizagdo acontecera exatamente na data final de
caréncia; no entanto, se as amortizagées forem postecipadas, temos sempre
mais um intervalo, que é caracteristica das amortizagbes postecipadas. Duran-
te o prazo de caréncia, portanto, o tomador do empréstimo pode pagar os juros,
quando assim estiver combinado. Considera-se que existe caréncia quando
este prazo é diferente ao periodo de amortizagéo das parcelas. E possivel tam-
bém que as partes concordem em que os juros devidos no prazo de caréncia
sejam capitalizados e pagos posteriormente, juntamente com o principal, ou
numa so6 parcela na primeira amortizagéo.

+ Parcelas de amortizagdo: correspondem as parcelas de devolugao do principal, ou
seja, do capital emprestado.

» Prazo de amortizagéo: é o intervalo de tempo durante o qual sdo pagas as amor-
tizacoes.

» Prestacédo: € o soma da amortizacdo, juros e outros encargos, pago em dado
periodo.

» Planilha: € um quadro, padronizado ou nao, onde sao colocados os valores refe-
rentes ao empréstimo, ou seja, o cronograma dos valores de recebimento ou
de desembolso.

» Prazo total do financiamento: é a soma do prazo de caréncia com o prazo de
amortizacao.

+ Saldo devedor: € o valor do empréstimo a pagar ou receber em determinado
momento. E o resultado do saldo anterior (menos) o valor da amortizagdo ou,
durante a caréncia, o saldo anterior + (mais) os juros néo pagos.

+ Periodo de amortizacao: é o intervalo de tempo existente entre duas amortizacoes
sucessivas.

8.1 SISTEMA DE AMORTIZACAO FRANCES (TABELA PRICE)

A Tabela Price, ou Sistema Francés de Amortizacdo conforme [2], [1] e [3], &
amplamente utilizada em todo o mundo ocidental por ser o Unico sistema que permite o
paga- mento em parcelas iguais, perioddicas e sucessivas.

Embora a Tabela seja também muito utilizada no Brasil pelo mercado e segmentos
financeiros, seu uso tem sido contestado perante a justica brasileira, uma vez que
a legislacdo brasileira permite o uso de juros compostos somente em determinadas
operacgdes que possuam previsdo legal. Como os juros incidem sobre o saldo devedor que,
por sua vez, decresce a medida que as prestagcdes sdo pagas, eles sdo decrescentes e,
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consequentemente, as amor tizagdes do principal sdo crescentes.

O Sistema ou Tabela Price tem esse nome em homenagem ao economista
inglés Richard Price, o qual incorporou a teoria do juro composto as amortizagbes de
empréstimos, no século XVIII. Basicamente a Tabela Price é um caso particular do Sistema
de Amortizacdo Francés, em que a taxa de juros é dada em termos nominais (na pratica
€ dada em termos anuais) e as prestacdes tém periodo menor que aquele a que se refere
a taxa de juros (em geral, as amortizacbes sao pagas em base mensal). Nesse sistema, o
célculo das prestacdes é feito usando-se a taxa proporcional ao periodo a que se refere a
prestacédo, calculada a partir da taxa nominal.

Podemos representar o sistema através do seguinte grafico:

No célculo dos diversos parametros que compde o sistema, iremos considerar a
existéncia de um mercado de capitais perfeito, em que somente ha uma taxa i para os
financiamentos e para os excedentes de poupancga postos a disposicdo dos ofertantes de
recursos. Desse modo, admitindo o fluxo de caixa a seguir para um valor financiado P e as
correspondentes n parcelas de pagamento M, nesse sistema teremos:

»  Valor das prestagdes no periodo t (PMT):

PMT = P. [
(8-1)

i(14+i)" ]
(1+i)r—1

PMTiy

PIT

v
—

Figura 8.1: Sistema de Amortizagdo Price

+  Saldo devedor no periodo t (SD_t):

(1+iyt -1
»  Juros no periodo t (J_1):
(l +i)n7r+] 1
Jr = PMT. [W (8-3)
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«  Amortizagdo (Q_t):

O = PMT - J, (8-4)

Exemplo 35 Um financiamento de R$ 120.000,00 é solicitado pela tabela Price para
ser amortizado durante 18 meses, sendo 0s 13 primeiros meses de caréncia, a taxa de 168%
a.a. (nominal). Sabendo que as prestacdes sao mensais antecipadas e que sao pagos juros
no periodo de caréncia, elaborar a planilha de desembolso para o financiamento.

Resolugéo:
P = R$120.000, 00
n = 6prestacdes mensais antecipadas
k = 13meses de caréncia
i = 168%a.a.cap. mensalmente, entdo
i=168/12 = 14%a.m.

Sao pagos juros no periodo de caréncia.

i(1+i)" 0,14(1+0,14)°
PMT =P. | ——— | = 120000 | 2———""_| — R$30.858,40
{(H—r‘)"—l] {(1+0,14)ﬁ—1 s '
0 — PMT —J,
(1+,~)n—l+171 (1+0,14)6—1+171

Jy=PMT. |*—~——| =30858,90 | ——— | — R$16.800,00
4 l: (14i)n—rtt 9 (140, 14)6-1+1 $ ’

1+t —1 (140,14)6-1 1
SD, = PMT. |~————— | —30858,90 |———— | — R$105.941,00

! [ i1+ )9 0,14(140,14)5T $105.941,
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Mé (t) Saldo Devedor | Amortizagcdo Q_t=PMT - J_t Juros Prestacdes
0 120.000,00 - - -
1 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
2 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
3 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
4 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
5 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
6 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
7 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
8 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
9 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
10 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
11 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
12 120.000,00 - 16.800,00 16.800,00
13 105.941,00 14.058,90 16.800,00 30.858,90
14 89.913,95 16.027,15 14.831,75 30.858,90
15 71.643,00 18.270,95 12.587,95 30.858,90
16 50.814,12 20.828,88 10.030,02 30.858,90
17 27.069,20 23.744,92 7.113,98 30.858,90
18 0,00 27.069,21 3.789,69 30.858,90

8.2 SISTEMA DE AMORTIZAGCAO CONSTANTE (SAC)

Pelo SAC em [2], o principal é reembolsado em quotas de amortizacdo iguais. Dessa
maneira, nesse sistema as prestagdes sdo decrescentes, ja que os juros diminuem a cada
prestacdo. A amortizagcdo é calculada dividindo-se o valor do principal pelo nUmero de
periodos de pagamento. Esse tipo de sistema as vezes é usado pelo Sistema Financeiro
de Habitacdo (SFH), pelos bancos comerciais em seus financiamentos imobiliarios e

também, em certos casos, em empréstimos as empresas privadas através de entidades

governamentais.

Representacao gréfica:
PITiy

PMT1 PMTn

0 1 n
Figura 8.2: Sistema de Amortizagdo SAC
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Analisando o grafico podemos concluir que: g, =q,=q,=...=q,=q
Logo:

n

P=Zq=nq

=1
Nesse sistema teremos o seguinte:

1. Amortizacao: As quotas de amortiza¢do sao constantes e calculadas dividindo-se
o valor principal inicial pelo nUmero de periodos de pagamento:

P= ng == qgq= (8-5)

2. Saldo devedor: O saldo devedor em um determinado periodo € igual ao principal
inicial menos a soma das amortizacdes ja pagas:

SD,—P—1g —> SD,:P(l—i)

n (8-6)
3. Juros: Os juros em t sdo calculados sobre o saldo devedor em - 1:
Ji = 8D (8-7)
Substituindo as expressdes, simplificando e destacando J_t:
Ji=ipP 1- (=1 (8-8)

n

4. Valor das prestacdes no periodo t: Os juros em t sédo calculados sobre o saldo
devedorem t-1:

Substituindo g_t e J_t na equagéo... e simplificando, tem-se:

P
PMT, = ;.[1 +iln—1+1)] (8-10)

Exemplo 36 Elaborar a planilha de amortizagdo para o seguinte financiamento:
«  Valor do financiamento de R$ 200.000,00
» Reembolso em quatro meses pelo sistema SAC
- Taxa de juros efetiva de 10% a.m.

Resolucéo:

Calculo das amortizagbes:

£ 200000

n 4

= 50.000
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Més (t) | Saldo Devedor SD t=P -tq | Amortizagdo (q) | JurosJ t=1iSD t-1 |Prestacdes PMT t=
0 200.000,00 - - -
1 150.000,00 50.000,00 20.000,00 70.000,00
2 100.000,00 50.000,00 15.000,00 65.000,00
3 50.000,00 50.000,00 10.000,00 60.000,00
4 - 50.000,00 5.000,00 55.000,00

Exemplo 37 Um empréstimo de R$ 200.000,00, contratado a juros efetivos de 10%
a.m., sera pago em trés prestacbes mensais com caréncia de trés meses. Construir a
planilha de amortizagdo no sistema SAC.

Resolugéo: Durante a caréncia os juros sé@o capitalizados e incorporados ao principal.
Logo, a amortizag@o deve ser calculada com base no financiamento capitalizado por dois
meses (k — 1 meses, onde k = 3).

Calculo das amortizages:

P ) 200000
q=_ AL+ = (1 +0, 1" = 80.666, 67
n 3
Més (t) | Saldo Devedor SD_t=P -tq | Amortizagdo (q) | JurosJ t=1SD t-1 [Presta¢des PMT t=

0 200.000,00 - - -
1 220.000,00 - 20.000,00 -
2 242.000,00 - 22.000,00 -
3 161.333,33 80.666,67 24.200,00 104.866,67
4 80.666,67 80.666,67 16.133,33 96.800,00
5 - 80.666,67 8.066,67 88.733,33

8.3 SISTEMA DE AMORTIZACAO MISTA (SAM)

No Sistema de Amortizagcdo Mista, conforme a prépria denominagdo, € um misto
do Sistema de Amortizacdo Constante (SAC) com o Sistema Francés. Esse misto dos
dois sistemas se caracteriza pelo fato de a prestagéo ser igual a média aritmética entre as
prestacdes dos dois sistemas.

Sendo as prestacdes do SAM as médias aritméticas, respectivas, dos dois sistemas,
SAC e Price, os juros também serédo as médias aritméticas dos juros correspondentes dos
dois sistemas, a cota de amortizacdo serdo as médias aritméticas correspondentes e o
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saldo, bem como o saldo devedor.

Podemos entéo definir o calculo da seguinte forma:

Ppric + Psau 8-11)

Py = >

Exemplo 38 Na compra de um sitio, Carmelita quer financiar a importancia de
R$25.000, 00 em uma instituicdo financeira que cobra juros compostos de 5% ao més. Esse
empréstimo sera amortizado pelo sistema SAM, em 5 prestacbes mensais e consecutivas,
vencendo a primeira um més apos a compra. Elaborar a planilha de financiamento.

Resolucgéao:
Como o sistema SAM depende dos sistemas SAC e Price, vamos calcular o valor
das prestacoes pelo sistema SAC:

*  Amortizagéo e Juros:

J,:i.P(l—%)

Jy =0,05.25000 (1 — (15;1))

J, =0,05.25000 = 1250

»  Primeira prestagdo no SAC:

PMTy = g1 +J1 = 5000 + 1250 = 6250

»  Saldo Devedor (SD):

SD = P —g.1 = 25000 — 5000 = 20000

+  Segunda prestacéo no SAC:

Juros
J =20000.0,05 = 1000

PMT = 5000 + 1000 = 6000

SD = 20000 — 5000 = 15000

Ja encontradas as duas primeiras prestacées no SAC, iremos agora calcular as

duas primeiras prestacdes no Price. Como elas serdo iguais, basta calcular uma.
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Calculo das prestacgodes:

(1+i—1

: 5
PMT — 25000. { i(1+0,05) }

(140,05)° —1
PMT = 25000.0,23097 = 5774,25

Calcularemos agora as duas primeiras prestagdes no sistema SAM:

*  Primeira prestacgo:

PMT; PMTp,;

PMTsay — SAC +2 Price
6250+ 5774,25
PMTsapr = %

PMTsap = 6012,13
*  Amortizagéo:
PMT =gq+J
6012,13 = g + 1250

g =4762,13

+  Saldo devedor:

SD = P—q=25000-4762,13 = 20237,87

+  Segunda Prestagéo:

Ja calculado o saldo devedor ao final da primeira prestacao, podemos calcular
a segunda prestacéo e o juro correspondente:

PMTsqc + PMTpyice

PMTsav =
SAM P

6000 + 5774, 25
PMTsim = - 2

PMTs4n = 5887, 13

J =20237,88.0,05 = 1011, 89

+  Amortizacdo correspondente a segunda prestacao:

q = PMT —.J = 5887,13 — 1011, 89 = 4875,24
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+  Saldo devedor:

SD = P—q = 20237,88 — 4875,24 = 15362, 63

Para determinar a terceira, quarta e quinta prestacbes, devemos, inicialmente,
calcula-las nos dois sistemas, SAC e Price, e depois proceder de forma analoga. Assim, a
tabela do financiamento ficaria:

Juros Amortizacao Prestacédo Saldo devedor

0 - - - 25.000,00

1.250,00 4.762,13 6.012,13 20.237,88

2 1.011,89 4.875,23 5.887,13 15.362,64

3 768,13 4.993,99 5.762,13 10.368,65

4 518,43 5.118,69 5.637,13 5.249,96
5 262,50 5.249,63 5.512,13 0
Total 3.810,96 24.999,67 28.810,63 -

Observe que os valores sdo aproximados.
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CAPIiTULO 9

ENCONTRANDO TAXAS ATRAVES DO METODO DE
APROXIMACAO DE RAIZES

9.1 METODOS DE APROXIMAGAO DE RAIZES

Segundo [8], as raizes de polinbmios de grau 2 foram expressas em fungcéo dos
coeficientes ha muito tempo atras. Nesse tempo foram obtidas férmulas para exprimir,
mediante radicais, as raizes dos polindmios de terceiro e quarto graus em funcdo dos
coeficientes, mas sendo as mesmas complicadas demais para serem utilizadas em sistema
computacional. Os métodos utilizados atualmente para determinar uma raiz do polinémio
p localizado no intervalo [a, b], sabendo que p(a) e p(b) possuem sinais opostos nao
se baseiam em formulas fechadas, como as obtidas para equacgdes de grau < 4. Esses
métodos sdo baseados em algoritmos aproximativos, que mostram o passo a passo de
como obter uma sequéncia de numero x1, X2, ..., xn, ... tais que os valores de p(x1), p(x2),

..., p(xn), ... estdo cada vez mais proximos de zero. Dentre os métodos podemos destacar:
Método da Bissecgéo;
Método do Ponto Fixo (MPF);
Método da Secante;
+  Meétodo de Newton-Raphson.

Daremos agora énfase ao método mais pratico e preciso, que € o Método de
Newton- Raphson.

9.2 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Um algoritmo extremamente eficiente para obter a raiz de um polindmio p(x) = 0 &
o Método de Newton. Conforme [8], o0 método diz que, se x1 é um valor proximo de uma
raiz, a sequéncia x1, x2, ..., xn, ... de numeros reais, tais que os valores p(x1), p(x2), ...,
p(xn), ... estdo cada vez mais proximos de zero. Esse método tenta garantir a aceleragéo
do Método do Ponto Fixo escolhendo uma fungéo de iteragéo ¢(x), tal que ¢’'(x) = 0. Para
isso, usaremos a equacgao abaixo:

f !xk!
Xpt1 =Xk— , ., k=0,1,2,.. -1
K+l = Xk 7w 0 (9-1)
O qual é denominado Método de Newton. Na equacé&o (9-1), o denominador f '(x,)
representa a derivada do polidmio:

p(x)=ax"+a _x""+..+a,
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A qual €, por definigdo:

p(x)=nax~"+(n-1)a_x"2+..+a,

O método iterativo para quando:

Xp+1 — Xk

|<E€E
Xk+1

sendo € um valor pré-estabelecido para a precisao.

9.3 APLICAGCAO DO METODO DE NEWTON NA MATEMATICA FINANCEIRA

Em algumas resolugdes de exercicios sobre Matematica financeira chega-se a um
ponto, no caso sobre equivaléncia de taxas, em que a calculadora cientifica (virtual) do
computador apaga por falta de energia; ou entéo a calculadora cientifica ou financeira (real)
em um dado momento, de repente descarregam-se. E nesse instante que o método de
Newton é essencial na continuacdo da resolugdo do problema. Veremos agora exemplos
de aplicagbes do método:

Exemplo 39 Se a taxa de juros, de uma aplicagédo financeira, foi de 13,14% em cinco
meses, qual foi a taxa equivalente mensal?

Resolugéo:
Podemos resolver através de duas equacgoes:

ihn=v1+i—1 (9-2)
ou
i=(1+in)™ (9-3)

Onde: in = taxa correspondente ao menor periodo

i = taxa correspondente ao maior periodo

n=nUmero de vezes em que o0 menor periodo esta contido no maior
Utilizando a equacéao (9-2):

O maior periodo da taxa € 5 meses, logo i = 13,14% em 5 meses;

O menor periodo da taxa € més, logo a taxa procurada € in;

O menor periodo esta contido 5 vezes no maior, logo n = 5.
Dados: i= 13, 14%, n=5 =7
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x=+/1,1314

Elevando a quinta poténcia:

(x)° = (¥/1,1314)°

= ((1,131‘4,)1/5)5
¥ =1,1314
¥ —1,1314=0
flx)=x>—1,1314

Calculando a derivada:

f'(x) =5x* - 0 = 5x*

Qualquer que seja o indice do radicando, sempre vamos ter a equagéo:

flx)=x"— (1 + ]Im) (9-4)

Utilizando a equacgao (9-1) vamos seguir 0os seguintes passos:

1. Divida a taxa pelo valor do expoente (essa é a primeira aproximagéo da taxa).
Divida a taxa aproximada por 100 e some 1. Ao resultado vamos chamar de x;
(k=0);

2. Substitua o valor de x; na equagéo (9-1). O valor encontrado vamos chamar de

3. Eleve y, an (nesse caso, n=5), subtraia de 1 e multiplique por 100 e compare

o valor com a taxa dada no problema. Se achar que a aproximacao € boa para
as finalidades, entéo, basta. Caso contrario continue seguindo o item 4;

4. Substitua o valor de y, na equagéo (9-1). o valor encontrado vamos chamar de
y,- Se a aproximagao for boa, pode parar, caso contrario repita o item 4.

Utilizando os passos, resolveremos o problema:

%
1. %:2,628% xg = 1+0,02628 = 1,02628
f(xo) (x0)* —1,1314 (1,02628)° —1,1314
2.y =xp— = —xg— T 1,02628 — =1,025
N=H0" w0y~ 5(x0)* : 5(1,02628) :

3. [(1,025)5 —1]100 = 13,14%

A taxa mensal equivalente a taxa de 13,14% em cinco meses é:
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i, = (1,025 - 1)100 = 2, 5%a.m.

Exemplo 40 Uma pessoa tomou um empréstimo de A reais, que acrescenta os juros
no total antes de computar o pagamento mensal. Assim, se a taxa mensal de juros, em
porcentagem, é i e o empréstimo é pelo prazo de n meses, a quantia total que o tomador
concorda em pagar é:

i
C:A+Anﬁ

Isto é dividido por n para dar o total de cada pagamento P, ou seja:

P*CfA '+f
“n O \a 100 (9-5)

Isto é perfeitamente legal e muito usado em lojas de departamento (chamado de
empréstimo com acréscimo). Mas a verdadeira taxa de juros que o tomador est4 pagando
€ alguma coisa além de %, porque ele ndo conserva o total do empréstimo por todo o
periodo n. Ele esta pagando-o de volta com o decorrer do tempo. A verdadeira taxa de juros
pode ser encontrada pela determinacdo de uma raiz x da equacéao:

F(x)=(Ax-P)(1+x)"+P=0 (9-6)

Isto fornece a taxa de juros por periodo de pagamento, que pode ser convertida em
taxa anual multiplicando-se a mesma por 12. Seja A= R$ 1.000, 00, n=24, i=5% a.m. =
60% a.a.. Determine a verdadeira taxa de juros.

Resolugéo:
Substituindo os dados na equagéo (9-5), temos:

P = 1000 GJ’%) = 1000(0,5+0,6) = 1000(1, 1) = R$1.100,00

Agora, substituindo os valores de A, P e n na equacéo (9-6), temos:

F(x) = (1000x - 1100)(1 + x)?> + 1100
10 +9x2 - 12x=0
X(10x2 +9x—-12) =0

Repare que x =0 € uma das raizes da equagdo. Mas como se trata de taxa de juros,
essa raiz € descartada. Vamos tentar resolver com o Algoritmo de Briot-Ruffini associado
ao Método de Newton-Raphson.

Pela tabela:
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X 0 1 2
Fx) [-12] 7 | 46 | ..
Vemos mudanca no sinal de F (x) para x € (0, 1).
Com uma aproximagé&o inicial de x, = 0, 5 temos:

10 9 12
05 | 10 14 -5 =p(5)
05 | 10 | 19=p(5)

p(x) 3
xp=x————=—=05+—=0,76
P'(xo) 19
10 9 -12
076 | 10 16,6 0,62 = p(0,76)
0,76 | 10 | 24,2 =p'(0,76)

_ plx1) 0,62
X =x1— s =076+ 7 ~ 0,73
10 9 12
0,73 | 10 16,3 -0,1=p(0,73)
0,73 | 10 | 23,6 =p’(0,73)

rex P02 573, 01 073

)
p'(x2) ' 23,6

Entédo, x= 0, 73 = 73%a.a. = 73/12 = 6, 08%a.m.
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CAPIiTULO 10

APLICACOES DA MATEMATICA FINANCEIRA NO ENSINO
MEDIO

O surgimento da Matematica Financeira se deu de forma espontanea, pela
necessidade de comercializar bens e foi evoluindo gradativamente de acordo com as
necessidades de operacbes financeiras. Pode-se dizer que o fato de ndo se ter muitos
registros sobre a Matematica Financeira se deu por conta de que a mesma se desenvolveu
juntamente com o comércio e passou a fazer parte da vida das pessoas.

No cotidiano das pessoas, podemos encontrar varios exemplos de aplicagdes da
Matematica Financeira, como fazer compras a vista ou a prazo, realizar empréstimos,
movimentar contas bancarias e principalmente no financiamento habitacional, o qual faz
parte da vida de milhdes de brasileiros. No entanto, essas situa¢des sdo tdo normais, que
acabam passando despercebidas pelas pessoas, que em sua maioria ndo se preocupam
em parar para analisar ou calcular a negociagdo que esta fazendo, para saber se lhe &
conveniente ou ndo. Apesar de estar incluida no curriculo escolar, a Matematica Financeira
ndo possui grande destaque entre os conteldos de ensino médio, cabendo entdo ao
professor ser um mediador colocando para os alunos situagdes problemas no qual os
mesmos se identificam com o que ocorre na realidade de cada um e da atual situagéo que
se encontra 0 nosso pais, ajudando-0 a construir um conhecimento mais amplo sobre os
termos financeiros.

Quando o professor relaciona o ensino da matematica financeira com o cotidiano do
aluno, ndo se espera que 0 mesmo seja um mestre das finangas, mas espera-se que ele
tenha condicdes de analisar situagdes que envolvem conhecimentos financeiros para saber
0 que lhe é conveniente ou ndo enquanto consumidor, comerciante ou até mesmo pai de
familia. A relagdo desses conceitos com o cotidiano do aluno acaba dando praticidade a
uma disciplina considerada por muitos como teérica, tornando-a em algo mais concreto e
pouco abstrato, onde o aluno tem a oportunidade de verificar a aplicabilidade da matematica
em sua vida.

No ensino médio, os alunos estudam conceitos de juros (simples e compostos),
taxas de juros, empréstimos, descontos e acréscimos. Esses temas constituem um
excelente instrumento de contextualizagdo da matematica, pois se relacionam diretamente
com o contexto social em que o aluno esta inserido, fazendo com que ele veja algo mais
concreto em seu dia-a-dia. Inicialmente ao introduzir o conteido de Matematica Financeira,
pode ser colocado para o aluno exemplos do cotidiano como, reajustes de precos,
empréstimos, compras a vista ou a prazo, rendimentos em aplicacdes e no financiamento
habitacional. E importante o aluno ter consciéncia dos falsos anincios de produtos, bem
como as enganacdes ocultas por traz de tentadoras ofertas para facilitar a compra de

eletrodomésticos caros e até mesmo carros zeros, para que nao caia nessas armadilhas e
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ainda conscientizem seus pais ou responsaveis, pois na maioria das vezes a compra facil
se torna divida eterna devido aos juros abusivos cobrados pelas empresas de créditos ou
bancos.

O aluno deve saber exercer a cidadania de forma correta, ou seja, saber contar,
analisar, comparar, calcular, resolver problemas, raciocinar logicamente, argumentar e
interpretar matematicamente certas situacdes. Devido ao comportamento consumista da
populacéo, a escola assume o papel de educar para o exercicio da cidadania, resgatando
a interdisciplinaridade e contextualizacdo. Um desses papeis é abordar a matemética
financeira, de modo que se torne interessante para o aluno, através de jornais, revistas,
panfletos, taldo de conta de agua ou energia, extrato bancario e planilhas do excel.

O professor pode iniciar por exemplo, o contetdo de juros com uma breve revisao
de porcentagem através de uma visita a supermercados a fim de descobrir qual oferece
menor preco em determinados produtos e fazer um quadro comparativo a outros em termos
percentuais. Os alunos podem também realizar uma visita a garagens de revendas de
automoveis a fim de saber a relagéo entre pregco de custo, preco de venda e lucro que o
dono obtém ao revender um automovel, descobrindo o percentual de lucro em diferentes
negociagdes. Outro exemplo bem claro em [11] € o de mostrar as diferentes taxas de juros
simples e compostos nas diversas situagdes bancarias, como empréstimos pessoais ou
rendimentos de poupancas, que ird auxiliar bastante o aluno a administrar melhor seu
dinheiro. Além disso tudo, € muito importante fazer uma comparagao entre juros simples
e progressdes aritméticas e juros compostos e progressdes geométricas para que o aluno
perceba que néo se trata de um contetdo isolado, mas sim de grande importancia dentre
os demais.

Podemos citar uma interdisciplinaridade enorme ao relacionar juros com progressoes,
pois ndo ha exemplo maior do que o uso de progressdes no estudo de juros simples e
composto. Veremos mais detalhes a seguir.

Quando se trata de capitalizagdo a juros simples, os juros referentes a um Unico
periodo, em qualquer época sao, determinados sobre o capital inicial ou valor presente P.

Aplicando a formula dos juros simples, para 1 (um) periodo, obtemos: J = Pin = Pi
= Pi. Isto significa que os seus valores serdo sempre iguais. Seja M 0 montante para um
determinado periodo de aplicagéo, a sequéncia (M,, M,, M,, M,, ..., M) que representa os
montantes formados, a partir da época 0 (0 momento do empréstimo), pode ser obtida, a
partir do capital inicial, somando-se sempre a mesma parcela (os juros de cada periodo
unitario), caracterizando dessa forma uma P.A. (progressao aritmética) de primeiro termo
al =P e razédo r = Pi. Podemos classificar esse tipo de P.A. como crescente, uma vez que
os valores do capital inicial e da taxa sdo sempre positivos.

Exemplo 41 Seja a aplicagdo a juros simples do capital de R$ 800, 00, a taxa de
2%a.m., durante 6 meses. Elaborar a sequéncia dos montantes formados nesse periodo.

Aplicacbes da Matematica Financeira no Ensino Médio

57



Resolucéo:

Dados: P = R$ 800, 00, i = 2%a.m., n = 6 Os juros para um periodo unitario é dado por:

J=Pi=800x0,02=16

Logo, a sequéncia sera formada somando-se 16 a cada termo anterior, a partir do

primeiro, ou seja, ao capital inicial. Dessa forma a sequéncia sera a seguinte:

(800, 816, 832, 848, 864, 880)

Afim de mostrar a relagéo entre os termos de uma P.A. e a sequéncia dos montantes

para um numero n de periodos, sera apresentado uma tabela abaixo relacionada com o

exemplo anterior:

Observe que o n-ésimo termo da sequéncia dos montantes equivale ao (n + 1)-ésimo

termo da P.A..
a, a, a, a, a, an+1
800 =800+0-16 | 800 =800+1-16 | 800 =800+2-16 | 800 =800+3-16 | 800 =800+4-16 800 =800+16n
P=M, P=M, P=M, P=M, P=M, P=M,

Tabela 10.1: Relacdo entre P.A. e montante nos juros simples.

Aplicando-se a formula do termo geral da P.A., temos:

M =a
n n+

1

=a +[(n+1)-1]r=a,+nr

Substituindo a, por P e rpor Pina formula anterior, obtemos:

M, = P+ Pin=P(1 + in)

Enfim chegamos na férmula comumente usada na Matematica Financeira para o

céalculo do montante em juros simples.

Se tratando agora de capitalizag&o a juros compostos, 0s juros para um unico periodo,

em uma época qualquer, sdo calculados sobre o montante do periodo imediatamente

anterior a época considerada. Sendo assim, 0s juros relativos ao terceiro periodo € obtido

multiplicando-se o montante M, do segundo periodo por i. Mas, como o montante M3

relativo ao terceiro periodo € a soma do montante do periodo anterior com os juros relativos

a esse periodo, temos:

M, =M, + M, x i=M,(1+ i)

Generalizando a situagéo, para um periodo n qualquer, obtemos:

M =M -1(1+1)

Dizemos entdo que a sequéncia (MO, M1, M2, M3, - - -, Mn) dos montantes no
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regime de juros compostos, é obtida a partir do capital inicial P multiplicando-se sempre
(1 + /) ao montante do periodo anterior, caracterizando uma progresséo geométrica, de
primeiro termo al = P e razdo q = 1 + i. Esse tipo de progressdo também sera sempre
crescente, uma vez que a razao é sempre maior que 1 (um) em virtude de i ser sempre

positivo.

Exemplo 42 Escrever a sequéncia dos montantes M_ para uma aplicacdo de R$ 500,
00 a juros compostos de 3% a.m. durante 5 meses.

Resolucéo: Dados: P = R$ 500, 00, i=3%a.m., 1+i=1,03, n=5
A sequéncia que se obtém, com os valores aproximados, é a seguinte:
(500; 515; 530, 45; 546, 36; 562, 75)

Atabela seguinte faz a correlagé@o entre a formula do termo geral de uma progresséo

geométrica e esta sequéncia:

a, a, a, a, an+1
500 =500-1,03° | 515=500-1,03" | 530,45 =500-1,032 | 546,36 =500-1,03% | - - - | 500-1,03"
P=M, P=M, P=M, P=M, P=M,

Tabela 10.2: Relacéo entre P.G. e montante nos juros compostos.

Aqui também ocorre a relagdo M, = a .. Usando-se a formula do termo geral da

P.G., temos:
M=a+l=al-gm"=al-q

Por outro lado, substituindo a, por Pe g por 1 + i na formula anterior, obtemos:
M, =P(1 + )"

Observe que esta é a fébrmula comumente usada para se calcular o montante no
regime de capitalizagdo a juros compostos.

Mais o principal exemplo de uma aplica¢édo € o do financiamento habitacional onde
estd presente varios termos da matematica financeira, como taxas diferenciadas para
realizacdo da operagdo, assim como abatimentos utilizando o FGTS tanto no inicio do
financiamento por meio de uma entrada, mas no meio através de abatimentos em parcelas
ou no final com desconto sobre o saldo devedor. Além disso, pode ser utilizado conceitos
iniciais sobre sistemas de amortizagdo que é utilizado no financiamento para que o aluno
tenha a curiosidade de estudar mais sobre estes conceitos.

Enfim, a contextualizacdo da matematica financeira é de suma importancia na vida

do aluno, pois nesse periodo de turbuléncia que vivemos no nosso pais, onde os altos
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indices de juros sobre diversos produtos e a incerteza de compras e investimentos se
torna cada vez mais perigoso na vida de todos, é muito importante que todos saibam onde
investir e quando realizar compras para que ndo acabem como mais um inadimplente no
pais.

Veremos agora exemplos de aplicagbes no cotidiano, e que podemos utilizar no

ensino da matematica financeira.

Exemplo 43 Muitas lojas com a intengdo de mascarar os juros que cobram pela
venda de mercadorias vendidas a prazo, utiliza o artificio de embutir os juros no valor da
mercadoria, e dizendo conceder descontos nas vendas a vista acaba conquistando seus

clientes.

Resolucéo:

Em uma loja de eletrodomésticos, um secador de cabelos esta em oferta. No anuncio
da loja consta o seguinte: “Na compra de um secador de cabelos a vista, vocé ganha 10%
de desconto”. Sabendo que o valor normal, sem promogao é de R$ 100,00, a vista fica
R$ 90,00. Na realidade o valor pago a vista é o preco real do secador, e que o desconto
concedido nada mais € do que juros embutidos no valor real da mercadoria.

Se questionarmos pessoas sobre o valor da taxa de juros cobrados pela loja do
exemplo, certamente a maior parte diria que a taxa de juros cobrados &€ de 10%. Mas,

fazendo alguns célculos veremos que ndo é bem assim.

Dinheiro Porcentagem (%)
90,00 100
100,00 X

Através da tabela identificamos que o valor pago a vista, é o valor correspondente
ao preco real total da mercadoria, por isso corresponde a 100%. Agora podemos descobrir
a taxa de juros embutida através da regra de trés, que € bem simples para alunos de ensino

médio.
9 _ 100
100y
90x = 10000
x=111,11..%

O que corresponde a uma taxa de juros de aproximadamente 11,11%....

Poderiamos também utilizar a diferenca entre o pre¢o a prazo e o prec¢o a vista, no
lugar do valor a prazo, assim o resultado encontrado para x ja seria a prépria taxa de juros
embutida.
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Dinheiro Porcentagem (%)

90 100
100 - 90 X
%0 _ 100
0
90x = 1000
x=11,11...%

Ao usarmos a regra de trés para calcular a taxa de juros embutida, o preco a vista

deve ser sempre correspondente a 100%.

Exemplo 44 De um modo geral, s&o raras as pessoas com idade superior a sessenta
anos que nunca tenha contraido um empréstimo, em um momento ou outro, é necessario
efetuar um empréstimo. Por isso, devemos estar atentos em relacdo aos juros quando
formos contrair um empréstimo, tendo em vista que 0s juros relacionados a empréstimos,
normalmente s&o calculados no regime de juros compostos, e que a maioria das pessoas
que contraem um empréstimo tende a calcular sua divida em regime de juros simples.
Por isso, muita gente na hora de acertar seus débitos com as instituicbes financeiras, se
espanta com o valor da divida.

Devido a gastos imprevistos com saude, as despesas ultrapassaram os ganhos na
casa de Adriana, e ela ndo teve outra op¢do, a tnica solugédo encontrada por ela foi contrair
um empréstimo. Ela fez um empréstimo de R$ 1000, 00 a uma taxa de juros de 5% ao més
para pagar em um Unico pagamento seis meses apos o empréstimo, quando Adriana foi
saldar sua divida se espantou com o valor que o funcionario da instituicdo financeira disse
a ela, pois havia feito os calculos em sua casa e o resultado obtido por ela era diferente do

resultado do funcionario. Vejamos como cada um deles fez os calculos.

1°més _ 1000 + 0, 05 x 1000 = 1000 + 50 = 1050
2°més _ 1050 + 0, 05 x 1000 = 1050 + 50 = 1100
3°més _ 1100 + 0, 05 x 1000 = 1100 + 50 = 1150
4°més _ 1150 + 0, 05 x 1000 = 1150 + 50 = 1200
5°més _ 1200 + 0, 05 x 1000 = 1200 + 50 = 1250
6°més _ 1250 + 0, 05 x 1000 = 1250 + 50 = 1300

De acordo com os calculos realizados por Adriana, o total que ela teria que pagar
pelo empréstimo seria R$1300, 00. Mas néo foi bem isso que aconteceu com os célculos
do funcionério.
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Célculos feitos pelo funcionario:

1°més _ 1000 + 0, 05 x 1000 = 1000 + 50 = 1050
2°més _ 1050 + 0, 05 x 1050 = 1050 + 52, 50 = 1102, 50
3°més _ 1102, 50 + 0, 05 x 1102, 50 = 1102, 50 + 55, 12 = 1157, 62
4°més _ 1157, 62 + 0, 05 x 1157, 62 = 1157, 62 + 57, 88 = 1215, 50
5°més _ 1215, 50 + 0, 05 x 1215, 50 = 1215, 50 + 60, 78 = 1276, 28
6°més _ 1276, 28 + 0, 05 x 1276, 28 = 1276, 28 + 63, 80 = 1340, 08

De acordo com os célculos do funcionario, Adriana teria que pagar o total de R$1340,
08. Isso ocorre por ela ter feito os céalculos no regime de juros simples, e ele no regime de
juros compostos. Entdo, ao contrair um empréstimo devemos esclarecer todas as davidas,
para que ndo haja mal-entendido como esse do exemplo. Vale ressaltar que em alguns
empréstimos bancarios, além dos juros referentes ao empréstimo, séo cobradas algumas
tarifas bancarias. Como por exemplo, a pessoa toma um empréstimo de R$10.000, 00, mas
R$400, 00 fica retido no banco para pagamento de outras tarifas bancarias, sendo assim
o valor que a pessoa realmente tomou emprestado foi de R$9600, 00 e o valor que sera
calculado com os juros sera de R$10.000, 00. Portanto, o empréstimo retirado pela pessoa
ndo é o mesmo efetuado junto ao banco.
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CAPITULO 11

CONSIDERACOES FINAIS

Pode-se observar através desse trabalho que mais uma vez a Matematica como
um todo, se mostra importante na medida em que a sociedade necessita e se utiliza dos
seus conhecimentos, que por sua vez sao essenciais para a insercao das pessoas como
cidadaos no mundo do trabalho, da cultura e das relagdes sociais. Através da elaboragéo
deste trabalho, espera-se que o mesmo possa ser de grande utilidade, principalmente para
os professores do Ensino Médio, pois acho que a aprendizagem da Matematica Financeira
ndo pode ser tratada sem a devida significacdo ou deixada de lado, pois o estudante que
possui conhecimentos financeiros, podera ser no futuro um consumidor mais prudente.

E importante esclarecer que em nenhum momento, houve a intensdo de mostrar
que a Matematica Financeira no Ensino Médio seja aprofundada similarmente como nos
cursos de graduacao, tais como: Administragéo, Contabilidade e Economia, e sim o desejo
de que o conteldo seja ensinado o bastante para que no futuro tanto os bancos quanto as
instituicdes financeiras ndo consigam mais induzir o consumidor com propagandas que o
levam a pagar juros altissimos.

Em relacdo aos conceitos e formulas, houve a oportunidade de ver as demonstragdes
das mesmas, onde por si propria nos passa um melhor entendimento sobre sua validade.
No que diz respeito as aplicagbes em nosso cotidiano, pudemos perceber a riqueza dos
conceitos de progressdes, e ao mesmo tempo, a flexibilidade dos mesmos em diferentes
situacdes e assim validando uma das caracteristicas principais para que se assegure a
aprendizagem, pois o real interesse do aluno em aprender algo, é quando aquilo serve ou
servira para alguma situag@o que ele necessitara. Se pudermos assim fazer com que o
mesmo construa melhor os conceitos, entao vale a pena disponibilizar de um tempo a mais
para prepararmos algumas aplicacdes.

Para que o aluno possa ter uma aprendizagem mais contextualizada, & necessario
que os professores utilizem informacdes desta natureza durante seu processo de ensino,
para enfim satisfazer a necessidade de uso imediato e pratico dos contetdos escolares,

facilitando a motivacao desse aluno e seu processo ensino-aprendizagem.
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REVISAO SOBRE PROGRESSOES

A.1 PROGRESSOES ARITMETICAS (PA)

Segundo [10] podemos definir Progressdes Aritméticas como sendo uma sequéncia
de numeros reais ordenada em que a diferenca entre um termo qualquer (ap6s o segundo)
e o termo antecedente &€ sempre a mesma (constante). Essa constante é denominada
razéo da P.A. e indicada por r. Vejamos alguns exemplos:

1.NaP.A. (4,14, 24, ...) temos r = 10.

2.NaPA. (2,7/3,8/3, ...) temos r = 1/3.
3.NaPA. (66,6, ...)temosr=0.
4.NaPA. (13,8, 3, ...) temos r = -5.

As Progressodes Aritméticas podem ser classificadas de acordo com o sinal da razao,
onde:

Quando r> 0, classificamos a P.A. em crescente.
Quando r < 0, classificamos a P.A. em decrescente.

Quando r = 0, classificamos a P.A. em constante.

Em uma P.A., é possivel determinar qualquer termo ou a razéo ou a quantidade de

termos a partir de uma regra geral ou o “termo geral”. Escrevendo a sequéncia:

a, a,a, .. a,

em fungéo de a, e rtemos:
a,=a +r

a3=a2+r=a1+2r

a,=a,+r=a, +3r

a=a +(n-1)r (A-1)

n

Ainda se tratando de uma sequéncia, podemos determinar a soma de seus termos
através de uma equacdo que foi elaborada por um grande matematico: Carl Friedrich
Gauss (1777-1855). A partir de um problema criado por seu professor que consistia em
somar os 100 primeiros numeros naturais, ele desenvolveu uma técnica rapida e eficiente

que se tratava de colocar em ordem crescente (1) e decrescente (2) como mostrado abaixo:

1.5,=1+2+3+..+100
2.5,=100+99+98 + ... + 2 + 1
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Somando cada parcela de (1) com cada parcela de (2) respeitando a ordem temos:

25=101 + 101 + 101 + 101 + ... + 101

Como temos 100 parcelas, pode-se escrever:

25=100.101
25=10100
S =5050

A fim de generalizar, podemos escrever utilizando os termos de uma PA qualquer as
mesmas sequéncias:
S =a+a,+a,+..+a,
S,=a,+a, , +..+a,+a,
2S=(a,+a)+(a,+a,  +..+(a,+a,)

Como temos n parcelas iguais a (a, + a,), temos:

(a1 +ay).
2.5= (@ +a)nS, = 2” = (A-2)

A principal relagdo que podemos destacar entre Progressdes Aritméticas e Juros
Simples é a de que o saldo ou juros de determinada aplicagdo cresce constantemente
seguindo uma razao conforme taxa de juros.

Exemplo 45 Uma aplicagdo de R$ 300, 00 feita em uma caderneta de poupanga
rende juros de 0, 1% a.m.. Determine 0s juros recebidos no final de um ano.

Resolugéo:

Juros no 1° més: J=300.0, 001 =0, 3
Juros no 2° més: J = 300.0, 001 =0, 3
Juros no 3° més: J=300.0, 001 =0, 3

Juros no 12° més: J = 300.0, 001 =0, 3
Logo, no final de um ano teremos: 12.0, 3 = 3, 60 de juros.

Enfim, os juros sempre serdo os mesmos. Se colocarmos o capital somado ao juro
de cada més, teremos a seguinte sequéncia: (300, 30; 300, 60; 300, 90;...; 303, 60).

Na sequéncia os juros de 0,30 centavos correspondem a razdo da P.A., conforme
dito anteriormente.
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A.2 PROGRESSOES GEOMETRICAS (PG)

Seguindo 0 mesmo raciocinio sobre Progressdes Aritméticas, temos que as
Progressbes Geométricas sdao sequéncias no qual o quociente entre cada termo (a partir
do segundo) e seu antecedente é sempre 0 mesmo (constante). Essa constante também é
denominada razéo da P.G. e indicada por g. Exemplos:

1.NaP.G. (2, 4,8, ...)temos q = 2.

2. NaP.G. (3,-12, 48, ...) temos q = -4.
3.Na P.G. (24,12, 6, ...) temos q = 1/2.
4. NaP.G. (11, 11,11, ...) temos q = 1.

De acordo com a razdo podemos também classificar as Progressdes Geométricas

conforme descrito abaixo:

Quando g > 1, a P.G. ser crescente.
Quando g< 1, a P.G. ser decrescente.
Quando q =1, a P.G. ser constante.

Podemos encontrar um termo qualquer da P.G., a partir do primeiro termo (a,) e a
razdo (q). Segundo [12], isso é possivel devido a uma lei especial de formag¢do em que:
Seja
(a,, a, a,, ..., a,)
, uma P.G. de razédo q, temos:

a
—=g=>m=1al.
a q 1-9

a3 2
o =g =>a=a.q=a3=d.q

T F=>a=aq=>di= a;.q3
De modo geral: a, = ai.q"~" (A-3)

Essa é a expressao conhecida por termo geral de uma P.G.
Ainda se baseando em [12], podemos encontrar uma expressao que permita calcular
a soma finita dos termos de uma P.G. Temos:
S =a+a,+a,+..+a, (A-4)
Multiplicando por g os dois membros da igualdade:
q.5,=q(a,+a,+a,+..+a)
q.S,=a,.q+a,q+a,q+..+a.q

q.S,=a,+a,+a,+..+a +a.q (A-5)
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Fazendo (A-4) - (A-5), temos:
S.(g-1)=a,.q-a,
Como a, = a,.q™", vem:
S.(g-1)=a.q"".q-a,
S.(g-1)=a.q"-a,

a(g"—1)
g-1

Sn= (A-6)

As Progressdes Geométricas estdo diretamente relacionadas com Juros Compostos,
onde a razao correspondera aos juros ganhos ou perdidos em uma aplicagéo financeira.

Exemplo 46 Em uma aplicacdo financeira que rende 2% a.m. foram aplicados
R$3.000, 00 durante 1 ano. Determine o rendimento no final da aplicagao.

Resolucgéo:

Juros no 1° més: J = 3000.0, 02 = 60

Juros no 2° més: J =3060.0, 02 =61, 2
Juros no 3° més: J=3121, 2.0, 02 =62, 424

Juros no 12° més: J=3730, 12.0,02 =74, 6

No final de 12 meses teremos: 60 + 61, 2 + 62, 42 + ... + 74, 6 = 804, 72 reais. Se

colocarmos os juros em ordem crescente, iremos obter a seguinte sequéncia:
(60; 61, 2; 62, 42;...; 74, 60),

onde a razéo da P.G. corresponde a taxa de juros, ou seja, cada sucessor tem o

valor multiplicado por 1,02.

Revis&o Sobre Progressdes

67



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Vieira Sobrinho, José Dutra Matematica Financeira, 7. ed. 10. reimpr. Atlas, Sado Paulo. (2009)

Samanez, Carlos Patricio Matematica Financeira: aplicagbes a analise de investimen- tos, 4. ed.
Pearson Pretince Hall, Sdo Paulo. (2007)

Castelo Branco, Anisio Costa Matematica Financeira Aplicada: método algébrico, HP- 12C, Microsoft
Excel, 2. ed. rev. Cengage Learning, S&o Paulo. (2008)

Ribeiro, Jackson Matematica: ciéncia, linguagem e tecnologia, 2: ensino médio, Scipi- one, Sdo Paulo.
(2010)

lezzi, Gelson; Hazzan, Samuel Fundamentos da matematica elementar 4: sequéncias, matrizes,
determinantes e sistemas, 6. ed. Atual, Sdo Paulo. (1993)

lezzi, Gelson e Hazzan, Samuel Fundamentos da matematica elementar 1: Conjuntos e Fungées, 7.
ed. Atual, Sao Paulo. (1993)

lima, Elon Lages; Carvalho, Paulo Cezar Pinto; Wagner, Eduardo e Morgado, Augusto César A
matematica do ensino médio - volume 2, 6. ed. SBM, Rio de Janeiro. (2006)

Lima, Elon Lages Numeros e Fungbes Reais, Colecdo PROFMAT. SBM, Rio de Janeiro. (2013)

Escola Nacional de Seguros. Diretoria de Ensino Técnico Matematica Financeira, assessoria técnica de
Hugo César Said Amazonas. 3. ed., 1. reip. Funenseg, Rio de Janeiro. (2015)

lezzi, Gelson; Dolce, Osvaldo; Degenszajn, David e Périgo, Roberto Matematica: volume Unico, Atual
Editora, Sao Paulo (2002)

Netto, Scipione Di Pierro; Filho, Sérgio Orsi QUANTA - Matematica em Fasciculos para o Ensino
Médio: Fasciculo 3, 1. ed. Editora Saraiva, Sdo Paulo. (2000)

lezzi, Gelson; Dolce, Osvaldo; Degenszajn, David e Périgo, Roberto Matematica: Ciéncia e Aplicagbes -
volume 1, Atual Editora, Sado Paulo (2001)

Referéncias Bibliogréficas

68



SOBRE O AUTOR

ADRIANO RODRIGUES TEIXEIRA - graduou-se em Matematica - Licenciatura
Plena e Bacharelado - pela Universidade Luterana de Ensino Superior - ULBRA,
em ltumbiara - GO; Gradou-se em Fisica — Licenciatura Plena pelo Centro
Universitario ETEP; Especializou-se em Matematica Aplicada pela Universidade
Federal de Uberlandia - UFU, em Uberlandia - MG, com o trabalho intitulado
Equacdes Diferenciais Ordinarias e Algumas de suas aplicagdes. Ultimamente foi
aluno bolsista da CAPES no programa de Mestrado Profissional e, atualmente,
é professor universitario e trabalha no ensino médio na rede estadual de ensino
de Iltumbiara - GO, onde é concursado. Tem experiéncia nos niveis de Ensino
Fundamental e Médio (16 anos); Ensino Superior (7 anos) e Coordenagdo na
rede estadual de ensino.

Sobre o Autor

69



MATEMATICA
FINANCEIRA:

Conceitos e Aplicacoes

& www.atenaeditora.com.br

M contato@atenaeditora.com.br
@atenaeditora

Bl www.facebook.com/atenaeditora.com.br

D:\tena

Editora

Ano 2023



MATEMATICA
FINANCEIRA:

Conceitos e Aplicacoes

& www.atenaeditora.com.br

M contato@atenaeditora.com.br
@atenaeditora

Bl www.facebook.com/atenaeditora.com.br

D:\tena

Editora

Ano 2023





