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APRESENTACAO

O presente texto traz os resultados mais importantes obtidos a partir
do trabalho de pesquisa desenvolvido pelo autor, durante a elaboragéo da sua
tese de doutorado, junto ao Centro de Estudos de Engenharia Civil - CESEC,
da Universidade Federal do Parana, junto ao programa de Pds-Graduacdo em
Métodos Numeéricos em Engenharia.

O tema principal desta obra versa sobre métodos de lagrangeano
aumentado, os quais s@o conhecidos, populares e estudados pela comunidade
académica que trabalha na area de analise numérica e otimizagdo. Boa parte
desta popularidade do método, se deve a sua grande aplicabilidade na resolucéo
de problemas praticos ou teéricos, principalmente nas areas de engenharia e
na matematica aplicada. Tais métodos tém em sua estrutura, como componente
principal, uma fungé@o (termo) de penalizacdo. As diferentes variacbes dessa
funcé@o de penalizagéo podem dar origem a diferentes métodos de lagrangeano
aumentado. Seguindo esta metodologia, neste trabalho apresenta-se um
novo método de lagrangeano aumento cuja funcdo de penalizagdo é do tipo
exponencial. Apresenta-se o modelo, algoritmos relacionados, resultados sobre
condi¢des de convergéncia e implementagdes. Por fim, esse método é aplicado
na resolucdo de uma classe especifica de problemas matematicos importantes:
problemas de equilibrio. Nesse contexto sdo apresentados resultados numéricos
referentes as implementagbes dos algoritmos, analises, conclusdes sobre os

resultados e, também, apontados caminhos para a continuidade da pesquisa.
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RESUMO

Neste estudo propomos um Método de Lagrangeano Aumentado Exponencial para
resolugdo do Problema de Equilibrio Geral. Tal método é uma extenséo dos algoritmos
apresentados em (NASRI, 2010). Em nossa proposta, substituimos a penalidade classica
de Rockafellar presente nestes algoritmos pela penalidade exponencial. Em seguida,
refizemos a teoria geral em torno do novo algoritmo. Mostramos que 0 mesmo esta bem
definido, que possui terminacgéo finita, que admitidas as condi¢des iniciais adequadas
0 mesmo gera uma sequéncia convergente. A teoria de convergéncia é construida via
ponto proximal, ou seja, a partir da relacao de dualidade entre lagrangeano aumentado e
ponto proximal, porém o termo de regularizagédo aqui utilizado é uma quase distancia de
Bregman, diferente do termo quadratico empregado em (NASRI, 2010). Para contornar
possiveis problemas de mau condicionamento causados pela presenca da penalidade
exponencial, procedemos a um ajuste quadratico da mesma. Em seguida, testamos
a nova metodologia por meio de experimentos numéricos, considerando inicialmente o
método com a penalidade exponencial e, em seguida, com a quadratica ajustada. Para
realizar os testes, escolhemos problemas de equilibrio e problemas de equilibrio de
Nash generalizados (GNEPs), os quais compdem uma classe particular de problemas
de equilibrio. O método puro resolveu problemas pequenos e, para problemas com
dimensdes maiores, a versdo com quadratica ajustada mostrou-se melhor. Na sequéncia,
discutimos os resultados numéricos e apresentamos as consideracdes finais. Para
finalizar, deixamos algumas perspectivas de trabalhos futuros e uma lista de referéncias,
as quais serviram de suporte para essa pesquisa.

PALAVRAS-CHAVES: Palavras-chaves: Problema de Equilibrio, Lagrangeano Aumentado,
Penalidade Exponencial.

Resumo
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ABSTRACT

In this study we propose an Exponential Augmented Lagrangian Method to the resolution of
the General Equilibrium Problem. Such a method is an extension of the algorithms presented
in (NASRI, 2010). In our proposal, we replaced the classic penalty Rockafellar present in
these algorithms by the exponential penalty. Then, we redid the general theory surrounding
the new algorithm. We show that it is well defined, has finite termination and, admitted the
appropriate initial conditions, it generates a convergent sequence. The convergence theory is
built via proximal point, ie, from the dual relationship between Augmented Lagrangian and the
proximal point, but the regularization term used here is almost distance Bregman, different from
the quadratic term used in (NASRI, 2010). To work around possible bad conditioning problems
caused by the presence of the exponential penalty, we proceeded to a quadratic adjustment of
it. Next, we tested the new method by numerical experiments, considering initially the method
with the exponential penalty and then with the quadratic adjusted. To perform the tests, we
chose equilibrium problems and Generalized Nash equilibrium problems (GNEPs), which
compose a particular class of equilibrium problems. The pure method solved little problems
and for problems with larger dimensions, the version with the quadratic adjusted proved to
be better. Following, we discuss the numerical results and present the final considerations.
Finally, we leave some perspectives of future works and a list of references, which served as
support to this research.

KEY-WORDS: Equilibrium Problems, Augmented Lagrangian, Exponential Penalty.

Abstract
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INTRODUCAO

11 MOTIVACAO

Em anos recentes o problema de equilibrio tem recebido atencdo dos
pesquisadores. Diversos resultados tedricos e experimentos numéricos tém sido
publicados. Entre os trabalhos desta natureza podemos apontar (BIANCHI; PINI,
2005), (BIGl et al., 2013) e (BLUM; OETTLI, 1994). Ainda, sobre esse tema destacamos
(BURACHIK, 2012), (FACCHINEI, 2003), (IUSEM; NASRI, 2007), (IUSEM; KASSAY; SOSA,
2009), (IUSEM; SOSA, 2003a), (IUSEM; SOSA, 2003b), (MASTROENI, 2000; MATIOLI;
SOSA; YUAN, 2012; MUU; OETTLI, 1992; MUU; QUOC, 2009; FACCHINEI; KANZOW,
2007; QUOC; MUU, 2004; TRAN; DUNG; NGUYEN, 2008; SANTOS; SCHEIMBERG,
2011; NGUYEN; STRODIOT; NGUYEN, 2009; NGUYEN; STRODIOT et al., 2009). Em
particular (BIGI et al., 2013) apresenta um apanhado sobre algoritmos e condicbes de
existéncia de solugbes para esta classe de problemas.

Como casos particulares do problema de equilibrio destacamos: problemas de otimi-
zagao convexa, problemas de ponto fixo, problemas de complementaridade, problemas de
equilibrio de Nash, problemas de desigualdade variacional e problemas de minimizagéo
vetorial, como destacado nos trabalhos de (BIGI et al., 2013; BLUM; OETTLI, 1994; IUSEM;
SOSA, 2003a).

Em (NASRI, 2010) sao apresentados métodos de lagrangeano aumentado
para resolucédo de problemas de equilibrio em dimensao finita, cujos conjuntos viaveis
sao definidos por inequagdes convexas, generalizando o método de lagrangeano
aumentado proximal para otimizacéo restrita. A cada iteragdo as variaveis primais sao
atualizadas resolvendo-se um problema de equilibrio irrestrito e, entdo, as variaveis duais
séo atualizadas por uma férmula fechada e a analise de convergéncia é apresentada.

Na sequéncia definimos o problema de equilibrio com as propriedades minimas

necessarias para o desenvolvimento teorico.

Definicao 1.1 Considere K um subconjunto de R’ nao vazio, convexo e fechado
e uma fungéo f : K x K — R satisfazendo

P1:f(x, x) = 0 para todo x € K,
P2:f(x, -) : K— R é convexa e semicontinua inferior para todo x € K,
P3:f (-, y) : K— R é semicontinua superior para todo y € K.

O problema de equilibrio, denotado por EP (f, K), consiste em determinar x* € K
tal que f (x*, y) = 0 para todo y € K. O conjunto de solucbes para EP (f, K) sera denotado
por S(f, K).

Em termos de métodos computacionais para problemas de equilibrio destacamos

Introducao



os trabalhos de (BIGI et al., 2013; FACCHINEI; KANZOW, 2010a). Em (NASRI, 2010),
também sédo introduzidas versdes exatas e inexatas de métodos de lagrangeano
aumentado para resolucéo do EP (f K) em Rn, para o caso nos quais o conjunto viavel
K é da forma:

K={xeR :h(x)<0 (1=<i=m) (1.1)
em que h, : R’ — R sédo funcdes convexas paratodoi=1,..., m.

Observe que na Definigdo 1.1, ha a necessidade das duas variaveis, x e y,
estar no conjunto convexo K, ou seja, resolver o EP (f, K) consiste em determinar x*
eKtal que f (x*, y) = 0, para todo yem K.

Devido ao fato das variaveis pertencerem ao conjunto convexo K, a maioria dos
artigos encontrados na literatura recorrem a algum tipo de projecéo para atender essa
condicdo. E bem conhecido que fazer projecdo resulta em outro problema de otimizagéo
que pode ser um problema de dificil resolu¢do, a menos que o conjunto K seja tipo
poliedros.

No caso dos métodos de lagrangeano aumentado, a “dependéncia de estar no

conjunto” sera enfraquecida através da abordagem de penalizagao.

21 OBJETIVO

Em continuidade ao trabalho desenvolvido por (NASRI, 2010) e, também, em
(FERREIRA, 2013), esta tese tem como objetivo principal propor um Método de La-
grangeano Aumentado Exponencial para a resolu¢édo do Problema de Equilibrio. Para
tal, utilizaremos no lugar da penalidade classica do método de lagrangeano aumentado
proposto por (NASRI, 2010) , a qual s6 possui derivada até primeira ordem, a penalidade
exponencial, a qual possui derivadas de todas as ordens.

Ainda, na tese de (FERREIRA, 2013) foram apresentadas duas abordagens
de algoritmos do método de lagrangeano aumentado proposto em (NASRI, 2010). Tais
algoritmos consistem na resolugao de um sistema néao linear e nao diferenciavel, originado
do passo principal do algoritmo. A néo a diferenciabilidade do sistema néo linear é devido
ao fato de que (NASRI, 2010) utlizam a penalidade quadratica classica, conhecida na
literatura, como PHR- Powell, Hestenes e Rockafellar. Por isso, a importancia de se
usar outras penalidades que possuam derivadas de ordem superior. E isso que estamos
propondo, nesta pequisa, como uma das principais contribui¢des.

Com aintroducéo da penalidade exponencial, o sistema néo linear obtido pelo Passo
2 do algoritmo de (NASRI, 2010), sera diferenciavel o que passa a ser um grande ganho
em relagdo ao trabalho apresentado em (FERREIRA, 2013). Do ponto de vista teérico,

Introducao



precisamos mostrar a equivaléncia entre lagrangeano aumentado exponencial e método
de ponto proximal.

Outras contribuicbes desta pesquisa sdo: mostrar que a sequéncia gerada pelo
al- goritmo do novo método converge, implementar esta nova metodologia e testa-la em
experimentos numeéricos.

Uma consequéncia inevitavel quando se implementam algoritmos que utilizam
a penalidade exponencial € o aparecimento de problemas de mau condicionamento.
Para contornar esta possivel dificuldade, utilizaremos uma estratégia de interpolacéao
quadratica na implementagao do algoritmo proposto. Por fim, para realizar experimentos
numéricos, escolhemos na literatura duas classes de problemas: problemas de
equilibrio geral e problemas de equilibrio de Nash generalizados, apresentados em
(FACCHINEI; KANZOW, 2009).

31 ORGANIZAGAO DO TRABALHO

Neste primeiro capitulo apresentamos a motivagéo, objetivos e uma descricdo da
tese.

No segundo capitulo apresentamos um apanhado geral sobre os métodos de
penalidades, com destaque para sua forma geral e estrutura algoritmica. Inicialmente,
destacamos os métodos de barreiras e, em seguida, os métodos de penalidades
externas. O item principal desta parte € o método de lagrangeano aumentado, aqui
apresentado para problemas de otimizacdo. Ainda neste capitulo, dada a estreita
relacdo entre lagrangeano aumentado e método de ponto proximal para otimizagao em
Rn, descrevemos de forma resumida este importante método, com destaque para sua
estrutura algoritmica e condi¢cbes de convergéncia. O método de ponto proximal com
distancia de Bregman é destacado no final.

Em seguida, no terceiro capitulo, considerando o trabalho de (NASRI, 2010),
de onde retiramos o problema abordado nesta tese, nos voltamos para o problema de
equilibrio e, inicialmente, apresentamos o método de lagrangeano aumentado para
este problema. Duas versdes deste método sdo destacadas: extragaradiente inexato
(IALEM) e ponto proximal extragradiente inexato (IPPEM). A versédo ponto proximal
extragradiente inexato irrestrito, como descrevem (NASRI, 2010), € apresentada com
destaque para a fundamentacao teoérica que o acompanha.

No quarto capitulo, descrevemos como principal contribuicdo deste trabalho: um mé-
todo de lagrangeano aumentado exponencial aplicado ao problema de equilibrio, seguindo,
principalmente, o exposto em (NASRI, 2010) e (FERREIRA, 2013). Na composicéo desta
nova metodologia, destacamos dois novos Algoritmos: IALEMe e IPPEMIe. A prova de
convergéncia € apresentada, assim como, a equivaléncia entre IALEMe e IPPEMle. A

estratégia de penalizagdo exponencial podera acarretar problemas de mau condicionamento
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devido ao rapido crescimento da funcao exponencial. Uma alternativa para contornar esse
possivel problema é fazer um ajuste quadratico da fung¢édo penalidade. Esse procedimento
€ descrito na quarta secao deste capitulo.

Com o intuito de validar a metodologia proposta, no quinto capitulo, realizamos
experimentos numéricos e a andlise dos resultados obtidos. Inicialmente aplicamos o Algo-
ritmo IPPEMIe para resolver problemas de equilibrio de Nash Generalizado e problemas
de equilibrio geral, utilizando primeiramente a penalidade exponencial e num segundo
momento utilizando a penalidade exponencial com ajuste quadratico.

No ultimo capitulo, apresentamos as consideracdes finais e conclusoes.

Introducao
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LAGRANGEANO AUMENTADO PARA PROBLEMAS DE
OTIMIZACAO

11 INTRODUGAO

Os métodos de lagrangeano aumentado sdo baseados em penalizagéo e utilizados,
em geral, para resolver problemas de programacgéo néo linear com restricoes. Sado métodos
que buscam resolver o problema principal através de um processo iterativo de maneira
que, a cada iteragdo, resolve-se um problema auxiliar irrestrito. Esse subproblema é
obtido adicionando-se a fungéo objetivo um mudltiplo das restricbes do problema original.
Dentre as referéncias classicas que tratam deste método, destacamos (POWELL, 1969;
HESTENES, 1969; ROCKAFELLAR, 1974; BERTSEKAS, 1976; SANTOS, 1999; IUSEM,
1995), entre outros. Uma descricdo resumida de tais métodos sera apresentada logo apos
a apresentacéo dos métodos de penalidades classicos, os quais séo descritos a seguir.

21 METODOS DE PENALIDADES

Nesta secdo, adotaremos como referéncias, considerando as diversas existentes,
(SAN- TOS, 1998; LUENBERGER, 2008; GRIVA; NASH; SOFER, 2009), que apresentam
conceitos, algoritmos e observagbes sobre os métodos de penalidades. A seguir
apresentamos um resumo de tais métodos.

Como tratado em (SANTOS, 1998), uma ideia bastante natural e frequentemente
utilizada em programacgéo néo linear é tentar converter problemas complexos em outros,
em geral mais simples, cuja resolugcéo seja conhecida. Seria importante se um problema de
otimizacd@o geral pudesse, de alguma forma, ser reduzido a um problema de minimizacéo
sem restricbes, minimizagdo em caixas ou politopos.

Na chamada penalidade interna a fung¢éo objetivo é modificada agregando um termo
funcional que tende a infinito quando o ponto se aproxima da fronteira do conjunto viavel.
Forma-se assim uma espécie de barreira intransponivel: métodos irrestritos comegando
no interior da regido sdo desencorajados a se aproximar do contorno devido a valores
muito altos da fungéo objetivo. Por esse motivo, os métodos de penalidade interna sédo
também conhecidos por métodos de barreira. Esses sdo, por outro lado, os mais antigos
métodos de pontos interiores, com prestigio radicalmente incrementado apds a revolucédo
que seguiu-se ao trabalho de (KARMARKAR, 1984).

Na penalidade externa, muitas vezes denominada simplesmente de penalidade,
acrescenta-se a funcao objetivo um termo cujo custo aumenta com a violagéo das restricoes.
A solugédo de um problema penalizado externamente esta, geralmente, fora do conjunto
viavel, mas se aproxima dele quando o termo de penalidade é muito grande.

No trabalho de (SANTOS, 1999), os autores comentam que a razdo pela qual a
penalidade ndo é o procedimento universal para lidar com restricbes € que o parametro
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que deve multiplicar a fungéo-restricdo para castigar violagdo (na externa) ou o risco
de violagdo (na interna) provoca, ao tomar valores extremos, mal-condicionamento do
problema penalizado. Outra dificuldade que pode surgir ao adotarmos procedimentos de
penalizacdo € que a propria estrutura do problema € transformada quando uma restricao
€ acrescida a funcéo objetivo, em geral, complicando a fisionomia desta. No entanto,
todas as estratégias de penalidade estéo vivas na otimizag&o atual por sua simplicidade,
adaptabilidade para problemas de grande porte. Esse detalhe é fortemente destacado em
(FACCHINEI; KANZOW, 2009; FACCHINEI; KANZOW, 2010b), entre outros.

Os métodos de penalidades utilizados para resolver problemas com restri¢oes,
séo iterativos e cada iteracdo transformam o problema original em outro problema que
€ irrestrito. Eles servem tanto para problemas com restricdo de igualdade como para
restricoes de desigualdade ou mesmo para aqueles que séo formados por esses dois tipos
de restricdes. Por questdes didaticas seréo tratados dois tipos de métodos de penalidades:
métodos de barreira e métodos de penalidade externa.

2.1 Métodos de Barreiras

Os métodos de barreira sdo métodos de penalidade que, em geral, sé@o utilizados
para resolver problemas com restricdes de desigualdade da forma:

Minimizar f (x)

sa.gx)<0,i=1,2,...,m (2.1)
xeR"
emquef:R"—>Reg :R"— Rparai=1,..., m, sdo as fungbes que formam o
problema (2.1), sendo fa fungéo objetivo e as fungdes g, parai=1, ..., m, as restricbes

que determinam o conjunto viavel.
A funcéo penalizada em relag&o ao problema (2.1) é definida como

(x, p) € R" x R++ >— B(x, p) = f(X) + pp(x) (2.2)
em que p € o parametro de penalidade e p : R” — R é uma fun¢éo de penalidade,
a qual é chamada, neste caso, de fungéo barreira. Ha dois tipos bastante conhecidos na

literatura, a funcdo barreira logaritmica e a fungéo barreira inversa, as quais séo definidas,
respectivamente, por

xeR—p (x) =- 2 In () (2.3)
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LG |
i=1 gi(z)

xeR">—p (X) =- (24)
emque g, parai=1,..., m, sdo as restricdes do problema (2.1).
A seguir apresentamos o algoritmo de penalidade interna tipo barreira.

Algoritmo 2.1 Algoritmo de Barreira Aplicado ao Problema (2.1)
Dados p° >0, k=0
Enquanto o critério de parada néo for satisfeito, encontre:

x*1 e arg min{B(x, p¥) | x e R"}

1

Faca p*' < p* (por exemplo: p*' = 3 [oly]

k=k+1
Continue.

No Algoritmo (2.1), B & uma funcéo barreira (2.2), que pode ser formada pela barreira
logaritmica dada na relacdo (2.3) ou pela barreira inversa dada na relagéo (2.4). A tarefa
mais pesada neste algoritmo € a resolu¢do do subproblema gerado, o qual consiste na
minimizagdo da fungéo barreira. No entanto, este subproblema é irrestrito e, desta forma,
pode ser resolvido por qualquer método de programacgao nao linear irrestrita, como por
exemplo: Newton, Gradiente Conjugado, Regido de Confianga, entre outros.

Um ponto negativo dos métodos barreiras é que s6 se consegue provar aconvergéncia
se 0 parametro de penalidade p — 0. Isso podera fazer com que os subproblemas gerados
pelo método tornem-se mal condicionados, como vemos no exemplo a seguir.

Considere o seguinte problema extraido de (SANTOS, 1998).

Minimizar (x, + 1) + (x, = 1)?

sa -x,=0

que tem solugéo x* = (0, 1)7.
Neste caso considerando a fungéo barreira p(x) = - In(x,) e a fungéo penalizada
(2.2), tem-se:
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B(x, p) = (x, + 1)> + (x, = 1)> = pIn(x,). (2.5)
Para verificar o que foi dito anteriormente sobre o0 mau condicionamento da matriz
Hessiana dos subproblemas gerados pelo Algoritmo 2.1, sera calculado o gradiente e a
Hessiana de B dado na relagéo (2.5).

XTo —
v, B, p) =< 2o ) (2.7)

Em (2.6) os pontos estacionarios, considerando x, >0 s&o da forma
N ( —14+/1T+2 1 )
X'= - 5 :
2
E, dado que p >0, tem-se em (2.7) que
2p
24 —————Frx= 0
V2 B(x* p) = ( p+1—-V1+2p ) . (2.8)
0 2

Como a convergéncia sé € obtida fazendo p tender a zero, tem-se

. 2p
lim —— =
pl—r>%p+1— 1+2p

E, desta forma, a matriz V2 _B(x*, p) em (2.8) &€ mal condicionada. Este foi um dos

fatos que motivou o desenvolvimento de novos métodos de penalizagdo chamados de

lagrangeano aumentado.

2.2 Métodos de Penalidades Externas

Os métodos de penaliza¢des externas sdo utilizados tanto para resolver problemas
com restricbes de desigualdade como para problemas com restricdes de igualdade, ou
seja, na forma

min f (x) (2.9)
sa.gx)=0ec(x)=0

comg:R"—>R™ec:R"— R~.

A solugdo de um problema penalizado externamente esta, geralmente, fora do
conjunto viavel, mas se aproxima dele quando o termo de penalidade € muito grande,
(SANTOS, 1999).

Se considerarmos problemas contendo somente restricbes de igualdade, a
penalidade utilizada com mais frequéncia na literatura é a quadratica, apresentada a seguir:
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1 1 1&
xeR—p (x) = 5 lle(X)I[*= 5 c(x)c(x) = 5 > (e(x)y (2.10)

=1

e a fung@o penalidade externa neste caso sera da forma:
P

(X, p) € R" X R+ >— P (x, p) = f(x) = g > (c(x)? 2.11)
=1

com p >0, fixado. Neste caso, p irda aumentar em todas as iteracoes.
Por outro lado, para problemas com restricdes de desigualdade uma penalidade
utilizada é a seguinte:
m
xeRH—p (x)= Y max{0, g(x)} (2.12)
i=1
Podemos observar que esta penalidade é ndo diferenciavel em pontos do seu o
dominio. Portanto, uma alternativa é substituir esta penalidade por:

xeRH—p (X)= Y (max{0, g, (x)})? (2.13)
=1

Neste caso, a fungéo penalidade externa assume a forma:

m
(X, p) e R"XR++>— P(x, p) = f(x) + p Z (max){0, g, (x)})? (2.14)
Agora, considerando o problema (2.9),Zt:elmos:

(x, p) e R"xR++>— P (x, p) =f(x) + p (i(max{o’gl(m)}y T % i(g(m)f) (2.15)

O algoritmo a seguir sintetiza 0 método de penalizagéo externa aplicado ao problema
(2.9).

Algoritmo 2.2 Penalidade Externa Aplicada ao Problema (2.9)
Dados: x° e Rn, p° >0

k=0

Enquanto o critério de parada nao for satisfeito, encontre:

X1 e arg min{P (x, p*) | x e R"}

Faga p*' > p* (por exemplo: p*' = 2p*)
k=k+1

Continue.
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A penalidade P (x, p¥) é dada em (2.15) e p* é o parametro de penalidade.

31 LAGRANGEANO AUMENTADO

Os métodos de lagrangeano aumentado foram inicialmente propostos, para
problemas com restricoes de igualdade, por (POWELL, 1969) e (HESTENES, 1969) em
meados da década de 60. Foram chamados, nesta época, de métodos de multiplicadores
e mais tarde, generalizados por (ROCKAFELLAR, 1974), para problemas com restricbes
de desigualdade. Descreveremos nesta se¢cdo os métodos de lagrangeano aumentado
para problemas com restricdes de igualdade e desigualdade. Tais métodos seguem a
mesma filosofia dos métodos de penalidades. A diferenca principal esta na introducao dos
multiplicadores de Lagrange, também conhecidos como variaveis duais. Desta forma, sdo
geradas duas sequéncias, {x}, chamada de primal e, {u*}, chamada de dual. A sequéncia
primal, em geral, ndo é viavel (ndo satisfaz g(x) < 0), mas espera-se que va se tornando
viavel a medida que k cresce. Ja a sequéncia dual é sempre viavel, no sentido da viabilidade
dual, y* = 0, para todo k = 0.

Segundo (MATIOLI, 2001), uma caracteristica importante dos métodos de lagran-
geano aumentado € a relagdo de dualidade que estes possuem com os métodos de ponto
proximal. Afirma, ainda que, um dos grandes resultados alcangados durante a época em que
estes métodos foram sendo resolvidos foi exatamente esta conexdo entre as sequéncias
primal e dual ou, em termos de métodos, do lagrangeano aumentado e de ponto proximal.
Ainda segundo (MATIOLI, 2001), este resultado garante que, sob hipoteses adequadas, a
sequéncia de multiplicadores gerada pelo algoritmo de lagrangeano aumentado € a mesma
obtida por um certo algoritmo de ponto proximal aplicado ao problema dual. Destaca-se,
ainda, que toda a teoria de convergéncia da sequéncia de multiplicadores gerada pelos
algoritmos de lagrangeano aumentado é desenvolvida no dual, via métodos proximais e a
parte de computacgéo é feita toda no primal.

Os métodos de ponto proximal fazem uma espécie de regularizagdo somando a
funcao objetivo um termo positivo, geralmente chamado de nucleo. Quando séo aplicados
ao problema dual do problema de programagéao convexa funcionam como uma espécie de
barreira, pois forcam os pontos gerados a ficarem no ortante positivo. Veja uma descricdo
completa de tal método em (IUSEM, 1995).

Nos métodos de lagrangeano aumentado mais modernos, desenvolvidos nos
Gltimos anos, praticamente toda teoria de convergéncia é desenvolvida utilizando métodos
de ponto proximal com quase-distancias generalizadas tipo Bregman ou ¢-divergéncias.
Por outro lado, a implementagéo destes métodos é feita no primal, isto &, os subproblemas
resolvidos envolvem somente variaveis primais estando as variaveis duais fixas, como sera
visto adiante.

Trataremos a seguir, em sec¢des distintas, os métodos de lagrangeano aumentado
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para problemas com restricbes de igualdade e restricdes de desigualdade.

3.1 Lagrangeano Aumentado para Problemas com Restri¢coes de Igualdade

Nesta subsecao apresentamos o método de lagrangeano aumentado em sua forma
classica, ou seja, em sua formulagcdo semelhante aquela dada inicialmente por (POWELL,
1969) e (HESTENES, 1969).

O problema a ser tratado € da forma:

Minimizar f (x)

sa.c(x)=0, i=1,...,p (2.16)
xeR"
emque f:R"—> Rec :R" - Rparai=1,...,p, sdo fungcbes continuamente

diferenciaveis.

A fungéo lagrangeana associada ao problema (2.16) é definida por:

(x, A) e R"x RP>— [(x, A) f(X) + ATe(x) = f(x) + i AC. (x) (2.17)
As condi¢des necessarias de primeira ordem é:alrantem que se x* é uma solucao
6tima do problema (2.16), entdo existe um vetor de multiplicadores de Lagrange A*tal que
V I(x*, \*) =0, em que I & a fungéo lagrangeana (2.17).
Desta forma, se fe ¢, paratodo i=1, ..., p, sdo diferenciaveis entdo os candidatos
a pontos estacionarios para o problema (2.16) devem satisfazer o seguinte sistema de n +

p equacbes nao lineares por n + p variaveis

(2.18)

Vf(z)+ATVe(z) =0
clr)=0 i=1,2,...,p.

Veremos que os multiplicadores de Lagrange no método de lagrangeano aumentado
a ser apresentado nesta secéo sdo atualizados de maneira que a primeira equagdo em
(2.18) seja satisfeita.

Definicao 2.1 Dizemos que dois problemas A e B sdo equivalentes quando toda
solugcdo de A é também uma solugdo de B e vice-versa.

No sentido da Definicdo 2.1 podemos verificar que o problema (2.16) é equivalente
ao seguinte problema

Minimizar f (x) + A7 ¢(x)
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sa.c(x=0, i=1,...,p (2.19)

xeR"

Utilizando a penalidade quadratica apresentada em (2.10), tem-se a seguinte funcao
penalizada para o problema (2.19)

(z, M\, p) ER" X RP x R, > L(z, )\, p) = flz) + ATe(z) + gcT(:c)c(x) =

— flo)+ 3o he(o) + 5@ (220

=1

Neste caso, p é o parametro de penalidade e A é o vetor de multiplicadores de
Lagrange associado as restricbes de igualdade. Pode-se observar que na fungéo (2.20)
aparecem p variaveis a mais que na fungdo penalidade externa (2.11) apresentada
anteriormente neste capitulo. No entanto, com a abordagem proposta por (POWELL, 1969)
e (HESTENES, 1969) estas variaveis séo atualizadas por uma formula fechada. Assim, para
determinar uma boa estimativa para os multiplicadores de Lagrange, deriva-se a funcdo L
dada em (2.20) com relagéo a variavel x, estando A e p fixados, e iguala-se a zero, ou seja,

VL(z, )\ p) = Vf(z)+N'Ve(x) + pc’ (2)Ve(z) =
= Vf(z)+ (A" + pe(z)) ' Ve(z) = 0. (2.21)

Desta forma, uma boa estimativa para os multiplicadores é

A=A + pc(X), (2.22)
pois (2.21) teria a forma

VF(xX) +AVTc(x) =0 (2.23)

e esta Ultima equacgéo € exatamente a primeira equacao dada na relagéo (2.18),
ficando apenas a segunda equagao, ¢(x) = 0 (c(x) = (¢,(x), - . ., ¢,(x))7, para ser satisfeita.

Logo, a metodologia proposta por Powell e Hestenes é a introdu¢éo de um algoritmo
que gere candidatos a solugéo, no sentido de serem pontos estacionarios do problema
(2.16). Estes devem satisfazer o sistema (2.18). Portanto, atualizando-se os multiplica-
dores de Lagrange pela formula (2.22) a primeira equagéo do sistema (2.18) € satisfeita
automaticamente, enquanto a segunda é forgada a ser satisfeita através da atualizagdo do
parametro de penalidade.

Posto isso, apresentamos o algoritmo de lagrangeano aumentado proposto por
(POWELL, 1969) e (HESTENES, 1969).
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Algoritmo 2.3 Lagrangeano Aumentado Aplicado ao Problema com Restri- cao
de Igualdade

Dados p® >0,\°c R", a>1,k=0

Enquanto o critério de parada nao for satisfeito, encontre:

X1 e arg min{L(x, A, o) | x e R"}, com L dada em (2.20) (2.24)

Faga: N = N¥ + pke(xk+1)

Se llc(x")ll >0, 1llc(xHl

Faga p*' = ap* (por exemplo: a = 2).

Senado p*' = pk

k=k+1

Continue.

Alguns comentarios sobre o algoritmo: o subproblema (2.24), ou seja, dado A e RPe

p¥ >0, encontrar

x*' e arg min{L(x, A¥, p¥) : x € R"}

€ chamado subproblema interno, que consiste na minimizagcdo de uma fungéo
irrestrita e a funcao L é o lagrangeano aumentado.

A parte representativa de maior esforco computacional do algoritmo é encontrar
uma solugao para este subproblema, o que pode ser executado utilizando-se métodos de
programacao irrestrita, como Newton, Regido de Confianca, dentre outros.

Apds a resolucdo do subproblema (2.24) atualizam-se os multiplicadores de
Lagrange A, pela relagé@o (2.22). Em seguida faz-se uma verificagdo da viabilidade, ¢(x) =
0. Se houver ganho de viabilidade do ponto x* para o ponto x*' mantém-se o pardmetro de
penalidade, caso contrario, 0o mesmo é aumentado. Continua-se o processo até que algum
critério de parada seja satisfeito.

Como o parédmetro de penalidade s6 é atualizado se as restricdes estiverem “pouco
satisfeitas”, o que n&o ocorre nos métodos de penalidades classicos apresentados nas
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secdes precedentes, reduz-se a possibilidade de mau condicionamento dos subproblemas
gerados pelo método, o que os torna vantajosos.

3.2 Lagrangeano Aumentado para Problemas com Restricoes de Desigualdade

Na sequéncia sera apresentado o método de lagrangeano aumentado proposto
em (ROCKAFELLAR, 1973) (ver também (MINOUX, 1986) e (BERTSEKAS, 1976)),
para o problema com restricoes de desigualdade, generalizando desta forma o método
de multiplicadores proposto por (POWELL, 1969) e (HESTENES, 1969), apresentado na
subsecdo anterior. Além disso, seréo apresentados métodos de lagrangeano aumentado
mais modernos cuja teoria de convergéncia é feita utilizando-se o método de ponto proximal
aplicado ao problema dual com alguma quase-distancia (Bregman ou ¢-divergéncia),
seguindo o exposto em, por exemplo, (IUSEM, 1995; IUSEM; TEBOULLE, 1995).

O problema tratado nesta subsec¢é@o é com restricdes de desigualdade e tem a forma

Minimizar f (x)
s.a.g(x)<0, i=1,2,...,m, (2.25)

xeR"

emque, fe g,parai=1,2,..., m, séo fungdes definidas em R" com valores em R.

Uma opcédo para a generalizagdo do método de lagrangeano aumentado para o
problema (2.25) é obtida através da introdugé@o de variaveis de folga para as restricbes de
desigualdade g(x) < 0, onde (g(x) = (9,(X), 9,(x), . . ., g,(X))", conforme encontramos em
(MINOUX, 1986; ROCKAFELLAR, 1973). Desta forma, o problema (2.25), com variaveis de
folgas;=0,i=1,..., m, possui o formato:

Minimizar f (x)

sa.gx)+s=0,i=1,2,...,m (2.26)
520,i=1,2,...,m
xe R"

Como foi feito na sec¢éo anterior, ao elaborar um algoritmo de lagrangeano aumentado
aplicado ao problema (2.26), o subproblema gerado tem a forma:

Minimizar { )+ Z wi(gi(x

l\’:\-ﬂ

Z 2:$ER",S>U}, (2.27)

e, neste caso, y € o vetor de multiplicadores de Lagrange e n € o parametro de
penalidade.
Para o parametro de penalidade positivo, mostra se que o problema (2.27) se reduz

Lagrangeano aumentado para problemas de otimizagéo

16



a (ver (ROCKAFELLAR, 1974; MINOUX, 1986)):

Minimizar {f(a,") + i P(gi(z), piym) = € R”} , (2.28)

e, neste caso, parai=1,..., m, afuncéo penalidade P é dada pela formula:

—Hi

(9i())* + pigi(z) segi(z) >
" " ’ n (2.29)

—u
4n

P(gi(f':): #ia’?) =

C.C.

Note que a variavel de folga s ndo aparece em (2.28) e nem em (2.29). Portanto,
o algoritmo de lagrangeano aumentado desenvolvido para o problema com restricoes de
desigualdade € analogo ao Algoritmo 2.3, porém com subproblema interno dado por (2.28)
e (2.29). Desta forma, substituindo a penalidade P dada em (2.29) na fungéo (2.28) temos
a fungao lagrangeano aumentada proposta por Rockafellar

m

(z, p,m) ER™ X RT x Ry s L(z, 1) = f(x) + j—ng [(max{0, i + 2ngi(x)})* — 1]
© (2.30)

Algoritmo 2.4 Lagrangeano Aumentado para o Problema com Restricao de
Desigualdade
Dados pi° € R™, {n,} uma sequéncia de termos positivos e k = 0.

Enquanto o critério de parada néo for satisfeito, encontre:

X1 =arg min{L(x, u*, n,) | x € R"} com Ldada em (2.30)) (2.31)
Faca:
pkrt = max{0, pk +2nkgi(x*+1)}, parai=1,..., m
k=k+1
Continue.

3.3 O METODO DE PONTO PROXIMAL PARA OTIMIZACAO EM R”

Na secao anterior descrevemos um método de lagrangeano aumentado aplicado ao
problema de otimizacdo com restricdes de desigualdade, utilizando variaveis de folga para
transformar as restricdes do problema (2.25) em igualdades. Na sequéncia, descrevemos
outra metodologia baseada nos métodos de ponto proximal, conforme descrito em (IUSEM,
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1995).

Aideia ébaseadanos métodos primais-duais, ou seja, apresentaremos aconvergéncia
do método de ponto proximal para um problema irrestrito e depois, a equivaléncia entre as
sequéncias duais geradas pelos métodos de ponto proximal e lagrangeano aumentado.

Primeiramente, descrevemos o método de ponto proximal aplicado ao seguinte

problema irrestrito

Minimizar f (x)
s.a. :xeR" (2.32)

no qual f: R"— R é uma fungéo convexa e limitada por baixo.

Mesmo o problema sendo convexo e flimitada por baixo, ndo existe a garantia de
um Unico minimizador. Para assegurar a unicidade do minimizador € acrescentado a fungéo
objetivo do problema (2.32) um termo de regulariza¢@o. Assim, o método de ponto proximal
gera uma sequéncia {x*} da seguinte maneira:

X e R" (2.33)
x*'=argmin__{f (x) + a llx - x {12} (2.34)

em que a, é um numero real satisfazendo 0 < a, < a para algum a >0, incluindo o
caso q, constante.

O resultado a seguir estabelece a convergéncia da sequéncia {x*}, gerada pelo
método de ponto proximal (2.33) e (2.34).

Teorema 2.1 Convergéncia do método de ponto proximal
Considere f: R" — R uma fungdo convexa e continuamente diferenciavel. Assuma
que o conjunto solugdo U de minimizadores de f em R" é nédo vazio. Entdo a sequéncia

gerada por (2.33) e (2.34) converge para um ponto x € U.

Prova. Ver (IUSEM, 1995).

Para provar a convergéncia da sequéncia dual {¢*}, gerada pelo Algoritmo 2.4, sera
necessario introduzir o problema dual associado ao problema primal (2.25). Para isso,
considere fe g,convexas e diferenciaveis, paratodoi=1,2..., m. Associado ao problema

(2.25) define-se a fungéo lagrangeana classica / : R"x R” — R por

f@) + Y wgi(x) sep>0 (2.35)
i=1

+00 C.C.

Uz, p) =
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Considere a funcao objetivo ¢ : Rm € R definida por

Y(u) = min I(x, y) (2.36)
xeR"

em que / € a funcéo lagrangeana (2.35).
O resultado seguinte prova que a sequéncia {u*}, gerada pelo Algoritmo 2.4, é a
mesma sequéncia gerada pelo algoritmo de ponto proximal (2.33) e (2.34) quando aplicado

ao problema —-y.

Teorema 2.2 Equivaléncia entre ponto proximal e lagrangeano aumentado - para
problema de otimizagcdo

Considere {} a sequéncia gerada pelo algoritmo de ponto proximal, (2.33) e

(2.34), aplicado ao problema unelw" - Y(u), coma, = 1 e {Lu*} a sequéncia dual gerada pelo
4nk
algoritmo de lagrangeano aumentado 2.4. Se ™ = u° entéo p*= p* para todo k.

Prova. Ver (IUSEM, 1995).

Até este momento poderiamos nos dar por satisfeitos, pois como mencionado nos
paragrafos precedentes, os métodos de lagrangeano aumentado para os problemas com
restricOes de igualdade e desigualdade apresentados até aqui, contornam, de certa forma,
o problema do mau condicionamento gerado pelos métodos de penalizagéo classicos.

Com a introdugdo dos multiplicadores, ou variaveis duais, foi possivel mostrar a
convergéncia (dual no caso de desigualdade) dos métodos de lagrangeano aumentado,
sem que o parametro de penalidade aumentasse em todas as iteragdes. Inclusive, este
parametro pode ser constante para o método de lagrangeano aumentado, proposto por
(ROCKAFELLAR, 1974), para problemas com restricao de desigualdade como pode ser
visto no Algoritmo 2.4.

A questéo principal esta na determinacdo da solugdo do subproblema gerado pelo
Algoritmo 2.4, ou seja, na solugdo do subproblema dado na relagdo (2.30). Note que
esta funcdo s6 possui derivada, em todo o seu dominio de defini¢céo, até primeira ordem.
Portanto, métodos que usam informacéo de segunda ordem, como € o caso do método de
Newton e de regidao de confianga, ndo podem ser utilizados, ou se forem utilizados podem
gerar instabilidade quando os pontos obtidos se aproximarem de valores em que a fungcéao
ndo é diferenciavel. Desta forma, a comunidade de otimizagdo desenvolveu métodos em
que as fungdes envolvidas possuam derivadas de ordem superiores.

O desenvolvimento seguinte visa explorar a relagdo primal-dual. Mostraremos a
convergéncia do método de ponto proximal e, em seguida, a equivaléncia com o método de
lagrangeano aumentado. Porém agora, ao invés da regulariza¢do quadratica apresentada
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na funcédo (2.34) do método de ponto proximal, utilizaremos uma quase distancia mais
geral. Da mesma forma, no primal deveremos substituir a penalidade quadrética da funcéo
lagrangeano aumentado (2.30) por uma quase distancia que possua derivada de ordens
superiores.

As quase-distancias mais utilizadas séo: distancias de Bregman e ¢-divergéncia.
Nesta tese, em fungéo de sua especifidade, sera apresentado somente o caso de distancias
de Bregman. Para isso, o desenvolvimento apresentado esta baseado em (IUSEM, 1995).

Diferentemente da regularizacao utilizada no método de ponto proximal quadratico,
aqui sera necessario que este termo penalize pontos inviaveis, pois o interesse € aplicar o
método de ponto proximal ao problema dual do problema (2.25), no qual as variaveis duais
s80 nao negativas. Sendo assim, a regulariza¢ao funcionara como nos métodos de barreira,
descritos no inicio deste capitulo. O objetivo da regularizagéo é penalizar “infinitamente”

pontos que se aproximem da fronteira. Para isso, considere o seguinte problema restrito:

Minimizar f (x)
sa xeS (2.37)

em que S c R" é fechado.

Seguindo o exposto em (IUSEM, 1995), uma abordagem para resolver (2.37) é a
introducao de uma fungé@o de penalidade p satisfazendo p(x) =~ se x ¢ S. Paraa >0, o

problema

min {f (x) + ap(x)} (2.38)

xeR"

tera sua solugdo em S (se as solugdes existirem), como foi o caso desenvolvido
para o método de ponto proximal classico. Se (2.37) tiver solu¢édo e p for apropriadamente
escolhida, entdo (2.38) tera uma Unica solugdo x(a) e sob hipoteses adicionais pode ser

provado que lim x(a)existe e resolve (2.37).
a—0

Como no caso da regularizagéo (aqui olhando também como penalizagédo cléssica),
o problema € que (2.38) se torna mal condicionado quando a se torna muito pequeno,
isto é, para pontos proximos da fronteira de S, p(x) se torna muito grande e ap(x) se torna
indeterminado quando a se aproxima de 0. Logo, a ideia é fazer uma combinagéo de
penalizacdo com a abordagem de ponto proximal para obter convergéncia para a distante
de zero. Para alcancar este objetivo, usaremos uma funcéo quase-distancia D : S x S —
R+ (em que S é o interior de §) tal que D(x, y) = 0 se x = y e se aproxima de infinito quando
y se aproxima da fronteira S de S.
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3.4 Funcoes e Distancias de Bregman

Considere S ¢ R" ndo vazio, aberto, convexo e seu fecho §, d uma fungéo convexa

realem Se D,: S x S — R definida por
Dx, y) =d(x) - d(y) = vd(y)" (x - y). (2.39)

A fungdo d sera chamada uma fungdo de Bregman e D, uma distancia de Bregman
induzida por d, se cumprir as seguintes condi¢des:

B1) d é continuamente diferenciavel em S.

B2) d é estritamente convexa e continua em S.

B3) Para d € R, os conjuntos de nivel parciais
M (xd)={xeS:Dfx y)<sdel,(x d)={yeS:D,x y)<d}),

sdo limitados para todo y € Se todo x € S, respectivamente.

B4) Se {y*} ¢ S convegir para y* entéo D (y*, y¥) converge para 0.

B5) Se {x} c Se {)} c S sdo sequéncias tais que {x} & limitada, lim y*= y* e

Jim Da(xt, )= 0 entdo lim x= v o

De acordo com (IUSEM, 1995), vale a pena destacar algumas observacdes a
respeito da definicdo e propriedades anteriores:

(i) O conjunto S é chamado de zona de d.

(i) D(x, y) =0 para todo x € Se ye S. Além disso, D(x, y) = 0 se, e somente se, x
= y

(iii) As propriedades B4 e B5 precisam ser verificadas somente nos pontos da
fronteira S de S, pois quando x‘ e y* estdo em S elas se verificam automaticamente, como
uma consequéncia de B1, B2 e B3.

Uma fungé@o de Bregman d serd chamada de coerciva na fronteira se a seguinte
propriedade for satisfeita:

B6) Se {)*} c Sé tal que lim y*= y €4S, entdo lim Vd(y¥)" (x — y¥) = — para

todo x e S. A o

A seguir séo apresentados alguns exemplos de fun¢des de Bregman que podem ser
encontrados em (IUSEM, 1995).

Exemplo 2.1 S=R", d(x) = xXMx com M € R™" simétrica e positiva definida. Neste

caso, D(x, y) = (x=Y)"M (x - y) = llx = ylI*,, (LIl & a norma induzida por M).
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n

d(x) = inlog x, extendida com continuidade em dR 7,
j=1 n T
e convengdo que 0 log 0 = 0. Neste caso, D (x, y) = »_(z; logj +y; — x;), a qual é
j=1 J
conhecida na literatura como entropia (ou divergéncia) de Kullback-Leibler.

Exemplo 2.2 S=R"

++7

Exemplo 2.3 S =R}, d meﬂs coma>1,0< B <1l Puraa=2e
B = 1/2 tem se Da(z, y)fofyHJrZ \F\F Vi)Y eparaa=1ep=1/2
LI |
Ui)*.
V= 2 VIV

3.5 O Método de Ponto Proximal com Distancia de Bregman

Considere S c R" aberto e convexo, So fecho de Se f: R” — R uma funcéo convexa
e continua em S. O método de ponto proximal aplicado ao problema (2.37) é definido por:

xXeS (2.40)
X' =argmin _Af (x) + a,D (x, x)} (2.41)

em que d é uma fungdo de Bregman com zona Se 0 <a, <a para alguma >0.
A seguir trataremos da convergéncia do método de ponto proximal. Para isso assu-
mimos que a fungédo f que define o problema (2.37) é limitada por baixo em S.

Teorema 2.3 Convergéncia do método de ponto proximal com distancia de Bregman.
Se o problema (2.37) tem solugbes e d é coerciva na fronteira com respeito a S, entao a
sequéncia {x*} gerada por (2.40) e (2.41) converge para uma solugdo x* do problema (2.37).

Prova. Ver (IUSEM, 1995).

Apesar da existéncia de uma gama de metodologias de lagraneano aumentado
utilizando disténcias de Bregman, aqui trataremos somente o caso do método exponencial
apresentado por Bertsekas conforme (IUSEM, 1995) (ver também (BERTSEKAS, 1976)),
o qual sera de grande valia para nos auxiliar no desenvolvimento da nossa proposta, a ser
apresentada no proximo capitulo.

Considere novamente o problema de otimizagcdo com restricbes de desigualdade,

ou seja

Minimizar f (x)
sa.gx)<0,i=1,2,...,m, (2.42)
xeR"
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noqual fe g, parai=1,2..., m, séo fungbes convexas e diferenciaveis.
A funcdo lagrangeano aumentado com penalidade exponencial, associada ao
problema (2.42), é dada por:

(x, p,n) eR"xR7 xR »— L(x, p,n) = f(x +—Zue”g’) (2.43)

onde n > 0 é o par&metro de penalidade e y é o vetor dos multiplicadores de
Lagrange.

Note que a funcéo lagrangeano aumentado exponencial (2.43) é tantas vezes dife-
renciavel quanto forem fe g. O mesmo n&o se verifica no caso da fungédo lagrangeano
aumentado quadrética de Rockafellar considerada na relagéo (2.30).

Fixada uma sequéncia de termos n&o negativos {n,}, o0 método de lagrangeano
aumentado exponencial gera as sequéncias {x*} e {u¥}, através dos seguintes passos:

p’eRmeparak=0,1,2,... (2.44)
X' =argmin __"{L(x, 4 ¥, n,)} (2.45)
pi= pkeei(xt), i=1,2, ..., m (2.46)

em que L é a funcéo lagrangeano aumentado exponencial (2.43).

Equivalentemente ao Teorema 2.2, é possivel mostrar a convergéncia da sequéncia
dual, {y%}, gerada pelo método de lagrangeano aumentado exponencial, através da
equivaléncia entre ponto proximal com distancia de Bregman e lagrangeano aumentado.
Para isso, recorremos ao seguinte resultado:

Teorema 2.4 Teorema de equivaléncia para o problema de otimizagdo com Bregman
Considere {u*} a sequéncia gerada por (2.44)-(2.46) e {uk} a sequéncia obtida através de

_ , 1
it = argmin,so{—w () + — Dalp, 1*)}
Nk (2.47)

com () = mm{j —kzuzgz )} e d: R" — R dada por d(x Z:cj logz;. Se p°
j=1
="l° entdo p* ="p* para todo k.

Prova. Ver (IUSEM, 1995).
Note que, na equacéo (2.47), foi necessario escolher o parametro de regularizacao

Lagrangeano aumentado para problemas de otimizagéo

23



ayx = nl" sendo n, o pardmetro de penalidade no método de lagrangeano aumentado

exponencial. Esta escolha é necessaria para se conseguir demonstrar tal equivaléncia.
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LAGRANGEANO AUMENTADO PARA PROBLEMAS DE
FQUILIBRIO

11 INTRODUGAO

Atualmente o problema de equilibrio tem recebido muita atencédo dos pesquisado-
res, comprovado pelos varios resultados teodricos e experimentos publicados. Entre estes
estudos destacamos: (BIANCHI; PINI, 2005; BIGI et al., 2013; BLUM; OETTLI, 1994;
BURACHIK, 2012; FACCHINEI, 2003; FLaM; ANTIPIN, 1996; IUSEM; NASRI, 2007;
NASRI, 2010; IUSEM; KASSAY; SOSA, 2009; IUSEM; SOSA, 2003a; IUSEM; SOSA,
2003b; MASTROENI, 2000; MATIOLI; SOSA; YUAN, 2012; MUU; OETTLI, 1992; MUU;
QUOC, 2009; FACCHINEI; KANZOW, 2007; QUOC; MUU, 2004; TRAN; DUNG; NGUYEN,
2008; SANTOS; SCHEIMBERG, 2011; NGUYEN; STRODIOT; NGUYEN, 2009; NGUYEN;
STRODIQOT et al., 2009). Em particular (BIGI et al., 2013), faz uma descri¢cao da situagéo
atual no que se refere a algoritmos e condigbes de existéncia de solugoes.

O problema de equilibrio fornece uma abordagem unificadora de véarios problemas
matematicos. Entre estes, inclui como casos particulares, problemas de otimizagédo convexa,
problemas de ponto fixo, problemas de complementaridade, problemas de equilibrio de
Nash, problemas de desigualdade variacional e problemas de minimizacao vetorial, como
destacado em (BIGlI et al., 2013; BLUM; OETTLI, 1994; IUSEM; SOSA, 2003b).

Neste capitulo apresentaremos o problema de equilibrio e uma abordagem recente
apresentada por (NASRI, 2010), sobre 0 método de lagrangeano aumentado para a sua
resolucdo. Neste artigo, os autores apresentam métodos de lagrangeano aumentado para
resolucéo de problemas de equilibrio em dimenséo finita, cujos conjuntos viaveis sao
definidos por inequagdes convexas, generalizando o método de lagrangeano aumentado
para otimizagao restrita. A cada iteragéo as variaveis primais sao atualizadas resolvendo-se
um problema de equilibrio irrestrito, enquanto as varidveis duais sdo atualizadas por uma
formula fechada. Além disso, é realizada a analise de convergéncia do algoritmo.

O problema de equilibrio com as propriedades minimas necessarias para o desenvol-
vimento tedrico € apresentado na definicao a seguir.

Definicao 3.1 Considere K um subconjunto de R" ndo vazio, convexo e fechado e
uma fungdo f: K x K — R satisfazendo

P1:f(x, x) =0 para todo x € K,

P2:f(x, *) : K— R é convexa e semicontinua inferior para todo x € K,

P3:f(-, y) : K— R é semicontinua superior para todo y € K.

O problema de equilibrio, denotado por EP (f, K), consiste em determinar x* € K tal
que f(x*, y) =0 para todo y € K.
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O conjunto de solugbes para EP (f, K) sera denotado por S(f, K).

Em termos de métodos computacionais para problemas de equilibrio, (BIGI et
al., 2013; FACCHINEI; KANZOW, 2010a) comentam que existem poucas referéncias
encontradas na literatura. Este foi um dos fatos que serviu de motivagdo para buscarmos o
desenvolvimento de algoritmos para resolu¢do destes problemas.

Neste cenario, destacamos o artigo de (NASRI, 2010), no qual propdem versdes
exatas e inexatas de métodos de lagrangeano aumentado para resolugéo do EP (f, K) em
R", para 0 caso nos quais o0 conjunto viavel K é da forma:

K={xeR":h(x) <0 (1 <i<m)) (3.1)

em que h,: R” — R séo fungbes convexas paratodo i=1,..., m.

Observe, na definicdo do problema de equilibrio, a dependéncia das duas variaveis,
X e y, estarem no conjunto convexo K, ou seja, quer se encontrar x* que esteja em Ktal que
f(x*, y) =0, para todo y em K. Devido ao fato das variaveis estarem no conjunto convexo
K, a maioria dos artigos encontrados na literatura acabam fazendo algum tipo de projecéo.
E bem conhecido que fazer projecéo reduz-se em outro problema de otimizagéo que pode
ser de dificil solugdo, a menos que o conjunto K seja tipo poliedros (descritos por restricoes
lineares ou limites das variaveis). Com a introdu¢@o do método de lagrangeano aumentado
esta dependéncia pode ser enfraquecida através da abordagem de penalizacéo.

21 LAGRANGEANO AUMENTADO APLICADO AO PROBLEMA DE EQUILIBRIO

Assumiremos, como em (NASRI, 2010), que o conjunto K que define o problema de
equilibrio, satisfaz a Condigéo de Qualificagéo de Slater dada na definicédo a seguir.

Definicao 3.2 Condicdo de Qualificacdo de Slater

Dizemos que o conjunto K, dado em (3.1), satisfaz a Condigcdo de Qualificagdo de
Slater se existir x e R", tal que h(x) <0 paraie le h(x) <0 parai¢ I, sendo I o conjunto de
indices (possivelmente vazio), tal que a fungéo h, & afim.

Vale ressaltar que existem outras condicbes de qualificacdo que poderiam ser
utilizadas.

Para maiores detalhes consultar, por exemplo, (EUSTAQUIO, 2007).

A bifung@o lagrangeana L : (R” x R™) x (R” x R™) — R, associada ao problema de
equilibrio EP (f; K), (3.1), é definida por:

£((w ), (1.1)) = Flw) + - Nhilo) — f;mm(m). (32)

i=1
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Destacamos que o problema de otimizagéo (2.42) pode ser tratado como um caso
particular do problema de equilibrio EP (f, K), tomando-se f (x, y) = f (y) — f (x). Nesse
caso, (3.2) reduz-se a L((x, A), (y, &) = Ky, A) — [(x, 1), sendo | a fungéo lagrangeana (2.35)
associada ao problema (2.42).

Na sequéncia, apresentaremos o método de lagrangeano aumentado proximal
para EP (f, K), conforme apresentado em (NASRI, 2010). Considere K o conjunto dado na
definicéo (3.1), a fungéo penalidade p,: R” x R" x R™ x R_ — R definida por:

e,y \Y) =1 |:(max {0,/\1- + hs’)}y - (max {0, i+ hff)})i] (3.3)

e a fungéo lagrangeano aumentado proximal L: R"x R"x R x R"x R_, — R definida
por:

Liz,y, A\ z,v) = flz,y) + vz — z,y — ) + ipi(a:, Y, A y). (3.4)

i=1

Note que a funcdo lagrangeano aumentado (3.4) torna o problema de equilibrio EP
(f, K) irrestrito, ou seja, as restricdes que descrevem o conjunto K s&o incorporadas nesta.
Desta forma, determina-se uma solu¢do para o problema de equilibrio restrito através
da resolucdo de uma sequéncia de problemas irrestritos, utilizando-se a metodologia
delagrangeano aumentado proximal.

A seguir descrevemos os dois principais algoritmos apresentados em (NASRI, 2010)
para o problema de equilibrio EP (f, K): lagrangeano aumentado ex- tragradiente inexato e

ponto proximal extragradiente inexato.
Algoritmo 3.1 Lagrangeano Aumentado Extragradiente Inexato (IALEM)

Passo 1: Considere uma sequéncia limitada{y,} c R_,, (xX°, A°) € R" x R", uma

++7

tolerdncia d € (0, 1) e k=0.

Passo 2: Encontrar um par (X*, ) € R" x R" tal que X* resolve EP (Eek,R”) com (Eek
definida como:

Ei(l"g) - f('ray) +F}"k<m - Ik: Y — I) + Zp'z(l‘:ya )‘k’}’k) - (ekay - I)r
i=1
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com p, dada por (3.3) e e* dado por:
el < By, JIX* — xAI.

Passo 3: Atualize a variavel dual

hi(E*)

Mo — max {O, PLEE
Tk

}, (i=1,...,m).

Passo 4: Se (x*, N = (X*, N*") pare. Sen&o faca:

1
)(k"'l:ik - —ek/
Vk

k=k+ 1 e volte ao Passo 2.

Note que no Passo 2 do Algoritmo IALEM, a funcéo lagrangeano aumentado regula-
rizada apresenta o termo (€%, y — x), o qual representa o erro. Dai a presenga do termo
inexato na denominacao do algoritmo.

A seguir apresentamos o Algoritmo de Ponto Proximal Extragradiente Inexato, o qual

sera utilizado como resultado auxiliar.
Algoritmo 3.2 Ponto Proximal Extragradiente Inexato (IPPEM)

Passo 1: Considere uma sequéncia limitada{y,} c R_, X’ € K, uma tolerancia

5¢e(0,1) ek=0.

++7

Passo 2: Encontre um par (X*, &) € R" x R" tal que k* resolve EP (f¢, K) com
P, )=f(x Y) +yx-xy-x)- (e, y-x)eleil =< 6ykII5\(k— XAl

Passo 3: Se X = x*, entdo pare. Sendo faga:
1

Xk+1 = )?k - _ekl
Vi

k= k+1,
e volte ao Passo 2.

A analise de convergéncia do Algoritmo IPPEM é realizada usando as técnicas ja
conhecidas dos métodos de ponto proximal. Desta forma, (NASRI, 2010) mostram que o
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Algoritmo IPPEM converge para um ponto x* € S(f, K).
Jé a prova de convergéncia do Algoritmo IALEM é realizada também pelos procedi-
mentos padrdes conhecidos na literatura de programacéo nao linear, através da equivaléncia

entre primal-dual. Para isso, sdo necessarias duas hipéteses adicionais:

P4: Considere a funcéo fdada em EP (f, K), 6 sub monétona, isto é, existe 6 = 0 tal
que f(x, y) + f(y, x) <0lix - ¥z, vx, y € R".

q
P5: Paratodo x',..., xe R"etodo t, ..., th+ tal que Zti=1’ se cumpre que

i1
q q
Ztif (ﬂ, Z thk> <0.
i=1 k=1

No proximo teorema apresentamos a prova de convergéncia do Algoritmo IPPEM.

Teorema 3.1 Teorema de convergéncia do IPPEM

Considere EP (f, K) satisfazendo P1-P5 e uma sequéncia exégena{y } c (8, Y] para
algum y> 6, sendo 6 a constante de monotonicidade em P4. Se EP (f, K) tem solugéo e
{x*} é a sequéncia gerada pelo Algoritmo IPPEM, entdo {x*} converge para alguma solugao
X" de EP (f, K) .

Prova. Ver Teorema 5.8 de (IUSEM; NASRI, 2007).
No Teorema 3.1, o problema de equilibrio considerado é EP (f, K) significando a
dependéncia do conjunto K. Na proxima proposicao esta dependéncia sera relaxada, ou

seja, o Algoritmo IPPEM sera aplicado para resolver EP (L, R” x R™), com L dada em (3.2).

Proposicao 3.1 Considere f satistazendo P1-P5 em R" xR" e K dado por (3.1). Entdo
L, como definida em (3.2), satisfaz P1-P5 em (R" x R™) x (R" x R™).

Prova. Ver (NASRI, 2010)
No Passo 2 do Algoritmo IPPEM ser& necessario resolver o seguinte subproblema:

Obter um par (x*, e) € R” x R"tal que X k resolve EP (f,, K) sendo
Y =1y +yx-xy-x) —(ey-x), (3.5)
e o erro satisfazendo

ekl < By, lIx* — x“I. (3.6)
Poderemos, agora, aplicar o Algoritmo IPPEM, para resolver o problema de equili-
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brio irrestrito EP (L, R” x R™). Para isso, na iteragdo k deste algoritmo sera necessario
determinar a funcdo de regularizacdo L deste novo problema. Utilizando a relagdo (3.5)
com L no lugar de ftemos:

Le((x N, (v ) =
= L((%, A), (%, 1) + V(% A) = (X5 A9, (v, 1) = (x, A)) = (€5 (1, ) = (X, A)) =
= L((X, A)! (.y! /U)) + Yk(x_ Xk: A - Ak) + yk<.y_ X, /U - A) - <ek1 ,V— X)' (37)

em que L € dada por (3.2) e néo foi usado o erro associado a A e ¢ no argumento de
L. Isto esta relacionado ao fato que no Passo 3 do Algoritmo IALEM a variavel A é atualizada
por uma férmula fechada e, desta forma, é assumido que a atualizagéo é realizada de uma
maneira exata.

O Algoritmo IPPEM para resolver EP (L, R” x R™) sera denotado daqui em diante
por IPPEMI, ou seja, Ponto Proximal Extragradiente Inexato Irrestrito, o qual é dado por:

Algoritmo 3.3 Ponto Proximal Extragradiente Inexato Irrestrito (IPPEMI)

Passo 1: Considere uma sequéncia limitada{y,} c R ()’(\0, l)\\°) eR"xR"™, &’ e R",

++7

k=0 e uma tolerdncia d € (0, 1).

Passo 2: Encontre ()?k, l)\\k) € R"x R™ e (¢, 0) e R" x R™ tal que ()’?k, l)\\k) resolve
EP(L¢, R"x R") com

L2 (06 A) (1 40) = LU0 A), (1 ) + VdX = X y = X) + YA = Ao 1= A) = (e, y = ).

ekl < By I = xk, A — A9l

Passo 3: Se X*= x* e l)\\k = N\, entdo pare. Caso contréario faga

1 .
Pl =gk ke NP )R (3.8)
Tk
O préximo resultado, apesar de tratar da convergéncia do Algoritmo IPPEMI, foi
apresentado em (NASRI, 2010) como um corolario, em razdo do Algoritmo IPPEMI ser uma
decorréncia do Algoritmo IPPEM. Lembrando que a fungéo ALi e do Algoritmo IPPEMI, dada
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na relagéo (3.7), foi obtida da fungéo £ do Algoritmo IPPEM, dada na relagéo (3.5).

Corolario 3.1 Convergéncia do Algoritmo IPPEMI

Considere EP (f, K) com K dado por (3.1), f satisfazendo P1-P5 em R" x R" e uma
sequéncia{y,} c (8, Y] para algumy >8, em que 8 é a constante de sub monotonicidade
de f. Seja {(x*, AX} a sequéncia gerada pelo Algoritmo IPPEMI. Se o problema EP (L, R" x
R™) tem solucdo, entdo {(x*, \¥)} converge para algum par (x*, A*) € S(L, R" x R™).

Prova. Ver (NASRI, 2010).

Antes de tratar da equivaléncia da sequéncia dual gerada pelos Algoritmos IPPEMI
e IALEM sera necessario estabelecer a associagéo entre o conjunto de solugcdes de EP (f,
K) e de EP (L, R"x R™). Esta relagéo sera Util para garantir a unicidade de solug&o no passo
principal de IPPEMI. Para isso serdao necessarios alguns resultados preliminares, os quais
descrevemos na sequéncia.

Para cada x € R", define-se F_: R”— R como

F(y) =f(x y). (3.9)

a qual € convexa em decorréncia da propriedade P2. Esta fungéo sera usada para

estabelecer a relagédo entre S(f, K) e S(L, R” x R™).
Proposicéao 3.2 Considere EP (f, K). As duas afirmagbes seguintes sao equivalentes:

i) x* € S(f, K).
ii) x* minimiza F. em K, sendo F,. dada por (3.9).

Prova. Suponha que x* € S(f, K). De (3.9) e P 1 tem se
F.)=f(x,y)==1f(x", x)=F,(x)

para todo y € K, estabelecendo (i)). Agora suponha que (i) é satifeita. Usando
novamente P1 e (3.9), tem se

X V=F.(W=zF,(x)=f(x,x)=0

para todo y € K, o que fornece o resultado desejado.
Para os proximos resultados sera necessario o conceito de par 6timo para o problema
EP (f, K), ou seja:
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Definicao 3.3 O par (x*, A*) € R" x R™ sera chamado um par 6timo para EP (f, K) se

0 € OF (2*) + 5 | Ndhy(a*), (3.10)
A*=0 (1<ism), (3.11)
h(x)<0 (1sism), (3.12)
A*h(x) =0 (1<ism), (3.13)

em que JF. (x*), dh(x") denotam o subdiferencial das funcGes convexas F, e
h, respectivamente, no ponto x*. Observe que (3.10) - (3.13) s&o as condi¢Ges de KKT
associadas ao problema

Minimizar Fx* (x) sujeito a x € K,

sendo K dado por (3.1).
As proximas proposicoes sdo resultados auxiliares para se obter a equivaléncia
entre as solugbes de EP (f, K) e de EP (L, R" x R™).

Proposicao 3.3 Considere EP (f, K) e assuma que f cumpre P1-P3 em R" xR". Entao
as seguintes afirmagbes sdo equivalentes.

i) (x*, \*) & um par 6timo de EP (f, K).

i) (x*, A*) € S(L, R"x R™).

Prova. Ver (NASRI, 2010)

Proposicao 3.4 Considere EP (f, K) e assuma que f cumpre P1-P3 em R" x R". Se
X* minimiza F,. em K, com F,. como em (3.9) e a condicdo de Qualificagdo de Slater dada
na definicdo 3.2 se verifica para as fungées h, que definem o conjunto K, entéo existe \* e
R™tal que (x*, A*) € um par 6timo para EP (f, K). Reciprocamente, se (x*, \*) € um par 6timo
para EP (f, K), entdo x*minimiza F.. em K, com F . como em (3.9).

Prova. Ver (NASRI, 2010)

Corolario 3.2 Considere EP (f, K) e assuma que f cumpre P1-P3 em R" x R". Se
(x*, A*) € S(L, R"x R™), entdo x* € S(f, K). Reciprocamente, se x* € S(f, K) e a Condigao de
Qualificagdo de Slater dada na definicdo 3.2 se verifica, entdo existe N\* € R™ tal que (x*,
A*) e S(L, R"x R™).

Prova. Ver (NASRI, 2010)
O Coroléario 3.2 mostra que resolver EP (L, R" x R™) é suficiente para resolver EP
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(f, K). Ou seja, este resultado garante que resolver o problema de equilibrio irrestrito é
suficiente para se resolver o problema de equilibrio restrito.

O resultado mais importante deste capitulo sera o teorema de equivaléncia, ou seja,
o teorema que garante que a sequéncia gerada pelo Algoritmo IPPEMI para resolver EP
(L, R” x R™) coincide com a sequéncia gerada pelo Algoritmo IALEM para resolver EP (f,
K). Antes, porém, apresentaremos um resultado técnico que seréa utilizado na prova de
equivaléncia.

Proposicao 3.5 Considere f satisfazendo P1-P4, ze R" ey > 6, sendo 6 a constante
de sub monotonicidade de f dada em P4. Se f : Kx K— R é definida como

7(X,y)=f(X,y)+Y(X—Z,y—X)—(e,y—X),
entao EP (f~ , K) tem uma unica solugéo.

Prova. Ver (NASRI, 2010)

Com o que foi desenvolvido até aqui tem se todas as ferramentas necessarias
para apresentar o teorema de equivaléncia. Apesar deste teorema estar demonstrado em
(NASRI, 2010), exibiremos sua prova aqui também, por se tratar de um resultado importante
na abordagem que estamos apresentado nesta tese.

Teorema 3.2 Equivaléncia para o Problema de Equilibrio

Considere EP (f, K) satisfazendo as propriedades P1-P4 em R" x R", uma sequéncia

{v} € R,,, uma tolerdncia & € (0, 1) e {(x, )} a sequéncia gerada pelo Algoritmo
IALEM aplicado a EP (f, K), com o vetor erro associado e  R".

Seja{(x*, N} a sequéncia gerada pelo Algoritmo IPPEMI aplicado a EP (L, R" x R™),
com vetor erro (&%, 0) € R" x R™, com os mesmosy, e 8. Se (x°, \°) = (x°, %), entdo {(x*, N}
={(x*, N}, para todo k.

Prova. A prova sera feita por inducdo sobre k. Para k = 0 o resultado é valido por
hipétese. Suponha que (x, A¥) = (x*, N). Precisamos mostrar que

(X1, Ne) = (xR, j\m).
Em vista do Passo 2 do Algoritmo IPPEMI é necessario resolver EP (L, R" x R™),

com L? e dada por (3.7), o qual tem solugé&o Unica pela Proposigéo (3.5). Pela Proposigéo
A
(3.4) ()’(‘k, A¥) resolve o problema de minimizacdo convexa definido como
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Minimizar .F(Ik Sy (z,A)

s.a. (z,A) € R* x R (3.14)

com F()’(‘k, //\\k)(x, A) =/I\_i (()’(\k, //\\k), (x, N)). As restricdes deste problema sado afim tal que
a condicao de Qualificacao de Slater, dada na defini¢cao 3.2, se verifica e contudo existe um
vetor KKT uk e R™ (ver, por exemplo, Teorema 2.3.2 do Capitulo VIl de (HIRIART- URRUTY;
Lemaréchal, 1996), o qual trata com do caso nao suave) tal que

[ve(ZF — 2F) + e¥] € [0F (& +Z,\’“6h i),

i=1 (3.15)

—h(X) + Y (X =AY =k (1<ism), (3.16)
A

A<=0, (3.17)

u“=0, (3.18)

ANus=0 (1=i<m). (3.19)

~ A
Observe que (3.15) e (3.16) sao os subdiferenciais de Le (()?" AY), (x, N)) calculados
com respeito a x e A, respectivamente, no ponto (x, A)= ( )\k) Além disso, foi usado nestas
equacdes, a hipotese de indugdo. Combinando (3.15) a (3.19) obtemos:

hy(i*

Tk

Substituindo (3.20) na equagéao (3.15) temos:

i=1

(@ = )+ & € [0Fn(a) + 3 mae 0.3 + hgk)}ah( N e

No Passo 2 do Algoritmo IALEM, precisamos obter a solugdo X* de EP (fz , R).
Dessa forma, aplicando a Proposicéo 3.2 obtemos que X* € EP (fi, R se, e somente se,

[ye(z® — 2%) + €] €

OF 5 (3) +§max {o PLES hi(z )}Bh( )} (3.22)

Ve

Usando a hipotese de indugao, ou seja, X< = X e Ak = ¥, obtemos de (3.21) que
(3.22) se verifica com X no lugar de X e, entdo, X também resolve EP ( Lk R™. Desde que,
pela Proposicéo 3.5, este problema tem solugdo Unica, podemos concluir que
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X =K, (3.23)

1
Pelo Passo 4 do Algoritmo IALEM, tem-se x*' = 3k — __eX e, por outro lado, pelo
1 Vk

Passo y, do Algoritmo IPPEMI, temos x*' = gk — V_E", 0 que pode ser concluido, pela
k

equacdao (3.23), que x*' = x*1. Ainda falta a concluséo em relagédo a variavel dual. Pelo
Passo 3 do Algoritmo IPPEMI A% = Ak, Pela equagao (3.20)

h(3*)

At = 3 = max {0, PLEE
Ve

} (1<i<m). (3.24)

(3.24)

Por outro lado, pelo Passo 3 do Algoritmo IALEM, tem se

hi(3%)

A“l:lnax{ﬂ,)\’H ’7 } (1<i<m). (3.25)
k

Utilizando a hipétese de indugado, Ak = A%, em (3.25) juntamente com (3.23) obtemos que
(3.24) é igual a (3.25), ou seja A**" = A&, completando o passo indutivo e a prova.
A proxima proposicao trata da terminacéo finita do Algoritmo IALEM.

Proposicao 3.6 Suponha que o Algoritmo IALEM pare na iteragcao k. Entdo, o vetor
X* gerado pelo algoritmo &€ uma solugdo de EP (f, K).

Prova. Ver (NASRI, 2010)
Finalmente, com o uso do Teorema 3.2 a prova de convergéncia do Algoritmo IALEM

pode ser completada, pelo seguinte teorema:
Teorema 3.3 Considere EP (f, K). Suponha que

i) f satisfaca P1-P5 em R" x R",

ii) K é dado por (3.1),

iii) A Condicao de Qualificacédo de Slater dada na definicéo 3.2 se verifica para K e

iv) y, (8, Al para algum A >0, sendo 8 a constante de sub monotonicidade de f
dada em P4.

Considere {(x*, N} a sequéncia gerada pelo Algoritmo IALEM para resolver EP (f,
K). Se EP (f, K) tem solucdo, entdo a sequéncia {(x*, A)} converge para algum par 6timo
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(x*, N\*) para EP (f, K) e, consequentemente, x* € S(f, K).
Prova. Ver (NASRI, 2010)

E importante notar que a maior dificuldade a ser superada na implementacao
do Algoritmo IALEM é determinar a solucdo do subproblema gerado no Passo 2.
Da demonstragéo do Teorema de Equivaléncia 3.2 ficou evidente que X* € S(Le, R") se, e

somente se, a equacéo (3.22) é satisfeita, ou seja:

m 7k
e* € |0Fu(7%) + " max {O, PUIE M} 8hi(fk)} + yp(EF = 2F), (3.26)

~
i=1

'k

na qual dFX* (X¥) & o subgradiente de F, calculado em X com F _dada por (3.9), dh,
(X¥) é o subgradiente de h, calculado em X. Contudo, a Proposicéo 3.6 diz que se existe um
procedimento que converge para a solucéo do problema de equilibrio irrestrito EP (te, R™
com e = 0. Ent&o tal procedimento, apdés um nimero finito de passos, ira gerar um par (X%,
e") satisfazendo a condicao do Passo 2 daquele algoritmo.

Cabe agora uma explicagdo do real significado do vetor erro e nos Algoritmos
IALEM, IPPEM e IPPEMI, detalhada em (NASRI, 2010) e resumida a seguir.

Suponha que temos uma sub-rotina que é usada para resolver o k-ésimo
subproblema gerado no Passo 2 do Algoritmo IALEM com e* = 0. Neste cenario, a sub-
rotina gera solugcdes aproximadas X*/cujos vetores erros sdo e para /=1,2, Uma vez
que X*' é calculado em cada iteragéo / da sub-rotina, esta verifica se o vetor erro resultante
e~ satisfaz o critério dado no Passo 2. Se assim for, o par (X*/, &) é aceito e o algoritmo
inicia uma nova iteragéo k = k + 1. Caso contrario, o algoritmo executa a sub-rotina para
mais uma iteragéo e define / =/ + 1. Em particular, considere o caso quando fe h, séo

diferenciaveis. Nesta situagcéo, usando (3.26), x*' satisfaz

R = o (#¢ = o) 4 Ve (25 + i max {O./ M4 hl(?jj)} Vhi(z*). (3.27)

i=1 /

Se X' é a solugédo exata do k-ésimo subproblema, entéo o lado direito de (3.27)
desaparece. Caso contrario, X*" aproxima a solugdo exata e o lado direito de (3.27) é
diferente de zero e é chamado de e*'. Agora, se e/ satisfaz a desigualdade do erro requerida
no Passo 2 do Algoritmo IALEM com Xk= Xk entdo consideramos e« = &X' e executamos
o Passo 3 do algoritmo. Se x*' proposto ndo € bom o suficiente, & necessario um passo
adicional da sub-rotina auxiliar, apos o qual o teste sera repetido com X = X*#' e ek = ek"1,
Pela Proposig¢éo (3.6), ap6s um numero finito de iteragdes, um par adequado (X%, €¥) deve
ser gerado satisfazendo a desigualdade do erro requerida no Passo 2 deste algoritmo.

No caso suave, cada iteracdo k do Algoritmo IALEM consiste em resolver uma

equacgéao nao linear G(x) =0, em que G : R" — R" é dada por
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hi(x)

GF(x) = (x — 2") + VF,(2) + Y max {07 A+

} Vh(z). (3.28)
=

Observamos que o lado direito de (3.28) é continuo, porém nao diferenciavel, devido
a presenga do maximo. Em (FERREIRA, 2013) foram propostas duas metodologias para
resolver o problema de equilibrio irrestrito utilizando a relagéo (3.28) ao invés do Passo 2
do Algoritmo IALEM. Uma das abordagens utilizadas substituiu o termo n&o diferenciavel
por uma aproximagdo suave que o tornou diferenciavel e, entdo, o método de Newton foi
utilizado para resolver o sistema suave gerado. A outra abordagem consistiu na utilizacdo
de uma familia de métodos subgradientes para minimizar I|G¥(x)I12 com G* dada por (3.28).

Dando continuidade aos trabalhos desenvolvidos por (FERREIRA, 2013) e (NASRI,
2010), esta pesquisa tem como um dos principais objetivos a resolugdo do problema de
equilibrio utilizando o método de lagrangeano aumentado, porém com penalidade diferente
daquela usada em (NASRI, 2010). Desta forma, o subproblema gerado no Passo 2 do
Algoritmo IALEM, sera equivalente a um sistema néo linear do tipo (3.28), e entdo, podemos
utilizar métodos de otimizacéo diferenciavel para resolvé-lo.
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LAGRANGEANO AUMENTADO EXPONENCIAL PARA O
PROBLEMA DE EQUILIBRIO

Neste capitulo apresentaremos a principal contribuicao desta tese, ou seja, o0 Método
de Lagrangeano Aumentado Extragradiente Exponencial Inexato aplicado ao Problema
de Equilibrio EP (f, K) dado na Definicdo 3.1. O método de lagrangeano aumentado
exponencial, aplicado ao problema de otimizacéo, foi descrito no Capitulo 2 e agora sera
estendido para o Problema de Equilibrio Geral, como desenvolvido em (NASRI, 2010) e
(FERREIRA, 2013). Além disso, abordaremos aspectos tedricos e computacionais acerca

do algoritmo proposto.

11 DESCRICAO DOS ALGORITMOS

Nesta secdo, apresentaremos o algoritmo de lagrangeano aumentado extragradiente
exponencial inexato, assim como o algoritmo de ponto proximal extragradiente inexato.

Considere p,: IR"x IR"x IR"x IR, — IR, parai=1,2,..., m, e afungéo lagrangeano
aumentado L : IR x IR x IR™ x IR" x IR,, — IR dadas, respectivamente, por

Py, 0, 7) =7 [haer" W — ner )] (4.1)

m

L(Iz Y, )‘7 Z, A)/) = f(Z/ y) —+ 7<I —Z5Y— I) =+ Zpl(‘r/ Y, )‘7 A)/) (42)
=1
Neste caso, o Algoritmo IALEM 3.1 sera reescrito incluindo estas novas fungdes e
serd chamado de IALEMe (o ultimo e é de exponencial).

Algoritmo 4.1 Lagrangeano Aumentado Extragradiente Exponencial Inexato
(IALEMe)

Passo 1: Considere uma sequéncia limitada{y,} c R_, (X°, A°) € R"x R", uma
tolerdnciad € (0, 1) e k=0.

Passo 2: Encontrar um par (x*, €¥) tal que X ¥ resolve EP (fg, R™ com E; definida
como:

Le(zoy) = f(z.y) + el —af oy —2) + 3 pilw, g A ) — (€, y — )
=1

com p, dada por (4.1) e e* dado por:
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ekl < By, JIX — XAl
Passo 3: Atualize a variavel dual

)\erl = )\feihi(j% (Z =1,... ,m).

Passo 4: Se (x*, \¥) = (x X, \*"), entdo pare. Sendo faga:

B 1
R+l _ gk,

Ve

T k

k=k+1
e volte ao Passo 2.

Da mesma forma o Algoritmo IPPEMI 3.3 sera reescrito e sera denominado IPPEMIe.
NOTA: sera usada a notagéo vetorial para representar o logaritmo natural de u e
Rm

++7

ou seja, In(u) = (In(u,), . . ., In(u))".
Algoritmo 4.2 Ponto Proximal Extragradiente Inexato (IPPEMIle)

Passo 1: Considere uma sequéncia limitada{y,} c R, (X, \°) e R"x R"__, &’ ¢ IR",

uma tolerdancia d € (0, 1) e k=0.

Passo 2: Encontre ()’(\k, 5\") e R"x R™_ e (e 0) e IR"x IR™ tal que ()’?", f\k) resolve EP
(L, IR x IR™) com

A: (%, A), (n #) = L((x, A), (v, )+Y, X=X y =x)+y,(IN(A)=In(A), p=A)—(€; y —x),
(4.3)
L dada por (3.2) e e* satisfazendo

(e, 0)ll = el < By JI(Rx — X, Ak = A¥)I.

Passo 3: Se ()?k, A = (XK, 5\"), entéo pare. Sendo faga:
1

ktl =gk — _ok @ Ak Y
Vi

k=k+ 1 e volte ao Passo 2.

Observe que a diferenga fundamental entre os Algoritmos IPPEMle e IPPEMI

esta na funcdo que regulariza o problema. Na fungéo (4.3), o termo de regularizagéo é
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Y {In(A) —=In(A%), 7 — A) ao invés de y (A — A, iz — A). Com esta fungéo é possivel mostrar a
convergéncia do Algoritmo IPPEMIe, assim como a equivaléncia (dual) entre os Algoritmos
IPPEMIe e IALEMe.

A seguir apresentaremos a convergéncia do Algoritmo IPPEMIe. Estamos supondo
que a boa definicao do Algoritmo IPPEMIle é decorrente da boa definicdo do Algoritmo
IPPEMI, tomando-se os devidos cuidados com o dominio da variavel dual A em In(A), ou

seja, A deve ser ndo negativo.

21 CONVERGENCIA DO ALGORITMO PROPOSTO

Nesta secao, nosso objetivo € tratar de aspectos teéricos relativos a convergéncia do
Algoritmo 4.2, que estamos propondo. Conjecturamos que o mesmo é convergente. Porém,
mostramos apenas uma espécie de convergéncia local, ou seja, conseguida impondo uma
condicéo sobre o vetor de multiplicadores de Lagrange.

O resultado seguinte € classico considerando a literatura de analise convexa, ver
por exemplo (SOLODQV, 2005).

Teorema 4.1 Considere D c R" um conjunto aberto e convexo e f: D — R uma
fungéo diferenciavel em D. Entéo as propriedades seguintes sdo equivalentes:

a. Afungéo fé convexa em D.
b. Paratodos x, y € D,

f(y) =f(x) +(Vf(x), y - x).
c. Paratodos x, ye D,

(Vf(y) = Vf(x), y—x)=0.

Quando f é duas vezes diferenciavel em D, as propriedades acima também sdo

equivalentes a
d. A matriz Hessiana de f é semidefinida positiva em todo ponto de D, ou seja

(V?f(x)d, d) =0, ¥x € D, vd € R".

Prova. Ver (SOLODOQV, 2005).
Destacamos que no caso da funcao ser concava as desigualdades acima continuam
verdadeiras mas com sinais trocados. Por exemplo, no item (a) teremos, para todo x, y € D,
f(y)=f(x)+(Vf(x), y—x).

Lema 4.1 Considere f: R, — R a fungéo logaritmo natural f (x) = In(x). Entédo

(i) fé uma funcdo céncava.
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(i) In(x) =x-1,vx€eR,_.

Prova. A prova do item (/) € imediata. Basta derivar duas vezes a funcgéo fe usar o
item (d) do Teorema 4.1. Para o item (ii), considere o item (b) do Teorema 4.1 juntamente
com o item (i) deste Lema, ou seja, In(x) < In(y) + ly(x—y). Como a desigualdade vale para

todo x, y € R, basta escolher y = 1 e ter-se-a completado a prova.
Lema 4.2 Considere ue R, e v, w e R. Entdo
1+ -uyw-vz0e wsv
Prova. Desde que In(u) € uma fung¢do céncava, pelo item (ii) do Lema 4.1
Inuysu-1e1+In(u)-u=<O.
Consequentemente,
1+In()-uyw-v)z0eow-v=s0eo ws=sy YWER.
Teorema 4.2 Considere u, ve R™ e we R™. Entéo,

(v—u-In(v+In(u), w-vz0s ws=v

Prova. (v—-u - In(v) + In(u), w-v) = zr'rl [(v,=u) + (In(u) = In(v))I(w, - v) = Zﬁl

(1 +In(u) - u)(w, - v). Na ultima desigualdade foi usado o item (i) do Lema 4.1, ou seja
In(v)sv,-1e -In(v)+v,21,Vi=1,...,m PeloLema4.2, paracadai=1,...,m, (1 +

In(u) = u)(w,-v) 20 & w,< v, Yw, e R e portanto a prova esta completa.
A seguir provaremos a convergéncia do Algoritmo IPPEMIe, no sentido do que foi
explicado no inicio da secao, prova esta que sera baseada na convergéncia do Algoritmo

IPPEMIL.

Teorema 4.3 Convergéncia do Algoritmo IPPEMle

Considere EP (f, K) com K dado por (3.1), f satisfazendo P1-P5 em R" x R" e uma
sequéncia{y,} c (6,y] para algumy > 8, em que 6 é a constante de sub monotonicidade
de f. Seja {()? K A K} a sequéncia gerada pelo Algoritmo IPPEMIle com Ak > u>0.Seo
problema EP (L, R" x R™,_ ) tem solugdo, entao {()?k, l)\\k)} converge para algum par (x*, \*)
e S(L, R"x R™).
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Prova. Considere as sequéncias {()?k, A 9} € R" xR™ e {e} c R" geradas pelo
Algoritmo IPPEMle, 4.2, entéo pelo Passo 2 tem-se

Lo (% A9, (y, ) 2 0 (4.4)
e

lleAl < By JI(# - x4, Ak = A9l (4.5)
em que
Lo (05 A9, (v, ) = LI R, (3 1) + V08 = x5 y = 29+ (4.6)

+Y (A9 = In(A9), 7= KKy = (e y = 29,

e L é dada por (3.2).
Além disso, pelo Passo 3 do Algoritmo IPPEMIle tem-se

1
"t =gk — ?ek e AL )k (4.7)
k

Por outro lado, substituindo estes valores na fungéo I:i e também na férmula do erro
do Passo 2 do Algoritmo IPPEMI, 3.3, tem-se

LE((@*N0), (g, 1) = LOE" A0), (1) 4 (8 —2*, y—35) (N =N, = NF) (e, y—2"),
(4.8)

com L dada por (3.2). Ja a férmula do erro coincide com (4.5) e, da mesma forma, a
atualizacéo de x e A no Passo 3 de IALEMI coincide com (4.7). Agora, subtraindo (4.6) de
(4.8) temos:

L (0 A9, (nm) - Lo (0 K9, (r, ) = v, in(R9) — In(x9, = Ry — yRe— a = R,

Isolando Lino primeiro membro desta Ultima igualdade e usando (4.4) tem-se

A
Lo (X9, (v, ) = YR = A = Ry - Vk(ln()\k) In(A), &7 =A%)
ou, equivalentemente
Lo (0% A9, (v, ) 2 v Re = 2= InR9) + In(a9, - R, (4.9)
Por hipotese p < l)\\k, entdo pelo Teorema 4.2 tem-se que

k= A~ In(A9 + In(A9, = A% = 0.

Desde que y, >0, entéo (4.9) se torna.
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Le (0 R, () 20 (4.10)
Logo, de (4.10), (4.5) e (4.7) tem-se todos os passos do Algoritmo IPPEMI satisfeitos
e, portanto, pelo Corolario 3.1 se EP (L, R” x R™ ) tem solug&o entéo {()?k, 9\")} converge
para algum par (x*, A*) € S(L, R” x R™, ) e a prova esta completa.

31 EQUIVALENCIA ENTRE IALEME E IPPEMIE

Nesta secdo, mostraremos a equivaléncia entre as sequéncias geradas pelos
Algoritmos IALEMe e IPPEMIe e, desta forma, obtemos a convergéncia do Algoritmo
IALEMe.

Teorema 4.4 Equivaléncia entre IALEMe e IPPEMIe Considere EP (f, K) satisfazendo

P1 - P4 em R" xR", uma sequéncia {y,} € R_,, um erro relativo de tolerancia d € (0, 1) e

{(x*, A9} a sequéncia gerada pelo Algoritmo IALEMe aplicado a EP (f, K), com vetor erro
associado e € R". Por outro lado, considere {(x*, N)} a sequéncia gerada pelo Algoritmo
IPPEMIe aplicado ao EP (L, R"x R™ ), com L dada por (3.2) e vetor erro associado (€*, 0) €

R" x R", usando os mesmos y e 8. Se (xX°, A% = (X°, X’), entédo {(x*, N} = {(xX*, N9)} para todo k.

Prova. A prova é feita por indugé@o sobre k. Para k =0, o resultado € verdadeiro por
hipotese. Suponha que (x*, A¥) = (X, A (Hipétese de indugéo). Provaremos que

(Xk+1’ )\k+1) - ()?/m’ Xk+1)_
Em vista do Passo 2 do Algoritmo IPPEMIle é necessario resolver EP (L¢, R" x R™)
A
com L¢:R"x R, — R dada por (4.3). Pela Proposicéo (3.4), {()’(\k, AX)} resolve o problema

de minimizag¢do convexa definido como

I A N
Minimizar F(X*, N¥)(x, A)

s.a. (x, A\) e R"x R™. (4.11)
A A A
com F(X¢ N )(x, A) = Le (X%, A%), (x, \)), sendo Le dada por (4.3). Observe que,

Aa N A A
AF (R4 N (x, N) = 9L (X, N9, (x, N)) = AL (X5 AK), (x, A) + v, (K¢ = x) — &,

com L (& A¥), (x, \)) = f(&, x) + S Nhi(2) — S Ahi(2Y) (ver relagdo (3.2)) e
i=1 i=1

L (R, A6) (x, N) = oFe 0+ S N0 (x).
=1
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No ponto x = X+ e usando F(y) = f(x, y) esta Gltima equagé&o resulta

B L((3%, AF), (2%, X)) = OF (%) + Z,\kah ¥). Logo, 0 € 8,F 40 30y (2", N) &

i=1

0e

(3% — ) — e + AF (3 +Z)\kﬁh “’“)]

i=1

& [lah — %) + €| € (aFAk +Z,\’“ah ))

i=1

Estas equacgdes seréo utilizadas nas condigbes KKT para o problema (4.11). Desde
que as restricdes do problema (4.11) sejam afins, a Condicado de Qualificagdo de Slater
dada na Definicdo 3.2 se verifica. Contudo existe um vetor de KKT v¥ e R" (ver, por exemplo,
Teorema 2.3.2 do Capitulo VIl de (HIRIART-URRUTY; Lemaréchal, 1996), o qual trata com
0 caso nao suave), tal que

(@ —3%) +e* € (6FA +Z/\’“6h )) (4.12)
i=1
“h(#9 +y,(In A= In A = v, i=1,...,m (4.13)
A
Ae20, i=1,....m (4.14)
V=0, i=1,....m (4.15)
A
ANk=0,i=1,..., m (4.16)

Observe que (4.12) e (4.13) séo os subdiferenciais de IA_i (()’(\k, )Q"), (x, \)) calculados
com respeito a x e A, respectivamente, no ponto (x, A)= ()’é", ;\\“). Além disso, usamos nestas
equacdes, a hipotese de indugao.

De (4.13) - (4.16) temos

2 - - 1.
Y[ AF —In AF] = hi(#*) < In(Af/Af) = —hs(z¥)
Ve

ou seja,

e = yheagh(E) (4.17)

Substituindo (4.17) em (4.12), obtemos

[(z — %) + €] € {61@ +Z/\keka‘“ Jon (%), i=1,...,m.  (4.18)

=1
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No Passo 2 do Algoritmo IALEMe precisamos determinar a solucdo X* de EP(Ee, R™
com E‘; :R"x R" — R dada por

Li(z,y) = f(z,y) + e — zF y — z) + Z [,\kemh i) )\kevkh (I)} —{(e* y — ).

i=1
Para isso, aplicando a Proposicéo 3.2 a este problema temos que X* € S(Ei , R
se, e somente se,

[(a* — 7%) + ] € [aFak ) + Z Aeeo S hz-(i:’“)] : (4.19)
i=1

Pela hipotese de indugéo x* = x ¥ e A = A ¥, entdo (4.19) torna-se

k)

(@ — %) + ¢ € {apﬁ )43 R

i=1

Bhi(:ck)} ) (4.20)

Desde de que, pela Proposicéo 3.5 este problema tem solugéo Unica, entéo (4.20)
coincide com (4.18) quando

Xk =Xk, (4.21)

Pela atualizagdo de x, no Passo 4 do Algoritmo IALEMe,
k+1 =k 1 k A
=" —¢ (4.22)

e pela atualizagédo de x, no Passo 3 do Algoritmo IPPEMlIe,

1
=gk ek, (4.23)
Tk

De (4.21), (4.22) e (4.23), concluimos que x*! = x k1,
Pela atualiza¢édo das variaveis duais no Passo 3 do Algoritmo IPPEMIe e por (4.17),

temos:

Nt — Ngre W65, (4.24)

Sk .
Agora, comparando (4.24) com A+t = Ake;h( ) dado no Passo 3 do Algoritmo
4.1, juntamente com a hipotese de inducdo, concluimos que A% = A, completando o

passo indutivo e a prova.
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41 AJUSTE QUADRATICO DA PENALIDADE EXPONENCIAL

Na secéo 3.2, em que foi considerado o caso suave, a cada iteragdo k do Algoritmo
IALEM era necessario a resolugdo de um sistema néo linear G(x) =0, em que G : R” — R"
é dada por

13 3 - e, (@) )
G*(z) =m(z — ) + VE,(z) + > max {0\ + T Vhi(z). (4.25)
i=1 k

A principal diferenca entre os Algoritmos IALEM e IALEMe é uso da penalidade
exponencial no lugar da penalidade quadratica classica. Desta forma, com relacdo ao
Algoritmo IALEMe, o sistema n&o linear 4.25 pode ser reescrito como

C*(2) = l(w — 2%) + VEy(2) + 3 Meen™ O Thy(x). (4.26)

i=1

Em geral, os métodos de lagrangeanos aumentados exponenciais tendem a gerar
subproblemas mau condicionados devido ao rapido crescimento da fung@o penalidade
exponencial. Uma alternativa para contornar 0 mau condicionamento é fazer um ajuste
quadratico da fungao penalidade, como utilizado em (MARTINEZ, 2000; MATIOLI, 2001),
entre outros.

Adotando esta estratégia faremos um ajuste quadratico da fungéo exponencial.
Considere A € R_, fixado e a fungéo p : R — R dada por p(y) = )\e% e p : R — R dada por

Yy

_ Aevk sey <0

p(y) = ) (4.27)
ay*+by+c sey>0.

O objetivo do ajuste é garantir a suavidade da funcdo, da primeira e segunda
derivadas de p. Denotando q(y) = ay* + by + c e p(y) = )\e% , as partes quadratica e
exponencial, respectivamente, de p, serdo impostas as condi¢cbes de interpolacao:

p(0) = g(0), P'(0) = ¢(0) e p”(0) = ¢"(0).

Da condicao de interpolacao p(0) = g(0) temos A = c¢. A derivada da fungéo p é dada
por

A v <0

- —en  sey<

Ply) =9 % (4.28)
2ay +b scy>0,

e usando a condi¢é@o de interpolacdo da derivada de p, p/(0) = ¢/(0), temos que b

= |>

A segunda derivada da fun¢do p é dada por
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B —enw  sey <0
P7'y) = % (4.29)
2a sey > 0.

Assim, usando a condi¢éo de interpolacao na segunda derivada de p, p’(0) = ¢/(0)

t A
emos que @ = —.
27
A, A
Logo, q(y) = 55¥° + —y+ A e consequentemente,
27k Y
'
ek sey <0
Sy =1 by 4.30
Py) =S¥+ —y+X sey>0 (4.30)
29j; Tk
Com a quadratica ajustada, o sistema nao linear (4.26) torna-se
G¥(z) = w(z — 2¥) + VFu(2) + Y pi(h(z))Vhi(2). (4.31)
i=1
emaque p,parai=1,..., m, édada por (4.30).

No proximo capitulo faremos testes numéricos envolvendo o algoritmo proposto,
IALEMe, com e sem o ajuste quadratico da penalidade exponencial.
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EXPERIMENTOS NUMERICOS

11 INTRODUGAO

Com o intuito de validar a nova metodologia, apresentaremos a seguir resultados
numéricos obtidos com a implementacao do algoritmo proposto.

O Algoritmo IALEMe, 4.1, foi implementado em MatLab versdo 8.1.0.604 (R2013a),
executado em um computador MacBook Air com processador 1.4 Intel Core i5 e utilizado na
resolucéo de problemas de equilibrio geral e problemas de equilibrio de Nash Generalizado
(GNPs). A classe de problemas desiganados GNEPs, sigla derivada de sua denominagéo
em inglés, compde uma classe particular do problema de equilibrio geral.

Para iniciar, escreveremos o problema de equilibrio de Nash Generalizado em termos
de um problema de equilibrio geral. Para tal, descreveremos brevemente o GNEP. Para o
estado da arte e uma descricdo completa do problema de equilibrio de Nash Generali- zado
pode ser consultado, por exemplo, (FACCHINEI; KANZOW, 2010a; FACCHINEI; KANZOW,
2007) e suas referéncias.

O termo GNEP designa um jogo néo cooperativo com N jogadores no qual cada
jogador j controla sua variavel de decisao, designada por ¥ € R” . A variavel de decisao de
cada um dos outros jogadores é dada por

xT=(x, ..., X, X, xY).

Ovetor x= (¥, x/) = (x', ..., ¥, %, ¥*', ..., xN) e Xdenota a variavel de decisdo
N

de todos os jogadores, em que X R” & um conjunto convexo fechado e n= Y n;
=1
Formalmente, resolver um GNEP equivale a resolver o problema de

min 6 (¥, x7) sa.: XeX(x)), (5.1)
>

onde XI.()r/) c RVe Gj., denotam, respectivamente, o conjunto de estratégias e a
funcao de retorno do jogador jparacadaj=1,..., N.
Apresentaremos, a seguir, exemplos nos quais o conjunto X tem a forma

X={xeR:w(x) <0, Vi=1,...,q}, (5.2)

no qual w,: R” — R é uma fungéo convexa paracada i=1,2,..., q.

Para a resolugéo destes problemas, inicialmente reformulamos o GNEP em termos
de um problema de desigualdade variacional, como descrito em (FACCHINEI ANDREAS
FISCHER, 2007) e, entdo, usando o fato que o problema de desigualdade variacional pode
ser reformulado como um problema de equilibrio geral (ver, por exemplo, (IUSEM; SOSA,
2003a)), obtemos um problema de equilibrio representado por um GNEP cuja fungcéo
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resultante f: R"x R” — R e o conjunto K — R" tém, respectivamente, a forma
N . .
flzy)=>" (Vzg-l?j(a:),yJ — :1:]) e K =X. (5.3)
j=1

Diante do exposto, o problema da poluicao de uma bacia hidrogréfica, a ser tratado
na proxima secao, € formulado em termos de um GNEP. Contudo, seguindo a discussao
acima, este problema pode ser tratado como um problema de equilibrio. Vale destacar que
este &€ um problema importante e que tem sido objeto de estudos resultando na publicacao
de diversos artigos. Entre estes, (KRAWCZYK; URYASEYV, 2000; MATIOLI; SOSA; YUAN,
2012; SANTOS; SCHEIMBERG, 2011), merecem destaque.

21 APLICAGCAO DO ALGORITMO IALEME COM PENALIDADE EXPONENCIAL

Nesta secdo apresentaremos exemplos onde aplicamos o algoritmo proposto na
resolugdo de problemas de equilibrio de Nash Generalizado e problemas de equilibrio
gerais.

O problema da poluigéo de uma bacia hidrografica, com 3 jogadores, e sua generaliza-
¢ao para N jogadores é o primeiro a ser tratado. O outro, um problema de equilibrio geral
com 5 jogadores e sua generalizacdo para N jogadores. Uma lista completa com estes e
outros problemas pode ser encontrada, por exemplo, em (FACCHINEI; KANZOW, 2009).

Exemplo 5.1 No problema da poluicdo de uma bacia hidrografica com trés jogadores
j=1, 2,8, estes figuram como possiveis agentes poluidores. O problema consiste em

minimizar a fungéo objetivo dada por
B,(X)=c X¥Z2+d XX +x+x°)-DbX, j=1,2,8, (5.4)

]

emquec,=¢,=0,01,¢,=0,05,d,=0,01,b,=2,90, b,=2,88 and b, = 2, 85.
As fungbes w, dadas em (5.2), sdo definidas por

W,(X) =3, 25x' + 1, 25X + 4, 125x° — 100

w,(x) =2, 291x" + 1, 5625x% + 2, 8125x° — 100.

Para construirmos o sistema néao linear G¥(x) = 0, dada em (4.26), sera necessario
calcular VF (x), o qual &€ dado por
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[ 0,04z +0,012% + 0,01z — 2,90 ]
VF.(z) = | 0,01z" +0,122% 4 0,012° — 2,88 | .
| 0,012" +0,0122 +0,042% — 2,85 |

Neste exemplo, os valores iniciais escolhidos foram: xX* =[5, 9, 3], \°=[1, 1.5]" e
Y, = 0.4 para todo k.

Na Tabela 1 a seqguir, a primeira coluna representa o nome dos algoritmos utilizados
na comparagdo. A segunda, contém a solugdo obtida pelos algoritmos comparados e
a terceira e quarta colunas sdo, respectivamente, o numero de iteragcbes e o tempo
computacional, em segundos, gasto na resolugdo do problema.

Os algoritmos comparados séo:

* IALEMe: Algoritmo de Lagrangeano Aumentado Extragradiente Exponencial
Inexato.

*  RA: Algoritmo de Relaxacéo, descrito em (KRAWCZYK; URYASEV, 2000).

* MSY: Um Algoritmo Numérico para Encontrar Solu¢bes de um Problema de
Equilibrio de Nash Generalizado, descrito em (MATIOLI; SOSA; YUAN, 2012).

- 8S: Um Algoritmo de Subgradiente Inexato para Problemas de Equilibrio, des-
crito em (SANTOS; SCHEIMBERG, 2011).

= EUDA: Algoritmos para o Problema de Equilibrio Aplicados ao Problema de
Equilibrio de Nash, descritos em (FERREIRA, 2013).

Algoritmo Solugéo obtida Iteracbes tempo
IALEMe [21, 144; 16, 028; 2, 7268]T 125 0,09
RA [21, 149; 16, 028; 2, 722] 20 .
MSY [20, 115;17,125; 3, 205]T 10 1,37
SS [21, 144; 16.028 2.726] 7 -

EUDA [21,143; 16, 028; 2, 727] T 6 -

TABELA 1 — Resultados do Exemplo 5.1

Analisando os resultados da Tabela 1, podemos tirar algumas conclusées. Primeira-
mente destacamos que algoritmo proposto, IALEMe, utilizou mais iteracbes para resolver
o0 problema quando comparado com os demais algoritmos. Porém, dispendeu tempo
computa- cional menor quando comparado com o algoritmo MSY. O motivo principal do
Algoritmo IALEMe utilizar um nimero maior de iteragbes tem a ver com o fato da penalidade
exponencial ser muito sensivel a pequenas alteragbes nos dados. Isso se deve a presencga
do pardmetroy na expressao do sistema nao linear,(4.26), a ser resolvido a cada passo do

algoritmo, gerando, em geral, problemas mal condicionados.
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Na sequéncia executamos o Algortimo IALEMe, aplicando-0 ao mesmo problema,
porém agora com quadrética ajustada. Os resultados s&do mostrados na Tabela 2 a seguir,

com as colunas sendo as mesmas ja descritas na Tabela 1.

Algoritmo Solugéo obtida lteracdes | tempo
IALEMe [21,144; 16, 028; 2, 7260]’ 3 0,04
RA [21, 149; 16, 028; 2, 722] 20 -
MSY [20, 115; 17, 125; 3, 205] 10 1,37
SS [21, 144; 16, 028; 2, 726] 7 -
EUDA [21, 143; 16, 028; 2, 727] T 6 -

TABELA 2 — Resultados do Exemplo 5.1 com quadratica ajustada

Observe agora, nos resultados da Tabela 2, que houve grande melhoria no
desempenho do Algoritmo IALEMe.

O ajuste quadréatico consegue contornar o problema do mau condicionamento, ou
seja, o algoritmo ficou menos dependente do valor de y na expressao do sistema néao linear
em (4.26). Ainda, podemos observar que, o algoritmo apresenta desempenho melhor em
relacéo aos demais com os quais foi comparado.

Exemplo 5.2 Neste exemplo, consideramos a generalizagdo do problema da poluicdo
de uma bacia hidrografica para N jogadores ao invés de 3. Os testes sdo executados
variando-se o valor de N. Neste caso, a fun¢do 6 de cada jogador € dada por

N
8,(X) = u(¥)? + BX <Zx> —vx Vj=1,...,N,
i=1

ondeB=0,01eu, veRparacadaj=1,..., N. Com esta generalizacdo temos
m restrigcbes, as quais representam as constantes de emissao de poluigdo, definidas como
Ax < b, onde Ae R™N e b € R™. O vetor de multiplicadores de Lagrange \°, a matriz A, o
vetor b e os escalares uev sdo gerados randomicamente. O ponto inicial foi escolhido
como sendo X =[1,1, ..., 1]". A fungdo f associada ao problema de equilibrio nesta
configuragdo é dada por (5.3) e o conjunto K é dado por K= X={xe R": Ax < b}.

Na Tabela 3 a seguir, a primeira coluna representa o nome do algoritmo, a segunda
0 numero de jogadores, a terceira o niumero de restricées, a quarta o numero de iteragbes
executadas e a ultima coluna representa o tempo, em segundos, gasto para resolver o
problema em questéo.

Constatamos que, para este problema, as respostas sdo melhores quando o
pardmetro y & pequeno. Por isso, nos testes consideramos y, = 1e — 5. Alem disso, para
problemas maiores (acima de 1000 jogadores), o método ndo consegue obter uma solugdo
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para o problema devido ao mau condicionamento gerado pela penalidade exponencial.
Esta dificul- dade é contornada com a utilizacdo da penalidade exponencial com quadréatica
ajustada. Apresentaremos os resultados desse procedimento nos testes da proxima segéao.

Algoritmo N m | lteragbes | Tempo
IALEMe 10 5 1 0,03
IALEMe 30 | 20 2 0,03
IALEMe 50 | 10 2 0,04
IALEMe 100 | 10 2 0,4
IALEMe 200 | 20 2 0,12

TABELA 3 — Resultados do Exemplo 5.2

Como os dados desse exemplo foram gerados randomicamente ndo seria conveniente
realizar comparagdes. De qualquer forma, este mesmo exemplo foi apresentado em (FER-
REIRA, 2013; MATIOLI; SOSA; YUAN, 2012) e os resultados sé@o parecidos. Mas ainda
persiste o problema do mau condicionamento gerado pela penalidade exponencial e s6
conseguimos resolver problemas com dimensdes ndo muito altas, com até 200 jogadores e
20 restricbes, como mostrado na tabela acima. Por isso, esse mesmo exemplo foi executado
usando a penalidade com quadratica ajustada e com os mesmos dados iniciais, ou seja,
geramos randomicamente os dados e salvamos em disco para executar e comparar as
duas abordagens, com e sem quadratica ajustada. Os resultados s@o mostrados na Tabela

4 a sequir.

Algoritmo N m lteragbes | Tempo
IALEMe 10 5 1 0,03
IALEMe 30 20 2 0,03
IALEMe 50 10 3 0,04
IALEMe 100 10 4 0,06
IALEMe 200 20 2 0,11
IALEMe 1000 | 20 7 70,49
IALEMe 1000 | 100 9 289,34

TABELA 4 — Resultados do Exemplo 5.2 com quadratica ajustada

Observe que, com o ajuste quadratico, foi possivel resolver problemas maiores com
até 1000 jogadores e 100 restricoes, o que ndo ocorria sem o ajuste quadratico.

Exemplo 5.3 Neste exemplo, consideramos um problema de equilibrio quadratico
EP(f, K), para i=1, 2, introduzido em em (SANTOS; SCHEIMBERG, 2011) e tambéem em

Experimentos numéricos

52



(TRAN; DUNG; NGUYEN, 2008), onde

5
K={xeR%: > x=>-1,-5<x 5,j<1,...,5)}
j=1
e
f,’(Xiy)=(P,X+Qy+q!y_X)i i=112! (55)
na qual
[3,1 2 0 0 0} [31 9 0 0}
| 2 3,6 0I | 2 3,6 OI
P1:| 0 35 2 0, P2:| 0 3,5 2 01,
| o 2 3,3 0| | o 3,3 0 |
| o 0 0 2| | o 0 3]
[1,6 1 0 0 0] [ 1]
| 1 L6 0 0] | 2|
Q:IO L5 1 Oieqzi—li.
0 0 1 150 2
{0 0 0 0 2J {—1J

Os valores iniciais considerados para este exemplo foram:

XO=[1!3!111!2]T1 A0=[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]T eYk=1e—5.

Observe que a restricdo -5 < X <5 € equivalenteax -5<0 e -x -5 <0, para todo
j=1,...,5. Os resultados numéricos sdo mostrados nas Tabelas 5 and 6 a seguir. Os

algoritmos comparados s&o:

* IALEMe: Algoritmo de Lagrangeano Aumentado Extragradiente Exponencial
Inexato.

- EA:Algoritmo Extragradiente Estendido para o Problema de Equilibrio, descrito
em (TRAN; DUNG; NGUYEN, 2008).

*  8S: Um Algoritmo de Subgradiente Inexato para Problemas de Equilibrio, des-
crito em (SANTOS; SCHEIMBERG, 2011).

Algoritmo Solugéo obtida lteracdes Tempo
IALEMe [-0,725; 0, 8083; 0, 720; -0, 867; 0, 250]T 1 0,04
EA-a [-0,726; 0, 804; 0, 720; -0, 866; 0, 250], 10 -

SS - 10 0,0006

TABELA 5 — Resultados do Exemplo 5.3 associado com EP (f,; K)
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Algoritmo Solucgéo obtida lteragbes | Tempo
IALEMe [-0, 725; 0, 803; 0, 720; -0, 867; 0, 200]T 1 0,04
EA-b [-0, 726; 0, 803; 0, 718; -0, 864; 0, 200]I 21 -

SS - 10 0,0006

TABELA 6 — Resultados do Exemplo 5.3 associado com EP (f,; K)

Para este exemplo, os autores (TRAN; DUNG; NGUYEN, 2008) né&o exibem o tempo
computacional para o Algoritmo EA, para nenhum dos dois casos a e b. Se compararmos
somente o numero de iteragdes, o Algoritmo IALEMe foi superior. Por outro lado, os autores
(SANTOS; SCHEIMBERG, 2011) ndo exibem a solugéo para o Algoritmo SS. Comparando
entdo, o numero de iteragdes, o Algoritmo IALEMe foi superior ao Algoritmo SS, porém o
inverso ocorreu em relagdo ao tempo computacional.

Exemplo 5.4 Neste exemplo, consideramos a generalizacdo do problema anterior
para N jogadores ao invés de 5. Desta forma, o conjunto K & dado por
N
K={xeRV: Y X=-1,-5<x 5, j<1,..., N}
j=1
O namero de restricbes € m=2N + 1, as matrizes P, parai=1, 2, Q e o vetor q sdo
gerados randomicamente. Os resultados numéricos sdo mostrados na Table 7 a seguir,

com o parametroy, = 1e — 5 para toda iteragéo k.

Algoritmo N m lteracbes | Tempo
IALEMe 10 21 1 0,04
IALEMe 20 41 1 0,04
IALEMe 50 101 1 0,06
IALEMe 100 | 201 1 0,09
IALEMe 150 301 1 0,17

TABELA 7 — Resultados do Exemplo 5.4

Aqui também, os dados foram gerados randomicamente, e por isso as comparagoes
com outros métodos ndo seriam convenientes. Mas, como ocorreu nos exemplos anteriores,
quando utilizamos a penalidade exponencial sem o ajuste quadratico, s6 conseguimos
resolver o problema com até 200 jogadores e 20 restricdes.

Na proxima tabela, listamos os resultados alcancados pelo Algoritmo IALEMe, mas
agora com quadratica ajustada. Neste caso, para contrastarmos as duas abordagens,
manti- vemos o valor de'y, = 1e - 5 para os testes com até 200 jogadores e 20 restri¢ées,
que foram aqueles que o Algoritmo IALEMe, sem o ajuste quadratico, conseguiu resolver.
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Para os demais testes, ou seja, acima de 200 jogadores, o Algoritmo IALEMe se comportou
melhor quando y, € maior. Por isso adotamos o valor y, = 5, para todas as iteragbes k
(apesar de resolver também com outros valores para 'y, inclusive o valory, = 1e - 5, para
fodas as iteracées k mas com desempenho um pouco pior).

Algoritmo N m lteracbes Tempo
IALEMe 10 21 1 0,04
IALEMe 20 41 1 0,04
IALEMe 50 101 1 0,06
IALEMe 100 201 1 0,08
IALEMe 150 301 1 0,09
IALEMe 300 601 3 0,91
IALEMe 500 1001 3 1,5
IALEMe 1000 2001 3 11,2
IALEMe 2000 | 4001 3 83,8
IALEMe 3000 | 6001 3 291
IALEMe 4000 | 8001 3 683

TABELA 8 — Resultados do Exemplo 5.4 com quadratica ajustada
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CONSIDERACOES FINAIS

Inicialmente procedemos a uma revisé@o bibliografica dos topicos de otimizacéo
necessarios para o desenvolvimento da proposta desta tese. Destacamos como conceitos
principais aqueles relacionados aos métodos de lagrangeano aumentado e ao problema de
equilibrio geral.

Em um primeiro momento pretendiamos avancar no sentido de estender os algoritmos
propostos em (NASRI, 2010) e (FERREIRA, 2013) para resolver o problema de equilibrio
geral. Cumprimos este objetivo propondo um novo algoritmo de lagrangeano aumentado
com penalidade exponencial, em substituicdo & penalidade classica de Rockafellar que
estes autores utilizaram em seus trabalhos. Com esta abordagem introduzimos o Algoritmo
IALEMe, o qual sintetizou a principal contribuicdo deste trabalho.

Na sequéncia, procuramos refazer a teoria geral em torno do novo algoritmo. Mostra-
mos que a sequéncia de multiplicadores (dual), gerada pelo Algoritmo IALEMe, coincide
com a sequéncia gerada pelo Algoritmo IPPEMIle com distancia de Bregman, assim como
foi realizado em (NASRI, 2010).

Sobre a convergéncia conjecturamos que o algoritmo é convergente. Conseguimos
mostrar uma espécie de convergéncia local impondo uma condicdo sobre o vetor de
multiplicadores de Lagrange.

Em um segundo momento, com o objetivo de contornar os problemas de mau
condicionamento decorrentes do uso da penalidade exponencial, realizamos um ajuste
quadratico desta. Realizamos testes numéricos empregando a penalidade exponencial e a
também utilizando esta com quadratica ajustada.

O algoritmo proposto foi implementado em MatLab e aplicado na resolugcédo de
problemas de equilibrio e problemas de equilibrio de Nash Generalizados, ja conhecidos
na literatura. Comparamos os resultados alcangados pelo IALEMe com outros trabalhos ja
publicados.

Os testes numéricos mostraram que, utilizando o ajuste quadratico na penalidade
exponencial, o IALEMe teve desempenho superior aos algoritmos com os quais foi
compa- rado. Por outro lado, quando utilizamos a penalidade exponencial sem o ajuste
quadratico, o algoritmo pode gerar subproblemas mal condicionados, ou seja, dependente
do parémetro de penalidade. No entanto, a penalidade exponencial foi importante para
mostrar os principais resultados da tese.

Como sugestbes para trabalhos futuros, destacamos:

+  Apresentar novos algoritmos com penalidades diferentes da exponencial, tal
como a logaritmica quadratica, com a qual tem-se obtido algum sucesso em
trabalhos envolvendo o método de lagrangeano aumenado para o problema de
otimizag&o. Acreditamos que 0 mesmo possa ocorrer com o problema de equi-
librio geral, desde que o problema de otimizagéo pode ser reformulado como
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um caso particular deste.

Realizar testes numéricos com outros problemas de equilibrio geral, incluindo
casos particulares destes, como por exemplo, desigualdade variacional.

Pesquisar estratégias diferentes para a escolha do parametro de penalidade y
tais como aquelas desenvolvidas em (BIRGIN; MARTINEZ, 2012).
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