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APRESENTACAO

A colecao “Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2" é uma
obra que aborda em seus capitulos, a aplicagédo do conhecimento matemético
em varias linhas de estudos e pesquisas, como educacao, telecomunicagdes e
matematica pura.

O objetivo central é publicizar estudos desenvolvidos por pesquisadores,
cujas investigacdes vao desde a educagé@o basica até o ensino superior, sdo
temas diversos e interessantes que tem como elo de ligacdo a matematica.

Deste modo, os trabalhos que compbéem a coletdnea “Matematica: O
sujeito e o conhecimento matematico 2”, reforcam a importancia do conhecimento
cientifico e apresentam possibilidades e potencialidades da matematica em
varios cenarios de investigagao.

Desejo uma boa leitura e que ao final vocé possa ser instigado a fazer
novas pesquisas.

Boa leitura!

Aniele Domingas Pimentel Silva
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CAPITULO 1

CARTEMATICA: UMA METODOLOGIA ATIVA
PARA UMA APRENDIZAGEM CRIATIVA EM
MATEMATICA

Cristina Lucia Dias Vaz

Universidade Federal do Para-UFPA,
Belém-PA
http://lattes.cnpq.br/5829728118120411

Edilson dos Passos Neri Junior
Universidade Federal do Para-UFPA,
Belém-PA
http://lattes.cnpq.br/5917661277687347

Helena do Socorro Campos da Rocha
Instituto Federal de Educacéao, Ciéncia e

Tecnologia do Para- IFPA, Belém-PA
http://lattes.cnpq.br/3955516512057842

RESUMO: O texto apresenta a metodologia
ativa Carteméatica enquanto fomentadora de
uma aprendizagem criativa em Matematica.
Objetiva  ressignificar o conceito de
cartografia, para pensar uma proposta
metodoldgica cuja concepc¢ao foi inspirada
na filosofia deleuziana. As ideias iniciais
da Cartematica surgem entrelacadas ao
método de pesquisa chamado cartografia
com pistas propostas por Passos, Kastrup
e Escossia (2015). Trata-se da aplicagao da
metodologia em encontros que aconteceram
nos territérios da Matematica e Arte onde
apresentaremos os mapas de aprendizagem
das cartografias realizadas sobre os rumos,

Data de aceite: 02/06/2023

0S rumores e 0s tremores provocados pela
Cartematica nestes territorios. S&o registros
que pretendem materializar o subjetivo e os
vestigios dos processos de aprendizagem.
Entre as mais variadas ferramentas
pedagobgicas que podemos criar ou nos
apropriar para acompanhar processos
destacamos as seguintes: Inventéario
artistico-pedagogico; Itinerario  artistico-
pedagogico, Diario de Impressoes, Caixa de
inspiracéo, Glossario criativo e Livro-objeto.
A metodologia se propde a realizagdo de
dois processos: Cartocurar e Cartofazer.
E, apés a apresentacdo das principais
acoes realizadas em um minicurso com
aplicacdo da metodologia, entendemos que
a Cartematica € um dos muitos caminhos,
uma trajetéria possivel, um mapa movel
sempre em constru¢cdo que oferece uma
encantacdo. Cabe a cada um escolher o
seu caminho e deixar-se envolver durante
o trajeto.

PALAVRAS-CHAVE: Cartemética;
Metodologia ativa; Aprendizagem criativa;
Matematica; Cartografia.
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CARTHEMATICS: AN ACTIVE METHODOLOGY FOR CREATIVE LEARNING IN
MATHEMATICS

ABSTRACT: The text presents the Kartematica active methodology as a promoter of creative
learning in Mathematics. It aims to redefine the concept of cartography, in order to think of
a methodological proposal whose conception was inspired by Deleuzian philosophy. The
initial ideas of Cartematica emerge intertwined with the research method called cartography
with clues proposed by Passos, Kastrup and Escossia (2015). This is the application of the
methodology in meetings that took place in the territories of Mathematics and Art where we
will present the learning maps of the cartography carried out on the directions, rumors and
tremors caused by Cartematica in these territories. They are records that intend to materialize
the subjective and the vestiges of the learning processes. Among the most varied pedagogical
tools that we can create or appropriate to monitor processes, we highlight the following:
Artistic-pedagogical inventory; Artistic-pedagogical itinerary, Impressions Diary, Inspiration
box, Creative glossary and Book-object. The methodology proposes the realization of two
processes: Cartocurar and Cartofazer. And, after the presentation of the main actions carried
out in a mini-course with the application of the methodology, we understand that Cartemética
is one of the many paths, a possible trajectory, a mobile map always under construction
that offers an enchantment. It is up to each one to choose their path and let themselves be
involved along the way.

KEYWORDS: Carthematics; Active methodology; Creative learning; Mathematics;
Cartography.

11 RUMOS, RUMORES E TREMORES

Viajar!

Perder paises!

Ser outro constantemente,
Por a alma néo ter raizes
De viver de ver somente!
(Fernando Pessoa)’

Aqui iniciaremos uma viagem de perder-se para encontrar-se. De ser outro
constantemente...

Uma viagem nos territérios subjetivos do ensino e da aprendizagem. Um percurso
para ressignificar saberes, revisar significados, inventar mapas, revisitar lugares, recriar
ideias. Atentos aos caminhos, aos detalhes, aos sinais e a tudo que possa nos transformar
para tracarmos 0os mapas dos percursos - mapas de ensino e aprendizagem - que formarao
um desenho metodologico, aqui chamado Cartematica: uma metodologia ativa para uma
aprendizagem criativa.

Para compor a metodologia Cartematica, nos apropriaremos do conceito de
cartografia, proposto pelos filésofos franceses Gilles Deleuze e Félix Guattari na Introducao
do livro Mil Platé (DELEUZE & GAUTTARI, 1995). Para Deleuze e Guattari a cartografia surge

1 Fernando Pessoa, Poesias. Lisboa, Atica, 1942, (15% ed. 1995), 182.
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como um principio do rizoma, com multiplas entradas, onde as realidades cartografadas
se apresentam como um mapa mével. Uma cartografia que se apresenta como um método
a ser experimentado e assumido como atitude (PASSOS, KASTRUP; ESCOSSIA, 2015).
Aqui pretendemos ressignificar este conceito, para pensar uma proposta metodologica que
tem como inspiracdo na sua concepcédo a filosofia deleuziana. Filosofia que inspirou e
provocou uma série de questionamentos e agdes que culminaram na Cartematica.

As ideias iniciais da metodologia surgem entrelacadas ao método de pesquisa
chamado método da cartografia com pistas propostas por Passos, Kastrup e Escéssia
(2015). Este método caracteriza-se por ser um modo de acompanhar processos, de
perceber as conexdes em redes, de possibilitar 0 acompanhamento de movimentos e a
construcao de mapas. Cartografar, portanto, propde experimentar encontros para fazer
falar aquilo que é subjetivo, para acessar a experiéncia de cada um, para fazer conexoes e
desenhar mapas, sem previamente sabermos o caminho e onde se chegara. O percurso é
construido ao longo do processo.

Pretendemos cartografar em territérios que conectam e relacionam dois ou mais
campos especificos do conhecimento. Estrategicamente, a Arte serd um destes campos,
por que desperta emocdes e reflexdes e permite aflorar a sensibilidade. Deste modo,
a Cartematica é uma pratica metodologica interdisciplinar que sera construida nos
atravessamentos que acontecer&do no ensino e aprendizagem de uma ou mais disciplinas
com a Arte. Visa promover uma educacgao do olhar através do diadlogo entre saberes e
das experiéncias compartilhadas nos encontros ao longo do processo. Olhar que pretende
observar, revisitar, refletir, captar sinais e tragar caminhos acerca das conexdes que tangem
as relagdes entre saberes. Didlogo que pretende escutar diferentes vozes, perceber as
interfaces e as conexdes, descobrir as interagdes e confluéncias para desenhar mapas e
percursos.

Utilizar-se da cartografia como metodologia € apostar na percepg¢do das coisas
pela experiéncia de deixar-se afetar, entendendo experiéncia com algo que nos passa,
que nos acontece, que nos tocal...] aprendemos para transformar o que somos, para
que algo nos acontega, para que algo se apodere de n6s (LARROSA, 2014). O caminho
da aprendizagem, entdo, é um caminho de tateio e sentidos, de encontros e buscas, de
abandonos de bagagens, de descobertas, de experiéncias que tocam, de sensagdes que
atravessam os sentidos.

Na Cartematica busca-se perceber o movimento de aprender, seus processos,
seus sinais, suas transformacoes, seus ressignificados, seus lagos de afeto, suas marcas.
Busca-se estabelecer conexdes entre saberes para o mapeamento de uma aprendizagem
que envolve entendermos quem somos, 0 que pensamos € 0 modo como nos relacionarmos
com o mundo. Busca-se um modo poético de registrar e escrever este movimento. Poética
que se traduz na narrativa dos processos, na produgéo criativa dos contetdos, nas
producgdes estéticas dos mapas e na autoaprendizagem poética.

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 1



[...] Aprender é uma questédo de acreditar-
se vivo, ser barro ou cobre nos dedos
artesanais dos minutos com toda a
dignidade de um pintassilgo que mesmo
preso no visgo canta seu c6digo ao mundo
desacreditando-se de gaiolas e viveiros

[.]

Mapear os territérios de aprendizagem, experimentar praticas artisticas, ressignificar
conceitos, interligar saberes sdo acgbes que indicam os principios que balizam a
Cartematica. Uma metodologia que pretende estimular criatividade e provocar experiéncias
interdisciplinares para promover uma aprendizagem ativa e criativa.

Aqui exploraremos as experiéncias e os encontros que aconteceram nos territorios
da Matemética e Arte e apresentaremos 0s mapas de aprendizagem das cartografias
realizadas sobre 0s rumos, 0s rumores e 0s tremores provocados pela Cartematica
nestes territérios. Séo registros que pretendem materializar o subjetivo e os vestigios
dos processos de aprendizagem. Registros das coisas lidas, ouvidas, experimentadas,

pensadas e sentidas... que pretendem dar visibilidade ao invisivel.

21 HORIZONTES, PONTES, VIAJANTES.

Existe sempre uma geografia que corresponde a um temperamento. Resta descobri-
la (ONFRAY, 2007). Ao escolhermos a Cartematica, acreditamos que existe uma cartografia
que corresponde a uma aprendizagem criativa, resta descobri-la, por isto, nesta viagem é
recomendavel fazer alguns preparativos, algumas escolhas, sonhar alguns caminhos para
nutrir o nosso desejo de viajar pelos territérios eleitos. Para isto, vamos refletir sobre o
conceito de aprendizagem criativa que sempre sera o guia da nossa viagem.

Aqui elegemos uma abordagem de criatividade que se nutre dos ensinamentos do
psicanalista inglés Donald Winnicott e da sensibilidade da artista Fayga Ostrower. Para
Winnicott (2016), a acao criativa depende do desenvolvimento emocional e de relagbes
afetivas com o ambiente, rela¢des que favorecam uma boa construcéo do self, possibilitando
uma liberdade criativa. Nesta perspectiva, o desenvolvimento pessoal e 0 amadurecimento
desempenham um papel importante no processo criativo:

Seja qual for a definicdo a que cheguemos, ela deve incluir a ideia que a vida
vale a pena (ou n&o), ser vivida, a ponto de a criatividade ser (ou ndo) uma

parte da experiéncia de vida de cada um (WINNICOTT, 2016, p. 23).
Portanto, a criatividade para Winnicott se relaciona a capacidade de viver a vida
de forma plena e satisfatéria e esta apoiada numa nocgéo existencial (ndo existencialista)
e para ele, criativo é aquele que desfruta da experiéncia de estar vivo. Entendida desse
modo, a criatividade é um atributo do existente que desfruta da sua prépria vida. Assim,
Winnicott atribui importancia ao conceito de criatividade e a relagdo deste conceito com o
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ambiente, com o amadurecimento pessoal e com o brincar: “E no brincar, e somente no
brincar, que o individuo crianga ou adulto, pode ser criativo e utilizar sua personalidade
integral; e € somente sendo criativo que o individuo descobre o eu (self)” (1971, p. 80 apud
CICCONE, 2013, p. 4).

Na vida sem criatividade o sentimento de futilidade & expressivo, um viver sem
sentido, um viver que ndo vale a pena. Um viver ndo criativo corresponde a uma vida
sem liberdade, sem a possibilidade de expressar a si mesmo, uma vida em que impera a
submissao, uma vida falsa (1971, p. 95 apud CICCONE, 2013, p. 112).

Notemos que a perspectiva que Winnicott propde sobre a criatividade, transfere
o foco do processo criativo, talento ou produto artistico, para o viver, ou melhor, para o
fundamento da existéncia e, nesse sentido criatividade é algo que da colorido a vida, algo
que promove um viver préprio e original e permite entendermos que a vida vale a pena ser
vivida.

Para Ostrower (2014), a criatividade é um potencial que devemos realizar como
pessoa, buscando nos encontros com a vida, nas experiéncias concretas e nas conquistas
da maturidade seus contornos e suas inspiragdes. E um processo dinamico que ocorre
em multiplos niveis revelando novas facetas em cada um. Deste modo, criatividade é um
potencial inerente ao ser humano e a sua realizagcdo uma das suas necessidades e o criar
s6 pode ser visto como um agir integrado do viver humano que se elabora e desenvolve
num contexto cultural. Assim, Ostrower enfatiza que a criatividade & algo do ser, um
potencial humano que impulsiona um agir integrado com o meio cultural e individual e os
processos oriundos deste potencial estdo intimamente interligados a nossa sensibilidade.
Sensibilidade compreendida como uma abertura constante ao mundo e que nos liga de
modo imediato ao que acontece em torno de nés por ser a porta de entrada das nossas
sensagoes (OSTROWER, 2014). Para a artista,

Mais fundamental e gratificante, sobretudo para o individuo que estéa criando,
€ 0 sentimento concomitante de reestruturacao, de enriquecimento da propria
produtividade, de maior amplitude do ser, que se libera no ato de criar [...]
Dai o sentimento do essencial e necessario no criar, 0 sentimento de um
crescimento, interior, em que nos ampliamos em nossa abertura para a vida.
(OSTROWER, 2014, p. 28).

Notemos os entrelacamentos entre as abordagens de Winnicott e Ostrower sobre
criatividade, ambas permitem entendermos a criatividade como um modo de viver que cria
ou recria 0 mundo com toque pessoal e original. E um (re)aprender criativo, uma agéo
de (re)construir a realidade de um modo proprio, original e auténtico. Um conceito que
se interliga com o significado de aprendizagem defendido por Paulo Freire (2011). Freire
afirma que ninguém ensina nada a ninguém em um movimento de transferéncia, mas em
um processo que oferta condigées para uma produgao propria, que se origina no aprendiz,
na bagagem que este carrega consigo, em seu repertorio. Trata-se de um entendimento

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 1



do processo de aprender como um esforgo pessoal (esforco pessoal original) que se torna
efetivo (ou significativo) a partir do momento em que o aprendizado se constréi com base na
experiéncia de vida do sujeito, acionando elementos de seu cotidiano e de suas vivéncias.

Se no contexto da teoria de Winnicott, criatividade significa a capacidade de
a tudo olhar com se fosse a primeira vez, no contexto da aprendizagem na concepcao
pedagoégica de Paulo Freire, esse olhar de descoberta também é essencial para despertar
o encantamento do aprendiz pelo objeto a conhecer, na duas concepcdes, os autores
evocam uma percepcdo da realidade de um jeito préprio e original, ou seja, um modo
de viver que cria ou recria 0 mundo com toque pessoal e original, sendo a agéo criativa
uma agao de (re)cria um mundo que ja existe com as marcas pessoais daquele que o
reinventou, fruto do seu potencial e da sua sensibilidade, como afirma Ostrower (2014).

Deste modo, nossa criatividade e aprendizagem precisam se interligar aos encontros
que desafiam a nossa sensibilidade e a nossa poténcia, aqui entendida no sentindo de
Deleuze como aquilo que realmente podemos fazer e fazemos, para provocar agdes de
criacao originais e auténticas. Percebemos que encontros se nutrem das vivéncias que
integram diferentes saberes e que geram experiéncias interdisciplinares. Experiéncia, no
sentido que Larrosa coloca como, algo que nos passa, que nos acontece, que nos toca,
que nos transforma e interdisciplinaridade como uma postura, uma atitude, um modo de
pensar que permite a construgdo de conhecimento de forma integrada e colaborativa. “A
real interdisciplinaridade é antes uma questao de atitude. Supée uma postura Unica diante
dos fatos a serem analisados, mas nao significa que pretenda impor-se, desprezando suas
particularidades” (FAZENDA, 2011, p.59 apud OLIVEIRA; SANTOS, 2017, p. 76). Neste
sentido, busca-se a construgcdo de um dialogo entre saberes, a construgéo integrada e
colaborativa de conhecimento e a possibilidade de uma experiéncia interdisciplinar, de tal
modo que, na descoberta de proximidades e diferencgas, intersecgdes e confluéncias, algo
nos aconteca, nos toque e nos afete e nos transforme.

Criatividade, aprendizagem, experiéncia, sensibilidade, interdisciplinaridade sao os
principios inspiradores da Cartematica, uma metodologia ativa elaborada para promover
0 protagonismo do aprendiz durante o seu processo de aprendizagem, mapeando 0s
percursos através de cartograficas que tornardo visiveis os processos, os insights, as
conexdes interdisciplinares. E um poderoso instrumento de criacdo pedagdgica e artistica
capaz de promover no aprendiz intensa reflexao intelectual e favorecer a visualizagéo de
seus percursos de aprendizagem.

Por buscar mapear percursos de aprendizagem e deixar falar o subjetivo, os
procedimentos e estratégias da metodologia Cartematica sdo mdultiplas linhas que nos
atravessam, que se misturam, que se conectam e nos afetam de forma intensa provocando
experiéncias e (re)criagao de conhecimento. No contexto de Deleuze e Guattari, sdo linhas
de segmentaridade maleaveis e linhas de fuga. As linhas de segmentaridade maleaveis séo
linhas rizomaticas que vao se compondo no percurso de aprendizagem, construido pelo
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aprendiz. As linhas de fuga séo linhas de ruptura que provocam verdadeiros rompimentos

e que algumas vezes precisam ser inventadas durante o processo.

Uma Metodologia Ativa

Na Cartematica o aprendiz é o protagonista e autor da sua aprendizagem, é aquele
que imprime a sua marca pessoal e seu jeito proprio, sensivel e original de (re)criar
saberes. E o sujeito da experiéncia interdisciplinar que busca o dialogo entre saberes num
movimento de abertura, se expondo e permitindo que algo Ihe aconteca, que algo o afete
para se transformar durante o processo. Busca com a cartografia construir conhecimento
com o outro e ndo conhecimento a partir do outro. Deste modo, esta € uma linha de fuga da
metodologia, pois € uma ruptura do processo tradicional de ensino e aprendizagem.

Acompanhar processos de aprendizagem

A Cartematica € um modo de acompanhar processos de aprendizagem ancorados
numa pratica interdisciplinar que busca mapear como estes processos se manifestam,
como surgem, como se espalham em intensidade, como transformam e como compdem
novos caminhos. Deste modo, esta também é uma linha de fuga da metodologia, pois
rompe com a postura tradicional que, em geral, enfatiza apenas nos resultados.

Entre as mais variadas ferramentas pedagoégicas que podemos criar ou nos apropriar
para acompanhar processos destacamos as seguintes:

Inventario artistico-pedagdgico

Instrumento pedagbgico de busca, identificagcdo, registro e apresentagdo de
referéncias pessoais. Um relicario de si, registro das experiéncias como forma de recriar
saberes os territorios da Matematica e Arte. Inventariar lembrangas, experiéncias,
sentimentos e as memorias afetivas oriundas do patriménio académico, cultural e artistico
e seus reflexos sobre cada um, para buscar os vestigios da aprendizagem nos territérios da
Matematica e Arte, acionando a historia pessoal e as memérias nas diferentes (re)leituras
sobre o aprendizado adquirido. Aqui, trata-se de autorrelatos para explorar o repertério
pessoal, cultural e académico do aprendiz e seus processos de aprendizagem.

Sé&o provocagdes que impulsionardo os movimentos de cartografara aprendizagem.
Propomos a construgdo de um inventario composto por, no minimo, 30 perguntas sobre
0s saberes que seréo explorados e investigados. Trata-se da produ¢do de um caderno
artesanal ou digital, criativo e artistico, contendo as respostas as perguntas propostas.
Espera-se que o inventério seja confeccionado em trés momentos distintos chamados de
preladio, intermédio e posfacio:

Preludio: fase inicial do processo de autoconhecimento e aprendizagem do aprendiz
ao inventariar suas vivéncias e seus afetos sobre os conteudos propostos. Constara de até
10 perguntas escolhidas pela mediadora do processo sobre Quem sou?
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Intermédio: fase intermediaria de autoconhecimento e aprendizagem do aprendiz
ao inventariar suas vivéncias e seus afetos durantes os processos e confeccao produtos
propostos. Constara de até 10 perguntas escolhidas pela mediadora do processo sobre
Como estou?

Posfacio: fase de reflexdo e feedback da aprendizagem vivenciada e experimentada.
Constara de até 10 perguntas escolhidas pelo inventariante sobre Onde cheguei e para
onde eu vou?

Em cada um destes momentos, a mediadora do processo de aprendizagem, com
o objetivo de estimular uma escrita criativa, podera sugerir a narrativa a ser usada pelo
inventariante.

Refletir sobre o seu patriménio cultural e académico e as vivéncias durante o
processo, comunicando-o, estabelecendo memorias e compreensédo, € uma forma de
ressignificar conceitos e conhecimentos. Inventariar seu préprio patriménio cultural e
académico e as vivéncias durante o processo é construir um discurso autorreflexivo e
sensivel, ndo apenas descritivo, capaz de contribuir para uma aprendizagem ativa, criativa
e significativa.

Como proposta de uma aprendizagem criativa, que prima pela vivéncia da
subjetividade e da cria¢ao, o formato do inventario, também é um convite ao ludico. Espera-
se que as respostas sejam ilustradas com imagens, poemas, nuvem de palavras, mapas
mentais, desenhos, ilustracdes, montagens fotograficas ou esculturas em papel, entre
tantas outras possibilidades, recheadas de sentidos, afetos, significados, proporcionando
experiéncias e encontros.

Entre os processos que podem ser captados pelo inventario destacamos os
seguintes:

»  (re)construcao de saberes adquiridos em sua formagéo cultural e académica;

+  ressignificagcdo de saberes e afetos para constru¢do novos conhecimentos e
também novos afetos;

+ rememorar lembrancgas, pensamentos e impressées acumulados resultantes
das experiéncias individuais e/ou coletivas de sua aprendizagem num campo
de saberes interdisciplinares;

+  construcdo de narrativas que possam visibilizar memérias e afetos, ativando um
devir no aprendiz, essencial para a sua aprendizagem.

A figura 1 apresenta as capas do inventario, no formato de um caderno digital,
do discente Franco Sério da disciplina Matematica e Arte, ministrada por Cristina Vaz
no programa de pos-graduacédo de Criatividade e Inovagcdo em metodologias do ensino
superior — PPGCIMES da Universidade Federal do Para, em 2021. Foi sugerida a narrativa
cinematografica e a criagdo de um avatar.
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lhventario
Artistico-Matematico

Parte 1 - Preltidio
(cinemategrafico)

Franco.Sério

Inventario
Artistico-
Matematico

Parte 2 - Intermédio
FRANCO SERIO

Inventdrio Artistico-Matemadtico
Parte 3 - Posfacio

O retorno do
aprendiz Cartematico

Discente: Franco de Miranda Sério Neto
PCIMEQ012 - ARTE E MATEMATICA (2021 .2 - T01)

Figura 1: Inventario artistico-matematico

Fonte: autor Franco Sério, 2021.

Itinerario artistico-pedagogico

Instrumento pedagogico para tragar os caminhos e territorios que se pretende
cartografar, demarcando as possiveis trajetérias interdisciplinares e idealizando mapas de
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vivéncias, experiéncias, aprendizados e afetos. Interessa-nos um itinerario que possibilite
imaginar os caminhos e as condicdes de caminhar para inspirar as cartografias que
serdo produzidas. Entendemos que o itinerario € dinamico e sera construido ao longo do
processo. Os territérios principais que compdem o trajeto do itinerario sdo: metodoldgico,
conexoes interdisciplinares e cartografias tematicas propostas pela mediadora do processo
de aprendizagem. O principal processo estimulado pelo itinerario € a constru¢cdo de uma
trilha de aprendizagem e os produtos sdo mapas artesanais ou digitais.

Afigura 2 apresenta o itinerario inicial, no formato de carta, da discente Maria José de
Sousa da disciplina Matematica e Arte, ministrada por Cristina Vaz no PPGCIMES em 2021
e a figura 3 apresenta o itinerario de Helena Rocha, no formato de desenho, produzido no
minicurso Matematica, Tecnologia e Arte: conexdes metodoldgicas da Il Escola de estudos
avancgados pesquisa em cultura, historia e educagao matematica em 2020.

-
,(BQIMEIRO ITINERARIO
DE_MARIA
- —

INICIEI MINHA VIAGEM WA DISCIPLINA DE MATEMATICA
E ARTE E JA ESTOU ADENTRANDO EN UM UNIVERSO
INCRIVELMENTE DIFERENTE. E DESAFIADOR.TEW SIDOD
MUITO COMPLEXD O EXERCICIO DO OLKAR NO SEWTIDO DA
EDUCAGRO DESSA PERCEPGAD DD OLHAR ATENTO E
INTERDISCIPLINAR  PERANTE AS  CONEXDES  ENTRE
MATEWATICA E ARTE.

NESSE  SENTIDO QUERO  DIVIDIR usu PRINEIRD
ITINERARIO, AELATIVA AS ESTRADAS, AOS CAMINHOS
UE IREL TRAGAR PARA CONSTRUIR PENSANENTOS E
VIVENCIAR NOVAS EXPERIENCIAS CON 0S DESAFIOS
PROPOSTOS WA DISCIPLINA.

PARA CADA VIAGEN QUE FAZEMOS TEMOS QUE NOS
PREPARAR E COM ESSA NOVA VIAGEM QUERD FAEER
ARRUMAR MINHA BAGAGEW, MEUS WAPAS, SUPRINENTOS
ESSENCIAIS E DIARIO PARA  DESCREVER  NINHAS
EXPERIENCIAS E DIFICULDADES ENCONTRADAS NESSE
CAMINHAR

HEIO DO CAMINHO
CcaRLOS DROMMEND BE ANDRADE

NO MEID DD CANINHO TINHA UMA PEDRA
TINHA UNA FEDRA NO HEIO DO CAMINHO
TINHA UMA PEDRA
NO MEIO DO CANINHO TINHA UMA PEDRA
NUNCA WE ESQUECERE] DESSE ACONTECIMENTO
NA VIDA DE NINHAS RETINAS TAD FATIGADAS
NUNCA NE ESQUECEREI QUE NO MEIQ DD CANINHO

TIN

TINHA UNA FEDRA HEIO DO CAMINHO
Mo NETO DO CAMINNO TINHA UNA PEDRA

A TRILHA JK SE APRESENTA DESAFIADORA, WO ENTANTO,
QUERD WESTA ENCONTEAR FEORAS, COLECTONA-LAS E TORMAL

80AS  LEWBRANGAS DA CONSTRUGAD  DESSA
SPRennTAGER

Figura 2: ltineréario

Fonte: autora Maria José Sousa Lima, 2021.
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Figura 3: ltineréario

Fonte: autora Helena Rocha, 2020.

Diario de impressées

Instrumento pedagoégico de autorregistros das impressoes, vivéncias e aprendizados.

Impresséo, aqui tomada no sentido que impressionar, aquilo que abala, que marca, que

causa um atravessamento nos entrelagamentos dos saberes. Registro das coisas lidas,

ouvidas, experimentadas, pensadas e sentidas. E a matéria-prima das cartografias

que serdo produzidas e tem por objetivo colaborar com a produgdo do conhecimento.

E uma ferramenta de registro verbal e/ou visual de informacdes, que desempenha o

papel de armazenamento de experiéncias que poderdo ser posteriormente revividas ou

ressignificadas.

Entre os processos que podem ser captados pelo diario destacamos os seguintes:

producéo de narrativas de aprendizagem;
producéo de desenhos, mapas, percursos de aprendizagem;

ressignificacdo saberes e afetos para construgdo novos conhecimentos e tam-
bém novos afetos;

construcédo das conexdes interdisciplinares.

A figura 4 apresenta o diario de impressdes, no formato de caderno artesanal, da

discente Mayara Vieira da disciplina Matematica e Arte, ministrada por Cristina Vaz no
PPGCIMES em 2019.
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Figura 4: Diario de impressoes

Fonte: autora Mayara Vieira, 2019.

Caixa de inspiracdo

Instrumento pedagoégico de curadoria que busca a complementacédo de saberes
interdisciplinares. Trata-se de uma curadoria coletiva de conteldos capaz de provocar
experiéncias e vivéncias que possibilitem ampliar o olhar e o repertério cultural dos
aprendizes. Trata-se da confec¢do de uma Caixa de inspiragdo contendo, no minimo,
trés atividades inspiradas no inventario artistico-matematico e que tem com objetivo
complementar a aprendizagem, o que significa propor atividades sobre conteludos que
nao foram tratados, mas que estejam relacionados com os contelddos investigados. As
atividades propostas devem ser das seguintes categorias: visitacdo, criacao e inspiracao.
Espera-se que cada Caixa contenha, no minimo, uma atividade por categoria. As Caixas
serdo confeccionadas em pares. Uma dupla confeccionara a Caixa de outra dupla, sendo
que cada caixa contera, no minimo, duas atividades individuais e uma coletiva. Espera-se
que os participantes de cada dupla exercitem a sensibilidade e a criatividade na escolha
das atividades. As atividades tém como objetivo a aplicagdo dos conceitos e processos
propostos. As duplas terdo momentos para socializar o processo de cria¢do e confeccéo da
Caixa. A dinamica de socializacao sera escolhida pelas duplas de participantes. Dentre os
mais variados contextos artisticos que possam inspirar a escolha das atividades citamos:
fotografia, musica, cinema, literatura, poesia, teatro, esculturas, arquitetura.

E por que uma Caixa? Talvez porque remeta aos tesouros mais preciosos que sdo
“guardados” em uma caixa. Talvez uma caixa de sonhos, de afetos, de sentimentos, de
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conhecimentos.... um bau de guardados. Este sera um bau diferente, que ira inspirar,
ensinar e afetar. A Caixa sera um encontro, um encontro para se compartilhar sentimentos e
conhecimentos. Uma troca de conhecimentos, de olhares, de impressdes, de perspectivas
e de sugestdes para promover a educacao do olhar.

Educar é mostrar a vida a quem ainda n&o a viu. O educador diz: “Veja!” e,
ao falar, aponta. O aluno olha na direcdo apontada e vé o que nunca viu.
Seu mundo se expande. Ele fica mais rico interiormente... E ficando mais rico
interiormente ele pode sentir mais alegria — que é a razéo pela qual vivemos.
(RUBEM ALVES)?

Afigura 5 apresenta a caixa de inspiragé@o confeccionada pelas duplas de discentes
Luciano Begot e Marcélia Assis para a dupla de discentes Mayara Vieira e Helena Rocha da
disciplina Matematica e Arte, ministrada por Cristina Vaz no PPGCIMES em 2018.

Figura 5: Caixa de inspiragcao

Fonte: autores Luciano Begot e Marcelia Assis, 2018.

Glossario Criativo

Instrumento pedagégico de busca por conexdes interdisciplinares. Trata-se da
producado de um glossario criativo com palavras que relacionem, interliguem, conectem e
integrem os saberes interdisciplinares vivenciados e experimentados durante o processo de
aprendizagem. Trata-se da criagcdo de verbetes que explorem a criatividade, a sensibilidade
e a interdisciplinaridade dos participantes. Lembrando que Verbete® & um texto escrito, de

2 https://mscamp.wordpress.com/2010/10/15/educar-rubem-alves/. Acesso 06/4/2023.
3 Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Verbete
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carater informativo, destinado a explicar um conceito ou uma palavra atribuindo-lhe um
conjunto de significados e exemplos. O verbete é essencialmente destinado a consulta,
o que lhe impde uma constru¢do discursiva sucinta e de acesso imediato, embora isso
ndo implique necessariamente que deve ser curto. Geralmente, os verbetes abordam
conceitos bem estabelecidos, com a intencdo de apenas informar. Como Verbete Criativo
entendemos um verbete que privilegia a imaginagéo, a criatividade e a poética para
estimular a educacédo do olhar. Cada participante selecionara palavras inspirado nas
conexdes e experiéncias vivenciadas durante o seu processo de aprendizagem e criara um
verbete com cada palavra escolhida, privilegiando a originalidade e a interdisciplinaridade.
O resultado final sera um glossério criativo produzido por todos os participantes. Na figura
6 temos os verbetes criados por Hugo Lima e Marcélia Assis no minicurso Matematica,
Tecnologia e Arte: conexdes metodologicas da Il Escola de estudos avancados pesquisa
em cultura, histéria e educagdo matematica em 2020. Note que o verbete de Hugo Lima é
verbete visual e textual.

anetadalanis carfematica :

Nuamero de Ouro

e
Neoplasticismo

1.Irracional e abstrato
2. Harmoénico e equilibrado
3. Padrdes pintados de
amarelo, azul e vermelho
4.Phi e Mondrian,
Mondrian e Phi
5. Arte aurea

Marcelia Assis

Figura 6: Verbetes criativos

Fonte: autor Hugo Lima, 2020. Fonte: autora Marcelia Assis, 2020.

Livro-objeto

Instrumento pedagogico de criagcéo artistica e académica. Trata-se da confecgcéo
de um atlas, no formato de um livro-objeto, com as cartografias e os itinerarios produzidos
pelos participantes durante seus processos de aprendizagem. Aqui nos apropriamos
de um objeto artistico que é a producdo de um livro, artesanal cuja narrativa estimula
a manipulacdo, a imaginagcéo e a ludicidade, pois dialogam com a escultura de papel,
com o desenho, com as colagens, com a fotografia, com o texto escrito, com a poesia
concreta, etc. Misturam diferentes narrativas que permitem aos seus autores expressarem,
de forma original e Unica, sua viséo de vida e de mundo. Na constru¢ao de um livro-objeto
varios aspectos do livro podem ser explorados plasticamente como, por exemplo, o prazer
intelectual através do texto ou de um poema, mas também o prazer tactil e visual, pois
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busca manter uma relagdo de interatividade com o leitor. A grande maioria dos artistas
produzem livros-objetos, podem ser os livros do artista, seus cadernos de anotagdes, de
inspiracdes, de impressdes ou obras de arte a serem manipuladas e experimentadas. Para
Santaella (2005, p.134),

além das linguagens crescerem a medida em que um novo veiculo ou meio
€ inventado, as linguagens crescem entre os ‘casamentos dos meios’; isto
€, na transversalidade dos meios, nos cruzamentos intersemioticos e/ou
interdisciplinares.

Portanto, trata-se da producdo de livros-objetos em diferentes formatos que
envolvam dos conteudos abordados. Assim, para a escolha do formato do livro-objeto séo
realizadas curadorias sobre diferentes formatos de livros-objetos. Além disso, € produzido
um desenho pedagdégico por livro com o objetivo de descrever seus aspectos pedagoégicos.
O resultado final serd um Atlas composto por todos os livros-objetos produzidos.

Afigura 7 apresenta trés livros-objeto, nos formatos de cartas, sanfonado e pop-up,
produzido pelo discente Renan Vale da disciplina Mateméatica e Arte, ministrada por Cristina
Vaz no PPGCIMES em 2021.

Figura 7: Livros-objeto

Fonte: autor Renan Vale, 2021.
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Cartografar conexées interdisciplinares

A Cartematica é um modo de cartografar conexdes interdisciplinares para promover
um dialogo entre saberes. Dialogo que pretende escutar diferentes vozes, perceber as
interfaces e as conexdes, descobrir as interagdes e confluéncias para desenhar mapas e
percursos. Didlogo que se traduz em olhares multiplos que possibilitem leituras diversas
e pertinentes que se ampliam e se iluminam num processo continuo de ressignificagéo
e construgdo de conhecimento e na tentativa de captar a multiplicidade da existéncia
humana, considerando as necessidades basicas do homem em busca da compreenséao de
si, do outro e do mundo.

Esta linha apresenta-se como uma linha rizomatica por indicar que existem diferentes
possibilidades de conexdes, interacdes e interseccoes.

Aqui propomos a realizagdo de dois processos: CARTOCURAR e CARTOFAZER.
O processo de CARTOCURAR envolve a realizagdo de uma curadoria de conteudos que
pode ser entendida como uma imersao nos territorios da Matematica e Arte aplicando-se
o0 método da Cartematica e se materializara na produgéo de cartografias interdisciplinares.

O processo de CARTOFAZER é o momento de interpretar as curadorias realizadas,
buscando as conexdes interdisciplinares e se materializara nas cartografias e nos produtos
criativos. Podem ser exercicios de criatividade (colagens, poemas, jogos, atividades
ludicas, entre outros) e/ou produgbes autorais (producdes digitais, animacdes, objetos 3D,
Guias, e-books, entre outros).

Narrativa metodoldgica

A narrativa metodologica se configura como uma ousada aventura de autoria onde
professores e alunos produzirdo narrativamente os contetdos que compdem 0 processo
de ensino e aprendizagem. Visa estimular a produgéo autoral dos contetdos que serdo
produzidos durante o processo. E uma subversdo ao modo tradicional ensinar e aprender,
€ um exercicio de escrita que ajuda a pensar melhor, refletir com clareza e encantar o leitor.

Adotar uma narrativa € apostar na percepcao das coisas pela experiéncia poética.
Poética que se traduz na narrativa criativa do planejamento, da producéo escrita, do
inventario, do diario, entre outras inUmeras possibilidades, permitindo-se ensinar e
aprender com o devaneio e o encantamento, vislumbrando novos caminhos e promovendo
a educacao do olhar. Deste modo, esta linha apresenta-se como uma linha de fuga
metodologica.

Como narrativa, a Cartematica e seus pressupostos compdem um mapa imaginario
chamado Cartas de Marear(VAZ, NERIJUNIOR, ROCHA, 2019). E uma narrativa cartogréafica
que desenha as Cartas da navegagado que se deseja realizar. As Cartas (compostas por
Trilhas) orientam as rotas a serem trilhadas, indicando principios metodologicos, percursos
da aprendizagem, estratégias e ferramentas pedagogicas priorizando o dialogo entre
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saberes, conteldos e processos que estimularéo as vivéncias, as experiéncias, e os afetos.

31 SONHOS, ENCONTROS, MEANDROS

A metodologia Cartematica surge em resposta aos anseios, inquietagdes e
provocagbes oriundas da proposta, em 2017, de uma disciplina intitulada Matematica
e Arte no projeto pedagodgico do curso de mestrado profissional do programa de pos-
graduacéo criatividade e inovacdo em metodologias do ensino superior-PPGCIMES da
Universidade Federal do Para. Na busca por inovagdes metodolégicas no locus de um
mestrado em criatividade e inovacdo, a Professora Cristina Vaz juntamente com seus
alunos Helena Rocha e Edilson Neri, hoje seus parceiros nesta viagem, realizaram varios
experimentos académicos conceituais, pedagobgicos e metodolégicos que culminam,
em 2019, no nascimento de uma metodologia ativa, por n6s chamada de Cartematica,
que hoje se consolida com o nome CartoAprendizagem, rompendo assim as fronteiras
da Matematica e se expandindo para novos territérios, entre eles Diversidade e o ensino
de Lingua espanhola. Até chegarmos aqui, muitos caminhos foram percorridos e muito
encontros aconteceram, caminhos e encontros que formam um emaranhado rizomatico de
afetos, olhares, experiéncias, desafios, encantamentos, aprendizados, ressignificagbes e
criagbes que provocaram profundos atravessamentos: houve uma profunda transformacgéao
em n6s como pessoas e docentes. Neste processo de mudanca através do encontro da
Matematica e a Arte, cada um de noés trilhou caminhos diferentes e rizomaticos para um dia
ser atravessado pela Cartematica. Aqui, apresentamos duas cartografias dessa experiéncia
téo transformadora.

3.1 Meus trajetos poéticos por Cristina Vaz

Esta cartografia é parte do texto que publiquei no livro Educacdo Matematica:
formacéo, pratica e inclusao (SILVEIRA, 2021). Gostaria de escrever algo novo sobre estes
trajetos, mas eles se entrelacam de tal modo que fica quase impossivel ndo repetir alguns
deles, por esta razéo vou mesclar algo existente com algo novo para cartografar os meus
percursos e experiéncias com a Cartematica.

Tudo comeca com a minha paixdo pela Matematica e pela poesia. Sempre foi
assim e sempre sera. Paixdes que ora se separam, ora se entrelagcam para foram o meu
mosaico de afetos e encontros. Com a matematica ganho a estrutura, uma poética da
raz&o, uma criatividade especial na resolucéo de problemas e a descoberta de padrdes.
Com a poesia exercito a minha imaginagéo, exploro os meus sonhos e mistérios. Amo
e choro com palavras ritmadas, ganho asas, que também tem a sua estrutura, a sua
poética e a sua criatividade. Com as duas ougo a minha voz, expresso meus sentimentos
e afetos, navego por diversos e fascinantes universos. Com as duas, experimento (no
sentido de Larrosa) meus processos de criacdo. Por algum tempo, uma evitou a outra e
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ainda hoje uma permite a outra de um modo muito peculiar: quando a matematica fala, a
poesia fica quieta e sabe escutar; quando a poesia explode, a matematica se aquieta e
sabe esperar. S&o dois processos poderosos que coexistem e permitem meus devaneios,
meus sonhos e as minhas aventuras. Porém, em algum ponto deste trajeto, quando varios
abismos me aconteceram e eu precisei das duas, elas se uniram para me resgatar. Foi para
superar um luto e enfrentar as minhas dores, que, em 2012, algo me aconteceu. Por algum
motivo obscuro e difuso, comecei a misturar a matematica com arte, comecei a poetizar
a matematica e matematizar a poesia. Busquei artistas que usavam a matematica como
linguagem em suas criacdes. Naturalmente, o primeiro que encontrei foi o artista gréafico
holandés Maurits Cornelis Escher.

Escher é um artista muito conhecido pelas representacdes de construgdes
impossiveis, preenchimento regular do plano, exploragdes do infinito e as metamorfoses
— padrbes geométricos entrecruzados que se transformam gradualmente em formas
diferentes. Seus padrdes geométricos sempre foram usados para ensinar matematica de
forma mais ludica e divertida. E era este caminho que eu estava tentando trilhar para
enfrentar os meus abismos.

Neste processo de mudanca, pessoal e profissional, ministrei uma disciplina optativa
no curso de Licenciatura em Matematica da UFPA cujo objetivo era “explorar o potencial
artistico da matematica”. Nao me atrai a ideia de “explorar o que a arte tem de matematica”,
mas o caminho reverso “0 que a matematica tem de arte”. Quais as intersecgbes e
conexdes entre a Matematica e a Arte? Também ndo me interessava o “processo criativo
dos matematicos ou dos artistas” e sim como todos estes processos poderiam provocar
uma aprendizagem mais divertida. A pergunta era: como expressar a beleza de conceitos
matematicos aparentemente sem nenhum apelo artistico? Minha intencéo (ainda oculta,
até para mim) era misturar Matematica e Arte para possibilitar uma transformagéo no
aprendiz. Segui a minha intuicdo e fui experimentando nas disciplinas que ministrava no
curso de Matemética, especialmente numa disciplina chamada “Laboratério de ensino”. Os
resultados experimentais foram muitos e a diversao também. Sé para citar alguns: palavras
cruzadas, quadrados magicos (deriva magicos), quebra-cabecas em calculo de varias
variaveis; confeccao de material concreto em fractais; trabalhos de concluséo de curso
com producdes digitais criativas e ludicas sobre curvas rolantes, fractais, braquistécrona,
etc. Realizacdo de seminarios, oficinas, encontros, feiras e exposi¢cdes sobre Matematica e
Arte. Apresentacéo de trabalhos em congressos, encontros, jornadas, etc. Porém, era tudo
muito experimental e divertido, que foi se sistematizando com o passar do tempo.

Destaco que o ponto de inflexdo (de virada) deste processo aconteceu 2017 com
dois eventos: a Semana Nacional de Ciéncia e Tecnologia — SNCT e a implementagéo
do mestrado profissional em Criatividade e Inovagdo em metodologias de ensino superior
— PPGCIMES da UFPA. A contribuicdo da SNCT foi um projeto incentivado e financiado
pelo CNPq intitulado “Artematica: explorando o potencial artistico da matematica”. Foi um
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marco! O nascimento de um grupo de pesquisa chamado Ciéncia, Tecnologia e Arte, 0
que implicou a criacdo de uma linha de pesquisa e aprovagéo de um projeto de pesquisa
sobre a tematica. Também destaco a producgéo e divulgacdo de trés livros e dois videos

sobre a temética (consulte http://editaedi.ufpa.br/index.php/catalogo). A contribuicdo do

PPGCIMES foi a implementacao de uma disciplina de pés-graduagdo chamada Matematica
e Arte que impulsionou a criagéo e aplicacdo da Cartematica.

Como consequéncia desta caminhada, destaco: parcerias internacionais e nacionais,
orientagdo de teses de mestrado e trabalhos de iniciacdo cientifica, desenvolvimento
de aplicativos computacionais, publicacdo de artigos e livros, realizacdo de encontros,
seminarios e festivais, apresentacéo de trabalhos em congressos nacionais e internacionais.
Entre todos, guardo com carinho no meu coracéo a apresentacao dos resultados do projeto
“Artematica” no | Encontro Luso-brasileiro de territérios artisticos com a Matematica —
TEAR em 2017 em Portugal e no Congresso Internacional de Mateméatica — ICM em 2018
no Rio de Janeiro.

Matematica, Tecnologia e Arte, um caminho inesperado que se construiu nas
entrelinhas dos meus versos, que aconteceu quando quis ter esperanca. Esperanca em
mim e no mundo. Quando deixei a minha sensibilidade falar mais alto. Quando percebi
que a Matematica pode ser ensinada e aprendida de modo mais ludico e divertido com
sensibilidade poética e criatividade. Quando me permiti aprender Arte, imergir em outro
universo, entender outros padrdes e romper fronteiras.

Um caminho coletivo e colaborativo, jamais solitario, trilhado com a generosidade
dos meus alunos da turma 2018 do curso de Licenciatura em Matematica da UFPA que
aceitaram o desafio inovar comigo.

Na pés-graduacao do PPGCIMES meus alunos que me comovem com sua dedica¢ao
e afeto (as imagens das suas criagdes abrilhantam este texto). Com Edilson Neri e Helena
Rocha, meus parceiros e amigos, que me inspiram € me comovem com seu talento criativo
e a inovador, seja académico ou pessoal, com sua amizade sincera e com uma parceria
competente e frutifera, venho trilhando um caminho mais longo e duradouro permeado de
muita criatividade e descobertas.

Edilson Neri foi o meu primeiro aluno de mestrado no PPGCIMES, foi o desbravador
comigo dos territorios da Matematica e Arte e da Cartematica. J4 na graduagéo aceitou
o desafio de trabalhar na iniciagéo cientifica com os Fractais e no mestrado aceitou um
desafio ainda maior de ser um cartematico-cartégrafo e explorar o universo da impressora
3D, do artista Almada Negreiro e da Matematica recreativa para compor atos e lugares de
aprendizagem criativa em Matematica (NERI JUNIOR, 2019).

Ja Helena Rocha conheci no PPGCIMES, professora e pedagoga com uma carreira
consolidada em sua &rea de atuacdo, que buscava renovacgéo, transformagéao e novas e
interessantes aventuras académicas. Todos os orixas (ou sera que foi um apenas?) se

juntaram para realizar um encontro tao inusitado entre uma professora de matematica e
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uma professora de diversidade etnicorracial. Deste encontro, entre muitas outras coisas
maravilhosas, surgiu a CartoDiversidade, uma metodologia ativa inspirada na Cartematica,
que aflorou todo o potencial inovador e criativo desta metodologia e assim a CartoDiversidade
nasce nos meandros e encantamentos do Afrofuturismo na educag¢édo (ROCHA, 2020).

N&o existem palavras que possam expressar a minha admiracdo e gratiddo por
estes amigos queridos que navegam comigo pelos territorios da aprendizagem criativa e
inovadora. Vida longa a nossa parcerial!

Além deles, também contei com a generosidade académica e o incentivo do Prof. Iran
Mendes que sempre acreditou no meu trabalho. Com a dedicacao (minha, dos alunos, dos
colaboradores) em longas horas de leituras, discussdes, orientacdes sobre metodologias
ativas, criatividade, inovacoes metodologicas, método da cartografia de Deleuze-Guattari,
narrativas poéticas e muitas outras. Com o0s processos e produtos criativos realizados
com meus alunos e colaboradores. Com os afetos, os atravessamentos e as experiéncias
vivenciadas.

Explicar com tudo isso aconteceu, com certeza nédo sei fazé-lo em sua total plenitude.
Foi (e sempre serd) um impulso interior Unico e indescritivel que me encanta e me desafia
e que se revelou matematico (a matematica que aprendi), poético (os versos que criei) e
metodoldgico (a Cartematica que inventei). Talvez seja simplesmente a minha razao de ser!

Leminski novamente revisado
Razéo de ser
Gosto de Matematica.
E pronto.
Estudo Matematica porque preciso,
preciso porque me encanto.

Faco calculos porque amanhece
e as estrelas 1&a no céu lembram figuras no papel,
quando o desafio me anoitece.

A aranha tece teias.

O peixe beija e morde o que vé.
Eu gosto Matematica apenas
tem que ter por qué?

E a Arte? Tinha que acontecer.

3.2 Formacao fora da caixa

Esta cartografia é sobre aplicacdo da Cartematica no minicurso realizado no Il
Simpésio de formacédo de professores de Matematica da regido Norte. O minicurso foi
realizado em dois dias com duragédo de trés horas diarias e teve como objetivo inspirar
professores de matematica na implementacdo de praticas inovadoras em sala de aula
promovendo um dialogo interdisciplinar entre a Matematica e a Arte através do Teorema
de Pitagoras nas artes. A proposta foi inspirada metodologia STEAM (Science, Technology,
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Engineering, Arts and Mathematics)*, que é uma tendéncia mundial de ensino que surge em
contraponto as metodologias tradicionais. Para inspirar os participantes, apresentaremos
videos, indicaremos filmes, livros e sites, e exploraremos projetos inovadores desenvolvidos
por professores da escola basica. Também proporemos, exploraremos e disponibilizaremos
atividades ludicas (jogos, colagens, nuvem de palavras, receita criativa, entre outros)
inspiradas nas obras de artistas que usam o teorema de Pitagoras em suas composicoes,
entre eles destacamos Mel Bochner e Crockett Johnson.

Apresentaremos a seguir as principais a¢des realizadas no minicurso com aplicagéo

da metodologia Cartematica.

3.2.1 Professor fora da caixa

Bernardo é quase arvore.

Siléncio dele é tao alto

que os passarinhos ouvem de longe

E vém pousar em seu ombro.

Seu olho renova as tardes.

Guarda num velho bau

seus instrumentos de trabalho:

1 abridor de amanhecer

1 prego que farfalha

1 encolhedor de rios - e

1 esticador de horizontes

(Bernardo consegue esticar o horizonte usando trés
fios de teias de aranha. A coisa fica bem esticada.)
Bernardo desregula a natureza:

Seu olho aumenta o poente.

(Pode um homem enriquecer a natureza com a sua incompletude?)
Manoel de Barros

Imaginemos que Bernardo seja um professor de matematica e ser quase arvore
permite a Bernardo entender que o siléncio de seus alunos diz muitas coisas, que pode
agasalha-los com paciéncia e bondade sob seus galhos e sabe que como passarinhos
virdo pousar em seu ombro. Bernardo com seu olhar atento e interessado renova as tardes
e inspira seus alunos. Guarda num velho bau seus instrumentos de trabalho: um abridor
de amanhecer que usa para colorir a imagina¢do dos alunos com suas aulas cheias de
atividades interessantes; um prego de farfalha que usa para propor jogos divertidos; um
encolhedor de rios que usa para mostrar que calculos podem divertir e um esticador de
horizontes que ganhou de presente de seus alunos, e guarda com muito carinho, e usa
todas as vezes que deseja ter uma nova ideia para suas aulas. Ele sabe usar o esticador
com muita eficiéncia. Bernardo desregulou a natureza quando decidiu inovar suas aulas e
comecgou a usar obras de arte para ensinar matematica para seus alunos. Com seu olhar

interdisciplinar, Bernardo aumenta o poente dos seus alunos, com sua incompletude e seu

4 Para saber mais sobre o movimento STEAM consulte https://scholarship.claremont.edu/steam/about.html
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modo inovador de ensinar enriquece a vida dos seus alunos e sua formacao académica.

Percebe-se que Bernardo é um professor diferente, gosta de sonhar, esta aberto
ao novo, ndo teme mudancas e esta sempre fora de sua zona de conforto. Bernardo
€ um professor “fora da caixa”. Fora da caixa das estruturas rigidas. Fora da caixa de
regras impostas. Bernardo gosta de inovar, porém, mais do isto, ele gosta mesmo & de
encantar seus alunos com novas ideias, atividades divertidas e brincadeiras, tudo porque
ama ensinar e aprender matematica. Bernardo quer ser um encantador de alunos.

Assim como o professor imaginario Bernardo existem muitos professores de
matematica que sdo encantadores de alunos e professores fora da caixa. E o que faz um
professor ser assim? A vontade de inovar, a abertura para novas ideias, métodos, técnicas
e temas e muita motivacdo. E preciso apenas querer sé-lo!

Para Nunes et al. (2015), ainovacgéo educacional € uma acéo pedagdgica estruturada
relativamente nova, que promove melhorias no processo de ensino-aprendizagem,
considerando os diferentes contextos escolares, os interesses e necessidades dos alunos.
Além disso, definem alguns critérios para mensurar esta inovagdo educacional entre eles
apontam a interdisciplinaridade.

A fragmentacdo do conhecimento e a importancia do didlogo entre os saberes
para melhor compreensao do mundo e do ser humano € uma discussao importante que ja
acontece ha varias décadas, principalmente nas instituicoes educacionais. Para Fazenda
(1994, p.31), 0 alimento que move um professor interdisciplinar tem um gosto especial entre
0 conhecer e 0 pesquisar. Ele alimenta-se do mundo e das ideias através do olhar atento,
da investigacéo curiosa, da leitura, do contato, do dialogo, da abertura, dos sentidos. Com
isso, transforma, inspira, da significado e nutre. Nao se adapta, transforma; ndo se contenta,
age; erra e aprende. Seus atributos principais s&o: envolvimento e compromisso. Neste
sentido, ser um professor interdisciplinar € aceitar o desafio de buscar novas paisagens,
novas rotas, novos horizontes. Deixar a velha bagagem e aceitar fazer a travessia, como

nos ensina o escritor Fernando Teixeira®

Ha um tempo em que € preciso abandonar as roupas usadas que ja tem a
forma do nosso corpo e esquecer 0s N0ssos caminhos que nos levam sempre
aos mesmos lugares. E o tempo da travessia. E se nao ousarmos fazé-la
teremos ficado para sempre a margem de nés mesmos.

Neste minicurso, para inspirar os participantes, apresentamos videos, indicamos
filmes, livros e sites. Também apresentamos projetos inovadores desenvolvidos por
professores da escola basica. E, por fim, propomos, exploramos e disponibilizamos
algumas atividades ludicas (jogos, nuvem de palavras, quebra-cabecas, receita criativa,
entre outras) inspiradas nas obras de artistas que usaram o Teorema de Pitagoras (e suas
variacdes) como expressao artistica em suas composicoes, entre eles destacamos os

artistas Mel Bochner (Bakner) e Crockett Johnson. Para isto, fizemos uma imerséo no

5 Fonte: https://www.pensador.com/frase/MjQyMzA/
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universo do artista Mel Bochner e da arte conceitual e do artista Crockett Johnson e da Op
arte. E uma imersdo matematica nos conceitos e propriedades elementares do Teorema de
Pitagoras (principalmente a representagéo visual da prova de Euclides) e algumas de suas
variacdes como a construcdo geométrica da espiral pitagérica.

3.2.2 Colocando a mao na massa

Como o minicurso foi ministrado na modalidade on-line sem os recursos de um
ambiente virtual de aprendizagem — AVA, a aprendizagem criativa dos participantes foi
estimulada através de um dialogo instigante e motivador e atividades criativas e ludicas.
Para isto, realizamos as seguintes acoes:

1° dia: Ap6s uma breve apresentagdo dos professores ministrantes, exibiremos o
video do matematico Eduardo Saez, professor na Universidade de La Rioja, na Espanha.
Eduardo Saez € um matematico inspirador que divulga a matematica através de palestras
e conferéncias. Possui um canal no youtube chamado Derivando, no qual ensina e explica
curiosidades sobre o0 mundo da matematica, com um total de mais de 40 milhdes de
visualizagdes e mais de 800.000 inscritos. Neste video, de forma criativa e ludica, Eduardo
explica porque a matematica é eterna. Em seguida, usando recursos de slides e videos,
realizamos imersdes nas propriedades do teorema de Pitagoras, nos universos dos artistas
Mel Bochner e Crockett Johnson destacando a interdisciplinaridade em obras que usam
o teorema de Pitdgoras como tematica. Foi solicitado que cada participante anotasse as
palavras-chaves durante as apresentagdes dos professores ministrantes. Foi solicitado que
cada participante produzisse de uma nuvem de palavras usando o aplicativo de celular
word cloud, que foram posteriormente postadas no WhatsApp do minicurso ou enviadas
por e-mail. Além disso, os roteiros de todas as atividades propostas foram disponibilizados
aos participantes através de infograficos que foram enviados por e-mail apés o término de
cada etapa.
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Figura 8: Nuvem de palavras

Fonte: autor participante do minicurso

Foi solicitado que cada participante fizesse a sua receita criativa em casa para
socializa-la no dia seguinte. Em seguida, os participantes foram desafiados a realizar as
seguintes atividades de autoria dos professores-ministrantes:

Atividade 1: Padrao matematico. A atividade é inspirada na obra Serie Pythagoras
de Mel Bochner. O objetivo da atividade é descobrir e criar padrées matematicos.

i) Observe, na figura abaixo, a sequéncia criada pelo artista Mel Bochner na obra
Série Pythagoras. Descubra o padréo usado pelo artista e proponha a préxima figura da
sequéncia:

) ¥
Pytharoras (3) Pytharoras (4)

d Eadt
Pytharoras (2)

Pytharoras (1)

Figura 9: Obras do artista Mel Brochner

Fonte: https://www.wikiart.org/

ii)Inspirados na obra Pythagoras (2) de Mel Bochner, crie um padréo e desenhe a
usa obra.
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Atividade 2: Jogo pitagorico. A atividade é inspirada na tematica do minicurso. Trata-
se de um jogo on-line de tabuleiro criado no site https://www.flippity.net/. Como é usual

neste tipo de jogo, em algumas partes o jogador irda avangar ou recuar. Vence o jogo aquele

que primeiro atingir as estrelas.

§ #
1323121112

Figura 10: Jogo pitagérico

Fonte: autores

No final de cada etapa, os participantes eram estimulados e escrever no chat do
minicurso dudvidas, comentarios, sugestdoes, pensamentos, etc. Os participantes foram
convidados a postarem, no grupo de WhatsApp do minicurso, uma imagem artistica-
matematica que represente o que cada um sentem pela Matematica.

2° dia: Iniciamos com o video produzido pela discente Marcélia Assis relatando

a sua experiéncia em Matematica e Arte (disponivel em https://www.youtube.com/

watch?v=UWE_ YkF7dj8) através dos encontros, atravessamentos e vivéncias com o artista

Anténio Peticov. Em seguida, fizemos uma breve exploracdo sobre sites com informacgées
inspiradoras (textos, entrevistas, palestras, etc.) sobre matematica na educac¢ao, como por
exemplo o site PORVIR. Depois, indicamos livros interessantes sobre a tematica e como
podem contribuir para uma formacdo mais inovadora, entre eles Vaz (2017) e Vaz e Rocha
(2018). Em seguida, apresentaremos dois eventos inovadores envolvendo a tematica:
Festival de Matemética e Arte da UFPA e Feira Maker na UFPA. Também fizemos uma
breve apresentacdo dos projetos selecionados pelo Desafio de Aprendizagem Criativa
Brasil 2020. Em seguida, os participantes foram desafiados a realizar a seguinte atividade
de autoria dos professores-ministrantes:

Atividade: Quebra-cabeca artistico-matematico. A inspiracéo da atividade € a obra
Proof of the Pythagorean Theorem (Euclid), do artista Crockett Johson (Figura 11). O objetivo
da atividade é integrar a arte e a matematica de forma ludica na confec¢do de um quebra-
cabeca (Figura 12) para o ensino e aprendizagem das etapas visuais da demonstragcéo do
teorema de Pitagoras com obra do artista. Os professores-ministrantes apresentaram o
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quebra-cabeca na forma de animacéo e disponibilizaram o roteiro da atividade.

Figura 11: Proof of the Pythagorean Theorem (Euclid)

Fonte: https://www.wikiart.org/

Figura 12: Quebra-cabeca artistico-matematico

Fontes: autores

Depois, respondemos as perguntas feitas pelo chat, os participantes socializaram
as receitas criativas e as nuvens de palavras e o minicurso foi finalizado com o feedback
dos participantes.
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41 CONFLUENCIAS, INCIDENCIAS, REMINISCENCIAS

O mapa

Ha tanta esquina esquisita,
Tanta nuanca de paredes,

Hé tanta moca bonita

Nas ruas que n&o andei

(E h&a uma rua encantada

Que nem em sonhos sonhei...)
Mério Quintana

Ha tantos caminhos novos, tanta nuanca pelos trajetos. H& tantas coisas bonitas
nos encontros que ndo ousei e ha uma porta encantada que ainda néo atravessei. Tudo
converge para um viver criativo como nos ensina Winnicott, Valeu a pena? Sim valeu,
e muito e continua valendo... Algo nos tocou, algo nos transformou nos encontros,
atravessamentos e vivéncias com a Cartematica e assim podemos ser os protagonistas da
nossa aprendizagem (re)criando saberes interdisciplinares inspirados por Freire, Larrosa
e Fazenda. Mas aprendemos que s6 a metodologia ndo basta, o processo é mais amplo
e mais profundo (e por isso mais encantador) e é preciso estar sempre aberto para o
novo, para o diferente, para o outro. E preciso encantar-se e encantar alguém. E preciso
sonhar e espalhar o sonho pelos cantos do mundo. E preciso ser e viver criativamente. A
Cartematica é um dos muitos caminhos, uma trajetéria possivel, um mapa mével sempre
em construcdo que oferece uma encantag@o. Cabe a cada um escolher o seu caminho e
deixar-se envolver durante o trajeto. Convidamos vocé a realizar a sua aventura criativa por
mares nunca antes navegados e pelos universos fascinantes de uma aprendizagem ativa
e criativa. Confluéncia de saberes que libertam, incidéncia de criatividade que transforma e
reminiscéncias de afetos para toda a vida
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CAPITULO 2
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RESUMO: A presente pesquisa aborda
sobre as dificuldades no aprendizado
das quatro operagbes matematicas dos
alunos do 6° ano do Ensino Fundamental
da Escola Estadual Padre Luis Ruas da
Cidade de Manaus — Amazonas — Brasil.
O objetivo geral foi compreender os fatores
que dificultam o aprendizado dos alunos
do sexto ano da Escola Estadual Padre
Luis Ruas. Propés identificar a situagéo
de aprendizagem que os alunos chegam
no Ensino Fundamental Il em relacdo ao

Data de aceite: 02/06/2023

conhecimento das operagbes basicas
de matemética, bem como entender os
fatores externos ao processo de ensino-
aprendizagem que corroboram para o baixo
rendimento dos alunos nos contetdos de
matematica e avaliar se a aplicacéo de jogos
nas atividades educativas pode melhorar
o aprendizado das operacdes basicas de
matematica. A perspectiva da investigacéo
realizada foi de natureza mista (qualitativa
e quantitativa) através da aplicagéo de teste
diagndstico, jogo e formulérios aos alunos,
bem como na realizagao de entrevistas com
aplicacdo de formulario aos responsaveis
pelos alunos e professor. Os resultados da
pesquisa demonstraram que apesar de ndo
serem 0s Unicos, os fatores emocionais sao
0s que mais influenciam nas dificuldades de
aprendizagem, além de provavelmente o
método de ensino do professor. A utilizagéo
do jogo demonstrou ser uma importante e
eficaz pratica pedagodgica para ensinar as
quatro operagbes da matematica de forma
a despertar o interesse e a motivacédo dos
alunos, além de possibilitar uma melhor
aprendizagem.

PALAVRAS-CHAVE: Dificuldades de
aprendizado. Ensino da Matematica. Quatro
operacgdes. Jogos.
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FUNDAMENTAL MATHEMATICS: DIFFICULTIES IN LEARNING THE FOUR
OPERATIONS WITH NATURAL NUMBER OF 6TH GRADE STUDENTS AT
PADRE LUIS RUAS STATE SCHOOL

ABSTRACT: The present research deals with the difficulties in learning the four mathematical
operations of the students of the 6th year of Elementary School of the State School Padre Luis
Ruas of the City of Manaus - Amazonas - Brazil. The general objective was to understand the
factors that hinder the learning of sixth year students at the Padre Luis Ruas State School.
It proposed to identify the learning situation that students reach in Elementary School Il in
relation to the knowledge of basic mathematics operations, as well as to understand the factors
external to the teaching-learning process that corroborate the low performance of students
in mathematics contents and to evaluate whether the application of games in educational
activities can improve the learning of basic mathematical operations. The perspective of the
investigation carried out was of a mixed nature (qualitative and quantitative) through the
application of a diagnostic test, game and forms to the students, as well as the performance
of interviews with the application of a form to those responsible for the students and the
teacher. The research results showed that, despite not being the only ones, emotional factors
are the ones that most influence learning difficulties, in addition to probably the teacher’s
teaching method. The use of the game proved to be an important and effective pedagogical
practice to teach the four mathematical operations in order to arouse the students’interest and
motivation, in addition to enabling better learning.

KEYWORDS: Learning difficulties. Mathematics Teaching. Four operations. Games.

11 INTRODUGAO

A matematica € uma ciéncia exata de muita tradicéo, a qual se expressa através de
simbolos. No contexto educacional brasileiro integra o ensino fundamental como disciplina
curricular obrigatéria.

O nivel de dificuldade dos alunos da educagdo basica na matematica varia
bastante, desde o aspecto interpretativo da questéo solicitada, até nos aspectos logicos e
operacionais, porém a dificuldade mais comum esta na area das operagbes basicas que
envolvem os nimeros naturais.

A inquietacdo que motivou a realizagdo da pesquisa surgiu a partir de diversos
fatores relacionados ao processo de ensino-aprendizagem e da atuacdo do professor
frente as turmas das séries finais do Ensino Fundamental, especificamente o 6° ano da
Escola Estadual Padre Luis Ruas. Observou-se que os alunos apresentam dificuldades na
aprendizagem das quatro opera¢des de matematica, tais como entender todas as etapas
ocorridas durante o processo de resolugdes.

Este estudo teve como objetivo geral compreender os fatores que dificultam o
aprendizado dos alunos do sexto ano da Escola Estadual Padre Luis Ruas nas quatro
operagdes de matematica.

Para alcancar os resultados esperados, a pesquisa teve como objetivos especificos,
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a identificagao da situagéo de aprendizagem que os alunos chegam ao Ensino Fundamental
Il, bem como também se propbs a entender os fatores externos ao processo de ensino
aprendizagem que corroboram para o baixo rendimento dos alunos nos contetdos de
matematica, e buscou avaliar se a aplicacdo de jogos nas atividades educativas pode
oferecer melhorias ao aproveitamento escolar na disciplina investigada.

Desta forma, fez uso das pesquisas bibliografica, documental e de campo com
a coleta de dados qualitativos e quantitativos através de entrevistas com aplicacdo de
formularios com os responsaveis dos alunos do 6° ano da Escola Estadual Padre Luis
Ruas do turno matutino, além de aplicacdo de teste diagnoéstico e jogo com o contetdo
das quatro operagbes basicas para os alunos participantes e aplicagéo de formulario a um
professor.

21 O ENSINO DA MATEMATICA NA CONTEMPORANEIDADE

A Matematica é uma das disciplinas que apresentam indices de maior reprovacéo
e menor rendimento dos alunos, isto ocorre em grande parte devido ao sistema de ensino
tradicional que se baseia na memorizacgéo, repeticdo, mecanizacao e aplicagdo de regras
e técnicas que sdo esquecidas rapidamente.

No processo ensino-aprendizagem alunos e professores deparam-se com varias
dificuldades. O aluno muitas vezes ndo consegue entender os conteidos matematicos que
Ihe sdo ensinados na escola, o0 que acaba muitas vezes desencadeando a sua reprovacao
na disciplina ou até mesmo a aprovacgéo, porém mesmo assim apresenta dificuldades em
relacionar e aplicar tais conhecimentos na vida cotidiana, contribuindo muitas vezes para
o sentimento de aversdo a matematica. Ja o professor sente-se muitas vezes fracassado
pelos resultados e desempenhos néo satisfatorios dos alunos. Segundo D’ Ambrésio (1989,
p. 15):

Sabe-se que a tipica aula de matematica a nivel de primeiro, segundo ou
terceiro grau ainda é uma aula expositiva, em que o professor passa para o
quadro negro aquilo que ele julga importante. O aluno, por sua vez, copia da
lousa para o seu caderno e em seguida procura fazer exercicios de aplicagao,
que nada mais s&o do que uma repeticdo na aplicacdo de um modelo de
solucao apresentado pelo professor. Essa pratica revela a concepcao de
que é possivel aprender matematica através de um processo de transmissao
de conhecimento. Mais ainda, de que a resolucédo de problemas reduz-se a
procedimentos determinados pelo professor.

Tal modelo de ensino é considerado como ultrapassado e desvinculado das situagdes
do dia a dia. Sabe-se que a Matematica predomina sobre outras disciplinas e areas de
conhecimento devido ao seu carater Util na solugéo de problemas cientificos, tecnologicos
e cotidianos, além de auxiliar no desenvolvimento cognitivo dos individuos e da importancia
no ambito profissional, ou seja, no mercado de trabalho.

Esse modelo de ensino nédo possibilita uma aprendizagem significativa, pois nao
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contribui para o desenvolvimento do raciocinio l6gico do aluno, ndo permite que tire suas
préprias conclusbes, que solucione um problema apresentado e perceber e relacionar tal
contetido ao seu cotidiano. Na resolugcdo dos problemas matematicos em sala de aula,
muitos alunos ndo conseguem identificar qual a operagéo a ser utilizada, como também
entender o contexto, visualiza-lo e aplica-lo no dia a dia. De acordo com D’ Ambrésio (1989,
p.15):
O aluno, acreditando e supervalorizando o poder da matematica formal perde
qualquer autoconfianga em sua intuicdo matematica, perdendo, dia a dia, seu
“bom-senso” matematico. Além de acreditarem que a solugao de um problema
encontrada matematicamente n&o estara, necessariamente, relacionada com
a solucdo do mesmo problema numa situac&o real. E bastante comum o aluno
desistir de solucionar um problema matematico, afirmando nao ter aprendido
como resolver aquele tipo de questdo ainda, quando ela ndo consegue
reconhecer qual o algoritmo ou processo de solugéo apropriado para aquele

problema. Falta aos alunos uma flexibilidade de solucéo e a coragem de
tentar soluc¢des alternativas, diferentes das propostas pelos professores.

Neste sentido torna-se necessaria que a dindmica das aulas ndo siga o modelo
de ensino tradicional que comentamos anteriormente, o professor apresenta-se entédo
como um dos protagonistas desse processo de mudanca no ensino da mateméatica. Para
que ocorra uma mudanga e abandono do ensino tradicional da Matematica no ambiente
escolar, torna-se necessario a utilizacdo de novas abordagens no processo de ensino-
aprendizagem.

31 O USO DE JOGOS NO AMBIENTE ESCOLAR

Sabe-se que os jogos ainda na atualidade s&o vistos como meros instrumentos
de entretenimento. Porém, muitos estudos e pesquisas demonstraram e continuam
demonstrando resultados satisfatorios acerca da importancia e eficacia da utilizacdo dos
jogos como recurso didatico no processo de aprendizagem.

A acao de brincar ndo apresenta apenas um carater de divertimento/lazer, também
contribui para o desenvolvimento da crianga, tendo um papel fundamental. Segundo Macedo
(2005), o ato de brincar possui seriedade, pois exige atencdo e concentracédo, envolve
varios aspectos que se inter-relacionam e implica um foco para motivar a brincadeira.
Desse modo,

O jogar € um dos sucedaneos mais importantes do brincar. O jogar € o brincar
em um contexto de regras e com um objetivo predefinido. O brincar &€ um jogar
com ideias, sentimentos, pessoas, situacdes e objetos em que as regulacoes
e 0s objetivos ndo estdo necessariamente predeterminados. No jogo, ganha-
se ou perde-se. Nas brincadeiras, diverte-se, passa-se um tempo, faz-se de

conta. [...] O jogo é uma brincadeira que evoluiu. A brincadeira é o que sera
do jogo, é sua antecipagao, é sua condigdo primordial (MACEDO, 2005. p.
14).

Osjogos possibilitam que as aulas de matematica se tornem mais dindmicas e ludicas,
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além de contribuir para o desenvolvimento das habilidades de resolugéo de problemas,
andlise, reflexdo, criticidade, raciocinio légico e participacdo dos alunos, permitindo o
protagonismo destes nesse processo e a percepgado de que sdo seres atuantes que podem
contribuir para a transformacao da realidade.

Para Codinhoto (2017, p. 59),

A matematica tem sido vista, muitas vezes de forma rapida, como uma
disciplina de dificil aproximagéo para o aluno. Em especial, quando tratamos
da educacédo basica, um meio que pode colaborar na desmontagem dessa
vis&o distorcida sobre a matematica é aplicagdo de jogos como atividades
de ensino. O carater ludico dessas atividades, além de remover o aspecto
desagradavel dos exercicios matematicos, desenvolve nos educandos
habilidades de cooperacao, prazer pela descoberta e a autonomia na
construcao do conhecimento.

Os jogos dao mais sentido as tarefas, contetdos e atividades, aprende-se com mais
prazer, promove reflexdo sobre as estratégias e agdes utilizadas, o aluno é o protagonista
e ao professor cabe o papel de mediador, observando e orientando, tirando duvidas e
questionando as ac¢des do aluno no desenvolvimento da atividade. O jogo possibilita que
o aluno construa novas descobertas e conhecimentos, o desenvolvimento de habilidades,
capacidades e de sua personalidade, enriquecendo o seu repertorio.

41 FATORES QUE INFLUENCIAM NA APRENDIZAGEM

As dificuldades de aprendizagem da Matematica podem sofrer influéncia dos fatores
cognitivos, socioeconémicos, emocionais, das abordagens metodolégicas do professor
entre outros. Segundo Bessa (2007, p. 4), as dificuldades podem estar relacionadas:

Ao professor (metodologias e praticas pedagdgicas), ao aluno (desinteresse
pela disciplina), a escola (por ndo apresentar projetos que estimulem o
aprendizado do aluno ou porque as condigcoes fisicas séo insuficientes) ou a
familia (por nao dar suporte e/ou n&o ter condi¢des de ajudar o aluno).
Neste estudo focaremos nos fatores cognitivos, socioecondmicos, metodolégicos e

emocionais.

+  Fatores Cognitivos

Os fatores cognitivos referem-se ao processo de aquisicdo de conhecimento que
envolve aspectos tais como a linguagem, o pensamento, a meméria, o0 raciocinio, dentre
outros. As dificuldades no processo de aprendizagem podem ter relagdo com fatores
cognitivos, como por exemplo, transtornos de aprendizagem - Transtorno do Déficit de
Atencao com ou sem Hiperatividade (TDA/TDAH), dislexia, discalculia dentre outros.

+  Fatores Socioecondomicos

Vivemos em uma sociedade em que impera o modo de produgao capitalista, um

sistema desigual que gera mazelas sociais. Dentre essas mazelas esta situada a pobreza.
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Essa e outras mazelas constituem os fatores socioeconémicos que interferem no processo
de aprendizagem dos alunos.

A pobreza na maioria das vezes é relacionada com a fome e a miséria. No entanto
ndo pode ser considerada como mera insuficiéncia de renda, pois é um fendmeno
multidimensional e complexo. De acordo com Silva (2013, p. 36):

Além do problema de deficiéncia de renda, ao conceito de pobreza
agregam-se problemas de saude, educacdo, moradia, desemprego e grande
dificuldade de fazer valer direitos no meio profissional e extraprofissional.

Pode-se considerar entdo que pobreza x aprendizagem s&o fatores que estédo
interligados. Nas classes subalternas a baixa renda familiar pode acarretar uma alimentacéao
inadequada ou até mesmo a auséncia de alimentagcdo, bem como uma moradia com
estrutura precaria para descanso e estudo.

+ Fatores metodolégicos

O professor tem papel fundamental no processo de aprendizagem dos alunos,
sendo o responsavel por transmitir os conteudos e incentivar seus alunos no estudo da
Matematica. As metodologias e recursos utilizados pelo professor também influenciam
na aprendizagem dos alunos, exigindo estratégias que auxiliem na motivacéo dos alunos
tornando mais préatico o caminho da aprendizagem da matematica.

. Fatores emocionais

O medo/aversao da Matematica € conceituado por Papert (1988) como Matofobia.
Pode ser um dos fatores que estéo relacionados com as dificuldades de aprendizagem da
disciplina. Para muitos alunos, a matematica apresenta-se como a grande vila, a disciplina
mais temida dentre todas. Tal situacao pode se manifestar inicialmente no contexto familiar
e comunitario do aluno, onde amigos e familiares podem expressar sentimentos de medo e
aversdo a Matematica, transferindo tais sentimentos para o aluno que os intensifica na vida
escolar. Segundo Papert (1988, p. 21):

A Matofobia, endémica a cultura contemporanea, impede muitas pessoas
de aprenderem qualquer coisa que reconhegcam como Matematica, embora
elas ndo tenham dificuldade com o conhecimento matematico quando néo o
percebem como tal.

Tal medo/aversao da Mateméatica pode acompanhar a crian¢a ou adolescente em
outras fases de sua vida. Nao é dificil encontrar adultos, idososque permanecem com
aversao a Matematica, evitando qualquer contato possivel com esse componente curricular.

51 PERCURSOS METODOLOGICOS DA PESQUISA

Neste estudo optou-se por uma investigacdo mista (qualitativa e quantitativa). O
levantamento dos dados foi realizado por meio das pesquisas documental, bibliogréafica e
de campo.
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A pesquisa de campo do tipo exploratério foi realizada na Escola Estadual Padre
Luis Ruas, localizada na Rua Bom Jesus, S/N - Zumbi dos Palmares, Manaus-Amazonas-
Brasil com a aplicagéo do teste diagnostico para os alunos, bem como na residéncia dos
alunos participantes da pesquisa com entrevistas realizadas com o0s responsaveis e a
aplicacao do jogo e do teste diagnostico com os alunos, aléem da aplicacéo de formulario a
um professor de matematica da escola.

Quanto ao publico alvo desta pesquisa, temos a populagéo do 6°ano com 86 alunos
distribuidos em 3 turmas pelo horario matutino. A amostra desta pesquisa foi composta por
10% desta populacdo especifica, a qual corresponde aproximadamente a 8 alunos que
estavam matriculados e cursando o 6° ano do turno matutino

61 RESULTADOS DA PESQUISA

6.1 Teste diagnéstico

A aplicagao do primeiro teste diagnéstico aos alunos, constituido de 17 operacoes,
sendo 5 de adicdo, 5 de subtracdo, 4 de multiplicacéo e 3 de divisdo, aconteceu no dia 25
de novembro de 2020 na Escola Estadual Padre Luis Ruas, respeitando todos os protocolos
sanitarios exigidos devido a pandemia de covid-19.

A aplicacédo do segundo teste diagnéstico foi na residéncia dos alunos seguindo
todos os protocolos sanitarios exigidos devido a pandemia de covid-19. A seguir estéo
dispostos na tabela a quantidade de acertos das questdes das quatro operacgdes.

Quantidade de alunos Quantidade de acertos

06 05 de adicéao

01 03 de adicao

01 01 de adicao
06 05 de subtracao
01 083 de subtracéo
01 01 de subtracéo
01 083 de multiplicacao
03 02 de multiplicacao
01 01 de multiplicagcao
03 0 de multiplicagao
03 01 de diviséo
05 0 de diviséo

Tabela 01 — Resultados do Teste diagnéstico

FONTE: SANTOS. Josélia Maria Pereira dos (2020).
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O nervosismo na realizagao dos testes foi um fator bastante presente nos alunos
participantes da pesquisa. Emog¢des como medo, timidez e nervosismo se manifestam na
maioria das criancas, sendo mais intensas em algumas delas. Tirar uma nota baixa para
o aluno significa fracassar, 0 mesmo tem medo da reacao dos pais que em alguns casos
castigam os filhos quando ndo apresentam um bom desempenho escolar.

6.2 Formularios destinados aos alunos

Das 12 perguntas que constituem o formulario, destacamos 3 que serdo expostas
a sequir.

Sobre aprender as quatro operagdes, a maioria (50%) dos alunos (as) consideram
as quatro operagbes matematicas dificeis. Tal visdo pode ser atribuida pela dificuldade
em entender o conteldo, ou falta de interesse e motivacdo em estudar mais a tabuada
e sobre as quatro operagdes, ou métodos de ensino defasados e desinteressantes. Vale
destacar que 12,5% respondeu nao gostar de matematica e também 12,5% respondeu
ndo conseguir entender, tais respostas também podem estar relacionadas com os fatores
mencionados.

Em relacé@o a operagcdo com mais dificuldade para resolver, a maioria (37,5%) dos
alunos apresentam dificuldade na operagéo de divisdo, seguida da opc¢éo todas (25%) e da
multiplicacé@o (25%).

A grande maioria dos alunos enfrentam dificuldades para contextualizar e interpretar
a matematica e os enunciados dos problemas, o que aliado a falta de entendimento e
compreensao da tabuada, refletem-se em dificuldades para efetuar as operacdes de
multiplicacéo e divisdo.

Acerca da contribuicdo dos jogos ludicos para a aprendizagem, no caso desse
estudo o jogo intitulado “ASMD — Adi¢édo, Subtragdo, Multiplicagéo e Divisao”, 50% dos
alunos responderam que 0s jogos ajudaram e facilitaram na realizagéo das atividades sobre
as quatro operagdes matematicas e os outros 50% responderam que os jogos ajudaram e
que ficou mais divertido. Sabe-se que estudar e aprender a tabuada exige de certa forma
uma acao mecénica e consequentemente desgastante.

A medida que as dificuldades na aprendizagem da tabuada e das quatro operagdes
matematicas se apresentam, exige-se a intervenc¢do pedagogica do professor em buscar
novas estratégias de ensino para minimizar tais dificuldades. E neste momento que a
utilizacdo do jogo se torna um recurso pedagodgico atrativo e desafiador para os alunos
e possibilitador de um processo de ensino-aprendizagem mais efetivo e eficaz. Conforme
Starepravo (2009, p. 19):

Os jogos exercem um papel importante na construgcdo de conceitos
matematicos por se constituirem em desafios aos alunos. Por colocar as
criangas constantemente diante de situagdes-problema, os jogos favorecem
as (re)elaboragbes pessoais a partir de seus conhecimentos prévios. Na
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solucdo dos problemas apresentados pelos jogos, os alunos levantam
hipoteses, testam sua validade, modificam seus esquemas de conhecimento
e avangam cognitivamente.

Aprender de forma ludica estimula o aluno a prestar mais atencao a realidade e as
situacbes que vivencia em seu cotidiano, permite perceber que o aprendizado pode ser
prazeroso, instigante e desafiador, além de estimular seu interesse, imaginacao, curiosidade,
concentracéo, memorizacdo, aprender a trabalhar em equipe e ter responsabilidade entre
outras habilidades essenciais para seu processo de formacéo.

Acerca do que sentem quando estudam as quatro operacdes, 25% dos alunos
afirmaram que mudam de humor rapidamente, 25% ficam muito agitados, 25% s&o muito
timidos e calados, 12,5% sentem uma tristeza profunda e 12,5% consideram que ndo tem
problema emocional.

Os dados obtidos nesta pesquisa demonstram que as dificuldades de aprendizagem
da tabuada e das quatro operagbes apresentadas pelos alunos participantes da pesquisa
estdo relacionadas aos fatores emocionais. As emogdes exercem influéncia em todos os
aspectos da vida, ndo é diferente na aprendizagem. Para aprender algo, € necessario que
corpo e mente estejam em harmonia para que todas as capacidades e habilidades sejam
exercitadas.

6.3 Aplicacao do jogo “ASMD — Adicao, Subtracao, Multiplicacéo e Divisao”
O jogo “ASMD- Adicao, Subtragédo, Multiplicacdo e Divisédo” tem como objetivo
estimular que o aluno seja capaz de identificar e diferenciar as quatro operagdes matematicas
através dos sinais e resolvé-las por meio do calculo mental. Foi confeccionado pela propria
pesquisadora. O resultado final ficou da seguinte maneira conforme a Figura 01 abaixo:

Figura 01 — Tabuleiro do jogo “ASMD”
FONTE: SANTOS. Joselia Maria Pereira dos (2020)
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Através das observacoes realizadas durante a aplicagdo do jogo, péde-se notar que
todos os alunos demonstraram entusiasmo com o jogo, apesar de alguns ndo conseguirem
um bom desempenho comparados aos outros. Todos confidenciaram também que gostaram
mais de fazer o jogo do que responder o teste diagndstico, que ficou mais facil e divertido
estudar matematica.

O jogo também despertou nos alunos a necessidade de se dedicarem mais ao
estudo da tabuada e das quatro operagdes, servindo como um mecanismo de interesse e
motivacdo. Desta forma,

[...] a introdugdo de jogos nas aulas de mateméatica é a possibilidade de
diminuir bloqueios apresentados por muitos de nossos alunos que temem a
matematica e sentem-se incapacitados para aprendé-la. Dentro da situagéo
de jogo, onde é impossivel uma atitude passiva e a motivagcdo é grande,
notamos que, a0 mesmo tempo em que estes alunos falam matematica,
apresentam também um melhor desempenho e atitudes mais positivas frente
a seus processos de aprendizagem (BORIN apud STAREPRAVO, 2009, p.
11).

O jogo matematico tem a finalidade de oportunizar uma aprendizagem significativa,
propondo desafios aos alunos e respeitando os principios da matematica. O ensino da
matematica necessita de estratégias que tornem seus conteudos mais significativos, que
relacionem a teoria com a pratica e possibilitem sua identificacao nas situagdes cotidianas
vivenciadas pelos sujeitos. Assim, 0s jogos apresentam-se como importantes e eficazes

instrumentos do processo de ensino-aprendizagem da matematica.

6.4 Entrevistas com aplicacao de formularios aos responsaveis

Das 12 perguntas que constituem o formulario destinado aos responsaveis pelos
alunos participantes da pesquisa, destacamos 2 para expor nessa sintese do estudo.

Sobre as dificuldades para realizar as tarefas escolares, grande parte (75%) dos
responsaveis atribuiram a “falta de interesse” o motivo pelas dificuldades dos alunos em
realizar as tarefas escolares, seguindo de “estar ocupado com outra atividade” (12,5%) e
de “precisar ajudar no trabalho da familia” (12,5%).

O desinteresse é considerado na maioria das situacdes de dificuldades de
aprendizagem, o fator principal para a ocorréncia de tal situagédo. De fato, em alguns casos
€ nitido o sentimento de desinteresse dos alunos por qualquer atividade escolar, que
frequentam as aulas porque sdo obrigados pelos pais, mas néo participam das atividades
desenvolvidas em sala de aula.

A falta de interesse do aluno pode ter sua origem em diversas causas, tais como:
relacéo entre professor e aluno; metodologias dos professores; reprovagéo, problemas
familiares; ndo gostar da disciplina entre outras.

Em relagédo a existéncia de algum problema emocional no aluno que dificulte os
estudos, 50% dos responsaveis afirmaram que seus filhos ndo apresentam problema
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emocional, 25% que o filho € muito agitado e outros 25% que o filho (a) é muito timido,
calado.

6.5 Formulario destinado ao professor

Foi selecionado um professor de matematica para a aplicagdo de um formulario
composto por 10 perguntas abertas e fechadas, porém neste artigo destacaremos as
mais importantes. Para proteger a identidade do professor, iremos nos referir a ele como
“Professor X”.

Questionado sobre “Em ordem crescente, das quatro operacées qual o (a) aluno
(a) tem mais dificuldade para fazer?” o “Professor X” apontou que as maiores dificuldades
estéo relacionadas a operacao de divisdo. Tal resposta vai de encontro aos dados obtidos
através dos resultados das aplicagdes dos testes diagnostico, jogo “ASMD” e formularios
destinados aos alunos.

Em relagéo a pergunta “O professor acha que os jogos ludicos ajudam na realizagao
das atividades das quatro operagdes?” o “Professor X” afirmou que sim e ficou mais divertido
para todos. Tal afirmacgéo esta em consonancia com as respostas dos alunos participantes
da pesquisa que expressaram nos formularios destinados a eles.

Para a pergunta “Em sua opinido, quais sdo os fatores que dificultam o aprendizado
dos alunos do sexto ano da Escola Estadual Padre Luis Ruas nas quatro operagées de
matematica?” o “Professor X” afirmou ser a falta de interesse o fator que mais dificulta o
aprendizado dos alunos do 6° ano do Ensino Fundamental. Como ja visto anteriormente, os
responsaveis pelos alunos também apontaram o mesmo fator. “E significativo apontar que
tanto os professores como os pais € 0s alunos consideram que a causa mais importante do
fracasso escolar dos alunos é a falta de interesse” (MARCHESI e PEREZ, 2004, p. 28-29).

71 CONSIDERAGOES FINAIS

Através das observacdes feitas durante a aplicacdo dos testes diagnosticos foi
possivel constatar que todos os alunos participantes da pesquisa apresentaram dificuldades
na resolugcdo das operagdes, principalmente nas de multiplicacdo e divisdo. A falta de
conhecimento e/ou pouco dominio da tabuada foi o que mais dificultou a resolugéo das
operacgdes, o que foi confirmado pelos proprios alunos que reconheceram que precisavam
estudar mais a tabuada e até mesmo decora-la. Os alunos demonstram-se bastante
nervosos, agitados, timidos e com medo com a aplicacdo dos testes.

Na aplicacdo do jogo os alunos demonstraram um grande entusiasmo em sua
realizagdo, mesmo alguns nao conseguindo resolver algumas das operagdes. Confessaram
que gostaram mais do jogo do qué do teste diagnostico e que se em todas as aulas tivesse o
jogo, seria mais facil e divertido aprender matematica, principalmente as quatro operagdes
e atabuada. Pode-se considerar que o jogo despertou sentimentos de desafio, entusiasmo,

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 2

39



motivagéo e interesse nos alunos.

No que se refere a perspectiva dos responsaveis, a maioria afirmou que os filhos ndo
possuem problema emocional, diferente do que os alunos responderam acerca de como
se sentem quando estudam as quatro operacgdes. Isto pode ser explicado pela falta de
conhecimento dos pais do que se considera um problema emocional, por ndo perceberem
tais sentimentos nos filhos ou por ndo considerarem tais sentimentos como um problema.

Sobre a utilizagdo do jogo como estratégia de ensino das quatro operagdes, para
o professor o método contribuiu para a realizagéo das atividades das quatro operacgbes
e ficou mais divertido para todos os alunos. E possivel considerar que o ensino ludico
proporcionado pelo jogo criou um ambiente divertido e agradavel para os alunos,
despertando seu interesse, entusiasmo, motivacéo, imaginacéo, criatividade ao mesmo
tempo possibilitando o seu desenvolvimento integral.

Como recurso didatico, o jogo oportunizou a unido entre teoria e pratica, permitindo
o aluno a perceber e compreender essa relagdo. Consideramos que as dificuldades de
aprendizagem da matematica podem ser minimizadas ou solucionadas com o uso dos
jogos e aliada a outras estratégias de enfrentamento que forem exigidas.

REFERENCIAS

BESSA, Karina Petri. Dificuldades de aprendizagem em matematica na percepcao de professores
e alunos do ensino fundamental. Universidade Catdlica de Brasilia, 2007. Disponivel em: <http:/
www.ucb.br/sites/100/103/TCC/22007/KarinaPetriBessa.pdf>. Acesso em: 01 jun. 2020.

CODINHOTO, Lafayette Cesar. Os jogos como instrumento na metodologia de ensino de
matematica na Educacao Basica. In: CASTEJON, Marangela; ROSA, Rosemar (Orgs). Olhares sobre
0 ensino da matematica: Educacgéo Basica. Uberaba — MG: IFTM, 2017.

D’AMBROSIO, Beatriz Silva. Como ensinar mateméatica hoje? Temas e Debates. SBEM. Ano Il. N2.
Brasilia. 1989. P. 15-19.

MACEDO, Lino. Os jogos e o ludico na aprendizagem escolar. Porto Alegre: Artmed, 2005.

MARCHESI, Alvaro; PEREZ, Eva Maria. A Compreensao do Fracasso Escolar. /n: MARCHESI,
Alvaro; GIL, Carlos Hernandez (Org.). Fracasso escolar: uma perspectiva multicultural. Porto Alegre:
Artmed, 2004. p. 17 - 33.

PAPERT, Seymour. Logo: Computadores e Educacéo. Trad. José Armando Valente e Colab. Séo
Paulo: Brasiliense S.A, 1988.

SILVA, Maria Ozanira da Silva e. Pobreza e suas diferentes expressoes. In: SILVA, Maria Ozanira e
(Org). Pobreza e politicas publicas de enfrentamento a pobreza. Sao Luis: EDUFMA, 2013.

STAREPRAVO, Ana R. Jogando com a matematica: nimeros e operacdes. Curitiba, PR: Aymara,
2009.

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 2

40


http://www.ucb.br/sites/100/103/TCC/22007/KarinaPetriBessa.pdf
http://www.ucb.br/sites/100/103/TCC/22007/KarinaPetriBessa.pdf

CAPITULO 3

RELATO DE EXPERIENCIA: O USO DO SOFTWARE
GEOGEBRA COMO RECURSO DIDATICO PARA
O ENSINO DA FUNCAO EXPONENCIAL E
LOGARITMICA

Data de submissédo: 14/04/2023

Ticiana de Sousa Lima

Instituto Federal de Educacéao, Ciéncia e
Tecnologia do Maranhao

Barra do Corda - Maranh&o
http://lattes.cnpq.br/3823250343048021

Maria Juliana Gées Coelho da Cruz
Instituto Federal de Educacéao, Ciéncia e
Tecnologia do Maranh&o

Barra do Corda - Maranhéo
http://lattes.cnpq.br/4340346570856481

Milton Soares da Silva Junior

Instituto Federal de Educacéao, Ciéncia e
Tecnologia do Maranhé&o

Barra do Corda - Maranhéao
http://lattes.cnpq.br/7053088270916161

Eluardo Saulo Ferreira Silva

Instituto Federal de Educacéao, Ciéncia e
Tecnologia do Maranhao

Barra do Corda — Maranhao
http://lattes.cnpq.br/9274682321192617

RESUMO: Com o crescente uso de
tecnologias da informacdo e comunicagao
no contexto educacional, a matematica
ainda é uma disciplina desafiadora para
muitos alunos, seja por sua abstracdo ou
pela falta de metodologias que envolvam

Data de aceite: 02/06/2023

contextos matematicos do cotidiano dos
estudantes. Diante dessa problematica,
este estudo propés o uso do software
GeoGebra como ferramenta para auxiliar
0 desenvolvimento do processo de ensino-
aprendizagem de fungbes exponenciais
e logaritmicas. A pesquisa foi conduzida
com a turma do primeiro ano do curso
Técnico em Edificagdes do Instituto Federal
de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do
Maranhdo - Campus Barra do Corda, no
segundo semestre de 2022. Esse estudo foi
dividido em cinco momentos: trés momentos
tedrico na sala de aula e dois momentos
praticos no laboratorio de informatica. Foram
aplicadas atividades de construgédo, analise
e compreensao do comportamento dessas
fungbes com o uso software GeoGebra.
Concluiu-se que as  possibilidades
oferecidas pelo GeoGebra podem trazer
contribuicdes significativas para o ensino
desses conteudos, proporcionando um
estudo contextualizado e reflexivo, além de
ser um recurso didatico que pode atender
as necessidades individuais de cada
estudante, contribuindo para uma formacgéo
mais completa e atualizada.
PALAVRAS-CHAVE: Ensino de Fungdes,
GeoGebra, Ensino de Matematica.
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EXPERIENCE REPORT: THE USE OF GEOGEBRA SOFTWARE AS A DIDACTIC
RESOURCE FOR TEACHING EXPONENTIAL AND LOGARITHMIC FUNCTION

ABSTRACT: With the increasing use of information and communication technologies in the
educational context, mathematics is still a challenging discipline for many students, either
because of its abstraction or because of the lack of methodologies that involve mathematical
contexts of students daily lives. Given this problem, this study proposed the use of GeoGebra
software as a tool to assist the development of the teaching-learning process of exponential
and logarithmic functions. The research was conducted with the class of the first year of the
Technical Course in Buildings of the Federal Institute of Education, Science and Technology of
Maranh&o-Campus Barra do Corda, in the second semester of 2022. This study was divided
into five moments: three theoretical moments in the classroom and two practical moments
in the computer lab. Construction activities, analysis and understanding of the behavior
of these functions were applied with the use of GeoGebra software. It was concluded that
the possibilities offered by GeoGebra can bring significant contributions to the teaching of
these contents, providing a contextualized and reflective study, in addition to being a didactic
resource that can meet the individual needs of each student, contributing to a more complete
and updated formation.

KEYWORDS: Teaching of Functions, GeoGebra, Teaching of Mathematics.

11 INTRODUGAO

Afungéo exponencial e logaritmica é uma das mais importantes funcées matematicas
presentes em diversos campos do conhecimento, desde a fisica até a biologia. O
conhecimento dessas fungdes € essencial para a compreensao de fenébmenos naturais
e tecnologicos, bem como para o desenvolvimento de tecnologias que transformam a
sociedade.

No campo da fisica, a fungdo exponencial e logaritmica é utilizada para demonstrar
a degradacédo de materiais radioativos, o crescimento animal e vegetal, bem como para
analisar processos termodinamicos complexos. Ja na biologia é usada para descrever
0 crescimento de bactérias, células e tecidos, bem como para analisar processos
metabolicos e fisioloégicos (PRADO, 2023). Ademais, a fung@o exponencial e logaritmica é
frequentemente usada nas areas de finangas, marketing e outras campos de negécios. Na
economia, a fungéo é utilizada para modelar o crescimento da populagéo e a taxa de juros.

Em vista disso, é importante que os alunos tenham uma compreensao sélida das
fungbes exponenciais e logaritmicas. Aprender essas fungdes ajuda os alunos a entender
melhor o mundo ao seu redor e prepara-los para carreiras em areas como ciéncias,
tecnologia, engenharia e matematica (GOMES, 2016). E aplicar o conhecimento de
diversas formas, desde a introdug¢éo dos conceitos basicos até a resolugéo de problemas
complexos.

O uso de tecnologias educacionais como o GeoGebra pode auxiliar no processo
de ensino de fungdes exponenciais e logaritmicas, tornando-os mais visual e interativo,
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permitindo que os alunos experimentem e explorem as fungdes em um ambiente de
aprendizagem seguro e dinamico (PEREIRA e MOREIRA NETO, 2023).

Portando, essa proposta vem apresentar um relato de experiéncia do uso do
software GeoGebra como recurso didatico-pedagdgico no ensino da funcdo exponencial e

logaritmica com os alunos do 1° ano do ensino médio técnico.

21 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

As atividades descritas neste trabalho foram realizadas com os alunos do 1° ano
do curso Técnico em Edificacdes do Instituto Federal de Educacgéo, Ciéncia e Tecnologia
do Maranhao (IFMA), Campus Barra do Corda, durante o segundo semestre de 2022.
Foram projetadas e aplicadas atividades tedricas e praticas sobre o estudo de fungdes
exponenciais e logaritmicas, incluindo suas representagdes graficas com o uso do software
GeoGebra, na sala de aula e no laboratério de informatica. O projeto de ensino teve como
objetivo articular os conhecimentos adquiridos durante as aulas teéricas com a pratica,
garantindo uma aprendizagem significativa dos alunos.

As atividades ocorreram no periodo de setembro a dezembro de 2022 e foram
divididas didaticamente em cinco momentos: trés momentos de aulas teoricas na sala de
aula e dois momentos com aulas praticas no laboratério de informatica. Os trés momentos de
aulas tedricas foram divididos em: planejamento, apresentacao e discussdo dos conceitos
de funcdes exponenciais e logaritmicas; aulas teoricas, cada uma de duas horas/aula, na
sala de aula onde foram discutidos os aspectos tedricos sobre o estudo dos graficos das
funcdes exponenciais e logaritmicas. As aulas teéricas foram intercaladas com as aulas
praticas.

Os dois momentos com aulas praticas, cada um de cinco horas/aula, foram
realizados com o uso do software GeoGebra, sendo um sobre fungéo exponencial e outro
sobre fungao logaritmica. Durante esses momentos, os alunos trabalharam com o contetdo
para melhorar seu conceito algébrico e a visualizag@o cerebral de fungdes exponenciais e
logaritmicas.

A sequéncia didatica utilizada iniciou-se com a introduc&o do conteudo, seguida da
construgdo e analise do comportamento grafico das fungdes exponenciais e logaritmica
durante as aulas teéricas. Apds a aula tedrica sobre funcéo exponencial, foi realizado o
primeiro momento de aula pratica no laboratério de informatica, no qual os alunos foram
levados a realizar atividade direcionada utilizando o GeoGebra. Juntamente com os alunos,
foram construidas fungdes exponenciais com diferentes valores numéricos para o expoente
e para base das funcdes exponencial do tipo f(x) =a*, ondeaeR,a>0ea 1, e, em seguida,
foi analisado o comportamento gréafico quanto aos aspectos de tipos e caracteristicas dos

graficos construidos, como mostra a figura 1.
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Figura 1: Tela do GeoGebra apresentando o controle deslizante para fungéo exponencial.

Fonte: autor (2023)

No segundo momento de aula pratica com o uso do GeoGebra, ap6s uma aula
tedrica sobre o estudo da fun¢éo logaritmica, os alunos foram ao laboratério de informatica
para realizagdo atividades direcionadas. Juntamente com os estudantes, foram construidas
funcdes logaritmicas do tipo f(x) = , sendo a > 0 e a . Em seguida, foi analisado o
comportamento do grafico apos a variagéo dos valores de a e x, como mostra a figura 2.

O a=12 1 e
B 5 — 5 (5)
Aigebra L
f(x) = log,(x)
e © »
= logia(x)
— + | Entrada 2
i
10
= S R 1 o n oy % & 70 [ &
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Figura 2: Tela do GeoGebra apresentando o controle deslizante para fungéo logaritmica.

Fonte: autor (2023)

O comportamento do gréfico foi analisado, utilizamos a ferramenta controle deslizante
do software GeoGebra, com o intuito de criar uma fungéo genérica que permita aos alunos

analisar o que ocorre com o grafico ao alterar cada variavel. Ao final das andlises, os alunos
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responderam a uma atividade avaliativa e enviaram-na por e-mail ao docente.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (2017), momentos como
estes tiveram o objetivo de aprimorar nos alunos o conceito algébrico e a visualizagéo
geométrica das fungdes, com o uso do software GeoGebra, tornando a aprendizagem mais

significativa.

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

Através das experimentagdes visuais dos alunos sobre o comportamento do gréafico
de fungbes exponenciais e logaritmicas, utilizando o software GeoGebra, foi possivel elucidar
a importancia grafica de cada coeficiente e fazer comparag¢des com outras fungdes. Dessa
forma, o uso do recurso possibilitou sanar davidas de forma dindmica com a participagéo
da grande maioria dos alunos, proporcionando uma aprendizagem significativa de acordo
com os Parametros Curriculares Nacionais.

Segundo o fundamento da Teoria da aprendizagem significativa de David Ausubel,
€ necessario que o docente investigue os conhecimentos prévios dos alunos para que ao
apresentar um novo conhecimento o estudante consiga articula-lo tornando a aprendizagem
mais significativa. Assim, as atividades com o software GeoGebra permitiram que os alunos
experimentassem o conhecimento adquirido, tornando-o significativo.

Nesse contexto, a experimentacao pelo GeoGebra pode fornecer muito mais do que
apenas atividades, pois a utilizacao deste recurso pode contribuir para a compreensao do
conhecimento, aproxima-lo da realidade cotidiana através da experimentacéo. Isso leva
a conclusao de que os facilitadores do conhecimento aprendem mais conhecimento e os
alunos com mais experiéncia entendem melhor os aprendizados quando o conhecimento
desta realidade vem do conhecimento dos esforcos cientificos e as exigéncias abordadas
de diferentes angulos.

O relato buscou mostrar algumas destas experiéncias vivenciadas em sala de aula
e no laboratorio de informatica com alunos do 1° ano do ensino médio técnico, ressaltando
a semelhancga do uso de software na educacao para fortalecer o conhecimento matematico
dos alunos. Em meio a todas as mudancas decorrentes da tecnologia, cabe ao professor
fazer o intermédio entre os recursos tecnolégicos oferecidos pelos avangos e pelos
estudantes. Considere-se que as atividades realizadas foram bem-sucedidas devido a
participacdo dos alunos, aos questionamentos feitos por eles e que foram esclarecidos ao
longo das atividades, 0 que proporcionou 0 acompanhamento de todos os alunos.

41 CONSIDERAGOES FINAIS

As funcbes exponencial e logaritmica sdo ferramentas fundamentais para a

compreensao de diversos fendbmenos em diversas areas do conhecimento. Este projeto de
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ensino teve como objetivo fornecer aos alunos do 1° ano do curso Técnico em Edificagbes
do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Maranhdo, Campus Barra do
Corda, uma compreensédo aprofundada das fungbes e de seu uso pratico em diferentes
contextos.

Para alcancar esse objetivo, utilizou-se o software GeoGebra como ferramenta de
ensino interativo, que permitiu aos alunos experimentar e explorar as fun¢des de forma
pratica e intuitiva. As atividades propostas foram divertidas e envolveram desde a introducéao
dos conceitos basicos até a resolugéo de problemas mais complexos, proporcionando aos
alunos uma visao ampla e completa do comportamento das funcoes.

Os resultados alcangados durante o projeto foram satisfatérios, uma vez que os
alunos despertaram o interesse nas aulas sobre funcdo exponencial e logaritmica. Além
disso, a utilizacdo do software GeoGebra tornou as aulas mais dinamicas e interativas, o
que contribuiu para despertar a curiosidade e o interesse dos alunos em relacéo ao tema.

A partir desse projeto, fica evidente que o uso de ferramentas tecnolégicas como
o0 GeoGebra pode trazer contribuicdes para o ensino de contelidos complexos, como as
funcdes exponenciais e logaritmicas. Ao possibilitar um estudo contextualizado e reflexivo,
esse recurso didatico pode atender as necessidades individuais de cada estudante,
confiante para uma formagé@o mais completa e atualizada.
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CAPITULO 4

TECFORMACAQ: PENSAMENTO GEOMETRICO
NO GEOGEBRA CLASSROOM
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RESUMO: Este trabalho foi realizado
como parte de uma pesquisa conduzida
em uma Universidade Estadual localizada
no interior do Estado da Bahia, no ambito
de uma disciplina do curso de Licenciatura
em Matematica. O objetivo geral da
pesquisa foi investigar o pensamento
geomeétrico dos futuros professores de
matematica em relagdo aos conhecimentos
primitivos da geometria plana utilizando a
plataforma do GeoGebra. A fundamentagéo
tedrica utilizada foi baseada na Teoria da
Atividade, com énfase nas atividades de
ensino orientadas. O estudo adotou uma
abordagem qualitativa, seguindo o formato
de estudo de caso. A analise de dados
concentrou-se nas construgoes e respostas
dos participantes em uma atividade de
ensino disponibilizada em uma turma
criada no GeoGebra Classroom. As acoes
realizadas pelos participantes revelaram
o0 desenvolvimento de  habilidades
tecnolégicas que contribuiram para a

Data de aceite: 02/06/2023

exposicao do pensamento geométrico. Além
disso, os resultados do estudo identificaram
equivocos cometidos nas construgdes
geométricas, levando a  respostas
incorretas, evidenciando a necessidade de
mediacéo. Dessa forma, o estudo evidencia
a importancia de investigar o pensamento
geométrico dos futuros professores de
matematica e destaca a relevancia de
intervengbes pedagogicas para apoiar
a construgdo correta do conhecimento
geomeétrico.

PALAVRAS-CHAVE: Futuros Professores
de Matematica; Plataforma do GeoGebra;
Construcdes Geométricas.

ABSTRACT: This work was carried out
as part of a research conducted at a State
University located in the interior of the State
of Bahia, within the scope of a discipline
of the Mathematics Degree course. The
general objective of the research was to
investigate the geometric thinking of future
mathematics teachers in relation to primitive
knowledge of plane geometry using
the GeoGebra platform. The theoretical
foundation used was based on the Activity
Theory, with emphasis on oriented teaching
activities. The study adopted a qualitative
approach, following the case study format.
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Data analysis focused on the participants’ constructions and responses in a teaching
activity made available in a class created in GeoGebra Classroom. The actions taken by
the participants revealed the development of technological skills that contributed to the
exposure of geometric thinking. In addition, the results of the study identified mistakes made
in geometric constructions, leading to incorrect answers, highlighting the need for mediation.
Thus, the study highlights the importance of investigating the geometric thinking of future
mathematics teachers and highlights the relevance of pedagogical interventions to support
the correct construction of geometric knowledge.

KEYWORDS: Future Mathematics Teachers; GeoGebra Platform; Geometric Constructions.

INTRODUCAO

A sociedade contemporénea é frequentemente descrita como uma sociedade
digital (CASTELLS, 1999), na qual estdo ocorrendo profundas mudancas sociais e
comportamentais. Nesse contexto, as tecnologias digitais da informacdo e comunicacao
(TDIC) tém um papel significativo ao alterar a maneira como as pessoas se relacionam e
interagem. Essas transformacdes, aceleradas pelo avango tecnoldgico e pelas repercussoes
da pandemia da COVID-19, tém levado a necessidade de adotar recursos tecnologicos
digitais no campo da educacéo, visando aprimorar o processo de ensino e aprendizagem.

A relagé@o entre os seres humanos e a tecnologia € caracterizada por um dialogo
constante, no qual ocorre uma influéncia mutua. Esse processo dinamico afeta tanto
as interacdes sociais como desperta nas pessoas a necessidade de utilizar recursos
tecnologicos. Essa interagé@o bidirecional molda as relagdes entre os seres humanos, a
tecnologia digital e a propria humanidade. Nesse contexto, diversas areas do conhecimento
tém utilizado diferentes recursos tecnol6gicos digitais paraimpulsionar seu desenvolvimento.
Portanto, os ambientes educacionais devem se adaptar ao perfil das geragdes digitais, a fim
de promover novas configuragdes que favorecam o processo de ensino e aprendizagem.

No ambito geral, a educacgédo precisa estar ciente e compreender a Tecformacao,
um conceito que esta sendo estudado em nossa tese de doutorado em andamento.
Esse conceito refere-se a uma formagéo que ocorre por meio de tecnologias digitais em
ambientes hibridos. Acredita-se que o0 uso de ferramentas tecnolégicas com recursos
digitais conectados a internet proporciona novas perspectivas formativas. Com o objetivo
de comprovar essa ideia, foi implementada uma abordagem metodologica diferente
das praticas tradicionais predominantes nas salas de aula do curso de Licenciatura em
Mateméatica de uma Universidade Estadual no interior da Bahia.

O objetivo geral deste trabalho é investigar o pensamento geométrico dos futuros
professores de matematica em relagdo aos conhecimentos primitivos da geometria plana
utilizando a plataforma do GeoGebra. Para isso, foi planejada uma Atividade Orientada de
Ensino (AOE) dentro de um grupo no GeoGebra Classroom. Os discentes foram convidados

a participar utilizando um cédigo Unico gerado automaticamente nesse ambiente.
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A relevancia dessa pesquisa para o cenario educacional reside na investigacdo
do pensamento geométrico dos futuros professores de matematica e sua relacdo com os
conhecimentos primitivos da geometria plana, utilizando o GeoGebra como plataforma
de estudo. Compreender como esses futuros educadores desenvolvem suas habilidades
e competéncias nesse campo especifico € de suma importancia para o aprimoramento
do ensino da matematica e da geometria. Os resultados obtidos podem contribuir para a
elaboracéo de praticas pedagogicas mais eficazes, que utilizem recursos tecnolégicos de
forma integrada ao processo de ensino e aprendizagem.

REFERENCIAL TEORICO

A importancia do processo de mediacdo na educacgédo, fundamentado na teoria
vigotskiana, reside na compreensdo do ser humano como um ser social que se desenvolve
por meio das interagdes com outros individuos e com o mundo ao seu redor. E por meio
desse processo soécio-histérico que o individuo se torna tanto um produtor quanto um
produto do ambiente em que esta inserido.

Nesse contexto, € crucial ressaltar a relevancia do planejamento, do controle da
producao, da organizacéo e do uso de diferentes recursos para uma media¢do pedagogica
eficaz, que promova a aprendizagem dos discentes. Ao planejar cuidadosamente as
atividades de ensino, considerando as necessidades e caracteristicas dos individuos
envolvidos, o professor formador desempenha um papel fundamental na conducdo do
processo educacional.

Além disso, o uso adequado de recursos e ferramentas pedagogicas diversificadas
enriquece o ambiente de aprendizagem, proporcionando experiéncias mais significativas
e estimulantes para os discentes. A mediagdo pedagodgica eficaz, baseada na teoria
vigotskiana, permite a construgédo conjunta do conhecimento, incentivando a participacéo
ativa dos discentes e favorecendo o desenvolvimento de habilidades cognitivas, sociais e
emocionais. Assim, a compreensao e aplicacdo dos principios da mediacdo pedagogica,
embasada na teoria vigotskiana, sdo fundamentais para promover um aprendizado
transformador, capaz de preparar os individuos envolvidos para os desafios e demandas
do mundo contemporaneo.

Para compreendermos o termo “atividade” neste contexto, adotaremos as
concepgdes de Leontiev (2001) e Moura (2000), pois suas obras fornecem principios
complementares para a sua conceituagdo. Dessa forma, entendemos a atividade como
uma situagcdo em que séo estabelecidos objetivos por meio de estratégias que visam
alcancar determinadas finalidades. Para Leontiev (2001, p. 68) define esse conceito como
“[...] os processos psicologicamente caracterizados por aquilo a que o0 processo, como um
todo, se dirige (seu objeto), coincidindo sempre com o objetivo que estimula o sujeito a
executar esta atividade, isto é, o motivo”.
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Além disso, é importante destacar que toda acao humana é mediada e envolve uma
articulacdo entre os agentes envolvidos e os recursos de mediacéo disponiveis. Ao realizar
uma atividade, a pessoa desperta o desejo de agir, criando as circunstancias necessarias
para sua concretizag@o. Nesse processo, a satisfacéo das necessidades planejadas ocorre
por meio do uso adequado dos recursos disponiveis. Vale ressaltar que a

[...] atividade é regida por uma necessidade que permite o estabelecimento
de metas bem definidas. O estabelecimento de objetivos por sua vez permitira
a criacdo de estratégias para se chegar a cumprir as metas. E af que aparece
0 conjunto de agdes necessarias para levar a bom termo os objetivos a serem
alcancados. Estas acdes devem fazer parte de um plano no qual se inclui
0 uso de instrumentos, sejam eles simbodlicos ou ndo, que servirdo como
auxiliares para a execucgao das acées. (MOURA, 2000, p. 24)

De acordo com essa abordagem de Moura (2000), uma atividade € impulsionada
por uma necessidade especifica que estabelece metas claras a serem alcangadas. Essas
metas, por sua vez, fornecem a base para a criagdo de estratégias que direcionam as
acdes necessarias para alcancar tais objetivos. E nesse contexto que surgem as agdes que
compdem um plano, no qual estéo incluidos o uso de instrumentos, sejam eles simbdlicos
ou nao, que desempenham um papel de suporte para a execucao das acdes necessarias.
Em suma, essa perspectiva destaca a relagéo entre a necessidade, o estabelecimento de
metas, a definicdo de estratégias e a utilizacdo de instrumentos como elementos essenciais
no processo de realizacao de uma atividade.

De acordo com Moura (2000), a atividade de ensino esta diretamente relacionada
ao objetivo do professor formador de fazer com que o individuo participante aprenda um
determinado conteldo escolar. Essa perspectiva destaca a importancia da interacéo entre
a equipe docente e o grupo discente na mediacdo dos contetdos curriculares, permitindo
diferentes formas de desenvolvimento do pensamento. Nesse sentido, o0 método de ensino
€ entendido como uma atividade que envolve a agédo do sujeito por meio do conteldo.
No entanto, o autor também ressalta que, mesmo quando sédo definidos os elementos
fundamentais para uma acéo educativa e respeitada a dindmica das interagdes, nem sempre
se alcangam os resultados esperados. Nesse contexto, essa atividade é denominada de
atividade orientadora.

As atividades orientadas de ensino desempenham um papel crucial como elementos
de mediacado, permitindo a modificacdo da agcdo mediada por meio da introdugéo de
diferentes formas de intermediacdo. Esse processo visa reconstruir o objeto da atividade
humana na atividade de ensino, recuperando assim a atividade produtiva do conhecimento
(MOURA; ARAUJO; SERRAO, 2019, p. 422). Em outras palavras, as atividades orientadas
de ensino representam uma forma organizada de ensino, em que o conhecimento teérico
€ o principal contetdo e seu objetivo é a formagéo do pensamento teérico do individuo por
meio da apropriagéo do conhecimento (MOURA et al., 2010, p. 221).

Essa abordagem pedagégica enfatiza a importancia de uma pratica educativa
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direcionada, na qual a mediacdo se torna um instrumento essencial para promover a
constru¢gdo do conhecimento. Por meio das atividades orientadas de ensino, busca-
se ndo apenas transmitir informagdes, mas também promover a reflexdo, a interagéo e
a participacédo ativa dos discentes no processo de aprendizagem. Ao proporcionar um
ambiente estruturado e intencional, as atividades orientadas de ensino facilitam a aquisicao
do conhecimento teérico, contribuindo para o desenvolvimento do pensamento critico e
para a formacao de individuos capazes de utilizar o conhecimento de forma significativa
em diferentes contextos.

Vale realcar que o pensamento geométrico desempenha um papel fundamental na
compreensao dos conceitos da geometria, combinando entidades mentais que possuem
aspectos conceituais e figurativos. E por meio do desenvolvimento desse pensamento que
uma figura geométrica pode ser reconhecida como uma imagem visual, através da sua
representacdo mental, que € construida a partir das propriedades conceituais e figurativas.

Ainda, é relevante ressaltar que a aprendizagem dos conceitos geométricos ocorre
de forma gradual, por meio de diferentes niveis de compreensdo. Os discentes atribuem
significado a um conceito basico ao observarem regularidades e produzirem generalizagdes
ao longo do processo de aprendizagem (NASSER; TINOCO, 2004). Esse desenvolvimento
progressivo do pensamento geométrico permite uma compreensdo mais aprofundada dos
conceitos, facilitando a aplicacdo e a resolucao de problemas geométricos de forma mais
efetiva.

METODOLOGIA DE PESQUISA

A presente pesquisa, para este trabalho apresenta um pequeno recorte das praticas
dos participantes no uso de tecnologias digitais em atividades investigativas voltadas para
0 ensino de geometria, com foco no desenvolvimento do pensamento geométrico. Nesse
sentido, foram elaboradas e aplicadas atividades orientadas de ensino (AOE) para explorar
a construcdo do conhecimento pelos sujeitos envolvidos.

Ao examinar essas mudancas nas ac¢des dos participantes, buscamos compreender
de que forma o uso das tecnologias digitais impacta o processo de aprendizagem e a
producdo de conhecimento na area da geometria. Por meio das atividades orientadas
de ensino, que visamos proporcionar aos sujeitos oportunidades de explorar conceitos
geométricos de maneira ativa e reflexiva, estimulando o pensamento critico e a resolugéo
de problemas.

Esta pesquisa adota uma abordagem qualitativa, visando interpretar as acbes dos
participantes envolvidos na investigacdo. De acordo com Minayo (2008), os instrumentos
utilizados no trabalho de campo de abordagem qualitativa permitem estabelecer uma
mediacdo entre o referencial tedrico-metodologico e a realidade empirica, o que reflete
a insercdo desses recursos na coleta de dados. Além disso, o estudo aproxima-se de um
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estudo de caso.

Essa abordagem investigativa permitiu a andlise das transformagdes nas praticas
dos participantes, evidenciando os potenciais e os desafios do uso das tecnologias digitais
no ensino de geometria. Ao promover a interagcdo entre os sujeitos e as ferramentas
tecnolégicas, as atividades orientadas de ensino proporcionaram um ambiente propicio
para a construcdo compartilhada do conhecimento geométrico e para a ampliagdo das
habilidades e competéncias dos participantes nesse campo especifico.

Os sujeitos principais dessa pesquisa foram 29 licenciandos da disciplina
Fundamentos da Matematica Elementar Il do curso de Licenciatura em Matematica de
uma Universidade Estadual localizada no interior da Bahia. Suas produgdes digitais nas
primeiras atividades disponibilizadas na turma do GeoGebra Classroom foram utilizadas
como fontes de dados. Por razdes éticas, as intera¢des dos participantes neste trabalho
sédo identificadas como EO1 até E29.

As aulas foram realizadas em dois laboratérios de informéatica, com cada laboratério
contendo apenas 20 computadores, dos quais apenas 14 estavam em boas condi¢bes de
uso em um laboratério e 15 em outro. Assim, na sala 01, a aula foi ministrada de forma
presencial, enquanto na sala 02, ocorreu de forma online, com a apresentacdo projetada
por meio do Google Meet. No entanto, nesse momento, os participantes foram orientados
por um monitor. E importante ressaltar que apds a apresentagdo, houve movimentacédo
entre o monitor e o professor formador entre as salas para que a equipe docente pudesse
responder possiveis duvidas da turma.

DESCRIGCAO E ANALISE DE DADOS

Nessa andlise de dados, refletimos sobre a eficiéncia das acdes realizadas e
examinar se elas alcangaram os resultados esperados, conforme defendido por Moura et al.
(2010). Dessa forma, iremos apresentar os resultados obtidos e analisar de forma critica as
producdes dos sujeitos envolvidos. Essa analise nos permitiu identificar tanto os aspectos
positivos, evidenciando as estratégias bem-sucedidas, quanto eventuais equivocos nas
respostas e construcdes dos participantes.

Escolhemos a atividade 01 da primeira unidade da disciplina como objeto de estudo
deste trabalho. Essa producgdo foi composta por dez questdes com alternativas abertas
e fechadas e com a incluséo da interface do GeoGebra para exposicdo do pensamento
geométrico de cada sujeito. Além disso, essas AOE ficaram disponiveis para que os
participantes, caso quisesse, poderiam terminar as questdes em um momento extraclasse.
Entretanto, devido ao curto espago de escrita, serdo citadas nesta andlise apenas as trés
primeiras questdes da atividade supracitada.

Durante a andlise da primeira questao, foi constatado que todos os participantes
responderam corretamente a alternativa que afirmava que “por um ponto passam infinitas
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retas”. Entretanto, um erro foi identificado na alternativa que afirmava que “por trés
pontos passa uma so reta”. Os participantes que acertaram a questao justificaram suas
respostas tracando retas que formavam um triangulo entre os pontos, o que demonstrou
um pensamento geométrico coerente. E relevante destacar que a afirmagdo néo fornecia
informacdes sobre a posicdo dos pontos no plano, o que permitiu que os participantes
representassem as retas que passam pelos pontos distintos e ndo colineares, demonstrando
coeréncia em suas construcdes geometricas.

Além disso, todos os participantes responderam corretamente a afirmagcéo que
afirmava que “trés pontos distintos séo colineares” como sendo falsa. Suas respostas foram
justificadas com base no pensamento geométrico de que, quando trés pontos distintos sao
dados, passam mais de uma reta por eles. Além disso, eles acertaram a afirmagéo que
dizia que “duas retas coplanares e distintas sdo concorrentes ou paralelas”. No entanto,
dois participantes cometeram um erro na afirmacéo que afirmava que “se dois segmentos
s@o consecutivos, entdo eles sdo colineares”. Aqueles que acertaram essa afirmacéao
esbogaram dois segmentos com um ponto em comum, mas de forma né&o colinear.

Diante do exposto, constatou-se que 0os pensamentos geométricos apresentados
nas justificativas dos itens incorretos da primeira questdo foram consistentes com as
abordagens ensinadas nas aulas. E relevante ressaltar que, antes da aplicacdo das
Atividades Orientadas de Ensino (AOE), os conceitos primitivos da geometria plana
foram explorados, o que pode ter contribuido para a coeréncia dos participantes em suas
respostas.

Na segunda questéo, que questionava quantas semirretas existem em uma reta com
origem nos pontos A, B, C e D, todos os participantes responderam corretamente, tracando
uma reta que passava por esses pontos. Eles também representaram as semirretas usando
dois pontos, AB, mas ndo puderam colocar corretamente a seta em uma Unica diregéo
acima das letras devido a uma limitacdo técnica do sistema de constru¢cdo do LaTeX no
GeoGebra Classroom. Nesse momento, foi observado um erro técnico da plataforma que
impossibilitou a configuragdo adequada da simbologia geométrica.

Ja a terceira questdo gerou mais divergéncias nas respostas dos participantes.
Nela, perguntava-se quantas retas poderiam ser construidas a partir de seis pontos, sendo
trés deles colineares. Dos 29 participantes, dois responderam que eram apenas quatro
retas, quatro responderam que eram 12 retas e 18 descreveram que eram 13 retas. Além
disso, houve respostas pontuando oito, nove, dez, onze e dezenove, cada uma mencionada
apenas uma vez.

Os participantes desta pesquisa demonstraram um desenvolvimento de habilidades
tecnologicas que facilitaram a expressdo do pensamento geométrico. No entanto, os
resultados revelaram equivocos nas construcdes geométricas que resultaram em respostas
incorretas, destacando a importancia da mediagéo. Foi necessario realizar uma mediacao
com os participantes que cometeram erros, o que foi viabilizado pelo ambiente virtual
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utilizado, o Classroom, que permite o fornecimento de feedback em tempo real.

A analise dessas questdes a luz das ideias de Moura sobre as Atividades Orientadas
de Ensino (AOE) ressalta a importancia da mediagdo da equipe docente para orientar os
discentes na construg¢@o do conhecimento. Nesse contexto, a plataforma digital utilizada na
pesquisa proporcionou uma mediacao tecnoldgica, permitindo aos participantes expor seu
pensamento geométrico e receber feedback imediato. No entanto, alguns erros técnicos da
plataforma, como a limitagéo na configuracdo da simbologia geométrica, demonstraram a
necessidade de aprimoramentos tecnoldgicos para melhorar a interagédo e a representacao
correta das ideias geométricas.

Além disso, a divergéncia nas respostas da terceira questéo destaca a importancia
de se trabalhar o pensamento geométrico de forma mais aprofundada, enfatizando a
compreensao dos conceitos e propriedades envolvidos. Isso evidencia a necessidade de
uma mediagdo efetiva por parte da equipe docente, tanto no ambiente presencial quanto
no virtual, para auxiliar os discentes a desenvolver um pensamento geométrico mais
consistente e coerente.

No GeoGebra Classroom, os participantes foram desafiados a utilizar os recursos
digitais, do software GeoGebra, para expressar e representar visualmente suas construgbes
geométricas. Através dessa interagcdo com a ferramenta, eles puderam explorar conceitos
geométricos, experimentar diferentes possibilidades e validar suas ideias. Essa agéo
do sujeito, mediada pela tecnologia, proporciona uma experiéncia de aprendizado mais
engajadora.

A Tecformacga@o proporcionada nessa formacédo inicial de professores criou um
ambiente enriquecedor, no qual a acdo do sujeito foi mediada pelas tecnologias digitais
e orientada pelas AOE, estimulando o desenvolvimento do pensamento geométrico e das
habilidades tecnologicas dos participantes. Essa abordagem promoveu uma aprendizagem
mais ativa e interativa, incentivando a exploragéo, experimentacgéo e reflexdo dos conceitos
geométricos. Ao mesmo tempo, possibilitou uma mediacdo pedagoégica efetiva e um
constante aprimoramento das construgbes geométricas para assegurar uma experiéncia
de aprendizagem de qualidade.

CONCLUSAO

Ap6s analisar as respostas dos participantes em relacdo as questdes propostas
neste estudo, podemos identificar aspectos positivos e negativos. No aspecto positivo,
observamos que os educandos demonstraram habilidades tecnologicas que facilitaram
a exposicdo do pensamento geométrico por meio da plataforma utilizada. Além disso, a
mediacao tecnoldgica permitiu um feedback imediato aos participantes, contribuindo para
o aprimoramento de suas construgcoes geométricas.

Por outro lado, também encontramos limitagdes e dificuldades técnicas na plataforma
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utilizada, como a impossibilidade de configurar corretamente a simbologia geométrica.
Essas limitagcbes podem ter afetado a representacdo precisa das ideias geométricas dos
participantes e exigem melhorias tecnoloégicas para proporcionar uma experiéncia mais
eficiente.

No contexto dos beneficios para os participantes, este estudo possibilitou o
desenvolvimento de habilidades tecnoldgicas e aprofundou o pensamento geométrico dos
educandos. A exposi¢ao do pensamento geométrico por meio das atividades investigativas
contribuiu para a compreensao dos conceitos e propriedades geométricas, bem como para
o0 exercicio do raciocinio légico e da capacidade de justificar suas respostas.

No entanto, hd uma expectativa de que futuros estudos possam abordar as limitagdes
técnicas encontradas, aprimorando a plataforma utilizada ou explorando outras ferramentas
digitais que oferecam recursos mais adequados para a representacdo da simbologia
geométrica. Além disso, € necessario enfatizar a importancia da mediacdo docente para
auxiliar os discentes no desenvolvimento de um pensamento geométrico mais consistente,
fornecendo feedbacks adequados e orientacdes claras.

Em suma, esta pesquisa evidencia a relevancia das Atividades Orientadas de
Ensino (AOE) como estratégia de ensino e aprendizagem no contexto da geometria. A
utilizacdo de recursos tecnoldgicos possibilitou a exposicdo do pensamento geométrico
dos participantes, promovendo a constru¢cado do conhecimento de forma interativa. Apesar
das limitagGes técnicas encontradas, os beneficios observados indicam que as AOE podem
ser uma abordagem eficaz para o ensino da geometria, desde que acompanhadas de uma
mediacéo docente adequada. Com o continuo avanc¢o da tecnologia e aprimoramento das
ferramentas digitais, espera-se que essas limitagdes sejam superadas e que futuros estudos
possam explorar ainda mais o potencial das AOE, contribuindo para o desenvolvimento do
pensamento geométrico e aprimoramento da aprendizagem dos discentes.

Com base no exposto, € importante ressaltar que esta pesquisa, a qual foi
apresentada alguns dados no decorrer do trabalho em questéo ainda estdo em andamento.
Assim, ao término desta investigacdo ha expectativa de contribuicdo para a formacéao
dos futuros professores de matematica por intervencédo de uma Tecformagéo que busca
colaborar para o desenvolvimento do pensamento geométrico.
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CAPITULO 5

CODIFICACAQ DE INDICE A PARTIR DE
CODIGOS REED-SOLOMON

Valéria G. P. Alencar
FEEC/UNICAMP, Campinas, SP

Max H. M. Costa
FEEC/UNICAMP, Campinas, SP

RESUMO. O problema de codificacdo de
indice sujeito a erros de transmissdo foi
inicialmente considerado por Dau et al.
[5]. Neste trabalho estabelecemos uma
conexdo entre codificagdo de indice e
codigos corretores de erros, por meio da
construcao de arvore para codigos ciclicos
aninhados proposta em [3]. Implementamos
algoritmos para a construcao de arvore na
linguagem Matlab, que ajudam a solucionar
alguns problemas de implementacéo
encontrados em [3]. Verificamos que
para codigos ciclicos nem sempre havera
aumento na capacidade de correcao de
erros entre os niveis da arvore, motivo pelo
qual restringimos este estudo, inicialmente,
aos codigos Reed-Solomon, por se
tratarem de codigos MDS, o que garante
um aumento da distdncia de Hamming a
cada nivel. Isso significa que, sob certas
condicdes, o conhecimento de informagéo
lateral sera interpretado como um aumento
na capacidade de correcdo de erro pelo
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decodificador.

PALAVRAS-CHAVE. Codificagdo de indice,
Informacgéo Lateral, Cédigos Corretores de
Erros, Corpos Finitos.

11 INTRODUGAO

O problema classico de codificagéo
de indice livre de ruido, consiste de
um remetente com Kk mensagens
independentes w,,...,w, € um canal de
broadcast com mdltiplos receptores, onde
cada receptor demanda um subconjunto
de mensagens, enquanto conhece o0s
valores de um subconjunto diferente de
mensagens como informagao lateral.
Sejam R,,...,R_0s n receptores e suponha
que S, representa a informagéo lateral
e D, a demanda do receptor R, onde
S,D,c{1,...,k}. O objetivo €& encontrar
um esquema de codificagdo, chamado
codificacdao de indice, que satisfaca a
demanda de todos os receptores e use um
nuamero minimo de transmissoes.

Consideramos o caso especifico
de codificacdo de indice para canais de

broadcast discretos com ruido, em que
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todos os receptores demandam todas as mensagens da fonte, ou seja, S,,D,c{1,...,k}. Diante
disso, surge a possibilidade de se projetar codigos corretores de erros cujo mapeamento
das mensagens em palavras cddigos é tal que o decodificador pode aumentar a distéancia de
Hamming em um receptor que tem conhecimento prévio dos valores de algum subconjunto
das mensagens como informacodes laterais.

Estamos supondo que o transmissor desconhece o subconjunto de mensagens
ja conhecido no receptor e executa uma codificacdo de modo que qualquer informacao
lateral possivel possa ser usada de forma eficiente no decodificador. A nogcédo de multipla
interpretacdo foi introduzida em [9], mostrando que quanto maior a quantidade de
informacao lateral disponivel no receptor, maior sera a capacidade de correcao de erro na
decodificacdo. Os codigos construidos também devem ser codigos de correcéo de erros
para codificagdo de indice quando o receptor ndo possui informagdes laterais, ou seja,
quando D=g.

A codificacéo de indice aqui apresentada é dada pela construcao de arvore para
codigos ciclicos aninhados proposta em [3]. Nos restringimos aos cédigos Reed-Solomon
por se tratarem de codigos MDS (méaxima disténcia de separag¢d@o), o que garante um
aumento da distancia de Hamming a cada nivel da arvore. Isto significa que, sob certas
condi¢bes, o conhecimento de informacgéao lateral sera interpretado como um aumento na

capacidade de correcao de erro pelo decodificador.

2|1 CONCEITOS PRELIMINARES

2.1 Codificacdo de indice

O objetivo da codificagao de indice é realizar uma codificagéo conjunta de mensagens,
visando atender simultaneamente a demanda de todos os receptores, enquanto transmite a
mensagem resultante na taxa mais alta possivel. Favor consultar [2] para uma abordagem
aprofundada sobre codificagao de indice.

A seguir apresentamos o modelo através de um exemplo. Considere o sistema de
comunicacéo sem fio, mostrado na Figura 1. O receptor R, esta interessado na mensagem
w, i € {1,2,3,}, e possui algumas das outras mensagens como informagdes laterais. Em
particular, o receptor 1 tem a mensagem w, como informagéo lateral, o receptor 2 tem w,
e w, e o receptor 3 tem w, e w,. O servidor deseja enviar as mensagens aos receptores

usando 0 menor nimero possivel de transmissoes.

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 5

58



Transmissor
Wi, w2, W3

(1)

D] W
Si:ws

D :wy
Sy i wi, w3

7

w1 D w3, wp

83wy, wy

Figura 1: Codificacdo de indice com trés receptores.

Considerando um canal livre de ruidos, o servidor poderia comunicar todas as
mensagens enviando uma por vez, fazendo trés transmissdes. Alternativamente, se o
servidor transmitir duas mensagens codificadas w, ® w, e w,, cada receptor pode recuperar
sua mensagem desejada usando as mensagens codificadas recebidas e as informagbes
laterais disponiveis, como vemos abaixo:

Receptor 1: (w1l @ w3) ® w3 =wl

Receptor 2: (w1 @ w3) w2 P (wl G w3) = w2
Receptor 3: (w1 @ w3) w2 P (wl w2) =w3

2.2 Construcao de arvore de codigos ciclicos aninhados

A construcédo de arvore de codigos ciclicos aninhados se propde a:

i) Codificar de maneira independente diferentes pacotes de dados, fornecendo
protecéo contra erros do canal;

ii) Adicionar os pacotes codificados através de operagdes polinomiais e enviar o
pacote resultante C;

iii) Corrigir os erros sobre C; e, por fim, recuperar os dados no receptor através de
operagdes polinomiais.

2.2.1 Cddigos ciclicos aninhados

Um cédigo aninhado pode ser caracterizado por um codigo global onde cada
elemento é dado por uma soma de palavras-cédigo, cada uma pertencendo a um subcédigo
diferente. Isso é,

c=146, Bi6, B DiyGy
onde @ representa a soma modulo 2, a palavra codigo i,G, pertence a um subcodigo
C,deCeceC.

C=C +Cy++Cy

Consideramos uma classe mais restrita dos codigos aninhados, a classe dos cddigos

ciclicos aninhados, na qual os subcddigos sao gerados por polinbmios. Podemos entao
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definir os codigos ciclicos aninhados, de maneira mais formal, como se segue:

Seja € ={C(x) € F,[x]; g(x)|C(x)} um t-cddigo (um codigo capaz de corrigir t erros)
corretor de erro ciclico, onde g(x) é o polinbmio gerador.

C ={(g(x)) é um ideal de R, mas também & um subespagco vetorial, e desse modo,
podemos escrever:

C(x) = p1(x)g1(x) + P2(x)g2(x) + - + Py (X) gn (X)
onde C,(x) = pp(x)ge(x), 1 <£ <N, &€ um pacote codificado pertencente ao t-
subcddigo corretor de erro
Co ={Co(x) € Fylx]; 9,(x)|C,(x)}
gerado por g{(x) e satisfazendo as condi¢cdes:

1) g,(019,,.,00);

2) deg[Cr(x)] < deg[ge+1 ()]

2.2.2 0O meétodo de construgdo de arvore

Considere uma arvore na qual o né raiz esta associado ao subespaco vetorial de um
codigo corretor de erro abrangente.

Defina o n6 raiz da arvore como sendo o cédigo C tal que:

Cio = (Gio (X)) = {Cio () € Fy[x]; gio (%) [Cio (1)}.

Este subespago corresponde a um t-codigo corretor de erro ciclico, dado por
C,,(n,k,)gerado pelo polindbmio g, (X).

Uma arvore de codigos ciclicos aninhados € uma arvore finita que satisfaz as
condicbes:

1) Cada né interno pode ser subdividido em outro n6 interno e um terminal;

2) O j-ésimo né interno esta associado com um subespago linear C, c F} de dimensao
k; e pode ser subdividido da forma:

Cij = Cigiery + Coeny» com Cyiaqy N Cyjiny = {0}
% i1y = AmCyjr1y © Kygery = dimCygiqqy £ kij = Kigir1y + Kegny-

3) Todos os subespacos associados com os nés internos devem ser codigos de
blocos lineares ciclicos definidos por um polinémio gerador;

4) Se Cy = (g,;(0))e Cigr1) = (G541, (%)) Entdo g,,(0)1g,;.,)(x). Além disso,
g;(®)|x" — 1 para qualquer gl.j.(x);

5) Para encerrar, o ultimo n6 interno néo tera ramificacoes.

Seja pj(x) o pacote de dados associado ao j-ésimo n6 terminal, para1 <j<T. A
codificacdo é dada por:
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Cx) = PX) gy (X)
Os pacotes codificados sdo somados e a palavra cddigo resultante € enviada.
Cx)=C(x)+C(x)+ -+ C(x)
Favor consultar [3] para maiores detalhes sobre o processo de codificagéo utilizando

a construcédo de arvore.

31 CONSTRUGCAO ARVORE: ALGORITMO E CONSIDERAGOES

Os programas (m- files) em MatLab® para a construgdo de arvore, que podem ser
encontrados em [1], permitem efetuar os calculos em corpos finitos fazendo as devidas
transformacgbes da representacao inteira para poténcias de a, baseadas na Tabela 1.

Exemplo 1. Para T=3 seja C,(7,5) um codigo de Reed-Solomon em GF(8) e
C
a C, de dimensdo k,=1. Os pacotes p,(x)=x+0?, p,(x)=a’x+0. estdo associados aos

k.,=k,=2 as dimensées dos subespagos C respectivamente. O ultimo n6é associado

2’

nosterminais e ambos tem comprimento 2, o pacote p,(x)=0° esta associado ao ultimo no
e tem comprimento 1.

Cia(7,kp = 1), gi Coll—Lkp=3—1=2)

Ci(7,k1 =3), 8n Cu(7—3,ky =5—3=2)

Cio(7,kio = 5), gio
Figura 2: Construgdo de Arvore.
Seja a o elemento primitivo de GF(8), entdo os polinbmios geradores sao:

2 .
1) deg(gu() =n—kp=2=g;(x) = [[(x—a)) =x*+a*x+a
j=1

4 ;
2) deg(gn() =n—kn=4=ga() = [[(x—a) =x"+a’x* +x* + ax + .

j=1
6 .

3) deg(gppn(X) =n—kip=6=>gp(x)=[[(x—a’)=x®+x5+x* +x3+x*+x+ 1
j=1

Considere os pacotes p,(x) = X + @, p,(x) = &®x + a, p,(x) = @, ou seja, p, =[1, 4], p,
=[3, 2] e p, =[7], de acordo com a Tabela 1. Codificando os pacotes, temos:

GF = pi)go)
= P+axttax+d
Ca(x) PpaAx)gin(x)

@+ @’ x+ ot + o Fx+ ot
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Gy(x) P3(x)gia(x)

X0 +o’x* + @’xt + o’x +a'x? +odx + o

Entdo, a palavra codigo a ser transmitida é dada por:

Co(x) = Ci(x)+Cax)+ Gi(x)

= x®+ai +0x* +adx + 12+ O0x + o

Poténcia de a Elemento de GF(8) Binaria Inteira
0 0 000 0
1 1 001 1
a X 010 2
a? x2 100 4
o X+1 011 3
at X24X 110 6
a® X24+X+1 111 7
a® X2+1 101 5

Tabela 1: Construgdo do Corpo GF(8).

Considerando a construcdo de arvore baseada em cddigos Reed-Solomon e
supondo que o receptor tenha informa,c”ao lateral disponivel, quando havera ganho na
capacidade de correcao?

Proposicéao 1. Devido “a estrutura de aninhamento, a caracteristica de capacidade
de corregdo de erro variavel s6 pode ser observada se houver uma remogédo sequencial
dos pacotes associados aos nos, da raiz para o topo da arvore.

Demonstragéo. Supondo que C,(x),1=t<T, € o primeiro pacote codificado conhecido
no receptor, entdo

Co() =D, (NG () + -+ D1y (DG ;) (X + D1y (DG () + -+ () Gy ()
= [p1 (%) + -+ Pe-1y () Ge-1)(X) + Pe+1y () q(e41) (X) + -+ Pr () qr (x)]gi0 ()
portanto, C (x)eC, (n,k,), cuja capacidade de corregéo de erro € t,. Note que mesmo

o receptor conhecendo outros pacotes Cj(x),kjsT, o resultado nao se altera. Por outro lado,
se todos os pacotes Ci(x),1sj<t, sdo conhecidos pelo receptor, podemos escrever
Co(x) = Pre+1y(X) Gie(x) + -+ + pr(X) gi(r-1) (%)
= [P+ ()G g0y () + -+ Pr ()G (%) gie (x)

assim, Cq(x) € C;p(n, ki), cuja capacidade de corregéo de erro é 2t , ocorrendo a
igualdade somente quando d,,;,(C;) — d,in(Cy) < 2.

Analisamos dois casos de construcao de &rvore de cddigos ciclicos, com 0s mesmos
parametros a cada nivel. Em um deles néo se observa aumento na capacidade de correcédo
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de erro do penultimo n6 interno para o ultimo né da arvore. Isso se da pela variedade de
possibilidades de polindmios geradores para um cédigo ciclico de parametros (n, k). Em
seguida, mostramos que para codigos de Reed-Solomon essa caracteristica de aumento
da capacidade sera garantida desde que
kij — kigj+1y =2,¥j=0,.., T — 1.
Exemplo 2. Seja C,(15,10) um cédigo ciclico em GF(2) e k=4, k=2 as dimensées

dos subespacos C,,, C,, respectivamente. O Ultimo n6 esta associado com C,, de dimenséo
k,=4.

Considere a fatoragcao: x"5—1=(1+x)(1+x3+x*) (1 +X+x2+x3+x*) (1 +x+X2) (1 +x+x%)
Caso 1. Considere os polindmios geradores:

* 9,(0) = (1+ 201 +x* +x*). Entdo, d,;,(Cop) = 4etg = 1;
¢ 9,0 =g, +x+ 2"+ +x%),dy, (Cy) = 6et; = 2;
o go(x)=gn(x)(1 +x+x?), dui(C2)=8e¢ =3

Note que houve aumento da capacidade de corregéo de erro a cada nivel da arvore,
0 que ndo ocorre no caso seguinte.

Caso 2. Considere agora os seguintes polinGmios geradores:

* g =0+0A+x+ xY). Logo, d,pi(Cio) = 4 ety = 1.

. gil(x) = gig(x)(l + x3 + x4)’ dmin(cil) =6e iy = 2.

© 9,00 =g, +x+x), dpn(C)) = 6ty = 2.

Proposicao 2. Dado um codigo de Reed-Solomon de pardmetros (n,k), o qual tem
distdncia minima d=n-k+1 é possivel garantir um aumento da capacidade de correcédo de
erro a cada nivel da arvore desde que k;; — ki 1y = 2,¥j =0,..,T — 1.

Demonstragdo: Devemos provar que tyj41y = t; +1,Vj =0,...,T — 1. Sem perda de
generalidade, fixe j=0. Se k;; — k;; = 2, entdo podemos escrever:

di1_12d50_1+2

dip—1 dip—1
A=z
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41 CONCLUSOES

Este trabalho considera a codificacdo de indice a partir da constru¢do de cddigos
ciclicos aninhados. Apos a etapa de corregéo de erros no decodificador, ocorre a etapa de
recuperacado de dados, que foi descrita em [3] da seguinte forma:

O j-"ésimo pacote p(x), para j< T, é decodificado pela operagéo:

C dg: i
[Colx)mod g (x)] eparaj = T, py(x) = 2@
Gi(j-1) Gi(r-1)

pj(x) =

Note que a operagdo de mddulo elimina a influéncia de todas as mensagens
relacionadas a polinbmios de grau igual ou superior ao grau de gij, portanto, a informacao
desejada estara contida no resto de uma operacao de divisdo, que é o efeito da operacédo
de médulo. O quociente da Ultima operagao de divisdo fornecera a informagao desejada,
pois todas as outras mensagens tem grau inferior ao grau do polinémio divisor.

A constatacdo de que para codigos ciclicos nem sempre havera aumento na
capacidade de correcdo de erro entre os niveis da arvore, como considerado em [3], nos
leva a buscar respostas sobre como escolher adequadamente os polindbmios geradores
para um codigo de parametros (n, k) e seus subcddigos, de modo a garantir subcodigos
com maior distancia de Hamming, ao ponto de se observar aumento da capacidade de
corre¢@o de erro entre os niveis da arvore. Um método para construir cadeias de alguns
codigos de bloco lineares, mantendo as distancias minimas (dos subcédigos gerados) a
maior possivel é apresentado em [8] e pode ser a resposta para essa busca.
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RESUMEN: En este trabajo estudiamos
los espacios de Sobolev modelados en
L2 caso periédico. Probamos importantes
resultados de este espacio, su conexiéon con
los P(2)-con peso, mediante la transformada
de Fourier generalizada; tratamos sus
inmersiones densas e inmersiones de
Sobolev cuando s>} y se evidencia una
operacion producto que lo hace un éalgebra
de Banach. Finalmente, damos algunos
comentarios y aplicaciones a ecuaciones de
evolucion.
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IMMERSIONS AND PROPERTIES OF
THE PERIODIC SOBOLEV SPACES
ABSTRACT: In this work we study the
Sobolev spaces modeled in L2 periodic
case. We prove important results of this
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space, its connection with the P(2)-with
weight, through the generalized Fourier
transform; we treat its dense immersions
and Sobolev immersions when s>] and
a product operation is evidenced, which
makes it a Banach algebra. Finally, we
give some comments and applications to
equations of evolution.

KEYWORDS: Periodic Sobolev spaces,
Sobolev immersions, Banach algebra,
Fourier transform, periodic distributions.

11 INTRODUCCION

En este artitulo estudiaremos los
espacios de Sobolev modelados en L2caso
periddico. Para obtenerinformacion general
de espacios de Sobolev modelados en L»,
podemos citar Adams [1]. Estos espacios
son sumamente Utiles en el analisis de
las ecuaciones diferenciales parciales.
Para visualizar su riqueza en el andlisis de
algunas ecuaciones de evolucion, citamos
(21, [3], [5], [6], [7], [8]-[13].

Es importante enfatizar que estos
espacios permiten hacer una clasificacion
de las distribuciones periédicas, en funcién
de sus regularidades. Como referencia
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para este articulo, citamos a lorio [3].

Queremos resaltar que lorio [3] es fuente tedrica, de ideas y problemas propuestos.
No podemos dejar de mencionar la riqueza de informacion de Terence [15] y Kato [4]. Y
para el caso periddico también es importante mencionar a Linares and Ponce [5].

Nuestro trabajo esta organizado como sigue. En la seccién 2, damos los resultados
preliminares necesarios para la comprension de este articulo. Asi, tratamos intuitivamente
la convergencia en IR de la funcion Zeta de Riemann, estudiamos los espacios Fcon peso:
1P, introducimos la desigualdad de Young para la convoluciéon de sucesiones numeéricas,
estudiamos desigualdades tipo potencias en IR, damos la definicion de Algebra de Banach
y finalmente presentamos un diagrama que resume las inclusiones continuas e inmersiones
densas en las distribuciones periddicas. En la seccion 3, intoducimos los espacios de
Sobolev periddico: Hsper y sus propiedades. En la seccidén 4, estudiamos las inclusiones
densas de H° . En la seccion 5, caracterizamos los espacios H°, cuando s es un nimero
natural. En la seccidn 6, estudiamos los espacios Hspercuando s>}, probando el importante
Lema de

Inmersion de Sobolev. En la seccion 7, obtenemos una operacion producto en H°
cuando s>}, que lo hace a H°, un Algebra de Banach.

En la seccion 8 presentamos un diagrama que resume las inclusiones continuas
e inmersiones densas en H° . Y comentamos de su aplicacion en las ecuaciones de
evolucion.

Finalmente, en la seccion 9, damos las conclusiones de nuestro estudio.

21 PRELIMINARES

2.1 La funcién Zeta de Riemann: Convergencia

Introducimos la funcién Zeta de Riemann ¢(r), que esta definida por la serie de Dirich-
let

- T
k=1 k
y que probaremos su convergencia cuando r > 1.

También, introducimos las siguientes proposiciones:
Proposicion 2.1 Se verifca la igualdad

+oo 1
D= i
= k 1 T
desde que la funcion f, f(z) := % es decreciente, continua y positiva en [1,+%).

Luego, de la igualdad prevna se obtiene:
Proposicion 2.2 La serie Z 7= converge si y solo si la intengral f o L dz existe.

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 6

67



Finalmente, todo se reduce a querer saber ;para que valores r la integral existe?
La respuesta es la siguiente:

Proposicion 2.3 La integral f1*°° Ildx existe si y solamente sir>1.

Prueba.- Esto se deduce rapidamente de los siguientes casos

1 L
/+midz: ' om ppomriy =) eae sir>l
1 " r—1 M-t +oo, sir<l1

+oo ]
/ —dr = lim {Ln(M)-Ln(l)} =+cc, si r=1.
1 x M—+o0

Finalmente, de estas proposiciones podemos concluir con la prueba del siguiente
importante resultado.
Proposicion 2.4 La funcion Zeta de Riemann esta bien definida. i.e. La serie

+oo 1
> %
k=1 k
es convergente sir>1.
Proposicioén 2.5 si s>} entonces
—s— < X
k=—00 (1 + kQ)S
Prueba.- De la Proposicion previa haciendo 2s = r > 1, se tiene la convergencia de
¢(2s).
2.2 Los espacios P (2)
Definicion 2.1 Seas € IR y 1 < p <, definimos el conjunto:

+oo
P(Z) = {(xn)ggo_oo,xn €C; > (1+n?)|z, < oo}

n=—0oo

con dos operaciones:

(ﬂ:n) T (yn) = (In + yn) 3 (Iﬂ}t‘ (yn} € Eg(Z}
AMxzp) = (Azn), Ae@, (xz,)€lB(Z).

Asi, 1P(2) con esas operaciones es un @-espacio vectorial. Introducimos la
aplicacion

+00 %
1) lls.p = ( > (1+n2)slfvnlp>

n=—oo
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que hace de /P(2) un espacio normado y completo, esto es (/(2), Il - Ilsyp) es un
espacio de Banach.

Vemos que si s = 0 entonces /(2) = P(2).

A continuaciéon se obtienen los siguientes resultados, cuya prueba puede ser
encontrada en [14].

Proposicion 2.6 La normal ll - Ils,p viene de un producto interno siy solamente si p =
2. Esto es, si p#2, la normalll - "s, ,No viene de un producto interno. El casop =2, Il - IIS,2 es
la norma inducida del producto interno < -,- >_definido en |2(2) por

+00
<,y >gi= Z (1 + k?)*z,7%

k=—00

parax=(X),.» Y= (V) .,€nl2(2). Esto es,

~+00 2
lzlls2 = llzl<,> = | Do (L4 &) |zl
k=—0o0
Proposicién 2.7 |2 (2) es un espacio de Hilbert, Reflexivo con (I3(2))'= I1X(2) y
Separable.

2.3 Convolucidon de sucesiones numéricas. La desigualdad de Young y
generalizacion
Definicion 2.2 (Convolucion de sucesiones numéricas) Sean a y 3 sucesiones,
la convolucion de a y B es la sucesion a « 3 definida por
400

(axB),= % aB, siempre que tenga sentido.

j=
Se satisface la siguiente importante desigualdad, que sera usado en la demostracion
de que H°, es un algebra de Banach si s>].
Proposicion 2.8 (Desigualdad de Young) Seana € I'y B € P entonces la convolucion
de a y B satisface:a~pB € Py
lla « Bl < llall 1Bl .
En particular, para todo a € I' fijado, la aplicacion L definida por

L:? — 2
B — axf

es un operador lineal acotado de P con cota: LIl < llall ;.
Prueba.- Tomando médulo a (a«B), y considerando |«;| = |loj|2|o;|2 € inmediatamente
aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se consigue para todo k € Z:

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 6

69



+o0o

(axB)l < D Byl

j=—00
= 1 1
= Y lajlz(Joy|2[Br—j])
j=—00
1 1
+o0 2 | 4oo 2
< > oyl > lallBrl?
j=o0 j=—o0
1| = 2
= g | D leyllBessl?| - 1)

j=—o0

Elevando al cuadrado la desigualdada (2.1), sumando sobre k e intercambiando el

orden de la suma obtenemos

‘oo
laxplz = 3 I(axBk?
j=—oc
+oo

+oo
lalle - > loyllBe—sl?

<
k=—oo j=—o0
+oo +oo
= el > lagl D 18—l
j=—o0 k=—o0a
+oo +oo 5
= el | D lagl| D= 18wl
j=—oo =—0a
= |l 1817 -

A seguir introducimos una generalizacion de la Desigualdad de Young.
Proposicion 2.9 Seana€ Py 8 € FFtal que 119 + % =1+1con1s<p,qrso entonces
la convolucién de a y B satisface:a* B € l'y
lla* Bl < llall Bl

2.4 Importantes Acotaciones

A continuacién, tenemos un importante resultado, util en la prueba de que Hspe, es
algebra de Banach si s>].
Lema 2.1 Seanay b € [0,°) y s =0. Entonces existen constantes positivas m_ y M,
dependiendo unicamente de s, tal que
m(a+ b%) < (a+ b)*s M(a°+ b). (2.2)
Prueba.- Si a =0, no hay nada que probar. Asi, consideramos a >0. Ahora, podemos
observar que (2.2) es equivalente a

O T e 0
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Asi, es suficiente probar que existen m_y M_tal que
m+r)s(+n°<M(1+r),Vre[0,»). (2.4)
Observamos que para todo r, s = 0, tenemos
1<s(1+n°yrs>1+rs,
y sumando ambas desigualdades se consigue:
1<1+r<2(1+70s,

i.e.
1 14+17)°
5 S (172 s VT', S Z 0
<~ tr (2.5)
Mme:=
Ahora, para r > 1, tenemos
(1 +nss(r+n0s=(2nN°=2r<251 + r),
S
71+1"5 <2, ¥r>1 (2.6)
Observamos que la funcion F(T) = (}:t:l >0 es continua en el compacto [0,1],
luego ella alcanza maximo y minimo en ese intervalo, i.e. 3r,€ [0,1] tal que
0< F = in F
(r1) min (r) y
0< F(re) = méx F(r). (2.7)
rel0,1]

Observamos que F nunca se anula en [0,1], entonces F(r) > 0. Ahora, de (2.6) y
(2.7), basta tomar el maximo entre 2°y F(r,), es decir
(147r)®

F(T) = m § Ms = méX{2S,F(T2)}, Vr Z O (28)

De (2.5) y (2.8) se concluye.
2.5 Algebra de Banach

Definicién 2.3 Un Algebra de Banach es un espacio de Banach X, con un produto
(x,y) € Xx X— xy € Xtal que, Vx,y,z€ Xy Vre (I se satisfacen

a) (xy)z = x(yz),

b) r(xy) = (rX)y = x(ry),

C)(x+y)z=xz+yz,

d) lIxyll X < XXyl X .

2.6 Diagrama resumen de Distribuciones Peridédicas

Definicion 2.4 Sea
P: = CX.([-mmn])

per

’

el espacio de las funciones f: IR — ' infinitamente diferenciable y periddica con
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periodo 211
Este espacio es un espacio métrico completo.
También,

P := {T:P —( lineal tal que 3y, € Py
m™
< T, >= lim f Yn(z)p(z)de, Yo e P }
n—s4oo o
= (P).
Esto es, Pes el dual topologico de P. Asi, Pes llamado el espacio de las Distribuciones
Periodicas.

Ahora, queremos resumir mediante com diagrama las importantes ropriedades de

las distribuciones periédicas P.
Esto es, las siguientes inclusiones son continuas com imagen densa

P < LY -ma]) — P
ATV ATV ATV
S(Z2) = B(2Z) < S(2)

donde S(2) es el espacio de las sucesiones Rapidamente Decrecientes (R.D.),
definido por

+o00 +o00
S(Z):=qa=()rez, ar €C/ Y |ag|<ooy > |og|lk]" <oo, ¥n>1

k=—00 k=—0o0

y S(2) es el espacio de las sucesiones de Crecimiento Lento (C.L.), definido por

§(Z):= {:1- = (p)rez, op €@ /IC >0,3IN € IN con |ag| < Clk|N, vk £ n} .

31 LOS ESPACIOS HSPE,Y PROPIEDADES
Empezamos esta seccion introduciendo la siguiente definicion.
Definicion 3.1 Sea s € IR, definimos

+oo
Hy,,.([—m, @) := { f € P tal que Z A+ k) If(k)2 <00y C P
k=—00
Observacion 3.1 Sea s € IR, se verifica que Hpe, := Hp,,. ([T, 7]) es un espacio
vectorial. Definicion 3.2 Sea s € IR, definimos en K la aplicacion Il - Il

+o00 . 2
1flls == (271' > (1+|k|2)5|f(k)l2> » [ € Hper,
k

=—00

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 6

72



Observacion 3.2 La aplicacion Il - Il es una norma en H° . Asi, (H°, Il - Il ) es un
espacio normado.

Observacion 3.3 Para s € IR, se verifican las siguientes equivalencias:

feHy & (L+EP)3fKR), _ €P(2) & ()2 =Fell(2)
donde I3(Z) = {a = (a)rez tal que k:zio (14 |k[?)*|ew* < oo} y Z(2), 1+ i2) es

un espacio normado, con la norma

400 2

ladlz = {20 D0 (14 [k*)*|of?

k=—o0c

asi, 1fls = 11 flzz-
Observe que [ - ng = V27| - [[s,2-
Definicion 3.3 Para s € IR, definimos en Hsper la aplicacion < -, >,

+oo o

<fig>s=2m Y (L+ k) F(k)g(k)

k=—00
Observacion 3.4 Para s € IR, se verifica que (H* o<’ >) es un espacio de Hilbert,

i.e. el espacio_H°,, es_completo.
Observacion 3.5 Para s = 0, tenemos

feHS, & fel?(2) & fe L (-],

per

1fllzg,, = V2Rl Flee = 1/ 1l 2 () -

per

41 INCLUSIONES DENSAS

Proposicion 4.1 Se satisface la siguiente inclusién

PCHp,, VselR

y ademas dicha inclusion es densa, i.e. Pl — Hp.,, VseIR.

Prueba.- En efecto, primero probaremos que P c Hspe,, pues esto implica P ""per ¢
H o

Recordemos que P c P, via T, = u, donde < Tu,¢ >= [ _¢(z)u(x)dz, Yo € P.
También en Pvale:

+o0

= Z fi(k)e™ ™

k=—mg

Asi, para u € Pvalen las siguientes igualdades:

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 6

73



~+o0 400

u = N w(k)e* = N iki(k)e™

k=—oo k=—oo

+1 - - +1 -
u’ = Z u"(i:‘]f.'*ki' = Z (—kz\]-&{k)&!“

k=—ma k=—oa

y asi sucesivamente, se cumple para todas las derivadas de u, i.e.

ul? = 3" wd(k)e™ = 3 (ik))ii(k)e™ .
k=—oc k=—o0
Si u € P entonces vale la identidad de Parseval, y como las v/también estan en P
paraj=1,2,..., también vale la identidad de Parseval para estas funciones. Aplicamos esto

a uy urespectivamente:

1 T 2 = o~ 2
o [ @l = X ) <. (1)
- k=—o00
1 T ! 2 = ~ 2 = 21~ 2
on | W@F = X W= 3 HlahP <. (42)
- k=—00 k=—cc
Sumando (4.1) y (4.2) obtenemos
I = _
g/ {lu@)]” + [/ (@)Y dz = Y L+ k)[ak)* < oo
T k=—o00
iew € Hy,, yue H ([—m,7]).

Obviamente de (4.1) tenemos que u € I-Ppe,.
Asi, por la Identidad de Parseval aplicado a v/, paraj=1,2,..., tenemos

“+o0 —+o00

%/ﬂ' |u3(gc)‘2dx: Z ’ZE(}{:)‘Q _ Z kZJ‘iL\(]{:)‘Q < . 4.3)

k=—0c0 k=—00
. Usando la Férmula del binomio de Newton, para s € Z* obtenemos (1 + |kl?)s =
> Cj|k|*, donde
3=0 i '
s 1 s!
€= ( j ) “FLCTO T e
y de la afirmacién (4.3) obtenemos
“+o00
Yo (L+[EP)ak)? < oo
k=—00
i.e.UE Hsper para s € Z*.
Para el caso s € IR, sabemos que existe m € Z*tal que s < my vale la desigualdad
(1 +1k2)s< (1 + k&)™,

luego
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+oo +oo
Do EP k)P < D0 (L4 [k uk)? < oo,
k=—00 k=—00
ie.ue K paraselR".
Para s € IR-tenemos s = -r, con r € IR*y vale 1 < (1 + |kl?), de donde se obtiene 1
< (1 +1k?), esto es
2\s 1
IR = ey =1

y usando (4.1) obtenemos

+o0 oo
o A+[EPatk)? < Y- Jak)P < oo,
k=—oc0 k=00

i.e. u€ H°, para s € IR Asi, hemos probado que P’ C Hp,., Vs € IR,

Observe que también se puede usar la version generalizada del binomio de Newton.

Ahora probaremos que H,., C Pl para esto, sea 9 € Hp,, definimos a, tal
que

[ siH<n
o (k) = { 0 silk|>n.

Afirmamos que a, € S(2). En efecto, para n fijo tenemos que
“+o00

> Nkl lan(k)] = > kP lg(k)] < oo, Vj.

k=—o0 k=—n
too £ hs. -_—
Luego, 9n = a¥ = ¥ an(k)e™ con gn € P ¥ Gn = an.
k=—o0

Ademas, se verifica

+00
lgn = gll2 = 21 > (L+|k[*)*[gn(k) — g(k)?
k=—o0
= 2 Y (L+[kP)’[g(k)]* — 0
|k|>n

cuando n — +, pues g € H° . Esto es, 3g € Ptal que llg, - gll,— 0 cuando n —
4+ je. g€ Pl
Proposicion 4.2 Sea s,r € IR tal que s = r entonces K ¢ K, - le. K esta

inmerso continuamente y densamente en H°, y vale

[fllr < 1 flls> Vf € Hpe,

En particular, tenemos que si s = 0, entonces

ngr C LQ([_T‘-7 ﬂ'])

Ademas , vale la identificacion “isométricamente isomorfo”
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(H;er) =4 pe'r ) Vs € ]R
donde la dualidad es implementada por el par

< f,g>«=2m Z f(k k)a Vf e per’geH (4.4)

k=—00

Prueba.- Como 1 < (1 + |kl?) entonces (1 + |kl2)"< (1 + |kI?)ssi r < s. Asi, se satisface

(1 + k)T .
[]EWEI gl = 8.
(4.5)
Usando (4.5) tenemos
400 400 2\7
27| T (2 (1 + [k[) 28| 7/ 1112
SOA+ERDIFRP = > W(“‘W )P f (k)|
k=—0o0 k=—00. ,
<1
+00 =
< D AHEPYIFRP < o
k=—00 (4.6)
siempre que f € Hp,. Multiplicando por 21t a ambos lados de la desigualdad (4.6)
obtenemos que [ € Hy,, =i f € H  (ie H; C HL ) yademas
Al <Al .

Con esto se ha probado la inclusién continua.
. . - e |
A seguir probaremOﬁ Hque la inclusion es densa, i.e. ., = Hp,.,. En efecto,
T s
basta mostrarH ., C Hy.," .

Seag € Hper entonces usando la densidad de £ en ngr tenemos que existe g,
€ Ptal quegn — g €11 ngr Como tambiént” C Hper, entonces9n € H;fer Y9n — 9

s Il
enlanormall - Il entoncesg € Hpe, .
Sife Hpe;s, la igualdad (4.4) nos permite definir L,como:

Lf(g) =< f,g>«, Vg€ H per

Esta L,es un funcional lineal continuo en H*_ . Esto es, L es lineal con LM < Ifi_,
i.e.Lf € (Hs )

per

Sea¢ S ( per) utilizando el Teorema de Representacion de Riesz tenemos que
Jl¢ € Hy,, tal que

lpll = N, 4.7)
y
<t¢,9> = <g,0>, Vg€ Hp, .8)
Asi, de (4.8) tenemos
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<,g> = <g,0 >

+oo =~
= 2m Y (14 [k*)*G(k)o(k)

k=—o00
o0 -
= 27 > G(k)(1+ k*) o (k)
k=—0c0
+oo
= 27 > G(k)(1+ k2 (k)
k=—00 . (4.9)

Sabemos que ¢ € Hy,, entonces

(@+kP)2om), el

(4.10)
Si definimos
k) = (1 + [k2)*0(k) , Vk € Z, (@.11)
tenemos que fe H . En efecto, de la definicion (4.11) de f(k) y (4.10) tenemos
“+o0
Z A+ R IF R = >0 @+ R 711+ [k[2)*6 (k)]
k=—o00 k=—o00
+00 =N
= Y (A+[EP) (k)P < 0.
k=—00 (4.12)

De (4.9) tenemos que existe f€ H°  tal que

<v.g> = 21 Y Glk)f(k)

k=—o0

= <f.g>
= Ly(g), Vg€ Hpy,, (4.13)

i.e. para?,b S ( per) existef € H per S tal que Y = L,
De (4.12) y (4.7 ) tenemos que

IF12s = lll2
= [¥lP,
de donde concluimos que lIfl__= llyll. Esto es (Hspe,)' es isométricamente isomorfo a
He .
per’
51 CARACTERIZACION DE H’"per,m €IN

Proposicion 5.1 (Caracterizacion de H" _, con m € IN) Sea m € IN entonces

per’

fe pers,,ajf f] € LIQ)@T, Vi e {0,1,... ,m},
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donde la derivada es tomada en el sentido de Py = f.
Ademas, las normas II-Il_ y 11l son equivalentes, i.e. existen constantes positivas
A,y B, tal que Am|| fllm < [ flllm < Bl fllm , VI € Hpe,, donde

m 2

1 lm 2= | D 1107 £117
j=0

Prueba.- Seaf € H peT, entonces

(A + kP k) el

kez . (5.14)

Por otro lado, observamos que

|(ik)! F (k)| = [iklP | f(R) < (1+ [K[) 2 |f (k)] om. (5.15)
En efecto,
1< 1+ K%
k| < (14 [RR)E <[+ [BR)E™
kP <[+ [REY < [(1+ (k)2
paraj=0,1,...m L
Luego, de (5.14) y (5.15) tenemos que ((ik)]-f(k))k,ez S para j=0,1, ..., m.
Como |fi(k)| = |(ik)!f(k)| paraj=0,1,..., m, entonces (F(k), _, € I* para j =0,1. ..,
my por lo tanto f1 e L*([-m,7)) paraj=0,1,..., my asila Identidad de Parseval y (5.15)
nos permite realizar la siguiente estimativa
m .
A = D113
j=0
m —_
= 2r Y lIFI
j=0
m .o~
= 2wy (k) fli
j=0
m 400
= 2772 Z |(ik jf
7=0k=—cc
m 400 .
< 2wy Y (L [RPD)TFR)P
7=0k=—cc
m
= D Il
j=0
= (m+1)|fln (5.16)
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ek [flllm < vVm+1]flm-
Reciprocamente, si f7 € L(]-m, 7)) Vi =0,1,...m, entonces fi € 2, i.e.
ik) f(k ) el?.
(@R7Fk)),_,
Ahora, recordemos que || =1y que (1+[ik]*)™ = ]gocg'liklzj con ¢j = < T > Asi,

usando esto y la Identidad de Parseval obtenemos

+o0
17 = 2n > (L4 k)™ (k)
k=—o0c
+o0 m ] N
= 2m Y | D qlikl? | F (k)
k=—o0 \j=0
m 00 .
ST B SO T;
Jj=0 j=—00
= 2> o7l
j=0
ml .
= Dl
=0
< max ¢;j 2 <.
< (36{05____7?1} ;) 1112

Es decir, [|f[lm < \/mé’xje{o,...,m} ¢ |l fllm o mejor &un

1
N ”f“m < |||f‘”m .
\/ aXjef0,...,m} €

61 LEMA DE INMERSION DE SOBOLEV

El siguiente lema es usado fundamentalmente en el estudio de ecuaciones de
evolucion no lineal.

Teorema 6.1 Si s>} entonces se verifican

1. La serie de Fourier de f € Hsper converge absoluta y uniformemente en [-1,T, i.e.
la serie de Fourier de f

+oo )
> flk)e™
k=—oc

converge absoluta y uniformemente en [-Ti,1].

2. Lema de Inmersion de Sobolev: Hspe, c Cpe con inclusion continua, i.e. a f €

r
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too . .
H,. le hace corresponder la funcion g € Cper, donde g(x) = - f(k)e** y satisface

Fet(z)y o
lglloe < Iflln < Csllflls, Vf € Hp,,. (6.17)
donde
1
1| i :
Cy=— L+ k)~
o L;OO( k) ]

Prueba.- Recordemos previamente que si s>} entonces

+o0 %
[ Z (1+|k|2)_5] < o0
k=—co } (6.18)

Desde que s>} usamos (6.18) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz para conseguir

~

k=——o0 e (1 |k[2)2
+oo 2 +o0 2
< 1> WHIEPYIf(R)P > (kP
k=—00 k=—o0
1
1 T ’
= —=Ifls | D, Q+k)®] < .
27 k=—oo (6.19)

Asi, (J?(k)) ke el y ademas debido al M-test de Wierstrass tenemos que la serie
de Fourier de f

+oo )
Z f(k:)ezk::c

k=—cc

converge absolutamente y uniformemente en [-, 1. Asi, si definimos

too )
g(x) = Y flk)e™,

k=—o00
tenemos que g € Cpe,([—n,n]).

Afirmamos que f= g en P. En efecto,

<g.0> = [ @l

™ 1o - .
= [ % fwetot)ds

T k=—00
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too )
- Y W / ¢ p(z)dr

™
k=—o0 -

Too o~ ~
= 2 Y f(k)¢(—Fk)
k=—o00
= < f,op>,VopeP,
donde hemos usado la Generalizacion de la Identidad de Parseval. En conclusion,
f=genP.
De (6.19) conseguimos

N

+oo 1 +o0
g@)| < Y7 1fRI< —=Ifls| Do A+ k> , Vo€ [-n7]
k=—00 2m k=—o00 .
Tomando supremo obtenemos JFE Mz)y
1
- 1 I 2
lglloo < IFlln € —== | Do A+EA7] 1
V2T oo
Cs:= ) (6.20)

S
La continuidad de la aplicacion :f € Hper A CP@T, es consecuencia de (6.20).

71 H° ES UN ALGEBRA DE BANACH PARA s>)

Introduciremos la siguiente operacién en Hspe,cuandos S (%, OO)-
Definicién 7.1 Sea f, g € H,,, con s>}, debido al Lema de inmersion de Sobolev

podemos definir el producto de fcon g por

<t9.0>= [ falg)ofa)de, Vo€ P,

Vemos que f.g € Cpe,c P'y probaremos que con este producto HSper esun Algebra de
Banach siempre que s>].

Teorema 7.1 Si s>} entonces HSPer es un Algebra de Banach. En particular, existe
uma constante positiva K, dependiendo unicamente de s tal que

HngS SI(SHfHSHgHSa VfageH;er_

Prueba.- Como s>}, usando el Lema de Inmersion de Sobolev, obtenemos
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Fow) = 5= [ s@gtre*da

1 T too . .
= [ X T ) awe e
™ \J

j=—00

_ }: 7 ./ g(@)e— k=T gy

j—foo

+oo
= Y FG)gtk - )

j==oc

= (F*9)k).
=1

) (7.21)
b= |k|?

S
Usando el Lema 2.1 con ¢ ’ Y 2, tenemos que

(14 1K1%)2 < My(1+[k|°) < My(1+ |k —51° + %), Vh.j € Z, 29

donde M. es una constante positiva. Por lo tanto
(1+ k%) Z
< (L+ k)2 Z Mgk = 5)|
n
<M > [+ [k =5+ IFTFG)IGE - )]

{IFONG0 = DI+ 1FG)Ik = 31150 = )] + 1L FG) gtk — )}

H
iw

= {Z Dlgk - J|+Z|f )E = 31°lg(k =)

— j=—n

+ Z 51°1F )Gk )I}

j=-n (7.23)
Como | - | es continua, tomando limite a (7.23) cuando n — +%, obtenemos
(1 + |k Z 1
j=—00
+o00
<M. ST FGIgh — )l + Z HOILEFINEEEE]
j=—00 j=—00
+00 N
+ > iPIFOIgE = )
Jj=—00
= M A{(F = G)(k) + (F' = R)(k) + (S G)(k)} , (7.24)

donde
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G(k) = lg(k)],Vk e Z,

~

F(k) = |f(k)|,Vke Z,
R(k) = [k[’lg(k)|.VEk € Z,
S(k) = |kI*|f(k)|,Vk € Z.
Observamos que
+oo +oo +oo
SOOIRkP = DO EPIG®IE = D> kPgR)”?
k=—co k=—o0 k=—co
-+oco
< > A+ [EP)gHE)?
k=—c0

1
= %Hgﬂg < o0,

puesg € Hp,,. Asi,

9 1
R= (Rikez € 1°(2) y |Rl;2 < mllglls' 25
Analogamente, tenemos que
“+o00 “+o00 =R “+o0 =R
YooSkP= Y0 NRPIFBIP = Y0 (KPR
k=—o00 k=—o00 k=—o00
+00 .
< D AHEPIFR)P
k=—o00
1 2
= ol < o,
puesf € ngr. Asi,
$ = (Suez € B(2) v Ille < =l (7.26)

Para f, g€ ngr, s > % usando el Lema de inmersién de Sobolev, obtenemos:

F.fetz) v |fln <Clifls. (7.27)
G,gel2) v |glln < Cslglls- (7.28)

Por otro lado, como s > % >0 entonces H3,, C L%([—m, 7). Asi, si f € Hp,,

per
entonces f € L([-1,m]). Luego,fe lQ(Z) y
\fl € (2). (7.29)
ot

Analogamente, para g € H° se obtiene g € L*([-T,T). Luego, § € I (Z) y
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lfil/ c?(2). (7.30)
=G

Como Fe I'(2) y G € P(2), usando la desigualdad de Young obtenemos
F+Gel’(Z) y IF+Glp < |FlnllGlle - (7.31)
Tambien, como F € '(2) y R € P(2), usando la desigualdad de Young obtenemos
FxRel*(Z) y |[F*Rlp <|Flls|Rle- (7.32)
Como S € P(2) y G € I'(2), usando la desigualdad de Young obtenemos
S+xGel*(Z) y IF+Glp < ISlelGll - (7.33)
De (7.31), (7.32) y (7.33) obtenemos
w:=F+G+FxR+S+Gel*(Z). (7.34)

Definiendo

+oo
up =1+ k)2 Y f)ak—j), Vke Z.

j=—00

De (7.24) tenemos
Jul < Myw(k), w(k) >0, Vk e Z,
entonces
lug|® < M2 |w(k)?, Vk € Z.

Sumando, obtenemos

+00 +00
o P <MY fw(k)® < oo,

k=—o00 k=—00

=llwl%

pues w € I3(2).
Por lo tanto,

u=(uez € P(Z) ¥ |ullie < Mslwl;z - (7.39)

Usando (7.21) y (7.35) conseguimos

+00
27 Z (1+ |k|?)*

k=—cc

I/l Faw)|

2

+o0
S FG)ak - 4)

j=—00

+00
2m Y (L+[k[*)°
k=—00

27l
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= 27 M?2||w| .

ie.
I £glls < V2rM|Jwl> - (7.36)
Asi, tenemos
lwllpg = |[F+xG+FxR+ 5G|
< |[F Gl + |[F Rl + |8 Gz (7.37)

Observamos que 1 < (1+k?)simplica |g(k)I12< (1+k?)*lg(k)|2, y que sumando obtenemos

+00
> lg(k)? < Z L +K)g(k)* < oo,
k=—o00 k=—o00

desde queg € Hp,,. Luego

_ 1
9l < 5—lglls (7.38)

De (7.31), (7.27), (7.30) y (7.38) obtenemos:

IA

1+ G2 I [Gllee

£l 113112
1
Cs s — s
1
—=Cs||flsllglls - 7.39

IN

De (7.32), (7.25) y (7.27) tenemos

IF Rl < [Fla|Rl
||f\|p\/%ngns
< Cs\lf\ls\/%Hglls
\/LQ_Wcsnfusngns. (7.40)

e (7.33), (7.26) y (7.28) obtenemos

IA

1S+ G2 [1Sl:211G I
1 .
N 11l 11g 11z

1
\/T—Trl\fllsc’sllglls
1
= ﬁCstllsIIgHs- (7.41)

Usando (7.39), (7.40) y (7.41) en (7.37) tenemos
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3Cs
mllf\lsl\gll.s-~ (7.42)

Usando (7.42) en (7.36) conseguimos

1fglls = 3MCs || fllsllglls -
I( —

[wllz <

er’

Corolario 7.1 Si s > %entonces}’?] cl?(Z), Vf, g€ Hp

81 DIAGRAMA RESUMEN DE LOS ESPACIOSH?

per
Finalmente, queremos resumir mediante un diagrama, las importantes propiedades
B S
de los espacios de Sobolevaer.
Esto es, cuando s >0, las siguientes inclusiones son continuas con imagen densa

HS, — H° =IL*[-mna]) — H

per per pe'r
ATV ATV ATV
2(2) 2(2) - 2,

Todo lo estudiado, lo usamos en el andlisis de existencia y dependencia continua de
la solucién de una ecuacion de evolucion, realizando en el proceso una serie de calculos y
aproximaciones.

Podemos citar algunos articulos que usan los resultados obtenidos para estudiar la
existencia de solucion de la ecuacién del calor, onda, Schrodinger, entre otras ecuaciones
de evolucion; asi, por ejemplo: [2], [3], [5], [6], [7], [8]-[13] y [15].

91 CONCLUSIONES

En nuestro estudio de los espacios de Sobolev modelados en L2 caso periédico,
hemos realizado lo siguiente:
1. Probamos importantes resultados de este espacio distribucional infinito

dimensional, resaltando su conexién con los P(2) con peso, mediante la transformada
de Fourier generalizada.

2. Probamos que las inmersiones son densas y la inmersion de Sobolev cuando
1

5> 3

3. Evidenciamos una operacion producto en H,_ que lo hace un algebra de Banach

cuandos > %

4. Finalmente, la riqueza de las propiedades de H*, permite aplicar a ecuaciones
de evolucion, en el estudio de existencia de solucion, con la libertad de poder usar
en otras aplicaciones.
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CAPITULO 7

LOS ESPACIOS (2) CON PESO: PROPIEDADES
Y SU CONEXION CON LOS ESPACIOS DE
SOBOLEV

Yolanda Silvia Santiago Ayala
Universidad Nacional Mayor de San
Marcos, Fac. de Ciencias Matematicas
https://orcid.org/0000-0003-2516-0871

RESUMEN: En este articulo, estudiamos
una generalizacion del espacio P(Z2). Aqui,
se introduce un peso, que lo hace un
espacio infinito dimensional de Hilbert y se
evidencia un conjunto ortonormal que lo
hace Separable. Damos pruebas a estas,
inspiradas por el caso particular P(2).
Finalmente, damos su conexién con los
espacios de Sobolev y aplicaciones.
PALABRAS CLAVE: Espacio de Hilbert,
espacio separable, base ortonormal, el
Teorema de Fréchet-Jordan-Von Neumann,
espacios de Sobolev.

P(2) SPACES WITH WEIGHT:
PROPERTIES AND ITS CONECTION
WITH THE SOBOLEV SPACES

ABSTRACT: In this article we study a
generalization of the P(2) space. Here, a
weight is introduced, which makes it an
infinite dimensional Hilbert space and an
orthonormal set is evidenced, which makes it
Separable. We give proofs to these, inspired

Data de aceite: 02/06/2023

by the particular case P(2). Finally, we give
its conection with the Sobolev spaces and
applications.

KEYWORDS: Hilbert space, separable
space, orthonormal basis, the Frechet-
JordanVon Neumann Theorem, Sobolev
spaces.

11 INTRODUCCION

En este articulo estudiaremos los
espacios P(2) con pesow(k) = (1 + k2)%
que denotaremos por /2(2) para s € IR.

Estas sucesiones fueron
introducidas en lorio [1], lo que permitid
identificarlo con los espacios de Sobolev
periédico: H° , via la transformada de
Fourier.

Primero, estudiaremos el espacio
P(2) y sus propiedades. Luego, inspirados
en la prueba de estos, demostraremos
las propiedades de /%(2), que seria su
generalizacion.

En consecuencia, observamos
también que si s =0 entonces |2(2) = F(2) y
todos los resultados obtenidos son validos

para P(2).
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Elaboramos tablas y diagramas que resumen las propiedades de estos espacios.
Finalmente, damos su conexion con los espacios de Sobolev periddico, aplicaciones y
generalizaciones.

Nuestro trabajo esta organizado como sigue. En la seccién 2, damos los resultados
preliminares para el desarrollo del trabajo. En la seccion 3, iniciamos introduciendo los
espacios P(2). En la subseccion 3.1, estudiamos al espacio P(2) probando sus principales
propiedades. En la subseccion 3.2, damos una tabla resumen de las propiedades de P(2).
En la secci6n 4, iniciamos introduciendo los espacios P(2) con pesow(k) = (1 + k2); que
denotaremos por /P(2). En la subseccion 4.1, estudiamos los espacios /*(2) probando sus
principales propiedades. Enla subseccidén 4.2y 4.3, respectivamente, damos tablas resumen
de las propiedades de /*(2) y base ortonormal de los espacios de Hilbert estudiados. En la
subseccion 4.4, damos algunas aplicaciones.

Finalmente, en la seccion 5, damos las conclusiones de nuestro estudio.

21 PRELIMINARES

Usaremos los siguientes Teoremas:

Teorema 2.1 [Fréchet-Jordan-Von Neumann] Sea (E,|l - Il) un espacio normado. Son
equivalentes_los_siguientes_enunciados:

1. Lanorma |l - | satisface la Ley del Paralelogramo, i.e. || x+y 112+l x-y l12= 2{[IxI[>+llylI?},

vx,y € E.
2. La norma |l - | “viene de un producto interno”, i.e. existe un producto interno < -, -
L
>talquell - =1 li<.,->, donde llyll.,.=<y,y>=, vy € E.

Definicion 2.1 Un espacio métrico M es separable si posee un subconjunto
enumerable y denso.

Teorema 2.2 Sea H # {0}, H un espacio de Hilbert. Son equivalentes los siguientes
enunciados:

1. H es separable.

2. H posee una base ortonormal enumerable.

Teorema 2.3 Sea H un espacio de Hilbert, A un conjunto de indices y B :={u,, a €
A} un conjunto ortonormal. Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. B es base ortonormal.

2. El conjunto L(B) de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de B,
es denso en H, i.e. L(B)=H.

La prueba de estos resultados pueden ser vistas en [2] y [3].

31 LOS ESPACIOS LA(2)

Definicion 3.1 Sea 1 < p <, definimos el conjunto:
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+oo
w(Z):= {(mn)j{f"_oo,wn eq,; Z |zn P < oo}

n=-—oo

con dos operaciones:

(a) +(1n) = (Ta+iym), (za),(yn) €P(Z) (3.1)
Mzn) = (Az,), Ae@, (x,)elP(Z), (3.2)

que hace que P(2) sea un T -espacio vectorial.
Introduciendo la aplicacion

+o0 é
1)l := ( > Ixnl”>

n=—oo
tenemos que P(2) es un T - espacio normado y completo, esto es (P(2),Il - Ilp) es un
espacio de Banach. i—6ésimo
Observacion 3.1 P(2) = {0} desde que existe € = (---,0, T 0.)€ "(Z), para
i € Z, Vpe[1,»).
Ademas,llell =1,vieZ.
Definicion 3.2 Sea el conjunto

1°(2) := {(xn):{io_oo,xn eq; sup |zy| < oo}

nez

que con las operaciones (3.1) y (3.2) definidas arriba es un @ - espacio vectorial.
Introduciendo la aplicacion

[[(#n)]|oo = sup |2
ne

tenemos que "(2) es un @ - espacio normado y completo, esto es, el par (F(2),I'll )
es un espacio de Banach.

Observacion 3.2 [°(2) = {0} desde que existe e, € P(2), para i € Z. Ademas, lie]l =
1,VvieZ

3.1 El espacio P(2)

Proposicion 3.1 La norma ll - Ilp viene de un producto interno si y solamente si p =
2. Esto es,
1. Sip#2, lanormall - | no viene de un producto interno.

2. Enelcasop=2,|-|,es la norma inducida del producto interno < -, > definido
en P(2) por
400
<z,y >= Z TrYk
k=—o00

parax=(x,),.» ¥ =().,en F(2. Esto es,
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+o0 2

lzll2 = llzll<,> = | > lexf?

k=—o00

Prueba.- 2) La prueba lo hemos organizado de la siguiente forma:
A).- Sean x = (X,),.» ¥ = (V) .,€n F(2). Para | € IN, usando la desigualdad triangular

de la p = 2-norma en @*+1 tenemos

1 1
2 2 2

! ! !
Z |21, + yi|? Z lzn? ]+ Z lyi|?

<
k=—1 k=—1 k=—1
1 1
+o00 2 +o00 2
< 02wl X lwl?
k=—00 k=—o00
= ll=lz+ llyllz,
y como la sucesion es creciente y acotada superiormente, entonces existe el limite
y satisface
+00 2
2
D ek + il < Azl + llylle
k=—00

ie.x+y€l(2)y lz+yle <llzlle + e

Para / € IN, tenemos

1 1 l
STl = >0 Pl = AP > Jawl?

k=-1 k=-1 k=-1
N—_——

Suc. convergente .

Tomando limite cuando / — +%, obtenemos

“+o0o +oo
ST PP =P DD sl
k=—00 k=—o00

Luego, Ax € P(2) y IIAxII2 = IAllIxIl 2.
Asi, las dos operaciones: + y -+, suma y producto por un escalar, respectivamente,
estan bien definidas en P(2). Se prueba facilmente que (P(2),+,") es un @- espacio vectorial.
B).- Ahora, queremos probar que la aplicacion < -,- > esté bien definida. Esto es,
probaremos que la serie
+0o0o
Z LYk
k=—o00
es convergente siempre que x=(X,),_, ¥ = (¥,),.,Pertenezcan a F(2). En efecto, sean
X=(X) e ¥ = (V) &N P(Z). Para | < mtenemos
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m !
ORTTED SRR St
k=—m k=—1 I<|k|<m ) (3.3)

Tomando modulo a la identidad (3.3) y usando la desigualdad de Holder en @2™)

obtenemos
m l
Do~ Y wTk| = | >, Tk
k=—m k=—1 I<|k|<m
1 1
2 2
2 2
< PN > vkl — 0
I<|k|<m I<|k|<m
!
cuando m,/ — +o. Esto es, la sucesion ( > XUk es de Cauchy en €. Luego,
k=1 leIN oo

como € es completo, existe el limite de la sucesion, i.e. la serie . >~ =Tk es convergente.
f =—00
C).- Desde que iZﬂ |zg[* = 0, ¥l = 0 con x = (x;) € *(Z), tomando limite tenemos

+o0o

Y lwP=0

k=—0o0
N ——
=<z,r>
D).- Si x = (x,) € F(2) y <x,x >= 0 tenemos
4o

k=—o0

Entonces Iij =0,i.e. X= 0,Vje Z estoes x=0.
+o0
E).-Si(x)=x=0,ie. x=0,Vj€ Z Luego, <xx>= % |z [*?=0.
J ~~

F).- Rapidamente se comprueba que: S

<ar+y,z> = a<zz>+<yz>,Vr,y z€l*(Z),Yaed.

<zu+fBv> = <zu>+B<zv>,Vr,u,veli(Z),Voed.

De B), C), D), E) y F) hemos probado que < -,- > es un producto interno en P(2).
1).- Ahora, probaremos que si p € [1,2) U (2,%] (i.e. p # 2) entonces la norma Il - IIp no viene
de un producto interno. En efecto, basta tomar x = (x,),_,tal que x,=1 con x,=0, Vke Z-{1}
ey=(y).,tal qutla ¥,=1cony,=0,Vke Z-{2}. Entonces: lixil =1, liyl =1 para p € [1,%],
de ahi lixzyll = 2% parap € [1,0) y lixzyl_=1.

Luego, para p € [1,2) U (2,) tenemos

*

5 oyl =2-25"% 2.2 = 2{ ||z + ||y |2}
lz +ylI2 + |z — yl12 # Zllp + 1Yllps,

Luego, la igualdad no se cumple si 2 # p. Esto es, si p € [1,2)U(2,%) entonces
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no se satisface la Ley del Paralelogramo. Usando el Teorema 2.1 de Fréchet-Jordan-Von
Neumann concluimos que la norma Il - Il 'no viene de un producto interno.

Por otro lado, para p = © vemos que:

*
P
o+ yll3 + lz =yl =2 # 4=2-2=2{]|z% + [lyll%}.

Luego, la norma Il - II_no satisface la Ley del Paralelogramo y usando el Teorema
2.1, concluimos que la norma Il - ll_no viene de un producto interno.

Proposicion 3.2 P(Z) es un espacio de Hilbert, Reflexivo con (F(Z))*= P(2)y
Separable.

Prueba.- Primero probaremos que P(Z) es completo. En efecto, sea x_una sucesion

de Cauchy en P(2), que denotamos por x_ = (x

ez ENtonces lix - x Il,— 0 cuando n,m —

+%, Esto es, existe N >0 tal que

+o0 2
€> ||$n - :EmHZ = Z |xn,k - xm,k|2 > |$n,j - ifm,jl
h=eo (3.4)
paratodo n,m>N_y Vj€ Z
Para cada j fijado, usando (3.4) tenemos que (Tnjlnel es de Cauchy en C. Asi,
como @ es completo entonces existe: & & (I tal que oA Znj = Zj.
Definimos

= (xj)jcz -

II-II:
Probaremos _que * € [*(Z) y que &y —= . cuando 1t — +0c.

D=

=—00

1
+oo 9 l 9 2
De (3.4) y como > Iwn,k —xm,kl > X |$n,k —Im,k| tenemos
k

1 2
e> | Y |ng — ampl®| 5 Vm,n > Ny, VI>0
k=—l (3.5)
Tomando limite a (3.5) cuando m — +, obtenemos

l 2
€> le‘mk—l‘le , Vn> N,,VI>0
k=—1 (3.6)
Tomando limite a (3.6) cuando / — +%, obtenemos

+00 2
€ > Z |k — xk|2 , Vn > N,
k=—o00
=llzn—2|l2 (3.7)

[Ill
esto_es &y; — I, cuando n—+©
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La desigualdad (3.7) nos dice que x,—-x € P(Z), para n > N Usando esto, con n" >

N, tenemos

= Tpx —(Tpr —x)
S~~~ N——
€l*(2) €l2(2)
entonces x € P(Z2), con esto queda probado que P(2) es completo.
Por otro lado, sabemos que todo espacio de Hilbert es Reflexivo, por lo tanto P(2)
es Reflexivo.
A su vez, debido al Teorema de Representacion de Riesz para funcionales, el dual
de um espacio de Hilbert es el mismo, asi (I%(Z))" = I*(Z).
Finalmente, probaremos que P(Z) es Separable. Para esto, introducimos el siguiente

conjunto

i-ésima entrada

Y podemos denotar e, = (e,) donde e, = d,: vale 1 cuando i = ky 0 cuando i # k.

Rapidamente se observa que B es enumerable. Ademas, B es un conjunto ortogonal en
P(2). Esto es,

+oo
< ej, €5 >= Z eike]—'k:() sit#£j.
k=—0c0
Mejor aun, se observa que
+o00
< ej,ej >= Z €ik€jk = 5@‘
k=—o0

y llell =1, vj€ Z Luego, B es un conjunto ortonormal en F(2).

Afirmamos que L(B) = P(Z), donde L(B) es el conjunto cuyos elementos son
combinaciones lineales finitas de elementos de B. Asi,
L(B) ={x=(x),,talque Alme Z, I<m, x, =0,VYk=m,k< I} c F(2).

kez

Obviamente L(B) c P(2) y la cerradura de L(B) satisface L(B) c P(2).

Sea x = (x) _,€ P(2), probaremos que x € L(B). Asi, definimos
V= (,0,X 00X X, X,,.X,0...) € L(B).
+00 g
Como . Y |7k]7 < o entonces dado €0 existe m' € INtal que
W
Z lz|? < €. (3.8)
|k|>m*

De (3.8) tenemos que 3m’ € IN tal que
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> |lym= —x |f_: = Z lzi|? = Z lzk|? = |lym — .'J':||fg . ¥n=m",
| k| =ma* k| =n
i.e. x € L(B). Esto es, L(B) c P(2) y com esto queda probando L(B) = P(2).
Usando el Teorema 2.3, tenemos que B es base ortonormal enumerable. Asi, siendo
P(2) un espacio de Hilbert com P(2) #{0} usando el Teorema 2.2 concluimos que P(2) es
separable.

3.2 Tabla resumen de P(2)

En resumen, obtenemos:
PROPIEDADES DEL ESPACIO F(2)

REFLEXIVO SEPARABLE ESPACIO DUAL
P(2) sl sl P(2)

41 LOS ESPACIOS L (2
Definicion 4.1 Sea s € IR y 1 < p <, definimos el conjunto:

+oo
B(Z):= {(xn)ggo_oo,xn e, Z (1 4+ n?)%|z, P < oo}

n=—oo

con dos operaciones:

(zn) + (¥n) (o +un)s  (za) (¥a) € B(2Z)
Man) = (Aazn). Ae@, (zn)€P(2),

que hace que |(2) sea un @ -espacio vectorial.
Introduciendo la aplicacion

+00 ;lo
1(@n)llsp = ( > (1+n2)5|xn|p>

n=—oo

tenemos que I£(Z) es un @ -espacio normado y completo, esto es (IP(Z), || - ||s.p)

es un espacio de Banach.
P _
Observacién 4.1 Si s = 0 entonceslo (£) = I"(Z) »
i— eSO

Observacion 4.2 [£(Z) # {0}, desde que existe e;:=(...,0, T ,0..) elf(2),
para i € Z, Wp € [1,0c).

Ademés, |€illsp = (1+ i\e, Wic Z.

Observacion 4.3 Si s = 0 entonces 5 (Z) C IP(Z), ¥p € [1,00),

Observacion 4.4 Si1 < p < q < entonces |/(Z) c |5(2) y la inclusion es estricta.

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico 2 Capitulo 7

95



4.1 Los espacios [2(Z)

Proposicion 4.1 La norma II-IIS,p viene de un producto interno si y solamente si p =
2. Esto es,

1. Sip#2, lanormall - Il no viene de un producto interno.

S,

2. Enelcasop=2,I_,es la norma inducida del producto interno < -,- > definido

en |2(2) por

+o0
<X,y >ei= Z (1 + E*) e

k=—o0

parax=(X),.» Y= (V).,€nl2(2). Esto es,

Nl=

+oo
lollsz = lloll<>. = D (1+K)|axl”

k=—o00
Prueba.- 2).- La prueba lo hemos organizado de la siguiente forma:

A).- Sean x = (X,),.» ¥ = (V,),.,€N |2(2). Para | € IN, usando la desigualdad triangular
de la p = 2-norma em {'?+!tenemos

l 2 1 2 l 2
D (LK) ke + yil? < | @Rl | DD A E)
k=—1 k=— k=—1I
1 1
+00 2 +00 2
< | @EED ) [ DD Rl
k=—00 k=—o00
= lzlls2 + lylls2,
y como la sucesion es creciente y acotada superiormente, entonces existe el limite
y satisface
+00 2
2
Y (LK) ek + il < lzlls2 + llylls,2
k=—o00

ie. x+y€el}ylx+ yllsyzs IIxIIS’2+ IIyIIS'z.
Para / € IN, tenemos

I I I
Do AR Dz = Y0 (LRIl = AP D (1K)
p— [ k=1

Suc. convergente

Tomando limite cuando / — +, obtenemos

—+o00 —+o00
S A+E Al = AP D] (1K)l
k=—o00 k=—o00
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Luego, Az € 12(Z) v || Mz 5,2 = |||z s,2-
Asi, las dos operaciones: + y +, suma y producto por un escalar, respectivamente,

estan bien definidas en /*(2). Se prueba facilmente que (/2(2),+,") es un € espacio vectorial.
B).- Ahora, queremos probar que la aplicacion < -,- > esta bien definida. Esto es,
probaremos que la serie

+00
2 —
> L+ ) gy,
k=—00
es convergente siempre que x = (x,),.,€ ¥ = (¥,),.,estén en [2(2).

En efecto, sean x=(x,),_, ¥ = (¥,)

2
e €N 12(2). Para | < m tenemos

m l
oA+ oy — Y, A+ mgr = Y, (1+E) ok
k=—m k=-—1 I<|k|<m . (4.1)
Tomando médulo a la identidad (4.1) y usando la desigualdad de Hélder en @2(m—1)
obtenemos
m !
Z (1+ kQ)SIk% — Z (1+ k2)sl’ky_k
k=—m k=—1
= Z (1+ k2)sxky_k
I<|k|<m
3 3
< | > T+ E) |l S O+l | — 0
I<|k|<m I<|k|<m

I
2 _
cuando m,/ — +. Esto es, la sucesion (k; 1(1 +k )swkyk> es de Cauchy

en @. leIN
Luego, como @. es completo, existe el limite de la sucesion, i.e. la serie
+oo 9
> (14 k*)®xyyges convergente.
k=—0c0

!
C).- Desde que > (1 + k?)%|z|?> > 0, VI >0 con x = (x,) € /%(2), tomando
k=—1
limite tenemos
400
> (L4 E) > >0

k=—o00

=<z,x>

D).- Six=(x) € I2(2 y <xx>=0 tenemos
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+o00
0=<z,2>= Y 1+ lapl > 1+5°|2;*, VjeZ.
k——o00 e
#0
Entonces Ixj.l= 0,i.e. X= 0,Vje Z estoes x=0. N
E).-Si (zj) =z =0, ie. 2; =0,Vj € Z.Luego < z,7 >,= > (1 + k%)% z; |2=0.
j ~—

j=—00

F).- Rapidamente se comprueba que: =0
<ar+y,z>; = a<z,2>+ <y 2>, Vr,y,z€l2(Z),Yaed,
<zu4pBu>, = <zu>,+f<z,0 >, Vo,u,veli(Z),V0ed.

De B), C), D), E) y F) hemos probado que <-,- > es un producto interno en /3(2).
1).- Ahora, probaremos que si p € [1,2) u (2,%) (i.e. p £ 2) entonces la norma ll - IIS’pno

viene de un producto interno. En efecto, basta tomar x = talque x,=1con x, =0, VkeZ~

( k)kEZ
{1}ey=(y),,talquey =1cony =0, zke Z—{-1}. Entonces: Hf’?Hsp = 2p Hstp = 2p
para p € [1,), de ahil|x £+ y||s, =2 7 parape€[1,%).

Luego, para p € [1,2) u (2,%) tenemos

*
2(s+1) AN 2s
lo+yls, + e —yls, =227 # 2% 20 =225, + lyll3,

Luego, la igualdad no se cumple si 2 # p. Esto es, si p € [1,2)u(2,0) entonces no

se satisface la Ley del Paralelogramo. Usando el Teorema 2.1 de Fréchet-Jordan-Von

Neumann concluimos que la norma Il . Ilsyp no viene de un producto interno.

Observacion 4.5 Si s = 0 en la Proposicion 4.1 entonces se obtiene la Proposicion
3.1.

Proposicién 4.2 |*(2) es un espacio de Hilbert, Reflexivo con 12(2)*= 12(2) y
Separable.

Prueba.- Primero probaremos que /2(Z) es completo. En efecto, sea x una sucesion

de Cauchy en /*(2), que denotamos por x, = (X,

ez ENtONces lix - x Il ,— 0 cuando n,m

— 40, Esto es, existe N >0 tal que

N

“+o00
€> ||lvn — meS,Q = Z (1+ kz)s‘xn,k — Tm,k 2
k=—00
> (1+%)3en; — Tml @2)

paratodo nnm>N_y Vj€ Z
Para cada j fijado, usando (4.2) tenemos que ((1+ JE) ITnjlnelN esde Cauchy en

- : SEvE
@. Asi, como € es completo entonces existe i = T 1q que nl{l_,l_li[l + )220 = yj.

Luego JHm oy = (1 + )T y;.
; A ]

Tyi=

Definimos
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x = (2j)jez -

-1,
Probaremos que x & 12(Z) v que xq —* &, cuando n — +5.

1

L
3

+oo r
De (42) y como (Jl E 1.1 + kz]ﬁh:n.k - .]:m_HE) = (AE 11.1 + ka}sl-'ﬂn.k - J«'r:-z.kF)
=—00 =—

tenemos

i
e> | Y 10+ 8 |zak —zmal* | L Ymon >N, V>0, (4.3)
k=—1

Tomando limite a (4.3) cuando m — +%, obtenemos
! 2
€> Z(l+k2)5|azn’k—azk|2 , Vn > N,, VIl >0
k=l (4.4)
Tomando limite a (4.4) cuando / — +%, obtenemos

o=

“+o0
€> Z (1+ k‘2)5|{L’n7k — :z:;.3|2 , Vn > N,

k=—oc0

=llzn—2s,2 (4.5)
]l s,2
esto_es, &n —* &, cuando Tt — 0.
La desigualdad (4.5) nos dice que x -x € /%(2), para n > N_. Usando esto, con n' >
N, tenemos
= Tpx —(Tpr —x)
S~~~ N——
€i3(2) €i2(2)
entonces x € /2(2); con esto queda demostrado que /2(Z) es completo.
Por otro lado, sabemos que todo espacio de Hilbert es Reflexivo, por lo tanto /2(2) es
Reflexivo.
A suvez,debido al Teoremade Representaciénde Riesz parafuncionales, eldualde un
espacio de Hilbert es el mismo. Asi, (12(2)) = I2(2).
Finalmente, probaremos que /2(2) es Separable. Para esto, introducimos el siguiente
conjunto

B:={e;=(...,0,...,0, L 0,...,0..), ieZ}cl}(Z).

i-ésima entrada
Y podemos denotare; = (eik);‘;ioodonde e,= 0, vale 1 cuando i = ky 0 cuando
i# k.
Rapidamente, se observa que B es numerable. Ademas, B es un conjunto ortogonal
en /%(2). Esto es,
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+oo
< e, €5 >g= Z (1+k2)s€¢k6j_‘k:0 sii#£7.
N——

k=—o00 -0
Mejor aln, se observa que
+oo
<eiej >o= 3 (1+ k) eadir = (1+ 5%)%5;,
k=—oc

v llejlaz=(1+3%)%,Vje Z.

A partir de e, normalizando podemos obtener un conjunto ortonormal enumerable:

_ ..
B = {vj=——
{ T Nlegllse }jez

= {v;=(..,0,...,0, ,0,...,0..), jez}cl®](2)

j-ésima entrada
Y evidentemente satisface: L(B) = L(B) donde L(B) es el conjunto cuyos elementos
son combinaciones lineales finitas de elementos de B.
Afirmamos que L(B)= 12(2). En efecto, previamente observamos
L(B) ={x=(x),,talque A me Z, I <m, x,=0VYk=2m,k < [} c P(2).
Obviamente L(B) c /1?(2) y la cerradura de L(B) satisface L(B) c 12(2).
€ 1%(2), probaremos que x € L(B). Asi, definimos

Xy, X,,...X,0...) € L(B).

Sea x = (x),,

Y= (..,0,x ,...x,,

+oa
Como k_Z_:xll + |k[*)*|xk[* < o0 entonces dado €>0 existe m* € IN tal que

Z (14 |k[®)®|xx|® < €.
|k|=m* (4.6)

De (4.6) tenemos que 3 m* € IN tal que

2 1238 [ |2 2 2 _ 12
€> |lyme — 2z = D L+ [EP) el > D (1 + kP |l = flym — 2|z .
|ke| = v || =m

vn>m*, i.e. X € L(_B) Esto es, Isz(Z)cL(_B) y con esto queda probado L(B) = /2(2).
Ahora, como L(é) = L(B), entonces ITB) = L(_B) =12(2).

Usando el teorema 2.3, tenemos que B es base ortonormal enumerable. Asi,siendo
12(2) un espacio de Hilbert con /?(2) #0}, usando el Teorema 2.2 concluimos que /*(2) es
separable.

Observacion 4.6 Si s =0 en la Proposicion 4.2 entonces se obtiene la Proposicion

3.2.
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4.2 Tabla resumen de /?*(2)
En resumen, obtenemos:

PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS /2(2), s€ IR

ESPACIO DUAL
122

REFLEXIVO SEPARABLE
12(2) sl SI

4.3 Tabla resumen de Base Ortonormal
En resumen, obtenemos

BASE ORTONORMAL EN ESPACIOS DE HILBERT

I(Z) L(Z)
Conjunto _ L
Ortogonal eji=(...,0, 1] 0,...) gj = (...._D._‘_“lﬂ_'.ﬂ._..‘)
i it
Base e — At
Ortonornal {f'j}jEZ { 1P }jsz s llejllsz = (1 +5%)2
Separables ST SI

4.4 Aplicaciones

Los espacios /2(Z) son de mucha utilidad en el estudio de los espacios de Sobolev
periédico Hsper para s € IR, principalmente en la construccion e identificacion con estos
espacios mediante la transformada de Fourier.

En resumen, sea s >0 entonces las siguientes inclusiones son continuas con imagen

densa
H., — Hp, =L-m7) — HZ
ALTV ALTV ATV
12(2) 2(z) - 2,

Para esto, citamos lorio [1].

Por consiguiente, se aplica en el andlisis de la existencia de solucion de ecuaciones
de evolucion. Asi, podemos citar [1], [4], [5], [6], [7] y [8]-

Finalmente, las ideas expuestas en la subseccion 4.1 nos permite generalizar
resultados para los /7(2) via P(2).

51 CONCLUSIONES
En nuestro estudio de los espacios /2(2) hemos obtenido importantes resultados,
entre los cuales destacamos:

1. Probamos de modo intuitivo y en detalle las Proposiciones 3.1 y 3.2.
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2. Motivados por las ideas consideradas en las pruebas de las Proposiciones 3.1
y 3.2, en ese sentido demostramos las Proposiciones 4.1 y 4.2 relativas a las
propiedades de /2(2).

3. De nuestro estudio elaboramos Tablas que resumen las propiedades fundamentales
de los espacios tratados.

4. Damos algunas aplicaciones que justamente nos motivaron a realizar este articulo.

5. Finalmente, generalizando podemos estudiar a los espacios P (2) basandonos en
los espacios P(2).
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