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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma definicdo para a expansao em fragdes continuas,
identificando as caracteristicas mais simples e buscando através da analise de alguns
exemplos, nos familiarizarmos com esta forma de representacdo numérica. Mostramos a
ligacdo desta expanséo e o algoritmo de Euclides para o célculo do mdc. Explorando as
propriedades dos convergentes, abordamos a aproximacdo de numeros irracionais por
nuameros racionais, mostrando que as melhores aproximacdes s&o obtidas via fracoes
continuas.

Apresentamos, de forma breve, a denominada equacéo de Pell e um método para resolver
este tipo de equagéo com esta representacéo. Abordamos a conexéo da expansao em fragdes
continuas e a transformacgéo de Gauss através do estudo das iteragbes desta transformacéo.
E no final, trazemos uma série de atividades para alunos do Ensino Médio visando apresentar
a expansao em fragdes continuas, suas principais propriedades e as conexdes que aparecem
neste trabalho. Aproveitamos também para fazer uma primeira caracterizagcdo dos numeros
irracionais entre algébricos e transcendentes.

PALAVRAS-CHAVE: Fracoes continuas - Algoritmo de Euclides - Aproximag¢éo de numeros
irracionais - Equagao de Pell - Transformagao de Gauss
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CAPITULO1

INTRODUCAO

E possivel caracterizar as melhores aproximagées de um dado nGmero real,
identificar uma forma de obté-las e o que esperar da qualidade dessas aproximagdes
comparadas com a complexidade das aproximacgdes racionais?

A representacdo decimal de um numero real tem como um de seus méritos a
praticidade para efetuar calculos porém, sua utilizacdo esta relacionada a uma escolha
arbitraria de uma base 10 e, ainda pode ocultar outras aproximagdes racionais muito
melhores do que se pode esperar, comparando os tamanhos do denominadores envolvidos
em uma representagao e na outra.

A representacao por fragbes continuas possui uma conceituagé@o simples e fornece
aproximacdes racionais muito boas, chegando a causar surpresa, pois consegue alcancar
com denominadores relativamente pequenos, uma grande eficiéncia na aproximagao.

Além disso, a teoria basica de fragbes continuas se relaciona com outros temas de
Aritmética, como o algoritmo de Euclides. Também podemos utilizar fragcdes continuas para
estudar um certo tipo de equacéo diofantina, denominado equacgéo de Pell.

No Capitulo 2, apresentaremos uma definicdo para a expansdo em fracdes
continuas, identificando as suas caracteristicas mais simples e buscando através da anélise
de alguns exemplos, nos familiarizarmos com esta forma de representagdo numérica
pouco difundida. Aqui ja aparecerdo classes distintas de nUmeros — racionais, irracionais
algébricos e irracionais transcendentes —, mas sem que sejam plenamente caracterizados.
Nos capitulos posteriores, vamos nos ater a descri¢gdo destas caracterizagoes.

No Capitulo 3, sera mostrada, através da divisdo euclidiana, a ligagcao da expansao
em fragdes continuas de um numero racional com o algoritmo de Euclides para o célculo
do méaximo divisor comum entre dois nimeros. Neste caso, os dois serdo os termos da
fracdo irredutivel que representa o nimero racional em questao. Isto também colabora para
ratificar a natureza finita da expansao em fragcdes continuas para essa classe de numero.

No Capitulo 4, através da exploracdo das propriedades dos convergentes da
expansao em fragbes continuas, abordaremos a aproximacao de nimeros irracionais por
numeros racionais, mostrando que as melhores aproximacgdes s&o obtidas via fragdes
continuas.

No Capitulo 5, faremos uma breve apresentacdo da chamada equacgédo de Pell.
Mostraremos um método para resolver este tipo de equagdo com a expansdo em fragdes
continuas. Neste processo, apresentaremos uma breve diferenciacdo entre numeros
algébricos e nimeros transcendentes.

No Capitulo 6, mostraremos a conex&do da expansdo em fragdes continuas e a
transformacéo de Gauss através do estudo das iteragdes desta transformacéo. Este fato
nos permitird analisar a dindmica da obteng&o dos quocientes parciais da expanséo.

No Capitulo 7, trazemos uma série de atividades para alunos do Ensino Médio

Introducao



visando apresentar a expansdo em fracoes continuas, suas principais propriedades e as
conexdes que aparecem neste trabalho: com o Algoritmo de Euclides para o mdc, com a
equacéao de Pell e com a transformacgéo de Gauss. Aproveitamos também para fazer uma
primeira caracterizacdo dos numeros irracionais entre algébricos e transcendentes.

E finalmente, no Capitulo 8, apresentamos as conclusdes deste trabalho e as
possiveis indica¢des de continuidade.

Introducao
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CAPITULO 2

DEFINICAO E EXEMPLOS

2.1 DEFINICAO

Uma fracao continua é uma expresséo da forma

a, +...

onde @,.4,.4,.... e b,b,,b,,... podem ser nimeros reais ou complexos, ou fungbes
de variaveis reais ou complexas. O nimero de termos pode ser finito ou infinito.

Uma forma mais simplificada da expresséo acima é a fragao continua simples ou
fracao continua regular

onde 4,,4,,d,,... s&o ndmeros inteiros positivos e «, , um inteiro qualquer. Esta expresséo
pode escrita na forma [ﬂn;ﬂnaz,ﬂ_‘,au---], tornando mais facil a sua apresentacdo. Os
a,'s sdo chamados de quocientes parciais da fragcdo continua.

A expressao acima representa uma fragcdo continua simples infinita, isto é, com
sequéncia infinita de «,'s .

Uma fragdo continua simples finita € uma expressao da forma

que pode ser denotada por [a{,;aI 5,4y, .,an].

Doravante neste trabalho, sem prejuizo da clareza, iremos denominar simplesmente
de fracoes continuas, as fragcbes continuas simples, pois abordaremos apenas as
caracteristicas e potencialidades deste tipo de representacao.

Definicdo e exemplos



2.2 EXEMPLOS

2.2.1 Alguns numeros racionais
O nosso objetivo principal é utilizar a representacdo em fragbes continuas com

ndameros irracionais, porém vamos obter esta representacdo (também chamada de

expansao) de alguns numeros racionais, para podermos nos acostumar com essa forma

de representar nUmeros.
41

Exemplo 2.1. Obtendo a representagdo do nimero T

Dividimos 41 por 13 e obtemos
41=13-342.

Assim, podemos escrever
41 13-3+2 34 2

13 13 13

Agora, fazemos 13 dividido por 2 e temos
13=2-6+1.

Dai, encontramos
13 13 13 64
2 2 2

Como 2 dividido por 1 da resto zero, paramos 0 processo € escrevemos

41
13 [3:6.2]

Exemplo 2.2. Encontrando as representagdes de outros nGmeros racionais:

a) 11
7
£=1+i=1+%=1+ ! =1+ 11=1+ 11
7 7 — 1+~ 1+Z 1+—1
4 — 1+—
3 3
11
Assim, 7:[1;1,1,3].

Definicdo e exemplos




). 3!

23
_ﬂ:_Q+§:_3+E:_3+%:_3+ 15 =3+ 11 =-3+ 11 =
23 23 23 23 1+ 1+18 1+
18 18 1s 347
=-3+ ! =-3+ ! =-3+ ! =-3+ !
1 1 1 1
I+— 1+ 1+ 1+
1 1 1 1
3+ 3+— 3+ 3+
5 2 1 1
1+ 1+3 1+ i
3 3 3 141
2 2
51
Assim, —— =(3:1,3,1,1,2{.
53| ]
C)M
235
m o1 1 1 _ 1 B 1
235 23 +L 2+ﬁ 2+ 12 2+ 11 2+ !
He R e s 16w 164
7 7 7 340
2
114
Assim, — =[0;2,16,3,2].
235
a9 31
12
2= l=2+%—2+ 15=2+ 11=2+ 11 =2+ 11 N
12 12 — 1+= 1+7 1+ 5 1+ I
7 7 — 1+= 1+
5 3
2
=2+ !
1
1+
1
1+ I
24—
2

Definicdo e exemplos 6



Assim, ﬂ:[2;1,1,2,2].
12

9)2
31
E_L_ 11 1 B 1 B 1 _ 1 _
31 ﬂ 2+l 2+L 2+ ! 2+ ! 2+ ! 2+ !
1 12 12 5 1 1 1
— 1+= 1+7 l+—2 1+ I
7 7 — 1+— I+~
5 S
2
_ 1
2+ !
1
1+
1
1+ I
2+—
2

Assim, 13—2l=[0;2,1,1,2,2].

Com estes primeiros exemplos, ja podemos notar que &, representa a parte inteira

do nimero que queremos representar com fragdes continuas.

2.2.2 Os nimeros 2 e 3
Agora vamos obter a expanséo em fragdes continuas dos irracionais 2 e V3. Para

isso, utilizaremos o procedimento que aparece em (CARNEIRO).

a) \2

- Como 1<\/§<2 temos ﬁ=1+n,sendo O<n<l,eq,=1.

1 .
- Fazendo n=— teremos x >1 e assim,
X

ﬁ=1+l:»x=#= 2+1
X

V2-1

1
-Como 2<x<3 temos x=2+—,sendo y>1,e q, =2.
y

-Assim,

Definicdo e exemplos



-Como 2 < y <3 temos y=2+l ,sendo z>1,e a,=2.
z

-Assim,

1
-Como 2<z<3 temos z=2+— ,sendo w>1,e a,=2.
w

-Assim,

11

z=24+—>>w= =——=2+l=z=2<w<3=q, =2
z—2 \/5—1 \/_ ¢

w

Assim, podemos observar que a expansao de 2 apresenta um comportamento
notavel para os quocientes parciais: a, =a, =a, =a. =...=a, =2. Por isso, podemos
escrever:

V2=[1:2,2,2,..]=[L2]

b) V3

-Como 1<+/3<2 temos\/§=1+l,com x>1,eq,=1.

-Assim,

\/§=1+l:>x= ! =\/§+1:>1<x<%:>a1=1

X NES| 2

1 1
x=l+—=ypyp=——= =J3+1=2<y<3=a =2
y 1 \/g \/_ y 2

Definicdo e exemplos



y—2+l:>z——1 = L =X=a,=a
- y—2 \/g_l 3 1
1 1 1

z=l+—=>w= =——=y=a,=a,
w z—1 x-1

No calculo dos quocientes parciais para a expansao de \/5 encontramos

a,=a,=a,=...=a, € 4, =0, =0y =...=d,. Assim,

B=[11,2,1.2,..]=[1,2].

As expansdes em fragcdes continuas de V2 e 3 apresentam uma caracteristica
infinita e periédica, o que ndo ocorreu com os exemplos envolvendo numeros racionais.
Estes fatos seréo analisados com mais rigor nos capitulos seguintes.

Podemos também com o auxilio de uma calculadora, obter os valores dos quocientes

parciais, conforme as tabelas a seguir.

V2 =1,41421356237309... a, =1
1

n,=0,41421356237309... | —=2,41421356237309... | g =2
0
1

n, =0,41421356237309... | —=2,41421356237309... | a,=2
1
1

m, =0,41421356237309... | --=2,41421356237309... | a, =2

2+

2+,L

V2=[1:2,2,2,...]=[1;2]

Tabela 2.1: Célculo dos quocientes parciais da expansao de \/5

Definicdo e exemplos 9



ﬁ:l,73205080756887... a,=1
| .

n, =0,73205080756887... ; =1,36602540378443... a =1

0

1
n, =0,36602540378443... — =2,73205080756887... a, =2

n, :

|
n, =0,73205080756887... — =1,36602540378443... a, =1

- n,

1
n, =0,36602540378443... — =2,73205080756887... a,=2

. n,

1
J?T:l+ 1
1+ 0
2+
1
1+ i
2+

I+_L

V3 =[51,2,1,2,1,2,...]=[1;1,2]

Tabela 2.2: Célculo dos quocientes parciais da expansao de \/5

Os valores que aparecem nas tabelas foram obtidas utilizando o aplicativo TechCalc

versao 3.5.6 para o sistema operacional Android.

2.2.3 O nimero

O numero 7 = 3,14159265358979...6 um dos irracionais mais conhecidos da

Matematica. Para obtermos a sua representacdo em fragGes continuas, vamos repetir o

processo de construcéo das tabelas dos numeros V2 e 3.

7 =3,14159265358979...

n, =0,14159265358979...

L _7,06251330593105...

n,

n, =0,06251330593105...

L 15.99659440668267...

n

n, =0,99659440668267...

i:],{]034]7231(}]643...
n,

Definicdo e exemplos
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n; =0,00341723101643...

1

— =292,63459075196853. ..

n,

3

n, =0,63459075196853...

L=],57!'58I87412i’3?1'39‘..

n

n, =0,57581874128789...

L=1,73665761167023...

;g

a, =292
a; =1
a, =1

7=[3,7,151,292,1,1,...]

Tabela 2.3: Célculo dos quocientes parciais da expansao de 7

Na Tabela 2.3, os valores dos quocientes parciais ndo apresentam o mesmo

comportamento periédico observado nos casos de V2 e /3. Este fato, sugere que entre os

nameros irracionais a expansao em fragdes continuas apresenta caracteristicas diferentes

dependendo do numero que esta sendo expandido.

2.2.4 O numero de ouro ¢
1+\/§

2

O nimero ¢=

=1,61803398874989..., conhecido como nimero de ouro,

possui uma representagdo em fragdo continua bastante curiosa. Vejamos na Tabela 2.4.

¢=1,61803398874989... a,=1
n, =0,61803398874989... i=1.61803398874989. . a =1
n, =0,61803398874989. .. nl, =1,61803398874989... a,=1
n, =0,61803398874989... i=1,618033988?4989. . a, =1

Definicdo e exemplos
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]+,i

¢=[LLL1...]=(1]

Tabela 2.4: Célculo dos quocientes parciais da expansao de ¢

2.2.5 O nimero ¢

O numero ¢ = 2,71828182845904..., que € a base do sistema dos logaritmos
neperianos, também apresenta uma expansdo em fragdes continuas com quocientes
parciais com um comportamento bem peculiar.

e=2T1828182845904. . a=2
n, =0,71828182845904... :—u=l,39221|l9117733-.. a =1
n,=0,39221119117733... r:—|=2,5496467?830384... a,=2
n, =0,54964677830384. .. :—1=1,8193502435930.‘. a, =1
n, =0,8193502435980... ’:—3=l.2204?928564542... a, =1
n, =0,22047928564542... :—4=4,5355?34?608?O~4... a =4
n, =0,53557347608704... nl =1,86715743898691. .. a, =1
5
n, =0,86715743898691... i=1,153l9312853?63.u a, =1
n, =0,15319312853763... :—?=6,52770793015254... a, =6

Definicao e exemplos
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1+

6+,L

e=[21,2,1,1,4,116... ]

Tabela 2.5: Calculo dos quocientes parciais da expansao de e

Neste primeiro contato com as fragcdes continuas tivemos a oportunidade de verificar

algumas propriedades, que serdo demonstradas em capitulos posteriores:
*  ndmeros racionais apresentam expansao finita;

+ alguns numeros irracionais apresentam expansao periodica, enquanto outros
ndo. Porém, quando o nimero é irracional, a representacéo em fragdes conti-
nuas é infinita.

Definicdo e exemplos 13



CAPITULO 3

FRACOES CONTINUAS E O ALGORITMO DE EUCLIDES

Em vista das expansbes em fragdes continuas de alguns numeros racionais obtidas
no capitulo anterior,

%:[3;6,2].
%‘:[1;1,1,3],
_%:[3;1,3,|,1,2],
%;@;z,w,m],

31
—=[21,1,2,2
T ],

LR R A

12
—=[0;2,1,1,2,2
3 - L%2112.2],

nos parecem naturais as seguintes questoes:

+ Um numero racional quando representado por uma fragcdo continua apresenta
sempre uma expansao finita?

+  Setemos uma fragéo continua finita podemos afirmar ser esta a representagao
de um numero racional?

Para responder a estas duas perguntas apresentaremos uma proposicao, que sera
demonstrada com os argumentos da diviséo euclidiana e que tem no algoritmo de Euclides
para o obter 0 maximo divisor comum (daqui em diante, apenas mdc) um grande auxilio.

Antes, porém, de enunciar o resultado central deste capitulo, vamos relembrar a
divisdo euclidiana, que pode ser proposta assim:

Proposicédo 3.1 (Divisdo euclidiana). Dados dois inteiros p e g, com g=0,
existem um unico par de inteiros a e r tais que

p=aq+r com 0<r<|q|,
onde a € chamado de quociente e r, de resto.

Demonstragédo. Tomando ¢ >0 (para ¢g<0 0 processo & analogo), existe a que
satisfaz a:

ag<p<(a+l)q.

Fracdes continuas e o algoritmo de Euclides
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Deste modo, temos p—ag =0 e p—aq <ag+q <gq. Portanto, ao definir = p—agq,
garantimos a existéncia de r e de a. O fato de serem Unicos pode ser comprovado, se
supormos que existam outros nimeros @, e 7; taisque p=aqg+7 com 0<p <gq.

Se isso for verdadeiro, temos

p=aqg+r=aq+n
Decorre dai que

(ag+r)—(ag+n)=0=gqla—a)=r-r=q|(r-r)

Porém, como r<qg e r,<q, temos r,—r<gq e, portanto, devemos ter 1, —r =0,

isto é, r =7 .Assim, a,q=aq=a, =a,jaque q-;é(] .

Por isso, quando fizemos a primeira divisdo no Exemplo 1 do capitulo anterior,
encontramos 3 e 2 tais que 41=3-13+2, que sdo Unicos para a divisdo euclidiana. Da
mesma forma, 6 e 1 na segunda divisdo e, 2 e 0 na terceira.

O Algoritmo de Euclides (que aparece no sétimo livro dos Elementos) é usado para
obter o mdc de dois numeros inteiros. Se considerarmos p e g como estes inteiros, o
algoritmo pode descrito pelas equagdes

p=a.q+r,, 0<ry<q,
q=arn+n, 0<n<r,

rh=at+r, 0<r,<n,

+r.,, 0<r <1,

n—1"n-2 n-1 n-27?

r,=ar_, 0=r,

n' n-1?

e afirmaque v,_, éomdcde p e q.

Para mostrar que este Gltimo resto n&o nulo realmente é o mdcde p e ¢, precisamos
verificar se ele satisfaz as duas condi¢des a seguir:

(a) o mdc divide ambos os inteiros p e ¢;

(b) qualquer divisor comum de p e de ¢ divide o mdc.

Além disso, precisamos observar que dados r, s e ¢ inteiros tais que r=s+t¢,
entdo qualquer inteiro k que divide » e s deve dividir ¢. Se k divide r ent&o r = km, onde
m, & um inteiro. Se k divide s entdo s=/km, onde M, & um inteiro. Visto que r—s =1,
temos

Fracdes continuas e o algoritmo de Euclides
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r—s=km, —km, :k(m1 —mz):I,

de modo que k divide ¢. Também, se qualquer k divide s e ¢ entdo k divide r.
Agora vamos analisar a situagéo de r,_, . A equagéo

r:': Zzanrn 1

mostra que r,_, divide 7, _, . A equagéo imediatamente acima, ou seja,

mostra que r,_, divide %,_;, j& que ele divide ¥,_, e r, . Do mesmo modo, da

equacéao
rﬁ‘ 4 Zan 2":1 3+F;: 27

vemos que r, , divide g visto que ele divide #,_, e 7, ;. Assim, trabalhando
de equagé@o em equagéo, descobrimos que r,_, divide 7, e 7, e assim, divide também .
Dividindo 7, e r,, ele divide r, ; dividindo 7, e 7, ele divide ¢; e finalmente, dividindo ¢ e
7y, 1, divide p . Por isso, a condigéo (a) € satisfeita, pois 1, divide p e ¢.

Em seguida, mostramos que se um numero ¢ € divisor comum de p e ¢ entdo
¢ divide r,, por causa da primeira equagdo. Se ¢ divide ¢4 e r, entdo ¢ divide 7; na
segunda equagéo. Se ¢ divide 7, e r, entdo, na terceira equagédo, ¢ divide 7,. E assim,
até alcangar a penultima equagéo onde se ¢ divide 7,_; e r,_, entdo c¢ divide r,_, . Desta
forma, provamos que ¥,_, éomdcde p e gq.

O algoritmo ainda pode ter suas equacoes sintetizadas da forma:

a[] a] aZ a’3 an—?_ an—l an
P q ?'h ﬁ ‘VZ e r;r—.? ’:;—2 r:'r—l
iy K h ! Fa 0

Posto isso, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 3.2. Toda fragao continua finita representa um nUmero racional.
Reciprocamente, todo nUmero racional & representado por uma fragao continua finita.

Demonstracao. A primeira parte segue naturalmente da possibilidade de reversao
do processo de expanséo. A reciproca pode ser demonstrada considerando um namero
racional tal que

xX==—,4>0.

Q|

Fracdes continuas e o algoritmo de Euclides
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Tomando a primeira equacgédo do algoritmo de Euclides, e dividindo os termos por

g, temos

.
q

I
=a,+-2, 0<7,<q.
q

Se j, =0 entdo x= [a,,] . Caso contrario, podemos escrever

que é a segunda equacéo do algoritmo de Euclides com os termos divididos por 7, .

Se 1, =0 entdo

p I _
x:—:ao+—:[a0,a,].
q a
Caso contrario, escrevemos
¥ r
L=a,+=,0<n<n.

A h
Imediatamente, percebemos que escrevendo as equacdes do algoritmo de Euclides,

na forma
’
40, 0<ry<q,

h, 0<n<rg,

Ty

9oy

%

I v,
hog 42, 0<n<p,

I:!—E

=a,, 0=r,
5

1—1

podemos utilizar o algoritmo de Euclides para obter também a representacdo em
fracdo continua de qualquer nimero racional e que a quantidade de g,'s é finita pois o
processo possui no maximo 7, etapas. Assim, a nossa proposicao fica demonstrada.

Além disso, a sintetizagdo do processo facilita ainda mais a obtencao da expansao

Fracdes continuas e o algoritmo de Euclides

17



em fragdo continua.
, 125 - .
Por exemplo, no caso do numero 37 temos no processo utilizado no inicio do

capitulo 2,
g=3+E=3+31—7=3+ 19=3+ ]1 =3+ 11 =3+ 11 =
37 37 — 2+ — 2+ﬁ 2+—5 2+ I
14 14 14 142 144
9 9 9
5
1 1 1
=3+ =3+ =3+ =[3;2,1,1,1.4]
1 1 1
2+ 2+ 2+
1 1 1
1+ —F 1+—— 1+
4 1 1
1+— 1+§ 1+——
3 1+
4

e agora podemos fazer,

125 37 14 9 5 4 1
14 9 5 4 1

que também nos da, através da primeira linha, 125 _ [3; 2,”,1,4]_

37
Considerando que o Ultimo termo a, pode ser substituido por a,,—l+l, notamos
que um numero racional x que é representado por [ac.;al,az,...,a,,] também pode ser
representado por [a,:a,4;....,a,—L1]. Isto faz com que % possa ter [32.1.1,1,3,1] que
corresponde a

também como representagéao.

Assim, podemos enunciar a seguinte proposi¢do:

Proposicao 3.3. Todo numero racional é representado por uma fragdo continua
finita de apenas duas formas; uma com um numero par de termos, e a outra, com um
numero impar. Uma com ultimo termo igual a 1, e a outra, com esse termo maior do que 1.

Lembramos que este tipo de fenébmeno também ocorre na representacéo decimal,
como por exemplo, no caso do nUmero 5 que pode ser escrito como 5,0000... ou 4,9999... .

Terminamos este capitulo, generalizando o resultado ocorrido com %1 e % onde

Fracdes continuas e o algoritmo de Euclides
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se P>q e
P [ ]
— =14 4y,45,...,d
0>"1>"2> > U,
q T
entéo
i:[O;aU,al,az,...,a"]_
P
Por simples observagéo, temos
1
9 _04+—
p P
q
Assim, se ?:[ao;a.,az,...,au] entdo
4 1
L0+ ; =[0;ay,0,4s,...,a,]-
P a, + i
a, + ]
a, +
P
a

Fracdes continuas e o algoritmo de Euclides 19




CAPITULO 4

CONVERGENTES E A APROXIMACAQ DE IRRACIONAIS

4.1 DEFINICAO DE CONVERGENTE

Nos capitulos anteriores vimos que todo numero racional P pode ser expandido em

uma fragéo continua finita 1

P :
—:[au,al,az,...,an],
q

onde g, é um inteiro qualquer e a,,a,,...,a,, s&o inteiros positivos. Esses nimeros,
no Capitulo 2, foram chamados de quocientes parciais. Com eles podemos formar as
seguintes fracdes:

¢ =ay+—.
a,
1

C,=a,+

1
a +—
a, .
)

. . . ~ . '
e assim sucessivamente, interrompendo a sequéncia de % S .
Estas fragbes sdo chamadas, respectivamente, de primeiro, segundo, terceiro, ...
convergentes da fragdo continua que representa P,

O convergente de ordem n+1, q
1
c,=4a,+ 1
“ar T
a,+L —
a

n

€ igual a propria fraga@o continua.

Retomando a expanséo em fracdo continua de % temos
3222,
12

istoe, q,=2, a,=1, a,=1, a; =2 e a, =2 . Entdo, os convergentes de ﬂ sdo:

Convergentes e a aproximagao de irracionais
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Como a expanséo de um numero racional é finita, o Gltimo convergente € o proprio
namero. No caso de um numero irracional, ndo obtemos o niUmero propriamente dito, mas
valores cada vez mais proximos dele, a medida que tomamos convergentes de ordens
superiores.

Vamos agora observar, por exemplo, o comportamento dos 5 primeiros convergentes
oriundos da representagéo de J2 . No Capitulo 2, vimos que \/5 = [1;2,2_,2,. ] Portanto,

c, =1
1
cl=1+—=§=1,5
2 2
c, =1+ 11=1=1,4
24~ 2
2
o, =1+ 11 =£=1,4166667
2+ ] 12
2+—
2

Convergentes e a aproximagao de irracionais
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;=§=1,4137931

Se compararmos estes valores com a aproximacgdo decimal de '\/EE 1,4142136,

podemos notar que:
conforme a ordem do convergente aumenta, o seu valor se torna mais préximo

do valor do numero que foi expandido na fragéo continua.
para estes 5 convergentes temos
¢, <C,<c,<N2<c <

Em secdes posteriores deste capitulo veremos estes dois fatos serem consolidados.
Em primeiro lugar, analisando as propriedades dos convergentes, e depois, constatando

que estes fornecem as melhores aproximagdes racionais para 0os nimeros irracionais.

4.2 PROPRIEDADES DOS CONVERGENTES

Sendo c, =& temos,
q,

Proposicao 4.1. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) @,,4,,d,,d,...€ R tal que
a, >0, para todo k >1, temos as sequéncias (p,) e (q,) definidas por py=a,, 4y =1,
pl = aoal +1 ’ ql = al ’ pm+2 = am+2pm+] + pm e qm+2 = am+2qm+1 + qm ’ para tOdo ’T’ZO' TemOS

entao
1 P
[ay:a,.0,.05,....0,]=a,+ ] =21 Vn=0
a|+—l q]l
a, +
a, +
-.-+_

Além disso, p,.q,— P.4,, =(—1)", para todo n=0.
Demonstracao. A demonstragéo serd por indugéo em n.
+  Para n=0,temos

[“U]:“oz%—&

Convergentes e a aproximagao de irracionais
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+  Paran=1,temos

a a, q,
- Para n=2,temos
1 1 a a.ad,+a,+a
[ao;a,,a2]=au+ 1 =4 aa +]=a0+ 2 1= 2 Ul 2=
a]+_ b, 71 a|a2+ a]a2+
a, a,

s (aﬂal +l)+a0 _aptpy Py

a,a, +1 g, +q, 4,

Suponha que a afirmagéo seja valida para n. Para n+1 em lugar de n temos

1
] [an + a pn—l + P,,_2
; = N _ n+l
[au’al’a2"“’ama;r+l]_|:auna11ag,...,an +—:|_ _

an + ‘?H—l + QH—Z
a;r+|

— a”"‘l (a"p"—] +pﬂ—2)+pﬂ—| — an+lpn +pu—| — pJH—]
aml (anq" 1 +QH 2)+Qn 1 an-lqn +Qri 1 QJHI

n+l

Vamos agora mostrar, por indugdo, a segunda afirmagéo. Temos, para n=0,
0
Pdo— Pody = (aﬂal + I)_aoal =1 :(_l)

e, se p,.q,— P.4,. =(—1)" paraalgum valor de n, entdo

p}r+2Qﬂ+\ _17n+\ QrHZ = (an—an—l + pn )q”Jrl - (a:HQq;HI + Q.n ) 17n+l =

1 n+l
=Pty =P ) == (1) =(-1)"".
Com a segunda parte da proposicao anterior, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicéao 4.2. Os termos D €q; do convergente c, =&, i>0 de uma fracédo
q;
continua simples sao primos entre si.

Demonstragdo. Uma vez que temos p..4, — P4, =(—l)l, segue que todo numero
que divide p, e g, também é um divisor de (~1)'. Porém, (1)’ é divisivel apenas por 1 e

Convergentes e a aproximagao de irracionais
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-1. Desta forma, o maior divisor comumde p, e ¢q; é 1.

Na secéo anterior, ao analisar alguns convergentes de V2, verificamos que quando
aumentamos a ordem do convergente, nos aproximamos do valor do nimero irracional em

questao e, que os valores dos convergentes se alternam entre maiores e menores do que
0 numero dado.

Assim, vamos considerar o seguinte resultado:

Proposicao 4.3. Os convergentes de uma fracao continua formam uma sequéncia
€y,€,,€,,. .. que satisfaz as seguintes propriedades:
() ¢y <y <€y < <oia <0y,
(i) ¢, ey >0 >0, > >0
(i) €5 < Copz < Cop

Demonstragao. Tomando a segunda parte da Proposi¢éo 4.1 temos
i, = Pda =(-1)
Dividindo os dois lados desta igualdade por 4, , teremos:

Pu_p ()
qf‘-l qf qnqu
Assim, temos
-1
€ =6 ) (4.1)
qr-qu
Sendo

_ P2 _Pi _ Pindi — Pibia
r qr-l QJ q;-]q;

e, considerando que Dia = Din* P © Gy = 10q,, + 4, obtemos

_(@aPa + )4~ P02 +4,) _ xPid+ PG~ s PG — P,
qﬂ'vﬁqa qnlqt

e —c = 4.2 (P — PiGr) _ a.,(-1) (4.2)

T 424, 4,29,

Fazendo i =0 e ;=1 nas igualdades (4.1) e (4.2), temos

Convergentes e a aproximagao de irracionais
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l )
6 —c=—2>0 6-¢=—x=<0 c‘—q,=a—'>0 (4.3)
49, 4,9, 4,9,

umavez que a,, ¢,, ¢, € ¢, S8o todos positivos.
Assim, com (4.3), obtemos
€ >CyrCy <CpsCy >Cy -
E, dai, ¢ <€, <¢;,

Considerando, i =2, j=3 e j =4 em (4.1) e (4.2), teremos:

c,<c<¢
c, <c, <c

C, <Cs5<C4
Combinando estas desigualdades temos

Cp<Cy <€y <ueeKCypy 0o K Cppyy <00 <G5 <G <G

0 que conclui a demonstracéo.

O que acabamos de mostrar € que a sequéncia dos convergentes de indice par
forma uma sequéncia crescente que é limitada superiormente e que a sequéncia dos
convergentes de indice impar forma uma sequéncia decrescente e limitada inferiormente.

Ha um resultado fundamental em Anélise que diz que toda sequéncia crescente e
limitada superiormente converge e que toda sequéncia decrescente e limitada inferiormente
também converge.

Sejam, pois, L, o limite dasequéncia ¢,,¢y,Cs,...,Cy 5. € L, Olimite da sequéncia
Cp>C23C450443Cosunn

Como os numeros ¢,'s sé&o calculados através da relagéo ¢, =a,q, ,+¢q, , € 0s
nimeros (i=2) € g, (i= l) s&o todos positivos concluimos que a sequéncia dos g, 's
cresce indefinidamente. Isto implica que se tomarmos ;=2 em (4.1), teremos

|

Co;—Cpyg=—————
q2;92 -1

2F 2j-1

0 que nos permite concluir que o ]im(c,, -y, l] =0.
Jox = =

Sendo lime, =1, Iimc,f =L, concluimos que L =L,
v

f=pm =

4.3 APROXIMAGAO DE NUMEROS IRRACIONAIS POR NUMEROS RACIONAIS

Provamos, a seguir, que o limite L para o qual a sequéncia dos convergentes

Convergentes e a aproximagao de irracionais
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converge é, na realidade, o numero irracional que deu origem a fragdo continua. Embora
este fato pareca dbvio ele precisa ser provado. Para isto necessitamos do seguinte

resultado.

Proposicao 4.4. Para qualquer numero real a temos:
api,tPi,

lay;a,.a,.....a,_,a]=
l‘:}"'q.r—] + Qr—:
onde a,,4q,,4,,... € uma sequéncia infinita de inteiros positivos com a possivel excegdo de

a, e as sequéncias dos p,'s e g,'s sdo dadas por

p.=l, p,=0, ¢,=0, ¢,=1, p=ap.,+p.,. ¢=04.,+4q., izl

Demonstragdo. Para i =0 o resultado deve ser visto como
ap.,+p.,
a= PatPo
aq.,+4q.,
o qual é verdadeiro pelas condi¢des iniciais.
Para i =1 temos
ap,+ aa, +1
Pot P, _@ay+1_ a. +

1
[G“:ﬂ:'] = - 0o -
ady,+q_, a a

Estabelecemos, agora, o resultado por indugdo. Considerando verdadeiro o

resultado para [aﬂ;al,az,. ..,af,a] temos

[a();alaa:r'--:apa]_[afh:alaa:y---aaf_q)a; +E

_a(@patpoa)tpa _aptp
a(ag, ,+q,..)+q., @q+q,,

0 que completa a prova.

Proposicdo 4.5. Toda fracdo continua infinita [a‘,:al.al,...] representa um

irracional.
Demonstracdo. Denotando [a‘,;a,.al,...] por a nos observamos, pela Proposicéo

<lea—¢

4.3, que aestaentre ¢, e ¢, e, portanto, 0<|a—c,

Multiplicando por ¢; esta desigualdade temos
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1
0<|ag,-p|<le.q,—cq,|<—.

i+l

Supondo a racional, isto é, ¢ =— , a e b inteiros com b>0, a desigualdade

a
) , o b
acima, ap6s a multiplicagdo por b nos fornece

b
<—.

i+l

‘an _bpi

Como a sequéncia dos ¢, é crescente podemos escolher i suficientemente grande
de forma que b<gq,,, -

Desta forma o inteiro ag, —bp, estaria entre 0 e 1, 0 que é impossivel.

4.4 AS MELHORES APROXIMAGCOES

Vejamos agora o comportamento do erro relativo de uma aproximagdo com

convergentes da expanséo em fragdes continuas de um numero real.

Proposicao 4.6. Temos, para todo n € N,

a— Py = L < L .
q, 949, 9.
Além disso
a7&<i, ou a—h< lq .
q.| 24, Gt | 2G5

Demonstracdo. O numero a sempre pertence ao segmento de extremos Ly ¢

Pray cujo comprimento é @
qn+1
-1) 1 1 1
PSP P ) N R S SR W §
P Quldni| 9u9un q,| 9.49.. 9.
Além disso, se
1 1
o —Pn) < — ou o — Lot <5,
QN 2q1r q"+] 2qrr+]
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entao

1
qn qn +1

1 1

P2 ‘1+ 2 = ntl = Yo
27 2, !

n+l

P,
qﬂ

_Pun
q"+|

o— +|o

absurdo.
O resultado devido a Hurwitz e Markov a seguir, também aborda o comportamento

do erro relativo, e consequentemente da aproximacao.

Proposicao 4.7 (Hurwitz, Markov). Para todo « irracional e todo inteiro n<l1,
temos

para todo menos um racional

E = { pn 1 & pn &1 } )
q q"—l QH qf?+l
Em patrticular, a desigualdade acima tem infinitas solugées racionais E.
q

Demonstragdo. Suponha que o teorema seja falso. Entdo, existe « irracional,
n<l com a,+p, <45, A+, < J5 e a,.,+P,.» <+/5. Devemos, portanto ter
a,,=a,,=1 jaque claramente a, <2 para k=n,n+1,n+2 e se algum g, =2 com

k=n+1,n+2, teriamos a, +p, 52+l>\/§., absurdo.
3 ;

1
Sejamx=——e y =/, . As desigualdades acima se traduzem em

n+2

L+l£~J§, l+_r+y£\/§ e l+L£ 5.
l+x y x l+y
Temos
]+x+y£«f§:>]+x£sf§—y:>L+l£ ! +l= V5
l+x y Jg—y y y(\g—y)

e portanto

V-1

2

y(Jg—}’)Zlﬁyé
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Por outro lado temos

11 1 1 V5
xﬁJg—l—y:>-—+ < + =
x ley Soloy 1y (1+y)(V5-1-y)

-1

I=y< % , € portanto devemos ter y = 5

e portanto (] +};)[J§_|_y) <

0 que é absurdo pois y=ﬂn-l =£E Q.

n

u ?

Em particular provamos que

1 P
< 5 tem infinitas solucd —, para
NS s g P

todo @ irracional. O numero \/g € 0 maior com essa propriedade. De fato se

5| p

>0, a=l— e |a——
2 q

1
- , temos

(o)

+5)_ 1 1 | (1+45) i_{%
‘q[ 2 Jp‘ (V5+e)q ‘q[ 2 ] qu[ 2 ]p‘ B

1+5 p
N2 PS5
5 J5

2 2 q
ou seja, ‘P‘ —Pq—q“\<-— - Se g é grande, Lz é pequeno, e ﬁ_ﬂ é
-\/§+g q 2 q
muito préximo de 0. donde o lado direito da desigualdade é muito préximo de \/E\B <1,
+&

absurdo, pois ‘Pl - pq—q2|21 , de fato se pz - pq—qz =0 teriamos

(et

0 que é absurdo, pois 2 €Q.
q

Outra maneira de ver que, para todo & >0,

|1+J§7£

|2 ¢

|
<

(el
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, . . 4 , . ~
tem apenas um ndmero finito de solugdes — € Q é observar que as melhores aproximagbes
q

racionais de 1+2‘/§ sdo 0s convergentes Py de sua fracdo continua [1;1,1,1,...], para as
qu
quais temos H‘E— Pul < % ,com a,_, + /.., se aproximando cada vez mais
2 g (a.,+8.)a
de [LLLL..J+[0:111,...]= ]+7‘/§+ “E_)_] =5

Em consequéncia das proposi¢des anteriores, segue o resultado abaixo.

Proposicéo 4.8. Para todo p.q € Z, com 0 < ¢ <gq,,, temos |q.a—p,|<|qa—p|.
Alem disso, se 0 < q < g, a desigualdade acima é estrita.
~ P _D = -
Demonstragdo. Como mdc(p,.q,)=1, temos que se ~—= entdo P=hkp, e
q =kq, para algum inteiro £#0 e neste caso o resultado é claro. As§im, podemos supor

P _ P,
que —*  de modo que P_P 2L>; ja que 9 <Y4,.. Assim, P esta fora do
q q” q qn qq;r qulﬂrﬂ q
intervalo de extremos 2= e P ¢ portanto
9n qn+]
iR mm{ﬁ_&‘,ﬁ_m}zL
q q q" q qﬂ'l] qqul]

1
o que implica |‘?x— P| z2—2 |‘?n?‘— Px| . Além disso, a igualdade sé pode ocorrer se x = Pt s

n+l Q‘J&l

donde a,,>2,e ¢,.,>2q,, pois numa fragdo continua finita, como no algoritmo ye

n+l —
Euclides, o Ultimo coeficiente @, é sempre maior do que 1. Nesse caso, se g <, teremos

ZL_ I =qﬁf+|_q> l

qqn qerﬂH q(ann-rl qqn—l

p

x—-=

q

P_Pn
q qrr

>

_‘h_&
q"+\ qn

_— I
o que implica |¢x—p|z—2lg,x-p,|.

ntl

E entdo seguem os proximos resultados.

o Pe

I

Proposicéo 4.9. Para todo g < g, <la-

3‘.
q

Proposicéo 4.10. Se |ga—p|<|q'a—p'|, para todo p' e ¢'> ¢ tais que P, ﬂ
entdo P é um convergente da fragdo continua de « .

q
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Demonstragdo. Tome n tal que g, =g <gq,.,, . Pela proposicéo, |q,,a— P,,| Z |qa -p

e portanto £ =22

q9 4,

1 - } < .
a-Plc " entao £ 6um convergente da fragdo continua

q 2

Proposicao 4.11. Se

2
de « . 9 4

Demonstracdo. Seja n tal que ¢,=¢<(,.,. Suponha que fiﬁ. Como na

n

x_ﬁ

demonstragé@o da proposi¢éo anterior, 2 e assim £ esta fora do intervalo de
qqnl] q
extremos 2= e Pul Temos duas possibilidades:
q" qn+l
Q‘u—l 3 p l
(a) Se g > ==L entéo |x— > >, absurdo.
2 q qq”ﬂ Zqﬁ
QJ +1
b) Se g <« ==,
(b) Se ¢ 5
Pl &_ﬁ‘_ P Py L1 _Gumg 11
ql |¢. 4a| |9, 4| 99, 9.9.. 99.9. 299, 24

0 que também é um absurdo.

Retomando os cinco convergentes de \/5 e sua aproximacgao decimal 1,4142136,
podemos analisar o erro relativo, comparando com aproximagdes decimais. Observe a
tabela abaixo:

i ¢ I\E - C"l

0 ] 0,4142136
3

] 1,5== 0,1142136
2
7

2 I.4=? 0,0142136

3 1,4166667 = % 0,0024531

4 1,4137931 = % 0,0004205

Tabela 4.1: Analise do erro relativo dos convergentes da expanséo de V2
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Observando o quinto convergente da expansao de V2 podemos verificar que

< < —
2000 100

41
=
|‘/_ 29

1 ‘\5_141

. . 41 , . ~ 141 .
e isto nos diz que 39 € uma aproximacao para V2 melhor do que 100" considerando
o tamanho do denominador envolvido.
Se tomarmos o proximo convergente (0 sexto), conseguiremos uma aproximacao

melhor ainda:

e T
701 13850 1000
e isso, sem considerar um denominador muito maior do que o anterior (entre os

convergentes).

Vejamos agora o comportamento dos convergentes do nimero 7. Na tabela a
seguir, vamos fazer como no caso do V2,

Para efeito de comparagéo, consideraremos a aproximagédo 7 = 3,14159265.

i ¢ lT—c|

0 3 0,14159265
22

1 723,14285714 0,00126449

33

2 ——=3,14150943 0,00008322
106

3 % =3,14159292 0,00000027

103993
=3,14159265 ?
4 33102 3,01119026x%10

Tabela 4.2: Andlise do erro relativo dos convergentes da expansdo de T

O quinto convergente, por ter um denominador consideravelmente grande, pode
relativizar a propriedade das fragdes continuas de apresentar boas aproximagdes, mas

considerando os trés convergentes anteriores a ele temos:
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333 1 3141
T-==l<——<|r-—
106 10000

1000
‘ 355 1 ‘ 314159|
T——o|< <|mr—

113] 1000000 100000

0 que mostra que conseguimos, através as fracbes continuas, aproximagdes de s mais

eficientes e com denominadores relativamente pequenos.
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CAPITULO 5

A EQUACAO DE PELL

5.1 DEFINICAO

A equagdo x*—dy* =1, onde d & um numero inteiro positivo, & geralmente
conhecida como equacao de Pell.
Se d é um quadrado perfeito, teriamos algum k inteiro tal que d =k’ e assim,

X —dy’ =x"—k’y’ =(x+ky)(x—ky)=1

Isto implicaem x+ky=x—ky =+1.

Assim, por simples inspecdo, as Unicas solucdes desta equacdo acabam sendo
x=xle y=0.

Desejamos analisar as solugbes da equacéo de Pell quando d ndo é quadrado
perfeito, e portanto Jd & um ntmero irracional.

Mas antes, vamos observar a expansédo em fracdes continuas periddicas, e com
qual tipo de numero irracional ela se relaciona. Esse fato nos dara uma ferramenta para
encontrar as solugdes de X —dyl =1, quando d nao é um quadrado perfeito.

5.2 FRAGOES CONTINUAS PERIODICAS

Uma fragdo continua infinita [an;apa:s---] € dita periédica se existe um inteiro
n tal que a, =a,,, para todos os inteiros 7 suficientemente grandes. Assim uma fracéo
continua perioédica pode ser escrita na forma

[Bibiobonenb) .Gy, G, ) = Bibybsn By Gy d, |

bR |

onde a barra sobre d;,d;,-..,d, ; indica que este bloco de inteiros é repetido

indefinidamente.

5.3 IRRACIONAIS QUADRATICOS

Suponha que
f(x)=a,+ax+...+ax"

€ um polindbmio de grau n com coeficientes inteiros d,.4,....,d, . Entdo, uma
raiz « deste polinbmio é dita ser algébrica. Uma vez que todo nimero racional « =%
pode ser definido como a raiz de uma equacéo do primeiro grau bx—a =0, o conceito de
namero algébrico é claramente uma generalizagdo do conceito de nimero racional. Se um
dado numero algébrico satisfaz uma equagéo f(x)=0 de grau n e n&o satisfaz nenhuma
equacédo de menor grau (com coeficientes inteiros), ele € chamado de namero algébrico
de grau n.
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Em particular, os nUmeros racionais podem ser definidos como nimeros algébricos
de primeiro grau. O numero \/5 sendo uma raiz do polindmio x =2 , € um namero
algébrico do 2° grau ou, como dizemos, um irracional quadratico. Irracionais cubicos, do 4°
grau ou de graus superiores séo definidos de forma anéloga. Todo nUmero nao-algébrico é

dito transcendente. Exemplos de nimeros transcendentes sdo ¢ e .

Proposicao 5.1. Toda fragcdo continua periddica representa um numero irracional
quadratico e todo numero irracional quadratico é representado por uma fragdo continua
periodica.

Demonstragéo. Seja o = [a(];a,,az,., S ,ai_u,a,w,m,ak"_h_,} .

A primeira afirmacao pode ser provada em poucas palavras. Obviamente, os restos
da fracéo continua periédica satisfazem a relacéo 7x.n =%, ("‘ > ko )

Portanto, temos, para k =k,

o= Peli * Picy _ Proitlicn ¥ Pz _ Prontli + Proia
Qe Y4y Qeonalion Thein2 Deonalic T Do

’

de modo que

Pt ¥ Pio _ Pranati + Prana
Qeali Yy Gt TG

Assim, o numero 7, satisfaz uma equagdo quadratica com coeficientes inteiros
e, consequentemente, € um namero irracional quadratico. Mas neste caso, a primeira
igualdade mostra que « também & um numero irracional.

O inverso é um pouco mais complicado. Suponha que o nUmero « satisfaca a
equacgdo quadratica ac’ +ba+c=0 com coeficientes inteiros. Se escrevemos @ em

termos de seus restos de ordem »n

— pu—lrn +p:|—3
qn—]":: +qar—2

vemos que 7, satisfaz a equagéo
Ar’+Br +C, = 0’
onde 4,, B, e C, sdo inteiros definidos por
A =ap. +bp, q, +cq.
B,=2ap, p, ,+b(P, . >+ Py, 1) +264,.44, 2,

C,=ap, ,+bp, ,q, ,+cq, 5,

para os quais, em particular, segue que C, =4 ,.
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Com estas férmulas, é facil verificar diretamente que
‘ijl 74A:!CYM = ('b2 74(16‘)(}01»—]‘%:72 +p1r—2¢1rkt )2 = (bz 74{20)(1)2 :b2 740{"

isto é, que o discriminante da equagéo de », & o mesmo para todo n e € igual ao

discriminante da equacgédo de « . Além disso, uma vez que

) 1
a_lrn]<

q" 1 Qf 1

»

segue que

p,=aq,, +§r+] (‘5;—1|< ]}'

n—1

Portanto, a formula de 4, nos da

5 ) 5 2
A, =a[aqn L+ ”"J +b(aq,, e ]qﬂ L req, =

n—1 n—1

2 2 . o’ .
=(aa’ +ba+c)q; , +2aas, ,+a==1+bs, ,,
G

para o qual, com base na equacéo de &, temos

20as +ar 1 bs

n-1 2 n-1

|A”|: <2|aa|+|a|+|b ,

n-1
e, com base em C,=4,,,

Cl=

A | <2|aa|+|a|+|b|.

Assim, os coeficientes 4, e C, na equagdo de r, séo limitados em modulo e,
portanto, podem assumir apenas um numero finito de valores distintos quando » varia.
Entdo, segue que B, deve tomar apenas um numero finito de valores distintos. Assim,
quando n aumenta de 1 a oo, encontraremos somente um numero finito de equacgbes
quadraticas distintas para r, . Mas, em qualquer caso, r, pode tomar apenas um nimero
finito de valores distintos, e portanto, para k e s devidamente escolhidos, r, =7, ,, .

Isto mostra que a representacdo em fragdo continua de « é periodica e, assim,
prova a segunda afirmacao da proposi¢éao.

As expansbes em fragdes continuas cujas expressdes tém a forma [a[],a],.,.,a":|
sdo denominadas puramente periddicas. Elas estdo associadas a um tipo especial de
irracionais quadraticos.

O irracional quadratico @ dado por A+B\/§, A e B racionais, é dito reduzido se
a é maior do que 1 e se seu conjugado ¢', dado por 4— BJJ, esta entre -1 e 0.
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Proposicao 5.2. A expansdo em fracdo continua do irracional quadratico « é
puramente periddica se, e somente se, « é um irracional quadratico reduzido.
Demonstragéo. Primeiro, assumimos que a>1 € -l<a'<0. Escrevemos ¢, para

a e sendo 4, =LaJ, tomamos os conjugados para obter
|

'

(2

i+l

— ’_
=a/—a,.

Agora a, =1 para todo i, mesmo para i=0, uma vez que >1. Por isso, se

a; <0 entdo

<-1,
i+l
e temos -l<a/, <0. Uma vez que —1<a,<0 vemos, por indugcdo matematica, que

-l<a <0 é valido para todo i = 0. Entao, uma vez que

temos
1
O<———a,<l, a=-——
i+l i+l

Agora a é um irracional quadratico, entdo existem inteiros j e k, com 0< j<k,

tais que &, = @, . Entéo, temos a,=a; e

a_,=|—|=|—- =a
j-1 ' ' k-1
a; a,
a,,=a,,+—=a,_,+—=0a,,
J k
Assim, a; =, implica em &, =&, ;. Uma iteracdo j-vezes desta implicagao nos

da @, =@, ; e temos a!=a0=[au,a,,...,a‘_}._]]

Para provar a reciproca, vamos assumir que « € puramente periédica, quer dizer
cx=[a",a,,...,a& y ]], onde @y:d;s.-..8;_; | sdo inteiros positivos. Entdo « >a, =1.

Também, temos

ah _ +h_
a——[an,al,.“,an 1,&]——7” L~ s-2
ak,  +k, ,

n n—=L
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Assim, «a satisfaz a equacao

f(x)=xk,_, +x(k

n—1 n-2

hrr—l )_hu—."; =0.

Esta equagdo quadratica tem duas raizes, a e seu conjugado @'. Uma vez que
a >1, precisamos apenas provar que f(x) tem uma raiz entre -1 e 0, a fim de estabelecer
que —l<a <0. Devemos fazer isto mostrando que /(1) e f(0) tém sinais opostos.
Primeiro, observamos que f(0)=-h,,<0, uma vez que @, >0 para i>=0. A seguir,
vemos que para n > 1

f(_]) = kn—l - krr—E +h

n—1

_h (k 2 +hrr— )( n—l 1}+ku 1+hn J_kn 3+hn 3 0

n—2

Isto completa a prova.

5.4 AFRAGAO CONTINUA DE/d

Se d >0 é um inteiro que ndo é quadrado perfeito, a fragcdo continua para \/E
tem uma forma interessante. Primeiro note que \/3 € maior do que 1, e portanto, seu
conjugado ndo pode estar entre -1 e 0, por isso Jd néo € reduzido, e sua expressao

I 1
JE:“[}"“G_ -

L Heata,  ta, ...

ndo pode ser puramente periodica. Por outro lado, uma vez que %; é o maior inteiro menor
do que JE 0 numero \/3+a0 maior do que 1, e seu conjugado —\/g+a;., esta entre
-1 e 0, de modo que \/d_+a0 € reduzido. Adicionando @, a ambos os lados da igualdade
acima, temos

1
Jc;+a0:200+— — :
a+a,+...

e uma vez que esta expansao é puramente periédica, ela deve ter a forma

| 1 1
d+a,=2a,+— — e

1 1
a +a,+..+a,  +2a,+a

Consequentemente, a expansao para Jd e

1 1 1 1 1 —_—
Jt?:a,d—— - - =|:all;alna1’ " n |)2a{l:|
a+ta,+...ta,_ +2a,+a +...

onde o periodo comeca depois do primeiro termo e termina com o termo 2a,. Aqui n
denota o comprimento do menor periodo na expansao de \/E
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5.5 APLICACAO DE CONVERGENTES NA RESOLUGCAO DA EQUAGAO DE
PELL

A expansado em fragbes continuas para \/E fornece todas as ferramentas que
i 5 2 2
precisamos para resolver a equagéo de Pell x —dy” =1. Sabemos que

Y77SpA A B S U B N O
a ta,+...+ta_ +2a,+ta +... a+..ta_ +a

onde

1
a, =2a, +_+ :JE"H;U!

a

De novo, usamos o fato de que

V’J:anpn]+pn2’

a'nq'r—l + qn—E
~ . _ pir—]
onde P, P,2s 9.1 © q,.» s@0 calculados dos dois convergentes €, =—
P n-1
- )
C,p=—" que vém imediatamente antes do termo 2a, no desenvolvimento acima.

n-2

Substituindo &, , produzimos

(Jg+a0)prr—l + pir—E .

7
(\/{?—F aU ) qrr—] + QH—Q
entdo, multiplicando ambos os lados pelo denominador, temos

Jd (Vd +a,)q, ,+4,:Nd =(Nd +a,) p,. +p, »

que é equivalente a

Ja =

dqn 1+(a(lqﬂ 1+qn Z)JE:((I[JPH 1 +Pn 2)+pu I\/‘?'

Agora, isto € uma equacao da forma a+b\/g =c+d\/§, onde @, b, c e d sdo
inteiros e Jd é irracional, e isto implica que a =c e b=d . Portanto, a Ultima equacéao

eXige que dqn 1 =allpn I+p!r 2 e ayg, I+qn 2= Py

Resolvendo estas equacdes para p, , € ¢, , emtermosde P, , e 9.-1, encontramos

que
pu—l = dqn—l _aﬂpu—l e ‘?n_z = pn—l _auqu—l "

n—1
Mas, sabemos que p,.4,-.—4,.,P,» =(—1)’ , e comos valoresde p , e q,,,
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esta equagédo tem a forma

pn—] {pn—] - a[l‘?n—l )_q"-] (d'?n—l _aﬂprr—l ) = (_l)n_l

isto &,

p::;'—l _dqj—l = (_l)n_l '

Se n é impar, a equacdo anterior torna-se  p., —dq, , = (-1

1
=1, e portanto,

uma solugéo particular da equagéo de Pell x* —dy’ =1é x,=p, e ¥, =4,,.
7 ~ 2 2 n-1 , ~
Se n épar,entéo p, ,—dg, =(-1) =-l,e x,=p,, e » =q,, dauma solucéo
particular da equagdo x* —dy® =—1.
Se n é par e ainda desejarmos uma solugéo da equagéo y* _aﬁ,-1 =1, avangamos

para o segundo periodo na expanséo de vd , isto é, além do termo @, , onde ele ocorre

pela segunda vez.

Exemplo 5.1. Encontre uma solucdo particular da equagdo x* —1 ly2 =—1.

Solugdo: Aqui d =11, e a expansédo em fracdo continua de Vi € dada por

C()(ies)

J11-3= = =
J]_1+3 \/1_]+3 Jﬁ+3
2

m_3:61 R

6+
34— L
6+J1_1—3

isto &, V11=[33,63,6....]=[33.6]=| a:4, 24, |.

Isto mostra que @, , =da,, de modo que n=1, numero impar. O célculo dos

convergentes mostra que ¢ = E demodoque X, =p, =10 e y,=¢,=3 ¢
3
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X =11y =10 -11-3* =100-99=1;

portanto, %, =10 e ¥, =3 & solugdo particular da equacéo dada.

5.6 OBTENDO OUTRAS SOLUCOES DA EQUACAO DE PELL

Vimos na secao anterior que a equagéao de Pell xe —dj’a =1 , sendo d um inteiro
positivo que ndo é quadrado perfeito, sempre pode ser resolvida. Porém, o método
apresentado sempre produzird a menor solucao positiva (minima); isto &, sempre
produzira os dois menores inteiros x, >0 e y, >0 tais que xf —dy,2 =1.

Uma vez que a menor solugdo positiva tenha sido obtida, podemos gerar

sistematicamente todas as outras solu¢des positivas.

Proposicdo 5.3. Se (-‘1 N ) é a menor solugdo positiva de x* —dy* =1, entdo todas
as outras solugbes positivas (-‘-’,, , .‘r’”) podem ser obtidas da equacéo

%, +y,Nd =(x+yNd) (5.1)

definindo, por sua vez, n = 1,2,3,.... ;

Os valores de x, e ¥, s&o obtidas expandindo o termo (x, +J’1‘H) pelo teorema
binomial e igualando as partes racionais e as partes puramente irracionais da equacéo
resultante. Por exemplo, se (-’61,}’1) € a menor solugdo positiva de x:—a’y2 =1, entao a
solucéo (-\’3,)’3) pode ser encontrada tomando # = 2 na igualdade acima. Isto da

X3 +."’3‘/‘?=(x1 +J"l"/‘?)-, =% +2x1y1“/g+d}12 =(x|2 +dy12)+(2x1yl)"/g'

2 2
de modo que X, =X, +dy; e ¥, =2x),.
Usando estes valores, um célculo direto mostra que

-y =(xf +dy?) —d(2x,) =xt+2dy} +d%y! —ddx}y? =

2

=x' —2dx[y; +d’y} =(x — b} ) =1

Isto implica que (-Tg 2 V2 ) também é uma solugéo de x* —dy’ =1, ja que por suposigédo
(%.¥) € uma solugéo de x* —dy* =1.

E facil mostrar que se x, e , séo calculados pela equagéo (5.1), entédo x, —dy,f =1.
Temos,

Xa +J",,‘/E =(xl +J’|'\/E)(x| Npd JE)(xl +y]-\/g),

onde existem n fatores no lado direito da expressdo. Uma vez que o conjugado de
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um produto é o produto dos conjugados, isto da
=, =5~y ) (5~ 9@ (5~ ),
ou
x, —y,Nd = (x] - JE)" . (62)
Agora fatoramos xj —dy,f e usamos as duas igualdades (5.1) e (5.2):

2= = (5, +3,N@) (3~ AT) = (54 9@ (53T =(F i) =1,

Assim, x, e Y, s@o solugbes da equagao x* —dy’ =1.

Exemplo 5.2. No Exemplo 5.1, encontramos que x, =10 e y, =3 é uma solugéo
(minima) da equacdo x” —11y* =1. A segunda solucéo (3(3 Vs ) pode ser obtida definindo
n =2 naequacgdo (5.1), isto da

x,+ 71T =(104341T) =100+ 60VTT+99 =199+ 6011,

que implica que x, =199 e v, =60 . Estes valores satisfazem a equagéo X -11y* =1,

uma vez que

1997 —=11-60% =39601-39600=1.
A terceira solugao (x_1 > }’3) é dada pela equagéo
3
x, + V11 =(10+3V11) =1000+900v11+2970+297V11=3970+1197411,

de modo que X, =3970 e y, =1197 . Isto é verdade, pois

3970° —11-1197° =15760900—15760899 = 1.
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CAPITULO 6

OS ASPECTOS DINAMICOS DAS FRACOES CONTINUAS

A representacdo decimal de numeros reais esta intimamente ligada a funcao
7:[0.1)=[0.1) dada por f(x)={10x}=10x—|10x |, mais precisamente, & dindmica da
fungé@o . Aqui, a notagéo {X} representa a parte fracionaria de x.

Pordindmicadafungéo s queremos dizer o estudo de suas composigoes sucessivas:
paracadaponto x €[0,1), estamos interessados na sequéncia x,f(x),f(f(x))w...e[O,l):
cujos termos s&o os chamados iterados sucessivos da .

De fato, se ¥€[0.1) tem representagéo decimal 0,a4,a,a;..., entio @ =|10x |
e f(x)=0.aaga,.... Assim, definindo  f'=fy e f"'=f(f"(x)), temos
f"(x)=0.a,,a,,.a,,... paratodo n>1.

Assim, por exemplo, se x:é:[},lll..., temos f(x)=0,111...=x (nesse caso,

|
temos em x=§ um ponto fixo de f); se x:§:0,151515---, temos f(x)=0,515151... e

f(f(x))=0.151515...=x (nesse caso temos em x=% um ponto periddico de periodo

2de f)e se X 6[0,1) ¢é irracional, os seus iterados por f serdo todos distintos, pois sua
representacao decimal ndo sera periédica a partir de nenhum digito.

Ja a representacdo em fragcdes continuas esta intimamente ligada a dinamica de
uma funcéo, também conhecida como transformacéao de Gauss.

Atransformacéo de Gauss g é definida por

¢:(0.1)=[0.1), dada por g(x):{_lf:_{_J

. 1 i . "
onde se x=[0;a,.a,.a,....]€(0.1), entdo ¢, =[;J e &(x)=[0a,,a,.4,,...]. Assim, definindo,

como antes g' =g € g"' :g(g") para todo 721, temos , para todo n=1.

Figura 6.1: Grafico da transformacéao de Gauss
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Relacionaremos agora a transformacéo de Gauss e a expansdo em fragdes continuas

de um numero racional. Considere x=[0;a1=a2----sax] e lembre que a construgcdo no
capitulo 3 implica que se um ndmero racional x verifica I=[0;a1,a -,a,\.] entdo 7, =0
€ ry,h,..., 1, séo diferentes de zero. Escrevemos

h h T P
x=g,=—, g =—, g =" “==0.
Ty K T ¥y
Lembrando a defini¢éo dos ¢, e dos r, obtemos,

oo 1 1
h=artn, —=—=a+g=— =g(x)‘
nooX X

Além disso,

ot _{1 J_ !
VLAl Lxd &%)
Suponha agora indutivamente que g’ (x)=g, - que a, e r, estao definidos e que
a.= - , para todo 1<j<n<k.
J g}-\ (x)

Escrevemos (usando a divisédo euclidiana) ro=a,,r,., +r,,, ©observamos que

a = || Lo
n+l T - - n
rn+| gar g (x)
Logo,
Vo _ u Fa
g = - Ay = -
":H] f':r” n+l K

Por outro lado, pela hip6tese de inducdo e das expressdes acima,

g7 (x)=¢(g"(x)=g(g,) =g[£] = r—"—[ian_.-

r T r

] n+l n+l

Assim, obtemos das expressbes acima que g”(.r)=g,f e que a, {ﬁJ para
todo n.

Estas expressdes relacionam (no caso racional, até o momento) os quocientes a;

de um numero racional x e os seus iterados pela transformagéo de Gauss:

x=[aga,...a,], a,= 1 n=1,..

] gu—l (I) ’

No caso em que x é racional as sequéncias dos quocientes e dos convergentes sao
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finitas, e finaliza na etapa n-ésima quando -’C:[();a],---,an] . Também observamos que no
caso racional os quocientes a;s obtidos séo os mesmos que os dados pelo Algoritmo da
Diviséo.

Finalmente, quando escrevemos Py expressamos duas coisas, um numero racional

q,
e uma representagéo dele onde p, e g, s&o relativamente primos (sem divisor comum

diferente de um).
Um namero x€(0.1) & irracional se, e somente se, g(x) & irracional. Portanto, um
numero ¥ é irracional se, e somente se, £ (x) ¢é irracional (logo nédo nulo) para todo n=>1.
. . a . - ]
O ponto chave é que os quocientes " da expansao em fragdes continuas de um
namero X 6[0,1) estao determinados pela sua érbita positiva [g’ (r)] X pela transformacéao

[=

de Gauss segundo a seguinte férmula

a, _[g"(x)J' nz0,

onde definimos indutivamente & (¥) =g(g' (x)) Esta relagéo permite fazer a ponte entre

as expansdes em fragdes continuas e a dindmica (estudo das iteragbes da transformagéo
de Gauss).

A construcdo anterior sugere a seguinte notagédo, dado * E[0,1) escrevemos

{g(l)J

e definimos de forma indutiva, para n=1,

oeale |

Pelas defini¢oes de g(x) e g, temos

Repetindo o processo,

e(x)= 1 1

a,(g(x))+g(g(x)) a+g’(x)

Portanto, indutivamente obtemos
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isto &,
_ [O;al,a:,---,f?,, +g" (r)] :

Quando x é um ndmero real qualquer, escolhemos QOZL.’(JE Z. Portanto,

X—day € [0, 1). Aplicando o processo anterior a X — d,, temos que

x=|x]|+ [ -1x]).. [x—LxJ)+g”(x—|_xJ)]

Escrevemos @, =| x|, @ =a,(x—|x]), i>1, e obtemos

x=a, (x)+[a| (x).a,(x).....a,(x)+g" (x—[x_])] .

Assim, dado um ndmero x irracional temos uma sequéncia (“:\-)M, infinita de
nUmeros racionais ([az:lﬂ| »a;-])g.zt,-

Finalizamos este capitulo, lembrando alguns nimeros cuja expansao em fracdes
continuas foi abordada neste trabalho, e observamos que segundo a transformacéo de

Gauss:

«  Osnameros V2-1=[0:2.22,..] e ¢-1=L_[0,I,I,1, .] s@o pontos fixos.

+ O ndmero ﬁ—l:[[}; 1,2,1,2,1,2,...] & um ponto periodica de periodo 2. Pode-
mos também dizer que /3 -1 tem uma orbita de ciclo 2 formada por ele mes-
mo e o nimero /3 1.

2
+ Osnumeros s e e possuem Orbitas sem ciclo ou que “passeiam” pelo inter-

valo (0,1).

+  Os numeros racionais possuem Orbitas que v&o morrer no zero.
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CAPITULO 7
ATIVIDADES PARA O ENSINO BASICO

Neste capitulo, apresentaremos algumas atividades a serem aplicadas com alunos

de Ensino Médio, com o objetivo de apresentar a expansédo em fragcdes continuas e suas

principais caracteristicas.

7.1 UMA (NOVA) FORMA DE REPRESENTAR NUMEROS REAIS
Veremos nas préximas paginas uma forma de representar nUmeros reais que é

pouco conhecida, mas que possui caracteristicas muito interessantes.
Comecamos, tomando um numero racional: 65 vamos representa-lo de uma forma
12

diferente.
- Primeiro dividimos 65 por 12, e obtemos 65=12-5+5. Assim, podemos escrever

65 12-5+5 5
12 12 12

- Da mesma forma, como 12=5-2+2, temos
1

6—5=5+%=5+ >
12 12 142
5 5

- Também, como 5=2-2+1, temos

§=5+ 11 =5+ I

12 2+§ 2+ I
= 2+7
2

65

- Como 2 dividido por 1 da resto 0, paramos 0 processo.
Esta forma de representar o niumero € denominada representacao ou expansao

em fragdes continuas. 12
Para facilitar a apresentacdo podemos escrever para a expansdo de —:

I 11

65 _, 111
12 2+2+2
ou
65
—:[5;212,2].
12 .
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A primeira forma alternativa ja reduz a escrita, mas daremos preferéncia para a

segunda forma.
Vejamos como é a expanséo em fragcoes continuas do numero 114,
235

[ R T D
235 235 2+L 2+ﬁ 2+ 12 2+ ! I 2+ ! I
114 L s 1645 16+
7 7 7 3. L
2

Assim, 112 _10:2.16.3.2].
235

Atividade 1: Expresse os seguintes racionais sob a forma de fracéo continua:

21

b) 34 c
) )34

a) E s
7 21
E claro que podemos ter a expansédo em fragdes continuas para nimeros racionais

negativos, por exemplo, _31 Mas para isso, precisamos “arrumar” o numero dado:

51 —-69+18 18
i =3+ —
23 23 23
Agora, podemos seguir na expanséo de E:
—5—1——3+L——3+ ! =-3+ ! =3+ 1 =-3+ l =
23 23 5 1 1 1
— 1+— Hﬁ 1+ 3 1+ 0
18 18 18 343 34t
5 5 5
3
=-3+ ! =-3+ ] =-3+ !
1 1 1
1+ i 1+ i 1+ ]
I+— 3+ 3+
2 1 1
1+= l+§ l+—1
3 - 1+=
2
Assim, ol :[—3;],3,1,1,2].
23

Aqui cabe uma observagao importante: para “arrumar” o numero racional negativo
dado, tomamos o menor multiplo do denominador que seja maior do que o numerador. Com
isso, 0 primeiro termo da expansao em fragcdes continuas pode ser qualquer numero inteiro.
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Atividade 2: Expresse 0s seguintes racionais sob a forma de fragdo continua:

a) _31 b) _12 7
12 31

c) -
40

Agora, vamos inverter o processo: dada uma expansdo em fragbes continuas
descobrir qual numero racional esta relacionado a ela.

Tomamos entdo para isso, a expanséo [2;1,4].

Sabemos, pelo que foi definido anteriormente, que se um numero x € tal que
x=[2:1,4] entdo temos

1
1+l
4

assim, aplicando as operagdes pertinentes, obtemos

x=2+

4 14

X=24—=2+4+—=—
5

INJRVA
wn

Logo, o numero racional que possui a expansao [2; 114] €o 14.

Atividade 3: Encontre o numero racional representado sob a forma de fragédo continua em
cada item abaixo:

a) [1:2,3,4] b) [0;6,5] ¢) [-3:6,1,7]

Agora, podemos escrever que uma frag@o continua simples finita € uma expresséo
da forma

sa'|_

Que pode ser denotada por [a',;a,,ag,a_;, a] onde @;,4a,,d;,..

inteiros positivos e 4,, um inteiro qualquer. Os a/s
da fragéo continua.

- s80 numeros
sdo chamados de quocientes parciais
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7.2 AS FRAG()ES CONTINUAS E O ALGORITMO DE EUCLIDES PARA O MDC
Em vista das expansbes em fragdes continuas de alguns nimeros racionais obtidas
na secao anterior, nos parecem naturais as seguintes questées:

+ Um numero racional quando representado por uma fragcdo continua apresenta
sempre uma expansao finita?

+  Se temos uma fracdo continua finita podemos afirmar ser esta a representagao
de um numero racional?

Para responder a estas duas perguntas apresentaremos um teorema, que pode ser
demonstrado com os argumentos da divisao euclidiana e que tem no algoritmo de Euclides
para obter o méaximo divisor comum (daqui em diante, apenas mdc) um grande auxilio.

Antes, porém, vamos relembrar a divisdo euclidiana, que pode ser proposta assim:

Teorema. Dados dois inteiros p e ¢, com g # 0, existem um Unico par de inteiros
a e r tais que

p=ag+r com 0<r<lg|,

onde @ é chamado de quociente e r, de resto.

Por isso, quando fizemos a primeira divisdo na se¢éo anterior, encontramos 5 € 5
tais que 65=12-5+5, que séo Unicos para a divisdo euclidiana. Da mesma forma, 2 e 2 na
segunda divisdo, 2 e 1 na terceira e, 2 e 0 na quarta.

O Algoritmo de Euclides (que aparece no sétimo livro dos Elementos) é usado para
obter o mdc de dois nimeros inteiros. Se considerarmos p e ¢ como estes inteiros, o
algoritmo pode descrito pelas equagdes

p=a,q+r,, 0<r<q,
g=ary+r, 0<n<n,

=ay+r, 0<n<r,

ro,=a . ,+r

n=3 n—1"n-2 n-17

0< ;:rfl < ':Jn’_ '

La=a,r,., 0=r,

e afirmaque ¥,_, éomdcdep e q.

Para mostrar que este Gltimo resto n&o nulo realmente €é o mdc de p e g, precisamos
verificar se ele satisfaz as duas condig¢des a seguir:
(a) o mdc divide ambos os inteiros p e ¢;
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(b) qualquer divisor comum de p e de ¢ divide o mdc.

Além disso, precisamos observar que dados r,s e [ inteiros tais que r=s+1,
entdo qualquer inteiro k que divide » e s deve dividir Z. Se k divide r entdo r = km, onde
m; & um inteiro. Se k divide s entdo s =km, onde m, & um inteiro. Visto que »—s=t,

temos

r—s=km —km, =k(m —m,)=t,

de modo que & divide . Também, se qualquer k divide s e ¢ entdo k divide 7.

Agora vamos analisar a situacdo de r, , . A equacéo

n—2 = anrfr—] ’

mostra que 7,., divide 7,2 . A equagdo imediatamente acima, ou seja,

L 1=au lrn :‘.+rn 1

n
mostra que 7,.; divide "3, ja que ele divide 7, » e F,_, . Do mesmo modo, da equagéo

n—4 u:r—ﬁru—_l + "H—E 1

vemos que 7, , divide ¥,_,, visto que ele divide 7, , e 7, 1. Assim, trabalhando de equacéo

L

em equacdo, descobrimos que 7, ; divide 1, e r; e assim, divide também 7; .

Dividindo 7, e %1, ele divide 7 ; dividindo 7o e 7, ele divide ¢ ; e finalmente, dividindo
q e Ty, I divide p. Porisso, a condigdo (a) é satisfeita, pois 7 divide p e ¢.

Em seguida, mostramos que se um numero ¢ é divisor comum de p e ¢ entao
¢ divide %, por causa da primeira equagédo. Se ¢ divide ¢ e 7y entdo ¢ divide i na
segunda equacgdo. Se ¢ divide /i e 7y entdo, na terceira equacéo, ¢ divide . E assim,
até alcangar a penultima equagéo onde se ¢ divide 7, ; e 1, , entdo ¢ divide 7, ;. Desta
forma, provamos que #,, éomdcde p e ¢q.

O algoritmo ainda pode ter sua equacgdes sintetizadas da forma:

d, a a, as a,, | 4, n
P q 1y H r vor Fs | he | Tia
K A 1 I L 0

onde a primeira linha fornece os quocientes parciais da expansao em fragcdes continuas do

namero racional representado por Iy

q

Posto isso, podemos enunciar o seguinte resultado:
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Teorema. Toda fragdo continua finita representa um numero racional.
Reciprocamente, todo numero racional é representado por uma fragdo continua finita.

Além disso, a sintetizagdo do processo facilita ainda mais a obtengéo da expanséo
em fragéo continua.

Por exemplo, no caso do numero E, temos no processo utilizado no inicio do
37

secao 7.1,
E_ E:3+3L7—3+ 19:3.', Il =34+ ]l =3+ ]l =
37 37 2+ 2447 2+ 24—
14 14 19 1+2 14—
9 9
5
1 1 1
=34+ =3+ =3+ =[3;2,1,1,1,4]
1 1 1
2+ ] 2+ ] 2+7l
l+—— I+ I+
4 1 1
1+— 1+— I+ ——
5 1
- ]+_
4 4

e agora podemos fazer,

125 | 37 14 9 5 4
14 9 5 4 1 0

—

que também nos da, através da primeira linha, IBL: = [3;2,1_,1,1,4].
1
Considerando que o Ultimo termo 4, pode ser substituido por a, _HT , hotamos

que um numero racional x que € representado por [ao;ﬂl,ag,..-,ﬂ,,] também pode ser

representado por [a,,;a“a:,...,a" —],1]. Isto faz com que % possa ter [3;2,1,1,1,3,1],
que corresponde &

também como representacgéao.
Assim, podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema. Todo numero racional é representado por uma fragdo continua finita

(simples) de apenas duas formas; uma com um numero par de termos, e a outra, com um
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nuamero impar. Uma com ultimo termo igual a 1, e a outra, com esse termo maior do que 1.
Lembramos que este tipo de fenébmeno também ocorre na representacéo decimal,

como por exemplo, no caso do niumero 5 que pode ser escrito como 5,0000... ou 4,9999....

Atividade 4: Determine a expansao em fragdes continuas dos seguintes nimeros racionais:

5_1 b) 67 c) 2

a) —
22 29 97

Atividade 5: Expresse os numeros racionais a seguir sob a forma de fragées continuas,

com auxilio do algoritmo de Euclides:

a) [2;1,4] b) [3;2,12] c) [1;15,7,3]

7.3 A EXPANSAO DOS NUMEROS IRRACIONAIS

E como seria a expanséo em fragbes continuas dos numeros irracionais? De certo
que nao ¢ finita, pois ndo podemos representar um namero irracional como um namero
racional. Apenas podemos utilizar um racional para dar um valor aproximado de um
irracional dado.

Por isso, vamos utilizar uma forma um pouco diferente de obter os quocientes

parciais da expansao em fragbes continuas dos irracionais V2 e \/5
a) V2
- Como l<\/§<2 temos x/§=1+n, sendo O<n<l,e a,=1.
1 1 )
- Fazendo 7 =— teremos * > ! e assim,
X

1 (\/5”) :\E+17\/—

=~2+1

1
JE_]Jr;:)x_\/i—l_(\/f—l)(ﬁﬂ) 20

1
-Como 2<x<3 temos x=2+—,sendo y>1,e a,=2.

-Assim, Y

1 1 1
x=2+-y=——=—o—=2+l=x22<y<3>a,=2=a
v g 2 '\]{_—I Y 2 1

E facil observar que a expanséo de V2 apresenta um comportamento notavel para
0s quocientes parciais: @, =@, =d, =ds =...=a, =2 . Por isso, podemos escrever:
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V2=[1:2,2.2....]=[1.2]

onde a barra vertical sobre o 2 indica repeticdo da mesma forma como na representacéao

decimal das dizimas periddicas.
b) V3

1
- Como 1<+/3 <2 temos V3 =1+~ sendo x>1, e a,=1.

X
-Assim,
J§—1+ zx—#—ﬁﬂ :>l<x<i:>a =1
‘\/_ 1

1 1
x:l+—:>y:—:——\/_+l:>2<y¢3:>a,—2

y -1
y=2+l -=L=l—=x:>a'_,,=aI

= y=2 31

:=l+l:>‘lr1’:—=—=y:>a4=a"
W z—1 x-1 B

No célculo dos quocientes parciais para a expansdo de \/§ encontramos

a,=d;=a,=...=d, e 4, =d, =dyg=...=d,, Assim,

V3 =[11.2.1,2,..]=[1.2]

As expansodes em fragdes continuas de 2 e NG apresentam uma caracteristica

infinita e periddica, o que ndo ocorreu com 0s exemplos envolvendo numeros racionais.

Atividade 6: Expresse 0s numeros irracionais a seguir sob a forma de fragbes continuas:
a) \5 b) N7 o) V8 d) V10

Atividade 7: Determine a expansdo em fragdes continuas dos seguintes numeros

irracionais:

1 NE)
a) \/2 -1 b) — ) 242 d) X2
V2 V2 3

Podemos também com o auxilio de uma calculadora, obter os valores dos quocientes
parciais. Para isso, vamos retomar o processo de expanséo de V2
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- Em primeiro lugar, definimos a parte inteira de /2, que é igual a 1 (para facilitar, vamos
utilizar a notagéo [ x ] para representar a parte inteira de x). Com isso, g, = [.JEJ: .

- Depois, chamamos de n a parte fracionaria de~2 que corresponde a J_—LﬁJ Este
valor teve seu inverso calculado e denominado de x . E ai, @, = LxJ =2.

- Depois, com o inverso de [ x ]-x sendo chamado de ', temos g, = L‘J =2.

E como surge dai o comportamento periddico da expanséo de V2, escrevemos

V2 =[1;2,2,2,...].
Entado, com o auxilio de uma calculadora:

Atividade 8: Expresse 0s nUmeros irracionais a seguir sob a forma de fragbes continuas:
a) 3 b) V6 c) V12 d) V17

Atividade 9: Determine a expansdao em fra¢gdes continuas dos seguintes numeros
irracionais:

a) T b) e (base dos logaritmos neperianos) ¢) ¢ (numero de ouro)  d) log?2

N&o podemos representar (por definicdo) um nimero irracional com um racional,
mas podemos dar aproximacgdes racionais tdo boas quanto desejarmos. Vamos comparar
aproximacoes decimais com as aproximacoes obtidas via expansao em fragdes continuas.
Porém, antes vamos definir convergentes.

Na secédo 7.1, vimos que todo ndmero racional ' pode ser expandido em uma

fragéo continua finita 1

P .
- = [a{hal)aE?"')an] '

onde % é um inteiro qualquer e 4.4;,--.,4, s&o inteiros positivos. Esses ndmeros, na
secao 7.1, foram chamados de quocientes parciais. Com eles podemos formar as seguintes
fracbes:

Atividades Para o Ensino Béasico

55



e assim sucessivamente, interrompendo a sequéncia de a/s
Estas fracoes sdo chamadas, respectivamente, de primeiro, segundo, terceiro,...
)4

convergentes da fragcdo continua que representa
O convergente de ordem n+1, 9

Cn :a[l + ]
at 1

€ igual a propria fragéo continua.
Por exemplo, para expansao em fragdo continua de =, temos
12

211,22,
12
isto é, a,=2, a,=1, a,=1, a; =2 e a, =2 . Entéo, os convergentes de % sé&o:

2
Cp=—=2
‘o
1
¢=2+-=3
1
SPTI
1+- 2
1
=2+ 1 :E
| 3
1+=
2
1 31
c, =2+ 0 ==
1+ 12
1
+—
2+—
2
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Como a expansdo de um numero racional é finita, o Ultimo convergente € o proprio
numero. No caso de um numero irracional, ndo obtemos o0 numero propriamente dito, mas
valores cada vez mais proximos dele, a medida que tomamos convergentes de ordens
superiores.

Vamos agora observar, por exemplo, o comportamento dos 5 primeiros convergentes
oriundos da representacdo de ~/2 . No inicio desta seco, vimos que V2= [];2,2,2,. ]

Portanto,

eomli A 37931
29

2+—

Se compararmos estes valores com a aproximacgdo decimal de JE =1,4142136,

podemos notar que:

»  conforme a ordem do convergente aumenta, o seu valor se torna mais proximo
do valor do numero que foi expandido na fragcdo continua.

+  para estes 5 convergentes temos
c,<C,<c,<N2<c <
Atividade 10: Calcule os cinco primeiros convergentes de:
a) 3 b) \/5 o d) e

Retomando os cinco convergentes de V2, podemos analisar o erro relativo,
comparando com aproximagdes decimais. Observe a tabela abaixo:

Atividades Para o Ensino Béasico

57



i c, ‘\E—q

0 1 0,4142136
3
1 L5== 0,1142136
2
7
2 l,4=g 0,0142136
17

3 1,4166667 = 2 0,0024531

4 1,4137931= ;—; 0,0004205

Observando o quinto convergente da expansao de V2 podemos verificar que

29 2000 100

\Jz

141
\I

) _ 141 .
e isto nos diz que —— 29 € uma aproximagao para J2 melhor do que 100" considerando o
tamanho do denominador envolvido.
Se tomarmos o proximo convergente (0 sexto), conseguiremos uma aproximacao

melhor ainda:

|J§ 9 1 <‘J5_|414

70| 13850 1000/’

e isso, sem considerar um denominador muito maior do que o anterior (entre os
convergentes).

Este fato expde uma caracteristica poderosa da expanséo em frages continuas: o
de fornecer as melhores aproximagdes racionais (com seus convergentes) para um namero
irracional dado.

Atividade 11: Para cada um dos numeros irracionais abaixo, determine o convergente de

. . 1
menor ordem, para que o erro relativo seja menor do que —.

1000
a) \/g b) \/ﬁ c) o d) log3

Atividade 12: Repita a atividade anterior para que o erro relativo seja menor do que 50000

a) J6 b) N c) ¢ d) log3
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7.4 IRRACIONAIS ALGEBRICOS X IRRACIONAIS TRANSCENDENTES

No final da se¢éo anterior trabalhamos com numeros irracionais que apresentaram
expansdes em fracbes continuas com comportamento diferente. Por um lado, alguns
irracionais cuja expansao é periddica; por outro, expansao infinita nao periddica. Os primeiros
sdo denominados algébricos, enquanto os outros sdo chamados de transcendentes. Mas
0 que vem a ser um numero irracional algébrico? Vejamos.

Suponha que
S(x)=a,+ax+.. . +ax"

€ um polindbmio de grau n com coeficientes inteiros d,.d,....,d,. Entdo, uma raiz a
deste polinbmio é dita ser algébrica. Uma vez que todo nimero racional « = 4 pode ser
definido como a raiz de uma equacao do primeiro grau bx—a =0, 0 conceito de numero
algébrico é claramente uma generalizacdo do conceito de numero racional. Se um dado
namero algébrico satisfaz uma equacao f(x):O de grau n e néo satisfaz nenhuma
equacgao de menor grau (com coeficientes inteiros), ele € chamado de numero algébrico de
grau n . Em particular, os numeros racionais podem ser definidos como numeros algébricos
de primeiro grau. O nimero V2, sendo uma raiz do polinémio x° =2, é um nimero
algébrico do 2° grau ou, como dizemos, um irracional quadratico. Irracionais cubicos, do
4° grau ou de graus superiores séo definidos de forma anéaloga. Todo nimero nédo-algébrico
¢é dito transcendente. Exemplos de nUmeros transcendentes séo ¢ e T.

Com isso, podemos recompor um nimero irracional quadratico dada a sua expanséo
em fragbes continuas. Por exemplo, vamos considerar o niumero X cuja expansao é [4;1,8].

Pelo que ja foi dito antes:

Mas, se tomarmos o nimero x + 4, temos:
1
x+4=8+
1+
8+

l+]

8+...

E assim, podemos reescrever esta igualdade:
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1
1

x+4

x+4=8+
1+

Arrumando esta equagdo encontramos cuja raiz positiva é /24 .
Portanto, /24 = [4; L_g]

Atividade 13: Encontre o numero irracional que tem expansao em fragoes continuas:

a) [2;1] b) [8;1,16] c) [9;9,18] d) [1;3,1,2]

7.5 A EQUAGAO DE PELL

Aequagdo x” —dy” =1,onde d € um ndmero inteiro positivo, & geralmente conhecida
como equacao de Pell.

Se d é um quadrado perfeito, teriamos algum & inteiro tal que d = k* e assim,

X —dy’ =x" k'Y =(x+ky)(x—ky) =1

Isto implicaem x+ky =x—ky==+1.
Assim, por simples inspecdo, as unicas solugbes desta equagdo acabam sendo
x==xle y=0.

Desejamos analisar as solugbes da equagdo de Pell quando d n&o é quadrado
perfeito, e, portanto \/E € um numero irracional. A expansao em fragcoes continuas para \/E
fornece todas as ferramentas que precisamos para resolver a equagéo de Pell x* —dy* =1.

Vamos encontrar uma solugéo particular da equacéo x' -1 1}’3 =-1

Aqui d =11, e a expansio em fragéo continua de V11 é dada por
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TS o

-\/ﬁ—:}: = =
J1+3 V1143 11+3
2

1 1 1
Ji1-3= - -
6+411-3  11-3 5, 1

J1=3+ l

isto &, V11=[3:3.6.3.6...]=[33.6]=[ a,:4,. 24, |

Isto mostra que @, ; =@, , de modo que n =1, nUmero impar. O célculo mostra que

¢ =%,demodoque x=p=10ey=¢=3¢

1

X =11y, =10>=11-3* =100-99 = 1;
portanto, X, =10 e y, =3 é solugéo particular da equagdo dada.
Esta também é a menor solucéo positiva. Para obter a proxima precisamos observar

que a expansao de V11 tem periodo com dois termos. Por isso, a solugédo desejada esta

relacionada com o convergente C;. Vamos verificar esta afirmacéo.

c; =3+ 11 =3+ 11 =3+ 13 =3+%= +2=@
3+—1 3+E 3+— — 60 60
641 19 19 19
3 3

de modo que X, =199 ¢ », =60, e

x; —11y; =199’ —=11-60" =39601—39600 = 1

Note que foi necessario “pular” dois convergentes, pois
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e 63%2-11-192=3969 - 3971 = -2.
Atividade 14: Encontre a menor solucédo positiva de:

a) x* -2y* =1 b) x*—5y* =1 c) X’ —18y* =1

d) x> —29y* =1

Atividade 15: Encontre as trés menores solugées positivas de x? — l{)y2 =1.
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CONCLUSAO

Quando do primeiro contato com a representacao em fragdes continuas, a utilizacdo
de numeros racionais torna o processo mais amigavel, mesmo quando este se estende por
algumas etapas, pois os termos utilizados tendem a diminuir de valor. Porém, € preciso
tornar clara a forma como sdo obtidos os quocientes parciais, para que a migracao para
0s numeros irracionais seja mais suave. No caso destes ultimos, é bastante ilustrativo o
uso de exemplos de tipos distintos, principalmente quando surgem expansdes periddicas e
expansdes nao periddicas.

Os primeiros exemplos de expansao para nimeros racionais trazem a tona a primeira
caracteristica importante das fragcdes continuas: “Toda fragéo continua finita representa um
namero racional, e reciprocamente, todo numero racional é representado por uma fragao
continua finita”.

A intima ligacdo existente entre a expansdo em fragbes continuas com duas ideias
basicas da Aritmética, a divisdo euclidiana e o algoritmo de Euclides para o céalculo do
maximo divisor comum de dois numeros, torna a demonstragdo desse fato bem natural,
visto que a primeira (diviséo euclidiana) faz com que a segunda (algoritmo de Euclides)
seja limitada em suas etapas.

A utilizacé@o do algoritmo ainda traz uma simplificacao no processo de obtencéo dos
quocientes parciais. Foi visto ainda, que é possivel ter duas formas de representar niumeros
racionais, assim como acontece na representacdo decimal.

Através dos quocientes parciais da expansao em fragdes continuas formamos os
chamados convergentes. Para um numero racional, eles ndo trazem nenhum resultado
importante, apenas realgam o fato de que o ultimo convergente € o proprio numero racional.
Por outro lado, para um ndmero irracional, os convergentes (com a sua caracteristica de
convergéncia e sucessao) trazem aproximacgodes surpreendentemente boas, a medida que
avangamos nas ordens superiores deles.

A segunda caracteristica marcante da expansao em fragdes continuas, “toda fracéo
continua infinita representa um numero irracional”’, também & comprovada com o auxilio
dos convergentes.

E o resultado mais importante para a aproximagé@o de nameros irracionais através
de numeros racionais, € que 0s convergentes da expansao em fragdes continuas fornecem
erros relativos (isto é, boas aproximagbes) utilizando denominadores relativamente
pequenos se comparados com equivalentes provenientes de aproximagdes decimais. Isto
foi verificado para os nimeros \/5 e JT, mas facilmente observado em outros casos.

Ainda encontramos uma outra utilidade para a expansao em fragdes continuas
de numeros irracionais: a obtencédo das solugbes de um tipo de equagédo, denominada
equacédo de Pell.

Antes, porém, foi possivel através da analise da expansao caracterizar irracionais
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algébricos e irracionais transcendentes, pois “toda fragdo continua periédica representa um
namero irracional quadratico (algébrico de grau 2)”.

Para obter sucesso no processo de encontrar solugbes para a equacéo de Pell
fizemos uso de um irracional quadratico do tipo reduzido, cuja expansdo em fracbes
continuas apresenta um comportamento puramente periodico, associado ao coeficiente
da equacéo. A menor solucdo positiva € obtida através dos convergentes da expanséo. As
outras soluces podem ser obtidas fazendo composi¢cdes com a primeira solucéo.

O processo para se obter cada um dos quocientes parciais na representacao
em fragbes continuas que consiste em tomar a parte inteira do nimero e, invertendo a
parte fracionaria, e novamente tomar a parte inteira e assim sucessivamente, revela a
forte ligagcdo que essa forma de representacédo tem com a transformacdo de Gauss, em
particular para numeros entre 0 e 1.

A sequéncia de quocientes parciais forma um conjunto (6rbita) que também gera
uma distingé@o as classes de numeros tal como o aspecto da sua expansao: os racionais
apresentam orbita que acaba em zero; os irracionais quadraticos possuem uma Orbita
com ciclo bem definido e os irracionais algébricos de grau superior a 2 e 0s irracionais
transcendentes tem Orbita que “percorre” o intervalo (0,1), sem contudo estabelecer um
ciclo.

No final do nosso texto, propomos uma série de atividades a serem realizadas com
alunos que ja estejam no Ensino Médio. Acreditamos que pela maior bagagem desses
alunos, em particular com uma boa nocdo de operacbes com radicais e equagbes do
segundo grau, o trabalho sera mais proveitoso.

Neste roteiro, iniciamos com a expansdo de numeros racionais de forma bem
rudimentar para que a representacdo acontecesse de maneira bem amigavel. NUmeros
racionais negativos também foram contemplados nesta introdugdo, bem como a
possibilidade de reverséo do processo. Esta Ultima etapa, também ja era preparatéria para
a utilizacdo das fragbes continuas com os numeros irracionais.

Na secéo seguinte, mostramos a ligagéo da expansao com o algoritmo de Euclides
para o célculo do mdc; e o quanto este garante a finitude da representagdo de nimeros
racionais e simplifica o seu processo.

Ao passar para as atividades com ndmeros irracionais, visamos mostrar que
a expansao destes é infinita, periédica ou ndo. Neste ponto, incentivamos os alunos a
utilizarem uma calculadora cientifica (simples) para obterem os quocientes parciais. Note
que o uso da calculadora deve acontecer depois que o aluno ja tiver percebido quais séo
informacgdes desejadas e quais as operacgdes envolvidas.

A andlise do erro cometido na aproximagéo de irracionais por racionais, também é
alvo de atividades na terceira parte do roteiro. Acomparagéo com as aproximagdes decimais
(de uso mais comum) realga a caracteristica de apresentar aproximacdes melhores que a
expansao em fragdes continuas possui.
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Fizemos uma breve introducdo na diferenciacdo entre numeros algébricos e
numeros transcendentes. Este conteudo é praticamente inacessivel aos alunos do Ensino
Médio, mas que pode encontrar nas fragdes continuas um bom suporte.

Terminamos, aproveitando uma caracteristica da expansdo de irracionais
quadraticos: a infinitude aliada a periodicidade. Essa caracteristica serve como ferramenta
para apresentar solu¢des para a equagéo de Pell.

Acreditamos que com essas atividades, um aluno comum do Ensino Médio
conseguird conhecer a representacdao em fragbes continuas em seus aspectos basicos e
suas principais potencialidades.

A utilizagéo de fragcdes continuas na representagéo de numeros reais amplia as
possibilidades de conceituagéo destes nimeros, com uma melhor distingao entre racionais
e irracionais, proporciona uma configuragéo mais exata de suas operagdes, faz ligagdo com
topicos importantes da Aritmética, traz para ganhos consideraveis para a aproximagéo de
irracionais com racionais e ainda pode ser utilizada na resolugcdo de equagdes néo ftriviais.
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