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APRESENTACAO

A coletanea “Matematica: o sujeito e o conhecimento matematico” traz
a reunido de seis artigos, com a participagéo de quatro universidades publicas
brasileiras, duas do Peru e uma do Chile.

O objetivo desta publicacdo é a divulgacao das pesquisas que abarcam
a matematica sobre varios eixos de discussdo, o que contribui para desmistificar
a ideia de que ela nao se inter-relaciona com as demais disciplinas. Os estudos
estdo alicercados nas teorias de aprendizagem e em teorias especificas da
matematica e que fazem aplicabilidade nas diversas ciéncias.

Os temas discutidos nessa coleténea traz a publico o que discentes e
docentes pesquisam, levando a producdo académica para além dos muros das
universidades, contribuindo para uma matematica mais significativa e atrativa
aos leitores, além de mostrar as varias vertentes de pesquisa dentro de uma
mesma area do conhecimento e ainda assim ha muito para ser explorado.

Ademais, esta pequena obra “Matematica: o sujeito e o conhecimento
matematico” se propde a apresentar os resultados dessas seis pesquisas e ser
um canal de divulgacao cientifica.

Aniele Domingas Pimentel Silva
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CAPITULO 1

A EDUCACAO MATEMATICA: REINVENTANDO
AS FORMAS DE ENSINAR E DE APRENDER

Benedita Neire Almeida de Magalhaes
Universidade Federal de Mato Grosso

Marta Maria Pontin Darsie
Universidade Federal de Mato Grosso

RESUMO: O presente artigo objetiva
analisar a pratica pedagobgica no que
refere & insercdo das novas tecnologias,
resolucdo de problemas em relacdo ao
Ensino da Matematica, no momento
da pandemia, nas aulas remotas € no
retorno as aulas presenciais e impacto na
melhoria da aprendizagem dos alunos,
em uma turma da 2% fase do 2° Ciclo, da
Escola Estadual Modelo Santo Anténio,
em Jaciara, municipio mato-grossense.
Portanto, a utilizagdo da Metodologia
Ativa foi de Aprendizagem Baseada em
Problemas e Tendéncia da Educagéo
Matematica Critica. Para o desenvolvimento
de uma atividade dita situacdo-problema,
alinhada a realidade dos alunos, prop0s-
se um questionario e atividades com
resolucdo problemas matematicos cujos
dados levaram a uma analise qualitativa da
percepcéo dos estudantes, no processo de
aprendizagem e, a segunda fase do projeto,
foi a aplicagéo da sequéncia de atividades

Data de aceite: 03/04/2023

pautadas nas questdées da atualidade. Os
resultados levaram a conclusé@o de que os
métodos ativos, resolugdo de problemas e
Educacao Matematica Critica contribuiram,
de modo relevante, para o processo de
aprendizagem dos estudantes, logo,
contribuindo com a formagédo de sujeito
ativo, participativo e critico.
PALAVRAS-CHAVE: Pratica pedagdgica.
Educacdo matematica. Métodos ativos.

ABSTRACT: This article aims to analyze
the pedagogical practice on the insertion
of new technologies, problem solving in
relation to mathematics teaching, at the
time of the pandemic, in remote classes
and on the return of classroom classes and
impact on the improvement of students’
learning, in a class of the 2nd phase of
the 2nd Cycle, of the State School Modelo
Santo Antbnio, in Jaciara, mato-grossense
municipality. Therefore, the use of the Active
Methodology was Problem-Based Learning
and Critical Mathematical Education Trend.
For the development of a so-called problem-
situation activity, aligned with the reality of
the students, a questionnaire and activities
with mathematical problem solving were
proposed, whose data led to a qualitative
analysis of the students’ perception in the

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico
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learning process and, in the second phase of the project, it was applied to the sequence
of activities based on current issues. The results led to the conclusion that active methods,
problem solving and Critical Mathematics Education contributed, in a relevant way, to the
learning process of the students, thus contributing to the formation of active, participatory and
critical subjects.

KEYWORDS: Pedagogical practice. Mathematics education. Active methods.

INTRODUCAO

O avancgotecnoldgico e, em particular, 0 acesso a internet, por meio de um computador
ou de um celular conectado, contribuiram amplamente para a mudancga da concepgéo de
ensino-aprendizagem na sociedade atual. Nesse contexto de transformacdes emergenciais
na sociedade, um dos assuntos mais tratado € o a Educacdo. Recentemente, um dos
maiores desafios enfrentados pelos educadores foi executar um bom trabalho durante
pandemia da Covid-19. Com a doenca, foram instituidos decretos que fecharam escolas e
impossibilitaram o convivio em sala de aula, sendo este o primeiro ponto de mudanca com
a educacao, pois nunca na histéria do Brasil, a educacao basica teve que ser feita em casa,
o chamado “ensino remoto”.

Por conta disso, ao profissional da Educacgé@o coube o desafio de encontrar novas
metodologias de trabalho que pudessem auxiliar no ensino-aprendizagem dos alunos
brasileiros. Esse aceitar foi forcando a entender que precisavamos adentrar e aceitar
as diversas inovagdes nos processos educativos, e quando falamos de inovacdo, néo
referimos apenas aos aparatos altamente tecnolégicos, ferramentas de ordem técnica, mas
também as Metodologias Ativas, isto é, pensar, agir, ensinar e aprender, conectados com a
inovacgdo, adaptando-se a nova forma de ensinar e, concomitante, ao aprender.

Por acreditar que € possivel apresentar aulas com estratégias que possibilitem aos
alunos serem sujeitos de suas proprias aprendizagens e colaborar com seus colegas, é
que partimos para a pesquisa com as metodologias ativas. Para Santos (2008) e Gadotti
(1992), o processo de ensino e aprendizagem é mais eficaz, quando o educando participa,
ele mesmo, da construgéo do seu conhecimento, sendo os métodos ativos de fundamental
importancia para o processo educativo, visto que proporciona um ambiente interativo.

Cabe ressaltar que, ao propor as metodologias ativas no ensino fundamental, os
estudantes passaram a sentir um pertencimento na cultura digital e criaram expectativas
em relacdo ao processo de aprendizagem no contexto escolar. Assim, demonstra-se
a necessidade de formacdo e orientagcdo pedagogica, para que a pratica docente seja
significativa, tendo em vista que, ela esta sendo avaliada, em relagdo as competéncias
didaticas.

Mediante ao exposto, este trabalho objetiva apresentar um relato de experiéncia,

por meio dos métodos ativos, resolugao de problema e a Educagdo Matematica Critica.

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico Capitulo 1



FUNDAMENTAGAO TEORICA

Nesse contexto tecnoldgico, o espaco escolar passa por redefinicdo de suas praticas,
espacos e tempos. Por isso, faz-se necessario a aproximagdo em conhecer e colocar em
pratica os Métodos Ativos que sdo entendidos como praticas pedagogicas alternativas
ao ensino tradicional. Em vez de um ensino baseado na transmissédo de informacdo da
instrucéo bancaria, como criticou Paulo Freire (2011), na Metodologia Ativa, o aluno assume
uma postura mais participativa, na qual ele resolve problemas e cria oportunidades para
a construcdo do seu conhecimento. Neste sentido, conforme Bacich e Moran (2018), as
metodologias ativas s&o pontos de partida para reflexdo, integragdo cognitiva, generalizacéo
e reelaboracdo de novas praticas. Além de despertar no estudante a sensibilidade, o
interesse de conhecer, de forma transversal, os contetdos com as teméaticas da vida.

No entanto, Azevedo (1999) propde que o0 ensino a matematica desenvolve a
compreensao dos fendmenos que ocorrem no meio em que os alunos estdo inseridos,
como poluicdo, desmatamento, limite para o uso dos recursos naturais, desperdicio. Nessa
perspectiva, a matematica pode colaborar para o desenvolvimento das competéncias e
conhecimentos que aumentam o desempenho das habilidades, diferentes tecnologias e
linguagem que a cultura digital exige dos estudantes.

A Base Curricular Comum Nacional (2018) refor¢a essa concepg¢éo, defendida por
Moran (2018) quando acontece a superacéo, a fragmentacédo do conhecimento e o incentivo
a sua aplicacdo na realidade e valoriza o contexto para dar sentido ao que se aprende e o
protagonismo do estudante em sua aprendizagem e na construcéo de seu projeto de vida.
Percebe-se essa articulagdo na BNCC em relacédo a valorizagdo que contribui para que o
aluno seja o protagonista na construgéo do saber, assim como a esséncia das metodologias
ativas para o ensino da matematica.

Assim, os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) afirmam que o “conhecimento
matematico ganha significado, quando os alunos tém situagdes desafiadoras para resolver
e trabalham para desenvolver estratégias de resolucdo.” (BRASIL, 1998, p. 40). Sendo
assim, € pertinente lancar atividades que desafiam os estudantes na busca de novos
conhecimentos.

Logo, o professor precisa mudar de “detentor do conhecimento” para mediador.
Gaeta e Masetto (2015) o professor precisa assumir o papel de mediador no processo de
aprendizagem, com atitudes de parcerias e o trabalho coletivo com os alunos.

O dialogo é importante tanto para Freire (2011) quanto para o Skovsmose (2001),
pois para ambos os autores as ideias relativas ao dialogo e a relacédo estudante-professor
s@o desenvolvidas do ponto de vista geral de que a educagado deve fazer parte de um
processo de democratizac¢éo.

Segundo Berbel (2011), as metodologias ativas estdo baseadas no formato
do desenvolvimento dos processos de ensino e aprendizagem. Para tanto, utilizam-

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico Capitulo 1
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se experiéncias reais ou mesmo simulagdes que se traduzem em maior aprendizado e
significado para o estudante.

Na perspectiva de Basto (2016), as Metodologias Ativas tém procedimentos
interativos de conhecimento, analise, estudos, pesquisas e decisdes individuais ou em
equipe, com o objetivo de encontrar solu¢des para um problema. Nesse sentido, podemos
dizer que metodologia é o modo como propomos o desenvolver a sociedade, diante
dos dados da pratica social, dentro da sua realidade. De acordo com Diesel (2017), as
metodologias ativas possibilitam a busca do conhecimento colocando os estudantes como
protagonistas do processo de aprendizagem.

Na busca para que o préprio aluno seja protagonista do seu conhecimento e ao
mesmo tempo, passe a ser responsavel, também, por mediar discussbes, atuar para
manter grupos de outros alunos focados em um problema e motiva-los a se envolver com
as tarefas requeridas no processo de busca de solucdo, estimular o uso da fungéo de
pensar, observar, raciocinar e entender. Conforme Barbosa e Moura (2013) defendem a
Aprendizagem Baseada em Problemas (ABP) como o uso contextualizado de uma situagao-
problema para um aprendizado autodirigido, que norteou a primeira parte deste trabalho,
durante o periodo remoto e presencial.

Outra autora afirma a importancia da resolugcéo de problema e reforca que o problema
ndo pode ser tratado de forma isolada, por isso, a “matematica precisa ser ensinada como
matematica ndo como um acessorio subordinado a seus campos de aplicagdo.” (ONUCHIC,
1999, p. 205).

Na perspectiva de dialogar com as Metodologias Ativas, Resolugcéo de Problemas e
estimular a natureza critica nos estudantes, a partir da Educacao Matematica, recorre-se a
Educacéo Matematica Critica. Em conformidade com o Skovsmose (2008), a matematica
em acgédo faz parte dos mundos-vida, podendo servir aos designios variados com o olhar
critico.

O PERCURSO DO TRABALHO EM SALA DE AULA

Para a realizacdo desta pesquisa qualitativa de pesquisa-agcdo, o caminho
metodologico foi a pesquisa bibliografica, documental, observagéo, nas quais, nos principios
metodoldgicos da pesquisa qualitativa, fundamentada em Bogdan e Biklen (1982), Lakatos
e Marconi (1993), Thiollent (2003), e Ludke e André (1986), por considerar que essa € “[...]
uma metodologia de investigacédo que enfatiza adescricdo,a indugéo, a teoria fundamentada
e o estudo das percepcoes pessoais.” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p.11).

O caminhar da pesquisa acontece de forma participativa para o pesquisador que
ird atuar no campo de pesquisa, é pertinente ao procedimento da pesquisa qualitativa de
pesquisa — acdo. A pesquisa-a¢do é uma pesquisa participante, pois o pesquisador atua
no campo de pesquisa. Conforme Thiollente (2003, p.14)
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A pesquisa-acdo é um tipo de pesquisa social com base empirica que
é concebida e realizada em estreita associacdo comuma agao ou com
a resolugcao de um problema coletivo e no qual os pesquisadores e 0s
participantes representativos da situacdo ou do problema estdo envolvidos
de modo cooperativo ou participativo.

No primeiro contato com a turma, o procedimento durante as atividades e o
planejamento semanal estavam estruturados da seguinte forma: encaminhamento de
atividades do livro didatico, elaboracao de apostila e mensagens pelos aplicativos WhatsApp
e 0 Google Meet. Ao perceber certa apatia dos alunos em relagdo as atividades propostas,
buscou-se investir em métodos ativos.

Em uma abordagem do paradigma emergente, que tem um dos pontos relevantes
para o processo do conhecimento, a tecnologia é vista como uma ferramenta para
aprendizagem colaborativa. Behrens (1999), Boaventura Santos (1999) e Moraes (1997)
denominam de paradigma emergente a alianca entre as abordagens construtivista,
interacionista, sociocultural.

Barbosa e Moura (2013, p. 58), de modo sucinto e direto, fundamentam a
Aprendizagem Baseada em Problemas (ABP) como “o uso contextualizado de uma
situac@o-problema para o aprendizado autodirigido”, porque a ABP tem como principal
objetivo mesclar a teoria e a pratica na educacgéo. A intengéo € fazer com que o aprendizado
seja mais dindmico e aconteca de forma conjunta, fazendo com que o aluno aprenda as
bases tedricas e que realize a parte pratica.

Logo, diferentemente dos métodos convencionais cujo objetivo é a transmisséo do
conhecimento centrado no professor, na ABP, através da resolugéo de problema, o aluno
€ o centro do processo, deixando de ser um receptor passivo da informacgéo para ser um
agente ativo do seu proéprio aprendizado.

Nessa perspectiva, o aluno, como protagonista do seu conhecimento, levou-
nos a optar em trabalhar com a ABP com uma turma da Escola Estadual Modelo Santo
Antdnio, em Jaciara, municipio no interior mato-grossense, composta por 28 alunos, que
se dividiram em 08 grupos, sendo que o grupo foi formado por dezesseis que tém 0 acesso
ao Aplicativo Meet e os demais, participam da atividade colaborativa, através do WhatsApp,
desenvolvendo-as de forma individual.

A partir desse olhar, foi reelaborado o planejamento com o tema: “A Pandemia e o
Numero” com o objetivo de trabalhar os conceitos de Matematica e de Ciéncias, durante o
terceiro trimestre do ano de 2021.

No primeiro momento, trabalhamos com a pesquisa relacionada ao tema do
planejamento, o qual surtiu um efeito positivo, devido a interacdo dos alunos, pois,
fizeram apontamentos, tiraram fotos dos textos que leram na internet e se preparam para
apresentacéo através do Aplicativo Meet.

Os recursos utilizados: perguntas, internet, aplicativo do Google Meet, WhatsApp,

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico Capitulo 1



video chamada pelo WhatsApp, que permitiram a formagéo de grupos de discusséo por
meio de chats e o acesso de alunos para a troca de experiéncias. As atividades foram
registradas através do caderno de campo que resultou na sistematizacdo, através do
gréfico |, que faz parte do tdpico de Resultados.

A segunda fase do projeto aconteceu de forma presencial com a turma, na qual
efetivou-se a continuidade da pesquisa via internet, a roda de conversas para o debate do
tema e analise de dados coletados por eles, boletim epidemiolégico que foi entregue para
a turma através do endereco eletronico de um aluno que passava para os colegas, a qual
utilizamos para a sistematizacdo dos problemas e, em seguida, o desenvolvimento das
atividades na aula de Matematica. Em outros componentes curriculares, sistematizamos
outras atividades que nao estaremos apontando neste relato. Para a analise e registros das
atividades, utilizamos o caderno de campo da professora e caderno de bordo dos alunos,
eles registraram o que aprenderam, em cada encontro de aula de matematica.

Conclui-se que, o trabalho foi finalizado com 20 alunos, devido a transferéncia,
mudancas da familia, em busca de sobrevivéncia. Para a sistematizacéo dos resultados da
experiéncia, analisaremos por amostragem o desenvolvimento de dois alunos da turma que

serdo identificados por A1 e outro por A2.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Diante de uma situacdo, dentro do espago educacional, passaram por momentos
turbulentos, no sentido de ter a ousadia em partir para um campo aparentemente distante do
nosso dia a dia. Sempre deparamos com as tecnologias ao nosso redor, porém, sem aquela
perspectiva de que um dia chegaria em nosso espacgo de forma tdo abrupta. As resolucdes
chegando, as orientagdes de protocolo de seguranca e a exigéncia da reformulagdo do
planejamento, pois as aulas n&o seriam presencias, e sim, de forma remota, no primeiro
momento e, em seguida, a retomada das aulas presenciais.

De acordo, com Parecer do CNE/CP n° 11/2020:

[...] os maiores desafios sdo: a grande desigualdade no acesso a internet
pelos estudantes; as dificuldades dos professores em desenvolver atividades
remotas; as desigualdades no indice socioecondémico das escolas que
também se revela na desigualdade da sua infraestrutura. Também fica claro
que, em geral, as escolas das redes publicas ndo fazem o monitoramento do
aprendizado das atividades n&o presenciais. (BRASIL, 2020, p. 6)

Além de todos os desafios tecnologicos, passamos, também, por questdes
metodoldgicas, para suprir as necessidades que eles enfrentaram com as atividades
remotas, frente as tecnologias digitais. Pensar na elaboragéo de atividades que atendesse
as questdes emergéncias do saber, era necessario, porque as criangas nao podiam ficar
sem as aulas, e como torna-las criativas, dindmicas?

Fez-se mais que necessario planejar as atividades apartada do método tradicional de
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ensino, aqui, requisita-se do professor, coragem e preparo para quem modificar, representa
dedicacéo extra, tanto do professor quanto dos estudantes. Por isso, para Barbosa e Moura
(2013), é preciso que os participantes do processo acreditem no potencial pedagogico e
deem valor a iniciativa.

Sendo assim, é preciso que o aluno se torne sujeito no ensino e aprendizagem;
fez-se necessério elaborar e aprimorar a metodologia, por isso recorremos aos métodos
ativos, resolucéo de problema e o foco na Educacao Matemética Critica. Requereu-se tanto
do professor, um maior tempo e esfor¢o para pesquisa e planejamento das atividades,
a fim de que elas fossem realmente interessantes, funcionando como ponto de partida
para construgcdo do conhecimento e possibilitando aos estudantes, uma participacéo ativa,
nessa construgao,

Diante disso, acreditamos no potencial dos alunos e nas metodologias ativas com
a Aprendizagem, Baseada em Problemas e assim, alcangamos 0s nossos resultados,
mesmo com extensos desafios, tanto por parte dos alunos quanto pela como da professora.
Veremos no gréfico a seguir:

Atividade | — Pesquisa - Conteudos de Matematica, relacionados a pandemia.

Quantidade de alunos X Contetidos de matematica,

0 I I I

Adigdo Gréfico de Barra Gréfico de Linha Porcentagem Néo fizeram 0

[ R — S = T« =]

Gréafico | — Resultado da pesquisa - Contetdos de Matematica relacionados a pandemia

Fonte: arquivo das autoras /2021.

Nessa primeira experiéncia, observamos que entre os 28 alunos, apenas quatro
deixaram de efetuar as atividades. Estes alunos residem na zona rural e suas atividades
sdo enviadas, com um pouco de atraso, pois dependem do sinal da internet rural.

Assim, a pesquisa foi de nivel satisfatério porque seis alunos conseguiram encontrar
conceitos de adicdo; sete reconheceram grafico de barras; seis, graficos de linha; seis
encontraram conceitos de porcentagem e quatro ndo responderam, por motivo de acesso
a internet na zona rural.

Os alunos apresentaram os dados da pesquisa aos colegas, por meio do Aplicativo
Meet e, os que participaram apenas pelo WhatsApp, enviaram as fotos.

Por fim, nessa atividade |, o protagonismo dos alunos, no processo da pesquisa, foi
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nitido e proporcionou-lhes uma visdo mais critica. Outro ponto relevante, foi a percepcao da
importancia da Matematica, para compreender, analisar e enfrentar desafios. Observa-se
a fala de um aluno “- Professora, foi muito bom fazer parte dessa pesquisa em grupo, pelo
Meet, bis!”. Percebe-se, na fala do aluno, que as experiéncias de aprendizagem vivenciadas
foram boas. Conforme afirma Barbosa e Moura (2013) o conhecimento obtido pelos meios
digitais tem um valor imensuravel, em seu processo formativo.

No processo de ensino e aprendizagem da Matematica, numa perspectiva em que o
aluno seja participante, a partir da resolucao de problemas além da resolucéo, fizemos um
dialogo com a tendéncia da Educacao Matematica Critica, na busca de ofertar estratégias
em sala de aula, que promove um ambiente que favorega a constru¢do da criticidade e
que venha possibilitar uma aprendizagem mais ampla, superando modelos de ensino
que valorizam simplesmente as regras e os procedimentos. Para Onuchic (1999), faz-
se necessario que o aluno seja considerado como ativo, durante o processo formativo, e
possibilite um bom planejamento, elaborado pelo professor. Diante disso, percebe-se que
a resolugé@o de problemas matematicos vai além da Matematica por Matematica, eles dao
respostas criticas em relacdo a interpretacao, tanto do anunciado como no resultado.

Portanto, percebemos a importancia da aplicabilidade da Matematica no cotidiano da
sociedade e o despertar dos alunos, na analise critica dos dados, diante de um problema.
Observa-se nas atividades a seguir, a resolugdo dos problemas pelos alunos e a sua
opinido diante dos acontecimentos.

Atividades 02 - Resolugédo de Problemas Matematicos

Antes de aplicar as atividades, fizemos a roda de conversa para analise do texto
informativo, tanto em sua estrutura e organizagdo, como no objetivo do informativo, diante
da pandemia da Covid-19. Percebe-se nas falas dos alunos: segundo a A1 “é importante
a gente entender os nimeros que vem nos textos”. O A2 reforca a fala da A2 “eu ndo
sabia entender por que dois niUmeros estavam ali. Achei que eram sé nimeros, na aula de
Matematica”.

A partir das falas dos alunos, verificamos qual a importancia de os alunos
pesquisarem, coletarem os dados e sistematizarem, mas o que foi relevante dentro dessas
perspectivas em fazer o aluno sujeito do processo, foi a conviccdo de que estiveram
envolvidos em perceber e analisar o porqué daqueles dados estatisticos, a partir do Boletim
Informativo — juntos compreenderam a causa e os efeitos positivos e negativos, diante de
uma problematica. No caso, a pandemia, a causa, principalmente do alto indice de morte,
principalmente a negacao da ciéncia. Por isso, a abordagem critica faz-se necessaria, na
aprendizagem matematica que sao trabalhadas nas escolas e nos anos iniciais, numa
concepcao da Matematica pura. Conforme o estudioso da Matematica, Skovsmose (2013):
0 conhecimento reflexivo pode dar uma dimenséo critica a Matematica.

Para a sistematizagéo dos resultados da experiéncia, analisaremos, por amostragem,
o desenvolvimento de dois alunos da turma, que serao identificados por A1 e outro, por A2:
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Atividades 2.1- Resolucédo de Problemas Matematicos.
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Figura 2 — Resultados da solugdo de problemas Matematicos

Fonte: Arquivo das autoras/21.

Para Zuffy e Onuchic (2007), o objetivo do problema é provocar a curiosidade do
aluno ao desafia-lo e fazer com que ele desenvolva seu préprio conhecimento.

Na atividade da A1, percebe-se que a aluna compreendeu o anunciado e analisou a
solugéo do problema posicionando-se de forma critica, questionadora tanto na escrita como
de forma oral durante a explanagéo para a turma. Em relagéo a diferenca, o resultado esta
correspondido e aplicou-se o conhecimento matematico basico para o nivel da turma, em
relacédo a analise critica. Para explicar o nimero de diferenca entre os dois meses, a aluna
relata que o niumero de recuperados entre 0 més de julho e dezembro, aconteceu porque “o
namero de recuperados melhorou, em relacdo ao més de julho, porque tomaram a vacina”.

Na visédo da aluna A1, as pessoas que tomaram a vacina contribuiram para que o
maior nimero de pessoas se recuperasse. O aluno A2 aplicou, com facilidade, a operacao,
sem nenhuma intervencédo da professora, assim como a A1. Entéo, o A2, ao enfatizar sua
resposta em relagdo ao que contribuiu para o maior nUmero de recuperados, afirma: “as
pessoas vacinaram, com mais importancia da vacina”. Compreende-se que a A2 entendeu
que a comunidade deu maior valor a vacina, apesar de uma parcela nao acreditar nela.

Atividades 2.2 - Resolucao de Problemas Matematicos.

Os problemas foram também elaborados a partir do Boletim Epidemiologico do
municipio, que os alunos encontraram nas pesquisas via internet, em suas respectivas
casas e, posteriormente, trazendo para a sala de aula. Assim, utilizamos as informacées,
na atividade 1 e agora, na atividade 2.
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Figura 2 — Resultados da Resolugéo de problemas Matematicos a partir do Boletim Informativo.

Fonte: Arquivo das autoras/ 2021.

Na proposta acima, elaboramos o enunciado do problema, explorando os dados
informados. Apos a leitura e analise dos anunciados os alunos passaram a aplicar os
conhecimentos matematicos, assim como outros alunos da turma, porém, esses dois alunos
que se colocaram como voluntarios a entregar as atividades resolvidas para a analisem
do referido trabalho, conforme estdo sendo apresentadas nas escritas deste trabalho Em
relagdo ao calculo, ambos os alunos demostraram habilidades em relagdo aos numeros
e operacdes e compreenderam o termo “a mais”, por isso ndo aplicaram a operacao de
adicdo, como em sua maioria, 0s alunos acabaram fazendo a adigdo e ndo aplicaram a
subtrag@o, como os alunos acima fizeram.

Em relacdo a resposta critica e compreensiva do porqué da diferenca entre os
dois meses, no que se refere a quantidade de vacinas na primeira dose, entre os dois
meses, foram a seguinte: o A 1 respondeu “porqué acreditaram na vacina e na ciéncia’;
conforme a resposta do A1, percebe-se que compreendeu a pergunta e sabe utilizar o
teor das pesquisas feitas por eles, até chegar na sistematizacao dos problemas, em sala
de aula. E pertinente defender a relagédo fundamental dos métodos ativos, resolucdo de
problemas matematicos numa concepcao critica, durante o ensino da Matematica, e fazer
com que a aula passe a ser dindmica e tenha ag¢édo do sujeito aluno. Segundo Moran
(2018), as metodologias ativas enfatizam o papel do aluno, ao seu desenvolvimento direto,
participativo e reflexivo, em todas as etapas do processo, experimentando, desenhando,
criando, com orientagdo do professor.

O aluno A2, em relacdo ao processo da aplicabilidade dos conhecimentos
matematico, demonstrou suas habilidades e compreensédo enunciado. O que chamou a
nossa atencéo foi a sua resposta para explicar o motivo da diferenca no resultado. Ele
enfoca com seguranca: “porque aumentou a procura da vacina e ndo foram negacionistas”.
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Percebe-se a importancia de trazer a Matematica para dialogar com as questbes sociais,
em sala de aula.

Vivemos em momentos de constantes mudancgas. Sendo assim, durante todo o
processo formativo com essa turma, percebemos quanto a forma do fazer pedagégico, e
repensar ensinar a Matematica foi apreciada e encontrou espaco entre os alunos. O aluno
consegue perceber e diferenciar as pessoas que defendem a vacina, a ciéncia e outro
grupo que ndo procuram a vacina porque negam a utilidade dela. Isso nos permitiu realizar
discussoes, fazer inferéncias e tomar decisdes sobre a solu¢do do problema, bem como,
proporcionar a comunidade de aprendizes, a reflexdo acerca do problema em debate,
desafiando as varias solu¢des para o problema no qual todos acabaram de refletir (VAN
DE WALLE, 2009).

Precisamos rever as tendéncias de Ensino da Matematica e articular com os
Métodos Ativos. Outrossim, formas de fazer pedagogico deve-se ir além dos conhecimentos
padrdes, em sua maioria, impostos através dos programas de politicas publicas que
acabam engessando o curriculo nas escolas publicas brasileiras. Logo, mercantilizam a
educacgao, com uma proposta pedagdgica com “ensino apostilado” ou “sistemas de ensino
estruturado”. Portanto, sempre encontraremos uma lacuna para colocar em pratica as
atitudes que acreditamos, em tornar o aluno participativo, critico e ativo diante da sua
realidade.

Percebe-se, nesse contexto que a Matematica passa a ter um carater prazeroso,
em relagdo ao aprender a aprender. Os alunos passam a ser protagonistas do processo de
aprendizagem. Isso nos remete a compreender a importancia de a aprendizagem ter o viés
que a resolugdo de problemas nos fornece subsidios para a préatica pedagogica. Allevato
(2014) propde as praticas reflexivas, que compele o trabalho em equipe e implementa a
construcdo e desenvolvimento do ensino a partir de projetos e resolugdo de problemas.

Dialogando com a visdo freiriana, durante o desenvolvimento desse trabalho,
podemos perceber e defender que a educagédo transformadora se contrapde tanto a
pedagogia tradicional quanto a pedagogia bancaria, nas quais os sujeitos s6 recebem, s6
ouvem, sem ter o direito de se pronunciar. Na perspectiva da educacgao transformadora,
os alunos sé@o os principais interessados, ja que tudo se desenvolve em funcéo deles:
seus conhecimentos, suas culturas, seus anseios, suas dividas, suas curiosidades, suas
historias de vida, suas comunidades séo o ponto de partida para a execugao dessa pratica
pedagdgica.

Para Freire (1991), ndo devemos chamar o povo para a escola para passar
as instrugcdes, como se a educagdo tivesse receitas prontas, mas sim para participar
coletivamente da construgéo de um saber que vai além da pura experiéncia feita, que leve
em consideragdes as suas necessidades e o torne instrumento de luta, possibilitando-lhe
se transformar em sujeito de sua prépria historia.

Considerando todos os teéricos para a fundamentagdo teorica deste trabalho e a
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relevancia da utilizagdo da pesquisa, por parte dos alunos, utilizando a tecnologia digital
antes de qualquer aula no Ensino Fundamental, pode ser um importante instrumento para
professores e alunos, no processo de ensino e aprendizagem, como destaca Freire (2008,
p. 26) em sua obra Pedagogia da Autonomia: “ensinar ndo é transferir conhecimento, mas
criar possibilidades ao aluno, para sua propria construcao”.

CONSIDERAGCOES FINAIS

Apesar dos desafios frente a nova forma que a educagéo vem trilhando, em virtude
da pandemia, fez-se necessario repensar a pratica pedagdgica com postura capaz de
enfrentar escolhas complexas e criar e aplicar agdes em cenarios de rapida transformacao.
Sendo assim, a educagéo precisa ter um ponto de partida, por isso, acreditamos que
0 ensino aprendizagem se faz, a partir de uma concepgéo problematizadora, na qual o
conhecimento resultante é critico e reflexivo.

Diante dos resultados analisados, constata-se que a utilizagdo dos métodos
ativos, focados na aprendizagem e baseado em problemas e associados a uma situagéo
contextualizada, de acordo com o campo de interesse dos estudantes e dando-lhes a
liberdade para aprenderem, desperta o interesse dos estudantes, de forma autébnoma,
criativa, critica e colaborativa.

Nesta perspectiva dos Métodos Ativos, Aprendizagem Baseada em Problemas (ABP)
voltados para o Ensino da Matematica Critica, foi possivel alcancar um bom desempenho
com os alunos. Podemos perceber habilidades como: leitura de textos cientificos, trabalho
em equipe, desenvolvimento de pesquisa, desenvolvimento de solugbes trabalhadas a
todo o momento e turma em constante intera¢gdo nos grupos. Proporcionou elementos para
avaliac@o da turma, de forma dindmica, sem trazer nenhum transtorno e juizo de valores
em outras praticas e tendéncia da Matematica.

De modo geral, os alunos falaram da importancia da proposta para o aprendizado,
pois aumentou a participacdo nas aulas de forma significativa e a apropriacdo de
ferramentas que podem facilitar e ampliar outras maneiras de alunos se conectarem com o
saber. Além disso, promovem maior reflexdo sobre os conhecimentos, as questbes sociais
a partir dos dados coletados, numa pratica dindmica, capaz de envolver os alunos ainda

mais, nas aulas.
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RESUMO: A integracdo dos componentes
curriculares de Arte e Matematica é
um tema que merece destaque nas
discussbGes entre aqueles que buscam
novas abordagens no processo de ensino
e aprendizagem, pois temos novo perfil
de alunos, diferente de algumas décadas
passadas. Esses novos sujeitos sé&o
mais interessados pelo novo, o dinamico,
deixando as abordagens tradicionais de
ensino em segundo plano. Diante dessa
problematica, buscamos discutir nesse
artigo a importéncia da integracdo entre
esses componentes curriculares com
projetos interdisciplinares e diversificados.
Portanto, o principal objetivo desse artigo
€ relatar uma experiéncia bem sucedida na
integracéo do ensino de Matematica e Arte,
oportunizando aos alunos uma visao mais
ampla dos dois componentes curriculares
em situacgdes simultaneas de aprendizagem.

Data de aceite: 03/04/2023

Para tanto, nos apoiamos nas ideias de Van
de Walle (2009), Barbosa (2012), Ferraz;
Fusari (2009), Freire (1998), dentre outros.
Tivemos como sujeitos 21 alunos de uma
turma de 7° Ano do Ensino Fundamental da
Escola Municipal de Ensino Fundamental
Jodo Nepomuceno de Oliveira, localizada
no municipio de Serra da Raiz/PB, que
desenvolveram atividades propostas numa
sequéncia didatica que teve um total de 8
horas/aulas com exploracédo de contetdos
de Matematica e de Arte, utilizando o
Triangulo de Sierpinski e Tangram como
suporte para as atividades. Ao término das
atividades, concluimos que o envolvimento
da Arte com a Matemética, além de agregar
muito conhecimento académico/cientifico,
€ uma combinagéo harmoniosa, delicada,
encantadora e apaixonante, que deve
ser mais explorada nos ambientes de
aprendizagens.

PALAVRAS-CHAVE: Ensino de Arte,
Ensino de Matematica, interdisciplinaridade.

ABSTRACT: The integration of the curricular
components of Art and Mathematics is
a theme that deserves to be highlighted
in the discussions between those who
seek new approaches in the teaching and
learning process, as we have a new profile
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of students, different from a few decades ago. These new subjects are more interested in
the new, the dynamic, leaving traditional teaching approaches in the background. Faced with
this problem, we seek to discuss in this article the importance of integrating these curricular
components with interdisciplinary and diversified projects. Therefore, the main objective of this
article is to report a successful experience in the integration of Mathematics and Art teaching,
providing students with a broader view of the two curricular components in simultaneous
learning situations. For that, we rely on the ideas of Van de Walle (2009), Barbosa (2012),
Ferraz; Fusari (2009), Freire (1998), among others. We had as subjects 21 students from
a 7th grade class of Elementary School at Escola Municipal de Ensino Fundamental Jo&o
Nepomuceno de Oliveira, located in the municipality of Serra da Raiz/PB, who developed
proposed activities in a didactic sequence that had a total of 8 hours/ classes exploring
Mathematics and Art, subjects using the Sierpinski Triangle and Tangram as a support
for the activities. At the end of the activities, we concluded that the involvement of Art with
Mathematics, in addition to adding much academic/scientific knowledge, is a harmonious,
delicate, charming and passionate combination, which should be further explored in learning
environments.

KEYWORDS: Teaching of Art, Teaching of Mathematics, interdisciplinarity.

11 INTRODUGAO

Sem duvidas a Matematica é uma das Ciéncias mais belas que conhecemos. A
beleza representada nos padrées exuberantes mostrados pelas formas presentes na
natureza e também as produzidas pela mao humana. Desde as formais mais delicadas até
0s padrdées mais complexos existes.

Nos dias atuais, os padrées descobertos pelos pesquisadores contribuiram para
desenvolvimento de outras ciéncias além da Matematica. Por exemplo, na medicina
houve um importante avanco, no desenvolvimento de medicamento, entendimentos de
comportamentos de certos virus, reprodugéo, desenvolvimento de vacinas, etc.

Nas Artes, por exemplo, a Matematica apresenta um papel de destaque. Desde a
antiguidade se buscava um padrdo matematico nas obras de artes. O nimero de ouro,
por exemplo, foi sinal de beleza e harmonia por muito tempo, assim como a simetria nas
figuras desenhadas. Esses exemplos nos confirmam a presenca da Matematica nas Artes
e também o contrario, a forte presenca das Artes na Matematica.

Diante dessa constatacdo, da necessidade da interdisciplinaridade e da inovagéo
nas metodologias de ensino, os autores desse artigo decidiram elaboraram uma sequéncia
didatica envolvendo esses dois componentes curriculares: Matematica e Arte. Tal sequéncia
foi planejada para um total de 8 aulas em conjunto, procurando trabalhar alguns conceitos
em geometria utilizando simetria de figuras, exploragdo da visdo artistica-cultural dos
alunos, entre outros aspectos.

Neste sentido, o principal objetivo desse artigo é relatar uma experiéncia bem
sucedida na integracéo do ensino de Matematica e Arte, oportunizando aos alunos uma
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visdo mais ampla desses dois componentes curriculares em situagbes simultaneas de
aprendizagem.

1.1 Os desafios do ensino de Matematica

O componente curricular de Matematica sempre apresentou uma roupagem histérica
de desamor por partes dos alunos. Poucos declaram amor a essa ciéncia, ao ponto que
muitas pessoas, até mesmo adultos, orgulhem-se de expressar o seu dissabor em relacao
a ela. Esse & um problema que afeta a maioria dos alunos em todos os niveis de ensino e
um fator determinante até mesmo no momento em que se vai escolher qual curso superior
ou profisséo ira seguir.

Portanto, o desafio para os professores € conseguir despertar nos estudantes o
gosto pela Matematica, devido ao fato de uma parte dessas pessoas ja terem uma ideia
formada sobre o0 que € Matematica, rotulando-a como um campo de estudo dificil e que nao
€ possivel dominar esse conhecimento. Por isso torna-se cada vez mais necessario dar
uma nova “cara” a Matematica, com uma abordagem mais moderna, utilizando-se materiais
concretos, jogos educativos, softwares, e por meio da arte. Essa seria uma Matematica
mais parecida com a juventude moderna, mas sem perder toda a esséncia do conhecimento
matematico.

A Matematica teve uma funcdo decisiva e determinante na construcdo do
desenvolvimento humano, que surgiu para resolver problemas cotidianos da humanidade.
E uma ciéncia construida pelo homem, que tem como uma de suas funcdes fazer entender
procedimentos naturais e “traduzi-los” para simbolos, nUmeros e operag¢des abstratas que
permitam entendé-las e, a partir dai, resolvemos problemas que afligem a humanidade
(VAN DE WALLE, 2009).

Dessa maneira entendemos a Matematica como uma ciéncia necessaria para
o desenvolvimento da humanidade e que sem ela a solugdo de muitos problemas seria
bem mais complicada e que nao teriamos conseguido jamais compreender os padrées de
beleza que temos, tanto os que foram produzidos pelo homem, quanto os que a natureza

se encarregou de caprichar.
1.2 O despertar para a Arte

Arte é estimular o fazer artistico, trabalhando a releitura, ndao como cépia, mas, como
interpretacédo, transformacgéo e criacdo. Segundo Barbosa (2005, p. 144) “O importante é
que o professor ndo exija representacéo fiel, pois a obra observada é suporte interpretativo
e ndo modelo para os alunos copiarem”.

De acordo com Barbosa (2012), as principais mudancas no Ensino da Arte foram:
Necessidade de ampliar os modos de ler Arte, pois néo se trata mais de perguntar o que o
artista quis dizer com sua producédo, mas o que essa produgéo nos diz; Compromisso com

a diversidade cultural e com mais atencéo a diversidade de codigos em funcéo de ragas,
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etnias, géneros, classe social e outras. Outro aspecto que ndo deve ser esquecido é a
formacéo estética e artistica das criangas (e, também, a nossa), com um enfoque critico,
problematizador, reflexivo e plural, que estimule o conhecimento local, sem perder de vista
seu potencial de universalidade. A convivéncia com os objetos, artefatos e meios artisticos
ajuda a criangca e o jovem a aprenderem a apreciar a arte produzida pelos artistas de
seu e de outros paises, enquanto continuam a se expressar pessoalmente em atividades
artisticas. Apreciacao € sempre um ato criativo e imaginativo e ndo, como ainda muitos
pensam uma manifestacéo de passividade (FERRAZ; FUSARI, 2009, p. 176).

Arte € uma descoberta da capacidade critica dos alunos, tornando assim um
componente curricular importantissima na escola, pois exercita o ser critico do aluno, funcéo
de fundamental importancia no mundo educacional, como também trabalha a desenvoltura,
a timidez, a oralidade, entre outros, diante de todas essas habilidades favorecida pelo
ensino da arte, destaca-se o valor da interdisciplinaridade no ensino aprendizagem. A
interdisciplinaridade, apontada nos anos 1990 para o Ensino da Arte, ndo se confunde
com a polivaléncia da Educacgéao Artistica dos anos 1970, enquanto caminho metodolégico,
a polivaléncia ndo vem se coadunando com a perspectiva contemporanea do aprender
e ensinar Arte em funcéo da superficialidade do conhecimento das linguagens artisticas.
Portanto, a interdisciplinaridade &€ um processo que demanda tempo, estudo conjunto,
discusséo, andlise e sintese.

Para que possamos integrar as &reas de conhecimentos com as linguagens
artisticas na formacao de criancas, a presenga do Ensino da Arte na escola é necessaria e
a pesquisa é primordial para um ensino consistente. E necessario que o professor exercite
0 seu processo criador. Para isso, é oportuno considerar que “ndo ha ensino sem pesquisa
e pesquisa sem ensino”, conforme observa Freire (1998, p. 32).

1.3 Matematica e Arte: uma relagcao harménica

O envolvimento dessas duas ciéncias (Matematica e Arte), se destaca desde os
povos antigos. A busca por simbolos harménicos e elegantes para representar elementos
matematicos sempre foi destaque em escritas antigas e a maioria deles permanecem até
os dias atuais. As figuras geométricas, quase que em sua totalidade, séo figuras belas
e elegantes. Observando a Geometria dos Fractais, nos deparamos com uma beleza
particular do Triangulo de Sierpinski. Esse triangulo leva o nome do seu descobridor, o
matematico polonés Waclav Sierpinsk (1882 — 1969), como nos mostra a figura a seguir.
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Figura 1: Construcéo do tridngulo de Sierpinski partindo do Triangulo de Pascal.

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm48/images/s1img676.gif. Acesso em 26/07/2016.

Analisando mais detalhadamente esse tridngulo, percebemos o quanto ele é
harmonioso tornando o estudo dos Fractais fascinante aos olhos dos alunos. O triangulo
da Figura 1 foi construido a partir do triangulo de Pascal, o que torna sua construgéo ainda
mais interessante.

Uma outra combinacdo de conteudos que torna o ensino de Matematica e
Arte agradavel e harménico entre si € o0 uso do jogo chinés de origem milenar muito
conhecido, denominado Tangram. O jogo € composto por 7 pecas (figuras geométricas),
sendo 2 tridngulos grandes, 2 tridngulos pequenos, 1 tridngulo médio, 1 quadrado e 1
paralelogramos, como podemos conferir na Figura 2 a seguir. Esse jogo tem a capacidade
de encantar a maioria dos alunos devido a suas possibilidades de construgcéo de figuras
geométricas, artisticas, de animais e figuras diversas, tornando tanto o ensino de Arte
quanto o de Matematica mais prazeroso.
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Figura 2: Estrutura do Tangram

Fonte: http://www.espacoeducar.net/2011/07/modelos-e-moldes-de-tangram-para.html

Aintegracéo Arte e Matematica € um assunto que merece destaque nas discussdes
entre aqueles que buscam novas metodologias de ensino e aprendizagem, visto o novo
perfil de alunos que temos na sociedade contemporéanea que buscam cada vez mais
ludicidade e dinamismo.

21 METODOLOGIA

Neste momento vamos descrever a metodologia utilizada pelos autores para
desenvolver a sequéncia didatica e atingirem os objetivos estabelecidos.

A sequéncia didatica teve um total de 8 horas/aulas e foi desenvolvida com 21
alunos de uma turma de 7° Ano do Ensino Fundamental da Escola Municipal de Ensino
Fundamental Jodo Nepomuceno de Oliveira, localizada no municipio de Serra da Raiz/PB,
local onde os autores ministram aulas.

O primeiro momento da atividade se deu com o planejamento da sequéncia didatica,
o estabelecimento dos objetivos, a proposicado das atividades, a duracdo, assim como a
avaliacé@o do envolvimento e aquisi¢cao de conhecimento dos alunos durante as atividades.

O segundo momento ocorreu com uma exposi¢ao do tema aos alunos, a apresentacao
da Geometria Fractal com o auxilio de videos, e o envolvimento dos dois componentes
curriculares: Matematica e Arte.
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No terceiro momento, apds o contato com os Fractais e conhecerem o Triangulo de
Sierpinsk eles colocaram “a mao na massa” e reproduziram, em equipes, o tridangulo como
veremos na sec¢do de “Resultados e Discusséo”.

O quarto momento buscou explorar os conceitos da geometria plana utilizando como
suporte o0 jogo chinés Tangram. Os alunos tiveram a oportunidade de explorar o jogo em
equipes proporcionando uma saudavel discussdo sobre algumas propriedades do jogo
assim como a explorac@o de contetdos matematicos. Neste momento os alunos tiveram
a oportunidade de explorar a visdo artistica construindo novas figuras utilizando as pecas
do Tangram.

Por fim foi montado um painel na sala de aula com os trabalhos organizados pelos
alunos gerando um momento agradavel de observagao, discussao, dialogo e avaliacdo.

Na parte final do nosso artigo faremos uma breve andlise das atividades
desenvolvidas, as contribui¢cdes trazidas ao ensino por essa integracdo de componentes
curriculares, bem como as consideragdes dos autores sobre a sequéncia didatica.

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

Apresentaremos nesta secdo os resultados das atividades desenvolvidas pelos
alunos como também o envolvimento dos mesmos no trabalho em equipe.

E fato que ndo tivemos tempo habil para analisar em detalhes o impacto que a
sequéncia didatica tenha trazido para cada um no sentido de aquisicdo de novos
conhecimentos e/ou refor¢o aos conhecimentos ja adquiridos anteriormente. No entanto
esse curto periodo de tempo foi suficiente para percebermos a importancia de momentos
como esses para tentar fugir do tradicionalismo nas salas de aulas.

Durante as aulas percebemos o envolvimento dos alunos na construgéo do tridngulo
de Sierpinsk com algumas “pitadas” artisticas pessoais, como mostradas nas figuras a
seguir.
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Figura 3: Construcado do Triangulo de Sierpinsk.

Fonte: imagem capturada pelos autores

Assim como na atividade com triangulos a exploragédo da Geometria e da Arte por
meio do Tangram teve excelentes resultados no envolvimento dos alunos, como visto nas

imagens a seguir.

Figura 4: Atividades em equipes com o Tangram Figura 5: Atividades com o Tangram

Fonte: imagem capturada pelos autores Fonte: imagem capturada pelos autores

Finalizamos as atividades com a montagem de um painel com os trabalhos
construidos pelos alunos dentro da prépria sala de aula, ficando em exposi¢cdo para os
demais alunos e professores da escola.
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Figura 6: Painel com os trabalhos dos alunos

Fonte: imagem capturada pelos autores

41 CONCLUSOES

Os momentos de aprendizagem devem ser valorizados e promovidos com
responsabilidade, planejamento, organiza¢do, compromisso e partilha. A interacéo entre os
diferentes ramos da Ciéncia se faz necessario para suprir as necessidades educacionais
atuais e promover de maneira rica e proveitosa esses momentos de aprendizagem.

No decorrer do desenvolvimento das atividades da sequéncia didatica ficou evidente
para os autores a necessidade de momentos como esses para o melhor envolvimento dos
alunos e dos dois componentes curriculares, construindo assim um curriculo mais soélido
agregando mais significados aos contetdos estudados.

Sabemos que nem sempre é possivel trabalhar de maneira interdisciplinar ou que
nao seja facil planejar atividades como essas, no entanto asseguramos que vale muito
a pena inovar as praticas pedagogicas, de maneira a proporcionar uma metodologia
diferenciada para os discentes, dessa forma, tornar o estudo mais prazeroso e se apoiar
cada vez mais no trabalho em equipe, pois ambos sdo grandes aliados para fortalecer o
processo de ensino e aprendizagem.

Os artefatos tecnologicos que temos hoje a disposicdo de todos, sobretudo da
juventude, acabam por desviar a atencdo dos alunos das explica¢cdes expostas pelos
professores, causando desconforto geral. Aulas diversificadas e a utilizacdo do cotidiano
do educando s&o necessarias para tentar resgatar a atengéo desses alunos, fazendo com
que eles trabalhem mais e explorem o “aprender fazendo” na prépria sala de aula.

O envolvimento da Arte com a Matematica, além de agregar muito conhecimento
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académico/cientifico, € uma combinagdo harmoniosa, delicada, encantadora e apaixonante,
podendo ser observada tanto nas construgcbes humanas quanto nas belas formas

encontradas na natureza seguindo padrbes espetaculares.
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RESUMO: A Algebra Linear tem uma
aplicabilidade em um vasto campo
das ciéncias puras e aplicadas, como
matematica, fisica, computacdo e as
engenharias. Este trabalho tem o intuito de
mostrar resultados algébricos utilizados na
demonstracéo do teorema de convergéncia
da primeira grande Rede Neural Artificial
(RNA), o Perceptron. Mostraremos que
o0 Perceptron sempre ira encontrar um
hiperplano separador para a classificagéo
binaria de dados.
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11 INTRODUGAO

As Redes Neurais Artificiais (RNASs)
fazem parte do campo de estudo da
Inteligéncia Atrtificial (1A), porém, também
estdo presentes em outras areas do
conhecimento tais como computacao
evolucionaria, metaheuristica e machine
resolver

learning, sendo capazes de

0s mais diversos problemas, como
classificacdo, regressdo e clusterizagao.
Possuem inspiracdo nas Redes Neurais
(RNBs)

filamentos, como o dendrito, o corpo

Biologicas € seus principais
celular e o ax6nio. A Figura 1 exemplifica
um modelo biolégico e um artificial com
neurdnios e conexdes direcionadas entre
eles. Devido esta motivacdo biologica, os
elementos de processamento de uma rede
neural sdo denominados neurdnios ou nos,
sendo uma unidade de processamento
de informagdes fundamentais para o
funcionamento da rede. A partir disso,
pode-se definir trés conceitos basicos que
caracterizam uma rede neural artificial:

* Um padrédo da rede chamado
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de pesos sinapticos, também conhecidos por conexdes sinapticas que, unidos
com uma operagéo binaria, combinam os dados de entrada pertencentes a um
vetor x com um vetor dos pesos sinapticos w montando um hiperplano separa-
dor das classes dos dados na forma de w” x = 0;

+  Uma regra de agregacdo de dados que correlaciona as entradas dadas aos

neurdnios, ponderados com suas respectivas conexdes sinapticas;

+  Uma fungéo chamada de ativagdo com o intuito de modelar o célculo dos dados
podendo gerar fungdes néo lineares ou condicionar a saida do neurénio em um
intervalo determinado.

/'a-éndri te

synapse

e

Figura 1: Modelo bioldgico e modelo artificial de uma rede neural.

A Figura 2 exemplifica o modelo de um neur6nio. Tem-se X,, X,

Fonte: Extraido de Ertel (2017).

..., X sinais de

en- trada conectados ao neurénio k que sédo multiplicados pelos pesos sinapticos, W,,,

w,

YR

., W,,, incluindo uma variavel polarizagéo (bias) b, que € adicionada ao somatorio

da funcéo de ativacédo @, com o intuito de aumentar o grau de liberdade desta funcao e,

consequentemente, a capacidade de aproximacgéo da rede.

Sinais de
entrada

{

Bias
b,

Fungdo de
ativagao

Ve o @(.)|—» Saida

Y

Pesos
sinapticos

Figura 2: Modelo de um Neurénio Artificial.

Fonte: Extraido de Haykin (2001).
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Matematicamente, um neurénio k é escrito como

m
Y =¢ ZijXj+bk

j=1

onde, ¢(.) é a funcéo de ativagéo e y, s&o os sinais de saida do neurénio.

Segundo Haykin (2001), o Perceptron € a rede neural mais simples. Foi construido
com o foco de solucionar classificagoes binarias e € uma rede considerada linear, de uma
camada apenas, ou seja, supondo que se tenha um conjunto de entradas e se conheca
suas respectivas saidas, o Perceptron deve aprender os padrdes e classificar corretamente
novas entradas. Este trabalho tem por objetivo apresentar o teorema de convergéncia do
Perceptron com a adaptacdo baseada em Haykin (2001), escrevendo sobre os principais
conceitos de Algebra Linear necessarios para a prova do teorema.

21 TOPICOS DE ALGEBRA LINEAR

Esta secdo tem por objetivo escrever conceitos e resultados de Algebra Linear
utilizados na parte que envolve o Teorema de Convergéncia do Perceptron.

O texto que segue refere-se a espacgos vetoriais reais. Temos interesse particular no
espaco vetorial euclidiano, que € um espaco vetorial real, de dimensao finita, em que esta
definido um produto interno. As principais referéncias foram Poole (2003) e Steinbruch e
Winterle (1995).

2.1 Dependéncia Linear em Espacos Vetoriais

Defini¢éo 1. Sejam {v,, v,, v,, ..., v} um conjunto de vetores de um espago vetorial
Ve os escalares a,, a,, a,, ..., a,, temos que:

V=a,V, + QV, + AV, + Qv

n

é dito uma combinagéo linear dos vetores v,, v,, v, ..., V..

Exemplo 1. Sejam v, = (1, 5) e v, = (4, —1). Entdo v = (14, 7) & uma combinagéo
linear de v, e v, pois v = (14, 7) = 2v, + 3v, = 2(1, 5) + 3(4, -1).

A definicdo a seguir apresenta o conceito de dependéncia e independéncia linear
entre vetores.

Defini¢éo 2. Seja Vum espaco vetoriale S={v,, v,, ..., v } c V. §é dito linearmente
dependente (LD) se existirem escalares a,, a,, ..., a,, com pelo menos um q, # 0 tais que
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S é dito linearmente independente (LI) se n&o for linearmente dependente.

2.2 Produto Interno e Norma

Definicao 3. Seja V um espaco vetorial real. Um produto interno € uma fungéo

(,):VxV-oR
(u, V) = (U, v)

que satisfaz as propriedades, para todos u, v, wem Ve a € R
i)(u,uy =0, e (Uuy=0<u=0
i) (au, vy = a(u, v)
i) (u + v, w) = (u, w) + (v, W)
iv) (u, v) =(v, u)

O Exemplo 2 & um produto interno, também chamado de produto escalar usual de
vetores em R".

Exemplo 2. Sejamu=(x, X,,...,X) ev=(y,, ¥, ..., y,). Tem-se

(U vy =(Xy, + Xy, + - -+Xxy)=uv’,

Em um espaco vetorial V com produto interno, podemos definir norma de um vetor v
€ V que provém deste produto interno como

vl = (v, v). )

Exemplo 3. Em R?, seja v = (x,, X,). Anorma é dada por,

[Ivll = J{v,v) = [x? + x2.

Assim, temos que dado um vetor v = (x,, X,, X,, ..., X,) em R”, a norma euclidiana é

definida por

VIl = v} = fo F 24 2 A

2.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Teorema 4. Seja V um espaco vetorial com produto interno, entdo:
| (o) [ <lull [Iv]l, Yu,0 €V

Prova. Os vetores u e v serdo LD ou LI. Faremos a prova considerando cada uma
destas situacdes. Caso 1. Sejam u e v linearmente dependentes, logo temos a € R tal que

u = av. Entao,
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[, v) = v, )] = lal(v,v) = ol (.23 = laly/ T v/ 0)

usando a propriedade (ii) descrita na Definicdo 3 e a igualdade (1), temos,

lal/ (v, v)/(v, v} = Va2, v)/ (v, v) = {av, av)/ (v, v) = w w/ (@, v) = [Jul] |v]].
Segue que vale a igualdade,
| (w,0) | = [ull ||v]l-

Caso 2. Sejam u e v linearmente independentes, logo, existe a € R em que u+av#0,

entdo (u + av, u + av) >0, com isso,
(u+ av,u+ avy = (u, u) + (u, av) + (au, v) + {av, av) > 0.
Pela Definicdo 3 teremos
(u, u) + alu, v) + au, v) + a2(v, vy = (U, u) + 2a(u, v) + a%(v,v) > 0.

A inequacgéo de grau 2 estad em fung@o de a e ndo apresenta raizes reais, apenas
complexas, o seu discriminante A deve ser menor que 0, ou seja,

A <0 =2 0))? —4(uu)((v,v) <0 =24u ) < 4{u, u))({v,v) = (u,0) < (u, u)v, v)
podemos extrair a raiz quadrada da inequacéo,

J{u, v)2) < Jwu) (v, v) = W) <, unf(v,v).

Por (1) temos,

| {w,0) | <[lull l[v]].
Pelo Caso 1 e Caso 2 temos a validade da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

| w2} [ <[ful] [lv]].

2.4 Hiperplanos
Definicdo 5. Um hiperplano H do R" é o conjunto
H={(x,x2..,x:) ER|@x1 +ax2+ - +ax,=b; m,...,a. ER}.

As Figuras 3 e 4 exemplificam hiperplanos em R2 (retas).
Um hiperplano divide R” em dois semiespagos H, e H,.

Hi={(xy,x2...,x:) ERt|awxs +aze + - +apxn 2b; ay,...,a, ERJ

Hz = {(x1,x2,...,xn) ER|mx1 +asxa + -+ auxu<b; ay,...,a. ER}.

Um hiperplano pode ser escrito na notacdo de produto escalar, como
a’x=0

ondea=(b, a,..,a)ex=(1,x,..,x)".

A proxima defini¢cdo traz o conceito de conjuntos linearmente separaveis.
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Figura 3: Exemplo de Hiperplano. Figura 4: Hiperplano para a fungdo AND booleana.
Fonte: Produzido pelo autor. Fonte: Produzido pelo autor.

Definicéo 6. Dois conjuntos C, c R™' e C, c R™' séo linearmente separaveis se

existira= (b, a,, ..., a,)7, onde b, a,, ..., a_ s&o numeros reais, tais que

a’x>0,Vx=[1,x, .., x ] €C,

a’xs0,Vx=[1,x,..,x] €C,

em que b € o coeficiente linear do hiperplano, que tem 0 nome de bias quando se
trata de hiperplanos de RNAs.

31 REDE NEURAL PERCEPTRON

Formalmente descrito por Fausett (1994), Haykin (2001) e Kovacs (2006), o
Perceptron, criado e idealizado por Frank Rosenblatt, segue os parametros da algebra
booleana, ou seja, AND e OR, logo um senso binario {0,+1} ou bipolar {-1,+1}. No caso do
Perceptron, seu algoritmo iterativo de ajuste de pesos é calculado como mostra o Algoritmo
1. A ideia principal do Perceptron é classificar duas classes linearmente separaveis, C,
e C,. Consequentemente, tal classificagido s6 é possivel pois a rede gera um hiperplano
separador em m-dimensdes descrito como 7., wi(n)xi(n) + b(n) =0 ou na forma de produto
interno wT” (n)x(n) = 0, em que n é o nimero de iteracdes feitas. O funcionamento se da
pela seguinte forma:

[1] Caso o n-ésimo termo de x seja classificado corretamente na n-ésima iteracao,

entéo o vetor w néo é corrigido.

w(n + 1) = w(n), se w”x > 0. Logo x(n) € C, ()
w(n + 1) = w(n), se w" x <0. Logo x(n) € C,. 3)

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico Capitulo 3

30



[2] Se o passo 1 for falso, faz-se as seguintes atualizacées.

w(n+ 1) =w(n) —n(n)x(n), se w"x >0. Logo x(n) O C, (4)
w(n+ 1) =w(n) + n(n)x(n), se w' x <0. Logo x(n) O C, (5)

onde n é um parametro denominado taxa de aprendizado e geralmente € um valor
entre zero e um.

Entrada: Inicializar o vetor de pesos w e o bias b;

Inicie a taxa de aprendizadon (0 <n <1);

while Critério de Parada néo satisfeito do

for Para cada par de dados de treinamento (x, d) do

Execute ;

n
y =b + Zwix[
i=1

if y = dthen

ocorre [1];

w(novo) = w(atual) ;

b(novo) = b(atual) ;

else

ocorre [2] ;

Atualizar os pesos e a tendéncia;
w(novo) = w(atual) + nx, ; b(novo) = b(atual) + n ;
end end

Teste a condicdo de parada.

end

Algoritmo 1: Algoritmo Perceptron

3.1 Exemplo de Funcionamento do Perceptron

Exemplo 4. Utilize a rede neural Perceptron para classificar a fungéo légica “AND”,
cujas entradas e saidas sdo mostradas na Tabela 1. Considere a taxa de aprendizado n
como sendo fixo e igual a 1, o valor de entrada para o bias também 1, com peso b(n) = 0.
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Entrada Saida

x,(n) X,(n) d
E1 0 0 0
E2 0 1 0
E3 1 0 0
E4 1 1 1

Tabela 1: Tabela para a funcdo AND

Fonte: Produzido pelo autor.

Primeira Iteracéo
1. Primeiro padréao E1 é apresentado a rede.

yD) =b+3¥2,w; (Dx;(1)=0+0x0+0x0=0,assim, d(1) = y(1) = 0.
Como d(1) = y(1), os pesos nao se atualizam, logo,
wi(2) =wy(1) =0, wo(2) =w3(1) =0, b(2) =b(1) =0.
2. Segundo padrédo E2 é apresentado a rede.
y(2) =b2)+ ¥, w; (2)x(2)=0+0x0+0x1=0.Assim, d(2) =y(2) =0
Como d(2) = y(2), os pesos nao se atualizam, assim,
w;(3) =wy(2) =0, w(3) =w,(2) =0, b(3) =b(2) =0.
3. Terceiro padrao E3 é apresentado a rede.
y(3) =bB)+ X w; B)x;(3) =0+ 0x140x0=0,assim, d(3) = y(3) = 0.
Como d(3) = y(3), os pesos nao se atualizam, logo,
wi(4) =w;(3) =0, wy(4) =w,(3) =0, b(4) = b(3) = 0.
4. Quarto padrao E4 é apresentado a rede.
y(4) =b(4) + X, w; ()x;(4) =0+ 0x1+0x1=0,logo, d(4) # y(4).
Como d(4)#y(4), os pesos sao atualizados, logo temos,
wi(5) =w; () +n(Dx, (1) =0+1x1=1
w,(5) =wy,(4) +n(dx,(4) =0+1x1=1
b5)=b4)+n(4)x1=0+1x1=1.

A Figura 5 mostra os resultados da primeira iteracao. Apés 10 épocas (iteragbes)
tem-se o hiperplano separador que € mostrado na Figura 6, cuja equacéo final fica 2x,+x,-
2=0.
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Training set

d(n) | x1(n) | za(n) | wy(n) | we(n) | bias s e

0 0 0 0 0 0 10 R

0 0 1 0 0| o £ o

0 1 0 0 0| o “ e .

1 1 1 0 0 0 oS

- - 1 1 1 e %5 s0 o5 18 15 20

feature 1
Figura 5: 12 Iteragé@o do Perceptron. Figura 6: Hiperplano Perceptron - fungdo AND.
Fonte: Produzido pelo autor. Fonte: Produzido pelo autor.

41 TEOREMA DE CONVERGENCIA DO PERCEPTRON

Teorema 7. Sejam x um vetor de entrada, w o vetor peso, 1 o valor de entrada para
0 bias e n o passo por iteracdo. Tome as classes C, e C, linearmente separaveis por um
hiperplanow™ x = 0. Entdo o algoritmo Perceptron converge para um n___de iteragbes para
qualquer inicializacdo do vetor de pesos w, sem qualquer critério de parada preestabelecido,
com isso gerando um hiperplano separador atraves de umn__ :

X"

_ BllwelI?
Mmax = Tz
Nossa notacéo considera
x(n) =[1, x,(n), x,(n), x,(n), ..., x (MN]" e w(n) = [b(n), w,(n), wy(n), wy(n), ..., w, (]

onde n € a n-ésima iteragdo e a saida da combinacao linear é dada por

y(n) = ) wi () x,(m) = W (X(n).

Definimos w,(n) = b(n). Para n fixo, w” x = 0 descreve um hiperplano separador de
duas classes C, e C,. Como os dados de entrada das duas classes C, e C, sdo linearmente
separaveis, entéo existe um subconjunto de vetores de treinamento x,(n) = X, € C, e outro
subconjunto x,(n) = X, € C, sendo X, U X, = X, o conjunto X de treinamento completo.
Dados tais vetores de entrada, os pesos serdo ajustados de modo que as classes sejam
linearmente separaveis,

w'x >0, Vx € C, e w'x <0, Vx e C,.

Prova. Seja n(n) = n > 0, em que n é uma constante independente do nimero de
iteracbes. Tomemos n = 1, para termos a regra de adaptacdo com incremento fixo para o
Perceptron. Considere a condigéo inicial w(0) = 0 e suponha que w” (n)x(n) <0 e x(n) €
X,. Ou seja, considere por hipétese que o Perceptron classifica incorretamente os vetores
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de entrada x. Como a parte 1 do algoritmo de aprendizado é falsa, vamos para a segunda
parte do Algoritmo de aprendizado, que é a a atualizagéo dos pesos,

w(n+ 1) =w(n) +x(n), Vx(n) € C,. (6)

Dado a condigéo de inicio w(0) = 0, temos que

=
=

=
I

w() =0
w(1) + x(1)

=
N

-
1]

w(3) w(2) +x(2) =w(1) +x(1) +x(2) = 0+ x(1) + x(2)

assim, iterativamente temos,
w(n+ 1) =x(1) +Xx(2) +X(3) + - - - + x(n) = 37, X(J). (7)

Como assumimos que C, e C, s&o linearmente separaveis, entdo existe uma solugéo

w, de w” x >0 para x(n) € X,. Assim, podemos definir um nimero positivo a, tal que

= i ox(n). 8
A= pun wox(n) (8)

Multiplicando ambos os lados da equacéo 7 por w! , temos,
wiw(n +1) = wh X%, x (i) ©
Pela equacéo 8 e a equacgao 9, tem-se a desigualdade
wiw(n+1)=na. (10)

Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 4), para os vetores
w, e w(n+1), teremos a desigualdade,

[IWoll [lw(n +1)|| = wgw(n+1)
e elevando ao quadrado ambos os lados, encontramos,
lwolI* llw(n + DII* = [wgw(n+ 1)]? (11)

Como vale a desigualdade 10, notando que ambos os membros s&o nao negativos,

teremos,
[Iwoll? [lw(n + DII* = [wgw(n + D]* = na®.

Assim encontramos
[Iwol[? llw(n + D)]|* = n*a?.

2.2
wn+1|? > 22
[lw( | wll?

12

Ainequagédo 12 nos diz que toda parte acima da curva da fungéo quadratica € uma
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possivel solugdo minima, como exemplifica a parte (a) da Figura 7.
Por outro lado, a partir da equagao 6 temos que,

w(k + 1) = w(k) + x(k), para k=1, ..., n, X(k) € X,. (13)

Calculando a norma euclidiana temos
[lw(k + DIl = [lw(k) + x(K)|]- (14)
Elevando ao quadrado ambos os lados da equagéo 14 temos que,
llw(ke + DI? = [w(k) + xUII> = lIw(II* + 2w” (k)x(k) + [Ix(k)|I>.

Da suposigéo que o Perceptron classifica erroneamente o vetor de entrada x(k) € X,,

temos wT (k)x(k) <0, logo, o fator 2wT (k)x(k) € negativo, assim obtemos,

llw(k + DI < [[w@®I*> + [Ix(K)II*k = 1,2,3,...,n
ou de forma equivalente,
[lw(k + DI = [lw)]? < [Ix(B)]%k = 1,2,3,...,n.

Como k é definido a partir de n e da hipétese w(0) = 0, temos que existe B >0 tal que
n
lw(n + DII* < ZIIXU«)II2 snf
k=1

logo,
[[w(n + 1)]|?> <npg. (15)

A equaca@o 15 nos mostra que a solugdo da curva linear é delimitada pela parte
inferior da fungé@o, como € possivel ver na parte (b) da Figura 7. Assim, define-se que 8 é
um valor positivo dado pela equacéo 16

= e 16
B ’r(r(;?gXIIIX()II (16)

Contudo, a inequagé@o 15 & contraria a 12 para valores suficientemente grandes
de n, como exemplifica a Figura 7. A inequacdo 15 diz que os pesos tendem a crescer
infinitamente, o que de fato & impossivel. A partir disso, inferimos que n ndo pode ser
maior que um nimero maximo. Assim, ambas as inequagdes sdo satisfeitas com o sinal de
igualdade, como ilustrado na parte (c) da Figura 7, em que o eixo das ordenadas é definido
por llw(n)lI2 e o eixo das abscissas € definido pelo nimero de iteragbes n da rede. Portanto,

"%mxaz _ Bllwg ||2

NE = NaxB © Ninax = - (17)

A prova foi feita para para n(n) = 1 pois facilita os calculos, ja que seu valor ndo é
importante desde que seja positivo, e, caso n#1, apenas escala os vetores padrbes sem
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afetar seu hiperplano separador. Existindo um vetor solugéo w,, a atualizag&o dos pesos

deve chegar a um valor maximo de iteragbes n__ para gerar um hiperplano para as classes

max
C, e C,. Provamos paran = 1. Como a inequagéo 12 cresce quadraticamente em funcéo de
ne ainequacéo 15 cresce linearmente em fungé@o de n, sempre existird um n para qualquer

a ou B pertencente aos reais, em que a sua interseccao satisfaca o critério de parada.

[ Tw(n)||? [ [w{n)||? [ lw(n)|]?

15 15

20

1 of 10 5 0 5 10 = C § p

a) b) c)

Figura 7: a solugédo da inequagao 12; b solugéo da inequacéo 15; ¢ solugéo da equagéo 17.

Fonte: Produzido pelo autor.

51 CONCLUSAO

Neste trabalho mostramos o teorema de convergéncia para o Perceptron.
Percebemos a utilizagdo de topicos estudados na Algebra Linear como a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, que ao ser definida e usada na prova, limita 0 niUmero de iteracées a um

valor minimo a e a norma euclidiana que limita a um valor maximo f.
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RESUMEN: En este articulo presentamos
algunos resultados de nuestra investigacion
educativa socio-historica documental que
nos permiti6 describir un conocimiento
matematico vivo en la cultura mapuche,
presente en las practicas discursivas vy
operativas cotidianas y reconocido por
la institucionalidad al incorporar este
conocimiento en los recursos curriculares
del Sector de aprendizaje Lengua Indigena
Mapuzugun. Los andlisis epistémicos
realizados nos ha permitido describir el
sistema de numeracion oral mapuche
desde un enfoque sociocultural, en el caso
de la aritmética y su estructura aditiva; los
significados de los objetos matematicos
involucrados y emergentes en las practicas

Data de aceite: 03/04/2023

matematicas discursivas y operaticas en
el seno de la cultura mapuche y escolar;
los posibles conflictos semibticos que
enfrentan los estudiantes en las escuelas
situadas en contexto indigena. Este trabajo
de deconstruccibn del conocimiento
mtematicos indigena es un aporte a la
epistemologia matematica mapuche, al
conocimiento comun de los profesores
de matematicas de las escuelas situadas
en contexto mapuche, al curriculo de
matematica y la educacion intercultural
bilinglie en Chile, en tanto se evidencian
las potencialidades del conocimientos
matematico mapuche posibles de articular
con la matematica escolar en los primeros
niveles de la educacion obligatoria, desde
un pluralismo epistemoldgico.

PALABRAS CLAVE: Aritmética mapuche,
practicas discursivas, analisis epistémico,
pluralidad de significados.

PARTIAL DECONSTRUCTION
OF MAPUCHE ARITHMETIC: A
CONTRIBUTION TO MAPUCHE

EPISTEMOLOGY

ABSTRACT: In this article we present
some results of our documentary socio-
historical educational research that allowed
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us to describe a mathematical knowledge that is alive in the Mapuche culture, present in
daily discursive and operational practices and recognized by the institutional framework by
incorporating this knowledge into the curricular resources of the Sector. Learning Mapuzugun
Indigenous Language. The epistemic analyzes carried out have allowed us to describe the
Mapuche oral numeral system from a sociocultural approach, in the case of arithmetic and
its additive structure; the meanings of the mathematical objects involved and emerging in the
discursive and operational mathematical practices within the Mapuche and school culture;
the possible semiotic conflicts faced by students in schools located in an indigenous context.
This work of deconstruction of indigenous mathematical knowledge is a contribution to
Mapuche mathematical epistemology, to the common knowledge of mathematics teachers
from schools located in a Mapuche context, to the mathematics curriculum and intercultural
bilingual education in Chile, as the potentialities of Mapuche mathematical knowledge
possible to articulate with school mathematics in the first levels of compulsory education, from
an epistemological pluralism.

KEYWORDS: Mapuche arithmetic, discursive practices, epistemic analysis, plurality of
meanings.

11 INTRODUCCION

Como bien lo plantea la investigacion internacional, los sistemas de numeracion ha
sido uno de los temas que hasta hoy constituye un problema en el &mbito de la ensefianza
de la matematica (Godino et al., 2009). En los primeros niveles de la educacién primaria, el
aprendizaje del sistema de numeracion decimal posicional asociado al lenguaje simbolico
matematico, es un desafio, pues ahi radica la formacién de un pensamiento l6gico que
permeara toda la educacion de las y los estudiantes. Por ello, estos autores plantean un
tema interesante cuando preguntan ¢ Alguien sabe lo qué es el nimero?, entregandonos a
la vez una serie argumentos que nos hacen reflexionar sobre lo que ellos llaman ‘significados
informales en términos de practicas matematicas informales’. Estemos o no de acuerdo
con esta denominacion ‘informal’, hay en estos planteamientos una necesidad implicita de
considerar el conocimiento matematico que existe fuera del espacio escolar (Retamal et al.,
2020), como un conocimiento previo, cuando nos planetan:

“(...) las préacticas informales no tienen una existencia meramente “histérica”.
Coexisten en el tiempo con la formalizacion cientifica en las practicas usuales
de las escuelas y determinan el progreso de los significados personales. No
son un “mal menor”, sino hitos necesarios en el desarrollo cognitivo de los
nifios y consustanciales a los procesos de transposicion didactica” (Godino
et al., 2009, p.44).

Los aportes de los enfoques de investigacion socioculturales, han proporcionado
evidencia de la existencia de la antropologia cultural matematica (Vithal y Skovsmose,
1997). No obstante, esta antropologia cultural matematica, es poco investigada desde

la Didactica de las Matematicas, lo que se traduce en una exclusion epistémica de este

conocimiento en los curriculos eurocéntricos que dominan los Sistemas Educativos de todo
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el mundo (Quintriqueo, 2010; Salas-Salinas, Godino y Oliveras, 2015; Salas-Salinas, 2017).
En la acualidad la implementacion de la Educacién Intercultural Bilinglie (EIB) en Chile y
Latinoamérica, ha generando el escenario propicio para la investigacion del conocimiento
matematico de los pueblos indigenas de América desde la Didactica de la Matematica.

En este escenario, iniciamos una investigacion empira el ano 2013 para aportar
evidencias del potencial educativo del conocimiento matematico mapuche que puede ser
considerado en la educacion intercultural en contexto mapuche. En una primera etapa
de nuestro estudio empirico, centramos nuestro interés en las practicas matematicas
discursivas en mapunzugun, lengua mapuche, presentes en: registros historicos, para
deconstruir el conocimiento matematico presente en la memoria social mapuche; y en los
documentos oficiales del Ministerio de Educacion Chile (MINEDUC) para la ensefianza del
Sector de aprendizaje Lengua Indigena Mapuzugun (SLIM), en los primeros niveles de
Educacion Basica. Entonces, el problema que abordamos lo planteamos en los siguientes
téminos: ¢Cuales son los nichos ecolégicos en los que vive esa aritmética mapuche?,
¢ qué caracteristicas tiene esta aritmética?, ;existe semejanza con la aritmética escolar?,
¢ qué significados tienen las practicas matematicas discursivas presentes en los libros de
texto mapuzugun?, ;qué conflictos semibticos plantean a los estudiantes las practicas
matematicas incluidas en los libros de textos? Reportamos en este articulo, uno de nuestros
objetivos: describir la aritmética mapuche y su estructura aditiva, presente en las practicas
matematicas mapuche; analizando su significado matematico y potencial educativo y/o
posibles conflictos semib6ticos en el aprendizaje de la matematica escolar. Evidenciar este
conocimiento matematico mapuche, refuerza la idea de descolonizar el curriculo en tanto
desdel el pluralismo epistemolédgico es posible la articulacion de saberes en el aula de
matematicas (Salas-Salinas, 2017).

21 MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

Desde un enfoque educativo intercultural y critico en la Did4ctica de la Matematica
es pertinente utilizar el término ‘descolonizar el saber’, ‘descolonizar el curriculo’, entre
otros, para referirnos a la relacion dialégica que debe darse en las aulas de matematicas
interculturales. En la actualidad, distintas culturas que conviven en este mundo multicultural
estan en busqueda de preservar su conocimiento y cosmovision; sin embargo, son
conscientes que es necesario aprender los marcos interpretativos de otras culturas para
establecer relaciones dialécticas en igualdad de condiciones disminuyendo las actuales
relaciones de poder y el racismo epistemolégico de la educacion monocultural (Mampaey
y Zanoni, 2016; Salas-Salinas y Quintrequeo, 2018a, 2018b, Salas-Salinas, 2014, 2018a,
2018b).

No es nuevo el considerar los aprendizajes previos de los estudiantes a la hora

de iniciarlos en un nuevo aprendizaje y mas aun si recordamos que desde tiempos
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remotos hasta hoy, fuera del entorno escolar la mayoria de los nifios utilizan los niUmeros
para: contar, clasificar y cuantificar situaciones de su entorno (Bishop, 1999). Entonces,
entendemos que es necesario respetar, valorar e incorporar los conocimientos matematicos
de la cultura de origen de los estudiantes al ingresar a la educacion formal (Salas-Salinas,
2018b). La etnomatematica es parte de la practica cotidiana de los estudiantes dentro y
fuera de la escuela, por ello reconocerla como una practica valida refuerza la creatividad,
los esfuerzos, el auto-respeto cultural, en una sociedad multicultural (Dambrosio, 2000,
Retamal et al., 2020). Vithal y Skovsmose (1997) describen cuatro campos de estudio de la
etnomatematica: historia de la matematica, antropologia cultural matematica, matematicas
en la vida cotidiana y relaciones entre etnomatemética y educacién matemética. Entonces,
a partir de estas facetas y nuestro trabajo previo en Salas-Salinas, Godino y Quintriqueo
(2016) proponemos una quinta faceta ‘la articulacion de la etnomatematica y la matematica
escolar’, es decir, la inclusion epistemica en el aulas de matematicas. En esta etapa nos
posicionamos en la antropologia cultural matematica y sus relaciones con la mateméatica
escolar, describiendo la aritmética mapuche y su potencial para articularlo con la matematica
escolar.

Aun cuando existen investigaciones, a nivel nacional e internacional, que abordan
el complejo escenario a que se enfrentan los estudiantes indigenas al iniciar su educacion
obligatoria, sigue siendo un concocimiento excluido de la mayoria de los curriculos de
matematicas en el mundo (Salas-Salinas, 2018b; Retamal et al., 2020). Para nosotros es
fundamental la nocion de lenguaje, pues todo aprendizaje, en las distintas etapas de la
vida, estdn mediado por el lenguaje como lengua hablada en un contexto social, fisico,
geografico y cultural (Salas, Godino y Oliveras, 2015).

En esta etapa del trabajo iniciamos una investigacion socio-histérica documental
para encontrar el conocimiento matematico mapuche, especificamente el conocimiento
relativo a la aritmética y en particular la estructura aditiva (Cohen y Manion, 2002). En esta
fase se analizan textos como material empirico para deconstruir la teoria subjetiva de los
sujetos, en tanto esta presente en la memoria colectica (Flick, 2007). En esta exhaustiva
revision documental, mediante el andlisis de contenido, pudimos establecer y deconstruir el
conocimiento de la aritmética mapuche para su posterior analisis. Este primer analisis nos
arrojo la estructura morfo-matematica de la numeracion mapuche, a partir del analisis morfo-
sintactico, y para ello utilizamos el esquema planteado por Bengoechea (2009), desde un
enfoque etnomatemético y sociocultural, el que aborda el significado y significante de las
palabras numéricas y signos numéricos en un juego de lenguaje especifico. Un segundo
analisis lo realizamos con algunas herramientas del Enfoque Ontosemio6tico del conocimiento
y la instrucciéon matematicos (EOS) de Godino y colaboradores (Godino, Batanero y Font,
2007), para encontrar el conocimiento epistémico matematico mapuche, que puede ser
articulado con la matematica escolar. La configuracién ontosemiética de practicas, objetos
y procesos, del EOS, nos permite la deconstruccion de significados parciales, personales
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e institucionales, para una propuesta de articulacion de significados. Godino y Batanero
(1994) nos plantean que en las practicas matematicas intervienen objetos materiales o
abstractos, los cuales pueden estar representados en forma textual, oral, grafica o incluso
gestual. Cuando miramos las practicas matematicas en el seno de la cultura mapuche,
miramos los problemas que resuelven y fijando nuestra atencion en qué hacen y qué dicen,
cdmo y con qué realizan su practica y de manera muy importante, el para qué hacen o por
qué realizan esa practica (Salas-Salinas, 2017). Segun Godino y Batanero (1994) el hecho
de que en el seno de ciertas instituciones se realizan determinados tipos de practicas,
éstas determinan la emergencia progresiva de los objetos matematicos y el significado de
estos objetos. Dicho de otro modo, la configuracion ontosemiotica determina las entidades

primarias de la ontologia y epistemologia desde el EOS, como vemos en figura 1.

CONFIGURACION ONTOSEMIOTICA
(Institucional y personal)

PRACTICAS

(Operativas OBJETOS
Discursivas (Primarios y
Normativas) Secundarios)

FUNCIONES SEMIOTICAS
(Significado; conocimiento, comprension;
competencia, disposicion)

TRASFONDO ECOLOGICO RELATIVIDAD INSTITUCIONAL, PERSONAL Y
DE LAS PRACTICAS CONTEXTUAL DE LAS PRACTICAS, OBJETOS

(Material, biologico y social) Y SIGNIFICADOS

Figura 1. Configuracién Ontosemiética del EOS (Godino y Batanero, 1994)

El EOS considera practica matematica a “toda actuacion o expresion (verbal,
gréfica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros
la solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y
Batanero, 1994, p. 334). Asi, estas practicas se realizan con el soporte y condicionamiento
de una serie de cuestiones de orden material, bioldgico y sociocultural, entonces, hablamos
de que existe un trasfondo ecologico de las practicas matematicas situadas. Por tanto, las
practicas matematicas pueden ser idiosincrasicas de una persona, practicas personales,
o compartidas en el seno de una institucion, practicas institucionales (Godino y Batanero,
1994). En suma el EOS asume el postulado antropoldgico de la relatividad socioepistémica
de la triada: sistemas de practicas, objetos y significados, en tanto concibe a las
instituciones como comunidades de practicas que incluye grupos étnicos, profesionales,
grupos culturales y sociales, entre otros (Salas-Salinas, Godino y Oliveras, 2015).
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Entonces, los significados de un objeto matematico estan dado por las practicas
operativas y discursivas, que realiza un sujeto para resolver una situacion problema y su
significado lo entendemos como el significado personal del objeto matematico. Cuando
estas practicas son compartidas por la comunidad de practicas del sujeto, entonces el
significado es institucional (Godino, 2002; Salas-Salinas, 2017).

Cuando analizamos la configuracion epistémica de una practica matematica, ponemos
atencion en los objetos primarios: lenguaje, situaciones, conceptos, procedimientos,
proposiciones y argumentos (Font, Godino y Gallardo, 2013; Pino-Fan, Godino y Font,
2011). Es decir, utilizar un determinado lenguaje verbal, grafico y/o simbdlico que expresen
y soporten los enunciados verbales del campo de problemas planteados, los conceptos,
procedimientos, proposiciones y argumentos previos y emergentes que participaran
en el proceso. El campo de problemas, los conceptos, procedimientos, proposiciones
y argumentos permite la regulacion del lenguaje utilizado y propicia la emergencia de
conceptos, procedimientos y proposiciones. Finalmente, vemos que los argumentos
justifican los conceptos, procedimientos y proposiciones puestas en juego en la resolucion
del campo de problemas (Salas-Salinas, 2017, 2018a). Las practicas matematicas son
inseparables de los objetos matematicos, es decir, no hay practica sin objeto ni objeto sin
practica y la relacion entre ambos, es lo que el EOS define como funcion semiotica (Godino,
Font, Wilhelmiy Lurduy, 2011).

Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy (2011), en su estudio, plantean que la naturaleza y
significado de los numeros requiere adoptar una vision antropolégica — sociocultural sobre
la matemética e ilustran la pluralidad de significados del nUmero natural. En este punto,
asumimos el pluralismo epistemélégico implicito en las bases del EOS y que describe muy
bien Olivé (2009), para realizar nuestros analisis de la actividad matematica en distintos
marcos institucionales o juegos de lenguajes, que en nuestro caso fueron las instituciones,
cultura escolar y cultura mapuche. Estas herramientas teéricas complementadas con los
enfoques socioculturales, fueron fundamentales para deconstruir parte de la epistemologia
matematica mapuche posible de incluir en la matematica escolar en las escuelas situadas
en Chile.

31 RESULTADOS

DAmore (2003) describe los sistemas numerales en tres idiomas, italiano, castellano
y quechua, logrando con ello evidenciar la estructura légica que utilizan los quechuas para
nombrar los numeros. La complejidad de la estructura morfosintactica de las palabras
numérica en castellano la podemos observar en su estructura morfo-matematica, en
tanto podemos apreciar sus irregularidades a partir de la palabra once. No se aprecia
explicitamente la participacion del diez ni los objetos matematicos no ostensivos en
términos de un aprendizaje inductivo. En este caso los objetos matematicos no ostensivos
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son la adicion y multiplicaciéon que estan implicitas en la formacion de una cifra de dos
a mas digitos, no obstante, en la numeracion oral en castellano cambia de ubicacién de
acuerdo a su irregularidad, como vemos en la figura 2.

Simbolo  Espafiol Interpretacion Simbolo  Espaiiol Interpretacion aritmética

Numérico aritmética Numérico

1 Uno 1 11 Once 1+10

2 Dos 1+1 12 Doce 2+10

3 Tres 2+1 13 Trece 3+10

4 Cuatro 3+1 14 Catorce 4+10

5 Cinco 4+1 15 Quince 5+10

6 Seis 5+1 16 Dicciséis 10+ 6

7 Siete 6+1 17 Diecisiete 10+7

8 Ocho 7+1 18 Dieciocho 10+8

9 Nueve 8+1 19 Diccinueve 10+9

10 Diez 9+1 (10y 20 Veinte 2(10)

21 Veintiuno 2(10)+ 1 5000 Cinco mil 5(1000)

30 Treinta 3(10) 2625 Dos mil seiscientos veinticinco 2(1000) + 6(100) +2(10) + 5

50 Cincuenta 5(10) 9999 Nueve mil novecientos noventa y nueve  9(1000)+9(100)+9(10)+9

100 Cien 10(10) (109 10000 Diez mil 10(1000) (10)*
312 Trescientos doce  3(100)+2+1(10) 100000 Cien mil 100(1000) (10)°
500 Quinientos 5(100) 500000 Quinientos mil 500(1000)

900 Novecientos 9(100) 602014 Seiscientos dos mil catorce 600(1000)+2(1000)+4+10

1000 Mil 10(100) (1oy 1000000 Un millon 1(1000000) (10)®

Figura 2. Interpretacion aritmética de la numeracién en espanol (Salas-Salinas, 2014)

Entonces, al poner en juego los procesos de codificacion y descodificacion,
la correspondencia entre la palabra numérica y el simbolo no se condicen, un conflicto
semibtico que puede llevar al estudiante a cometer errores 0 no comprender el valor del
digito de acuerdo a la posicion de éste en las palabras numéricas y en la escritura simbdlica
matematica (Salas-Salinas y Godino, 2016).

La figura 3 muestra la composicion morfosintactica de la numeracién en mapunzugun
y la interpretacion aritmética de las palabras numéricas. También el mapuche ide6 un
sistema numeral oral l6bgicamente estructurado para facilitar el conteo y las operaciones
béasicas. Al igual que en quechua, la numeracién en mapunzugun de basa en un principio
aditivo y multiplicativo. Su estructura morfosintactica es explicitamente légica, puesto que
utiliza las mismas palabras y las potencias de 10 para formar la cifra. Si bien, no tienen un
sistema de notacion simbolica propia en su cultura, han adoptado la utilizacion del lenguaje
simbolico matematico occidental. Hemos realizado una interpretacion morfo-matematica de
la numeracién en mapuzugun, donde podemos inferir la existencia de objetos matematicos
no ostensivos (adicion y multiplicacion), en tanto se aprecian explicitamente. Es decir,
la regularidad y légica en la conformacion de las palabras numéricas en mapunzugun,
nos permite evidenciar, mas facilmente, dichos objetos y la posicion de los digitos en la
formacion de cifras de dos y tres digitos, como vemos en a figura 3.
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Simbolo  Mapuzugun Interpretacion Simbolo  Mapuzugun Interpretacion aritmética
Numérico aritmética Numérico

1 Kife 1 11 Mari kifie 10+1

2 Epu 1+1 12 Mari epu 10+2

3 Kiila 2+1 13 Mari killa 10+3

4 Meli 3+1 14 Mari meli 10+4

5 Kechu 4+1 15 Mari kechu 1045

6 Kayu 5+1 16 Mari kayu 10+6

1 Regle 6+1 17 Mari reqle 1047

8 Pura 7+1 18 Mari pura 10+38

9 Aylla 8+1 19 Mari aylla 1049

10 Mari 9+1 (10! 20 Epu mari 2(10)

40 Meli mari 4(10) 5000 Kechu waragka 5(1000)

50 Kechu mari 5(10) 2625 Epu waragka kayu pataka epu mari kechu 2(1000)+ 6(100) +2(10) +5

100 Pataka 10(10) (10 9999 Aylla waragka aylla pataka aylla mari aylla 9(1000)+9(100)+9(10)+9

200 Epu pataka 2(100) 10000 Mari waragka 10(1000) (10)c
312 Kiila pataka mari epu ~ 3(100)+10+2 100000 Pataka waragka 100(1000) (10)
400 Meli pataka 4(100) 500000 Kechu pataka waragka 5(100)(1000)

500 Kechu pataka 5(100) 602014 Kayu pataka waragka epu waragka mari meli 6(100)(1000)+2(1000)+10+4

1000 Waragka 10(100) (10 1000000 Kifie waragka waragka 1(1000)(1000) (10)°

Figura 3. Interpretacion aritmética de la numeracién en mapuzugun (Salas-Salinas, 2014)

El resumen de los distintos segmentos de palabras, en castellano y mapuzugun,
con significado matematico que representan un nimero en la conformacioén de las palabras
numéricas en ambos idiomas, los presentamos en la figura 4. Estos antecedentes nos
pueden indicar las mdltiples funciones semibticas que el estudiante mapuche y no mapuche
debe establecer para comprender el sistema de numeracion decimal posicional en otra

lenguay cultura.

Digito
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Lengua
Espafiol uno dos tres cuatro |cinco seis |[siete |ocho |nueve |[diez |cien mil diezmil |cien mil |millén
on do tre cator quin ses set och nov ce ciento(s) millones
ve cuar cincu nove |dieci |ientos
inte
Inti
inta
enta
Mapuzugun |kifie |epu kula meli kechu |kayu [regle |pura |aylla |mari |pataka |waragka |mari pataka |waragka
waragka |waragka |waragka

Figura 4. Cuadro comparativo numeracion en mapuzugun y castellano (Salas-Salinas, 2014)

La habilidad de contar, en castellano o mapunzugun, esta precedida de una
coordinacion, al mismo tiempo, entre los elementos a contar y las manos o la vista, y la
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emision de la palabra cuantificadora en el orden establecido por ellos como cultura. Como
plantea Cid et al. (2003), las técnicas de contar para obtener los cardinales, en el caso
del pueblo mapuche, pone de manifiesto los principios necesarios para entender y contar
correctamente:

+  Principio de orden estable. Las palabras numéricas kifie, epu, kila, ... deben
recitarse siempre en el mismo orden, sin saltarse ninguna.

+  Principio de la correspondencia uno a uno. A cada elemento del conjunto so-
metido a recuento se le debe asignar una palabra numérica distinta y s6lo una.

+  Principio de irrelevancia del orden. El orden en que se cuentan los elementos
del conjunto es irrelevante para obtener el cardinal del conjunto.

»  Principio cardinal. La palabra adjudicada al Ultimo elemento contado del con-
junto representa, no soélo el ordinal de ese elemento, sino también el cardinal
del conjunto.

Un ejemplo: (...) yemege kayu kuram, buscar seis huevos (Ministerio de Educacion,
2011. Lengua Mapuzugun 2° bésico, p. 83)

El estudiante mapuche debe desarrollar estas habilidades en dos lenguajes al
mismo tiempo. Al observar y conocer estos elementos de la matematica mapuche, podemos
identificar en el contar la puesta en correspondencia de cada elemento de un conjunto
con los elementos de otro conjunto, vale decir la coordinabilidad. Se puede apreciar que
subyace la biyeccion entre un conjunto de elementos a contar y el conjunto de nUmeros en
palabras, en un contexto concreto no abstracto, es decir el uno a uno, kifie a kifie. Frente
a la necesidad de contar mas de diez, se utiliza los mismos numerales hasta el 19 y una
forma que podemos representarlo es como 10 + n, siendo n cualquier nUmero de kifie a
aylla, es decir mari + n. Para los siguientes nimeros aparece una nueva configuracion, en
el ambito del 20 al 99 y que podemos modelar como n (10) + n, siendo n cualquier nGmero
kifie a aylla, es decir n (mari) + n. Cuando llegan a la necesidad de contar cien, introducen
una nueva palabra, pataka, con la que forma los siguientes nimeros hasta el 999 y que
podemos representar como n (100) + n (10) + n, siendo n cualquier nUmero kifie a aylla, es
decir n (pataka) + n (mari) + n; un ejemplo para entender seria el nimero 345: n(100) + n
(10) + n = 3(100) + 4(10) + 5 y en mapuzugun seria n(pataka) + n (mari) + n= kila pataka
meli mari kechu. Al llegar al mil, se requiere una nueva palabra, waragka, y se sigue la
misma légica (Salas-Salinas, 2014).

Este sistema de numeracién en mapunzugun es reconocido por la institucionalidad
y lo plasma en los Programas y Planes de Estudio de la asignatura Sector de Lengua
Indigena Mapunzugun (SLIM). Esta institucionalizacion de la numeracibn mapuche ha
llevado a los editores de textos para estudiantes, profesores y educadores tradicionales
a utilizar este sistema de numeracién en las actividades propuestas a los estudiantes en

el sector de lengua indigena mapunzugun (SLIM). Por razones de espacio incluimos dos
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actividades en los primeros niveles de educacion bésica, para evidenciar las practicas
discursivas y el posterior anélisis epistémico. La primera actividad se propone en el texto
del estudiante mapunzugun 1° Basico y en la Guia del Educador Tradicional. En ésta
escuchan 0l Ufimche de Lorenzo Aillapan, un poema, en el cual aparece la expresion zoy
mari waranka txipanthi rupalnien tani kiime Ul Ulkantuken milen mew wera pezkifi, hace

diez mil afios que circundo este camino magistral.

El zorzal director de orquesta

Ta chi willkikawtin Bz tedles (ke mralEdlEes ¢ enmeherss
de la tierra capto sus esencias

con gran deseo llevo sabor alegre a

Ttxofill wiindl ka ilkantun wallmapu tunien rif az la gente que vive
miina kiipa wefiangulkefifi pu wera mogen che, zoy mari hace diez mil ahos que circundo

este camino magistra

waranka txipanthi rupalnien tafii kiime il Glkantuken canto en las estaciones de las flores
milen mew wera pezkifi, akun pewiingen chew fi P

en la frondosa orilla de los lagos del

wefken mawizantu inaltu lhewfii, Maule ka willipiile Maule al sur
B e o~ P . oo I i I
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Figura 5. Actividad propuesta al estudiante en el SLIM

Fuente: Guia del Educador Tradicional Mapuzugun 1° Basico (MINEDUC, 2015, p. 114)

En la figura 5 vemos, vemos un texto en mapunzugun, que se utiliza en la asignatura
SLIM en primero basico. Entonces nos preguntamos ¢;qué conflicto semibtico puede
enfrentar el estudiante, cuando se le presenta el niUmero diez mil afios en mapuzugun, mari
waranka txipanthd, ;cémo puede comprender el texto el estudiante, si en matematicas no
se trabaja con la numeracion en mapunzugun? Ademas, el curriculo de matematicas en
nuestro pais, establece el ambito numérico de cero a cien en castellano, para primer afio
basico. Entonces, si las practicas matematicas son inseparables de los objetos matematicos,
es decir, no hay practica sin objeto ni objeto sin practica y la relacion entre ambos, es lo
que el EOS define como funcion semiotica, ;qué sucede en este caso? En este caso,
estamos frente a una disparidad de significados atribuidos al mismo objeto matematico,
por dos sujetos o instituciones, lo que entendemos como un ‘conflicto semiético’. En el
marco del EOS podemos encontrar ‘conflicto semiético de tipo epistémico, disparidad de
significados institucionales; conflicto cognitivo, disparidad de significados personales de un
mismo sujeto en relacion a un referente; y conflicto instruccional o interaccional, cuando
la disparidad se produce en la interaccién de dos sujetos: entre estudiante y/o profesor y
estudiante (Godino, Font et al., 2011). Entonces, en esta actividad, el estudiante enfrenta
un conflicto semibtico de tipo epistémico, pues en la cultura escolar, diez mil, es una
expresion que no se utiliza en la clase de matematicas, y en la cultura mapuche, es mari
waranka, expresion que utilizan en los relatos orales, en decir, disparidad de significados
institucionales. Ademas, como el significado de referencia no es situado, al tener dos

significados de referencia institucionales, el estudiante enfrenta un conflicto semiotico
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cognitivo, en tanto el estudiante debe construir un significado personal en relacion a un
significado de referencia, pero, ¢qué significado de referencia utilizara el estudiante, el
escolar o de su cultura de origen? En el proceso de aprendizaje el estudiante, en este caso,
se enfrenta a un conflicto cognitivo, pues debe poner en juego dos racionales distintas, para
construir su conocimiento. Complejo escenario para a un estudiante de seis afnos, en tanto
en la escuela no se utiliza la matematica mapuche.

Luego nos encontramos con una receta en el texto para el estudiante en 3° afio
basico en SLIM. Esta actividad la analizamos con las herramientas del EOS para establecer
la pluralidad de significados implicados en la actividad, lo que evidencia una base
epistémica del conocimiento matematico mapuche. En la figura 6, vemos que se plantea a
los estudiantes escuchar, leer y comentar una receta de cocina. Luego, se les pide crear su
propia receta, para lo cual se le da una pauta igual al formato presentado en el texto (Texto
estudiante mapuzugun 3° basico, 1° unidad, p. 18-19). Esta actividad se enmarca en el eje

tematico de comunicacion escrita en el SLI mapunzugun.

| Pepilkawin kochilu murta
Receta dulce de murta

Zuamniegen

Mari runa lfulechi murta Necesitas
Mari panii azukura . - .
Kiila fiinasko takulwegelu Diez pufiados de murta limpia
Diez cargas suaves de azlicar
Zewmayam P Tres frascos con lapas
Kitie: i - »
- Wagkiigekey kom murta azukura cgu epi mari minuss. Preparacion
- Nensugekey kiisnalwe mew. ;Z" d = Primero
e =& i
- Petu ciiumbeiilen nekulgekey fiirasko mew. s - Hervir la murta con azdicar durante veinte minutos.
- Kiime rakungekey i A
1 -Retirar del fogon.
Kiila: = 7
- Fey mew rukulgekey iyiimbilechi rowno mew, mari kechu Segundo

minutu, ni riif takulwam.
- Poner caliente en los frascos.
- Cubriendo bien

Tercero

= 3@4‘ 4 A e E -Entonces llevar al horno a fuego lento por guince minutos.
Fewla wirintukuge kifie pepilkawam zewma  -Listopara comer con caftfo o con pan.
iyaelal tiifa mew: Anora crea tu propia receta y escribela aca:

Figura 6. Actividad propuesta al estudiante de 3° basico en SLIM (traduccién propia)

Fuente: MINEDUC, 2015. Texto estudiante mapuzugun 3° béasico, 1° unidad, p. 18-19

Podemos apreciar las practicas de: enumerar pasos a seguir en mapuzugun, Kife
(1), Epu (2) y Kiila (3); seguido de la utilizacion de magnitudes arbitrarias mari runa (diez
pufnados), mari pant (diez cargas o medidas) y kila firasko (tres frascos). Intervienen
unidades de tiempo: epu mari minutu (veinte minutos) y mari kechu minutu (quince minutos).
Para delimitar las configuraciones epistémicas en este problema, desde un analisis a priori,
utilizaremos el planteamiento de preguntas que habitualmente se presenta a los estudiantes
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al resolver este tipo de problema matematico. Por razones de espacio, s6lo presentamos
la configuracién epistémica 1 (CE1), para luego terminar con la pluralidad de significados,

epistémica.

Configuracién epistémica 1 (CE1)

La primera cuestion problema que debe enfrentar el estudiante es aplicar de
manera competente su significado personal de nimero para determinar el cardinal de los
conjuntos finitos de elementos involucrados en la elaboracion de la receta. En la figura 7,
mostramos la configuracion epistémica 1(CE1) y cdmo se relacionan entre si los distintos
objetos matematicos involucrados que se asocian al significado de numero como cardinal
del conjunto. La interrogacién del texto nos delimita el campo de problemas implicado en
la tarea en esta CE1.

La resolucion del problema implica dar respuesta a las interrogantes: ;Cuantas
medidas de murta?, ;Cuantas medidas de azucar?, Cuantos frascos?, ¢Cuanto tiempo
debo cocinar la murta?, ;Cuanto tiempo debo llevar al horno?, ;en cuantos pasos puedo
hacer el dulce de murta? Para dar respuesta a estas interrogantes, el estudiante requiere
poner en juego algunos conocimientos previos: principio del orden estable en castellano y
mapunzugun; de correspondencia uno a uno; cardinal de un conjunto; de irrelevancia de
orden; de abstraccion; de conservacion de la cantidad; coordinabilidad entre conjuntos;
correspondencia biyectiva; niumeros naturales <100; secuencia numérica en mapunzugun
y en castellano (kifie, epu, kiila). Sin embargo, los conocimientos emergentes que podemos
visualizar son: estructura aditiva del sistema numeral oral en mapunzugun y castellano;
estructura sistema de numeracion decimal simbolico matematico asociado a la numeracion
oral en mapunzugun; sucesor de un numero en mapunzugun; cardinal de un conjunto finito
en mapunzugun. Estas cuestiones, nos llevan a preguntarnos ¢ podra entender el problema
el estudiante, si en matematicas no se trabaja el sistema de numeracion en mapunzugun?,
¢a qué racionalidad podré recurrir el estudiante para asociar todos los objetos matematicos
que debe poner en juego? En la figura 7 podemos apreciar la trama de practicas, objetos y

funciones semibticas, a que se enfrenta el estudiante para resolver un problema simulado.
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CAMPO DE PROBLEMA (Implicado)
¢Cuantas medidas de murta?, ¢Cuantas medidas de azucar?, éCuantos frascos?, {Cuanto tiempo debo cocinar la murta?, éCuanto
[ \ tiempo debo llevar al horno?, éen cuantos pasos puedo hacer el dulce de murta?
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Figura 7. Objetos matematicos implicados CE1

Fuente, Salas-Salinas, 2018b

En suma, el estudiante mapuche y no mapuche, que asiste a la escuela situada
en contexto mapuche en la que se implementa la actual educacion intercultural bilingtie
a través de la asignatura SLIM, se enfrenta a distintos conflictos semibéticos, epistémicos,
cognitivos y muy probablemente, instruccional. Entonces, una vez mas podemos apreciar
la necesidad de articulacion epistémica que requieren las escuelas situadas, en tanto, el
aula de matematicas debiera incorporar el conocimiento matematico mapuche vy articularlo
con la matematica escolar, a fin de facilitar el aprendizaje de las y los estudiantes para
resolver problemas en cualquier contexto.

Resumiendo, algunas configuraciones epistémicas involucradas en la resolucion de
este problema, para el desarrollo del aprendizaje de la lengua mapunzugun, son:

Configuracién epistémica 1 (CE1), hace referencia al significado del objeto numero
como cardinal, pues deben ponerse en juego conocimiento y habilidades que les permita
a los estudiantes realizar: agrupamientos, suma de colecciones de minutos, horas y
segundos; contar vueltas de las manillas del reloj, etcétera.

Configuracion epistémica 2 (CE2), se relaciona con el significado del numero como
racional, al establecer fraccionamientos de tiempo horario, de cantidades.

Configuracion epistémica 3 (CE3) se refiere al significado de nUmero como una

magnitud, es decir a la unidad de tiempo en el sistema horario sexagesimal.
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En suma, podemos plantear la pluralidad de significados (Ramos y Font, 2006),
desde el pluralismo epistémico, con un problema simulado, la cocina mapuche. En la figura
8, podemos apreciar esta pluralidad de significados epistemolégicos en contextos reales
que tiene la cocina mapuche, un recurso didactico intercultural situado para el aprendizaje

de las matematicas escolares en escuelas situadas.

D.D

>

PRACTICASY
CONFIGURACIONES
ABSTRACTAS

CONTEXTOS
ABSTRACTOS DEUSO

PRACTICASY
CONFIGURACIOMNES
REALES

CONTEXTO REAL DE
uso

[ COCINAMAPUCHE ]

ACOPLAMIENTO DESIGNIFICADOS [TRANSPOSICION DIDACTICA)

afin

| PLURALIDAD SIGNIFICADOS |

<

Figura 8. Pluralidad de significados del objeto ‘nUumero’ en mapuzugun

Fuente: Salas-Salinas (2018b)

Sin ser exhaustivos, hemos analizado dos actividades, una del libro de texto del
estudiante y la otra del programa de estudios del SLIM, para evidenciar que existen practicas
matematicas mapuche, que pueden ser utilizadas para el aprendizaje de la matematica
escolar. No obstante, debemos ser cuidadosos a la hora de enfrentar al estudiante a un
nuevo aprendizaje, pues los analisis demuestran la trama compleja de objetos matematicos
que intervienen en la comprension de conceptos culturales mapuche y eso no esta siendo
atendido en la escuela. Esta trama de objetos, implica multiplicidad de significados, vy, a
la vez, implica multiples funciones semibticas (Ramos y Font, 2006). Entonces, estamos
convencidos que estas cuestiones no atendidas por las escuelas situadas, son potenciales
obstaculos de aprendizaje propiciados por el racismo epistémico lo que afecta, ademas, la
autodeterminacion identitaria mapuche (Quintriqueo, 2010; Salas-Salinas, 2017).

CONSIDERACIONES FINALES

Las irregularidades en las palabras numéricas, en castellano, pueden ser una
dificultad para la comprension del sistema de numeracion decimal posicional simbdlico y su
estructura aditiva para el nino mapuche y no mapuche en las escuelas situadas. En tanto,
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al igual que Bengoechea, creemos que para un hablante adulto puede ser facil identificar
que el segmento “ce” alude al diez y los segmentos “do”, “tre” y “cator”, aluden al dos,
tres y cuatro respectivamente. Sin embargo, para a un estudiante que inicia su formacion
escolar no es tan obvio, lo que nos lleva a plantear que el sistema de conteo escolar oral
en castellano posee muchas irregularidades sintacticas lo que complejiza la asociacion
del simbolo matematico que lo representa al superar el ambito numérico de diez y por
ende su estructura aditiva. Al contrario, la numeracion oral en mapunzugun es légica en su
estructura, lo que permite visualizar la estructura aditiva de la matematica escolar en los
primeros afios.

También, hemos evidenciado las practicas matematicas en el seno de la cultura
mapuche y reconocidas por la institucionalidad en Chile, lo que implica que la matematica
escolar debe abrir su campo de accién desde un pluralismo epistémico, permitiendo la
inclusion del conocimiento local, territorial y cultural de los estudiantes que atiende.
Facilitando la comprensién de la matematica escolar desde situaciones de aprendizajes
situadas, promoviendo la reflexion, justificacion y argumentacion sobre el conocimiento
matematico. Con esto nos referimos, a que es necesario la articulaciéon del conocimiento
matematico escolar y mapuche en las aulas de matematicas de las escuelas situadas. Asi,
minimizar los posibles conflictos semi6ticos a que se enfrentan los estudiantes al tratar
de entender una matematica mapuche presente en los libros de textos de la asignatura
SLIM y tratar de traducir dicho conocimiento a la matematica escolar para poder resolver
las situaciones problemas a que los enfrentan en la escuela. Entonces, la clase de
matematicas debiera abordar la matematica mapuche, para que los estudiantes puedan
resolver problemas como los expuestos en este articulo y comprender los significados
culturales presentes en los problemas, que permita, ademas, afianzar su identidad cultural.

Evidenciar la epistemologia mapuche, permite que sea considerada transversalmente
en el sistema escolar, mas adn en la implementacion de la Educacion Intercultural Bilingtie
en contexto mapuche.
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ABSTRACT: In this work, we prove the
existence and uniqueness of the solution
of the Schrédinger type homogeneous
model in the periodic distributional space
P’ Furthermore, we prove that the solution
depends continuously respect to the initial
data in P’ Introducing a family of weakly
continuous operators, we prove that this
family is a group of operators in P" Then,
with this family of operators, we get a fine
version of the existence and dependency
continuous theorem obtained. Finally, we
give some remarks derived from this study.
KEYWORDS: Groups theory, weakly
continuous operators, existence of solution,
Schrédinger type equation, distributional
problem, periodic distributional space.

11 INTRODUCTION

First, we begin by commenting that
[3] has proven the existence of a solution of

Data de aceite: 03/04/2023

the Schrodinger type equation in the Hilbert
space H;e,. Also in [3] a family of bounded
operators is introduced in the Hilbert space
H;, and it is proved that forms a unitary
group. Thus motivated by these ideas we
will solve the problem (P,) in the topological
dual of P: P, which is not a Banach space.

In this article, we will prove the
existence and uniqueness of the solution
of (P,). Furthermore, we will demonstrate
that the solution depends continuously with
respect to the initial data in P', considering
the weak convergence in P. And we will
prove that the introduced family of operators
forms a group of weakly continuous linear
operators. Thus, with this family we will
rewrite our result in a fine version. Our
article is organized as follows. In section 2,
we indicate the methodology used and cite
the references used. In section 3, we put
the results obtained from our study. This
section is divided into three subsections.
Thus, in subsection 3.1 we prove that the
problem (P,) has a unique solution and
also demonstrate that the solution depends
continuously with respect to the initial data.
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In subsection 3.2, we introduce families of weakly continuous linear operators in P'that
manage to form a group. In subsection 3.3 we improve Theorem 3.1.
Finally, in section 4 we give the conclusions of this study.

21 METHODOLOGY

As theoretical framework in this article we use the references [1], [2], [3], [4] and
[5] for Fourier Theory in periodic distributional space, periodic Sobolev spaces, topological
vector spaces, weakly continuous operators, group of operators and existence of solution of
a distributional differential equation.

31 MAIN RESULTS

The presentation of the results obtained has been organized in subsections and is
as follows.

3.1 Solution of the Schrédinger Equation (P,)

In this subsection we will study the existence of a solution to the problem (P,) and the
continuous dependence of the solution with respect to the initial data in P".
Theorem 3.1 Let y >0, a > 0 and the distributional problem

ue C(R, P
(Pg) atU*Z,lLO‘%U‘F@CYu:U e F'
u(0)=feP.

then (P,) has a unique solution u € C'(R, P'). Furthermore, the solution depends
continuously on the initial data. That is, given f , f € P'such that f 2. f implies u () 2. u(#),
Vte R, where u, is solution of (P,) with initial data f, and u is solution of (P,) with initial data f.

Proof.- We have organized the proof as follows.

1. Suppose there exists u € C(R, P) satisfying (P,), then taking the Fourier transform
to the equation

O — ipdiu +iau = 0,
we get
0 = 00 —ip(ik)*a +iod = O+ ipk*i + iod,
which for each k € Zis an ODE with initial data d(k, 0) = f (k).

Thus, we propose an uncoupled system of homogeneous first-order ordinary

differential equations
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ie C(IR,S'(2))
() | dalk,t) + ipk?a(k,t) +iai(k,t) =0
w(k,0) = f(k) with f € §'(Z),
Vk € Zand we get
ik, t) = e~ e ()

from where we obtain the explicit expression of u, candidate for solution:

+oo +o0 R
ut) = 3 alk e, = S e et f(k)g, (3.1)
k=—oc k=—00
o ry —iuk?t —iat
= [(f(k)e Hte )keZ (3.2)
Since f€ P'then f € S(2). Thus, we affirm that

T —ipk?t _—iat !
(flk)emsteiot) € §'(2), Vi€ R. (3.3)

Indeed, let t € R, since f € S(2) then satisfies: 3C >0, AN € IN such that If (k) <
CIKIN, Yk € Z - {0}, using this we get

|F(k)e ¥ temiot] = | F(k)| | ¥4 [e7t| = | F(k)| < C|k|™ .
=1 =1
Then,

(Fryemteior) e 5'(2).

If we define

u(t) == [(f(k)e’i”kzte’i“t)kez}v , forallte R, (3.4)

we have that u(f) € P', VYt € R, since we apply the inverse Fourier transform to(f(k)
ewtgat) € S(2).

2. We will prove that u defined in (3.4) is solution of (P,).
Evaluating (3.2) at t = 0, we obtain

u0) = [(F),.,] =17 =r.

In addition, the following statements are verified.

a) d, u(t) = iwd? u(t) — iau(t) in P, Vt € R. That is, we will prove that the following
equality

t+h)—ul(t
ilirr(l)<w,w>:iu<aiu(t),tp>—m<u(t),tp>,V(,OEP

<Opult),p>=
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is satisfied, forall te R.
Indeed, lette R, ¢ € Pand h € R - {0}, we denote

Ih,t = w‘(p > .

Thus, we get

1
Iny = 5 {<ult+h),¢>—<u(t),y>}

h | n—+

— l{ lim < Z f —w!..z(n‘,+h) —za(£+f1.}q5k o>

k=—mn

_ 111[1 < Z f 7¢;.th 77.thq-)k @ >}

’n‘) o0
k=-n

n—-+too

n——+0oc h

—ipk?h ,—iah _ 1
= lim <« Z f(k ikt ot (P ‘ )Qk,g.o>

2 , €7i11k2hp—i():h. —1
= lim ,_‘“ et 2 — T < o>
> ik (T o

n—+4occ he——n _:,_/
=2mip(—Fk)
" ’71,(.115'2}; Ifiuh _
e R e B
k=-—n !
N G—?‘,;Lkzhe—iryh -1 ~
~ e 5 b (*,I Vw9
k=—oc
Let h >0, we have
—iuk®h _—iah b ks —iasy
e e —1:/[6“6}653
0
h o
— f (—ipk® — ia)e M sem108 g | (3.6)
0
Taking norm to equality (3.6) we obtain
- . h . - )
e—wkzhe—aah_ 1‘ < f {,U‘k'V 4 ‘Q’|}|€_wk25‘ |€—wzs| ds
0 =1 =1
; h
= {ulkl +Jal} [ ds
———
=h
= {ulk]* +|al}h. (3.7)
That is, from (3.7) we get
efi,u,thefiuh _
: < ulkf? + o (38)
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Note that (3.8) is valid for h € R —{0}.

Using the inequality (3.8) and that fe S(2) we obtain
+oo i it~ e*‘iuﬁheﬂ'o{h 1
> ) e e |@(—k)] ]h

S S —

k=—00 1 ]

oo e~ -
< X OISR {ulkl* + |af}

k=—o0

S RN+ ol S 1FEIEH)

k=—00

{u S kY 2B(k)] + fof Z [V B(= )}
=J

—k)
v
k=—oc0

k=—c0 —J
N+2 = N
—Cn S PR ol S MR < o0
J=—0oc

J=—00

since ¢ € S(2).
Using the Weierstrass M-Test, the series /, , is absolute and uniformly convergent.

Then we can take limit and get

feoo DAt ot oink?ho—iah _ |
fin e = 2 3 e e g iy {
:—iu‘.;cZ—icv

?'/-L 271_ Z f 7'&,{1]&‘? 7mttp( k’)kQ

k=—c

+oo - .
—ia2m Y f(k)e R leT M G(—k) .

k=—occ

(3.9)

Using (3.9) and that <T@, @ >=(-1)2<T, @ >=<T, ¢ >for ¢ € P, T e P’ we have

+C)0 - . . o
(miger 3 flkje et p(—k) R
N —

,lim I, =
h—0
k=—o00 R
=37 <P0k>

—ia2m Z f 'i“kzte’m P(—k)

k=—cc i -
=55 <P Pr>

{

+o0
S FRe e < o R
in . f(k)e ¢ L

h=mee (k)26

+m -~ - .
—ia Y f(k)ef“”kztefmt < @, Oy >

k=—o0

— 7“ Z f 75;1th 77,at< @s(fjk(Q) >

k=—00
=< ¢y >

+DC, -~ . .
—ia Y f(k)e e < oy >

k=—00

Capitulo 5
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+oo ) )
= iu Z f(k)ef“"‘k%(f“” < g, oD >
k=—occ

oo —~ . 2 .
—ia Y0 f(k)e M T <y >

k=—oc0

. . LI ikt o .
= dp lim 0 fk)e e < gy, ) >
k=—n
no - )
_ianlil}}oc Z f(k.)efwk to—iat - b, @ >
' k=—n

n
_ E.unll}j{loo < Z f(k)efmk-zte—maték:99(2) >
k=-—n

.
—iav T,L]I},lm < Z f(k)efitr.’the—mtd)k’(p >

k=—n

= i <ult),o? > —ia < ut),p > (3.10)
= ip < ult),p > —ia < u(t),p > .
Therefore,
<Ou(t),p> = ip<dut),p>—ia<ult),p>, Vec P, VtclR.
That is,
Au(t) = ipndu(t) —iccu(t) in P, VteRR.
b) u € C(R, P). That is, we will prove that
u(t + h) 2, u(t) when h —0, Vte IR.
In effect, let t € Rand ¢ € P, we will prove that
Hyp=<u(t+h)—u(t),o>—0, when h—0.

We know that if ¢ € Pthen ¢ € S(2). Using (3.5) we have
Hyp =21 Y f(k)e #kteiat (e_i“kzh’e_mh - 1) G(—k).
Let 0 <lhl <1, from (3.8) we get
e ¥¥temi e 1| < kP[] + fol|h] < plk + ol (3.10)

Using (3.11) and that f € S(2) we obtain

+oo

iy —ipuk? —icy —ipk?h _—ioh -~
S || [T e |em R e TOn — 1 | B(— k)|
k=—00 M v

=1 =1

+o0 .
:/)‘ +C‘C&| Z ‘lk'

+oo Na
<Cp Yo [RIYEB(
] —J k=—oc

k=—o00

B(h)
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+0o0
=Cu 3 "B+ Clal Z [71M18(1)] < o0

J=—oc J=—0c¢
since ¢ € S(2).
Using the Weierstrass M-Test we conclude that the series H,, converges absolute
and uniformly. Then it is possible to take limit and obtain

+o0
—21, —iy : —ipk?h  —ic
hmH,h—Zw > f(k ink?te tB(— k);alir(l){e 1k h—l}:O.

k=—00
=0

Since t € R was taken arbitrarily, then we can conclude that
ue C(R, P).
c) du € C(R, P). That is, we will prove that

Au(t + h) 2, Ou(t) when h — 0, Vt € R.
In effect, let t € Rand @ € P, using item a) we have

< du(t+h), o > — < Gu(t), ¢ >
=ip{< Pu(t + h), o > — < Pull), o >}
—m{<ul‘+h),y>—<u Ly >}
=ip{<u(t+h),o® > — <u(t),o® >}

—ta{<u(t+h),e :0—<u( t),p >} — 0 (3.12)

—0

when h — 0, since item b) is valid with ¢ € Pfor r=0, 2.
From b) and c) we have that ue C'(R, P) .
d) Now, if f 2. fwe will prove that:

un(t) 25 u(t), Vte R.

We know that if f 2. fthen fn ¥2) f, thatis
<fo—F€>—0 when n— too, Ve S(Z). (3.13)

For t € R fixed and arbitrary, we want to prove that
< u,(t), >—<u(t),y > whenn — +oo, VipeP.
Thus, let t € R be fixed and ¢ € P, using the generalized Parseval identity, we obtain

the following equalities:

<uy(t), > = 21 < (f,,,( ek 7"”)}‘_62,*@ > (3.14)

- Fo o—ink?t  —iat -
<u(t),yy > = 2w < (f(k)e e r)kez,'@) > . (3.15)
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From (3.14) and (3.15) we obtain:

< up(t), > — < ult), >

T ~ e =
=27 Z {fa(k) = f(E)} e " ety (k) — 0
—_—

k=—o0
Epi=

when n — +e, since § := (§),., € S(2) and (3.13) holds.
Corollary 3.1 Let y >0 and a >0, then the unique solution of (P,) is

4

bl

)ier

u(t) = ic f(k)efiukue—mték _ [(f(k)e*"“k%@*ﬁﬂ

k=—o0c

where ¢,(x) = &%, x € R.

3.2 Group of Operators in P’

In this subsection, we will introduce families of operators {Tu,a(t)}telﬁ in P, withpy >0
and a > 0; and we will prove that these operators are continuous in the weak sense and
satisfy the group properties.

For simplicity, we will denote this family of operators by {T ()}

Theorem 3.2 Let t € R, we define:
T): PP — P
vV
R FrLy,, —ipk?t  —iat !
;o= = |(Fwee=) e,

then the following statements are satisfied:
1.T(0) =1
2. T (1) is C - linear and continuous Yt € R. That is, for every t€ R, iff 2. fthen T
(Of L. T (Df.
3. T(t+nN=T{)oT(n,Vtrehm.
4. T(Hf 2. fwhent— 0, Vfe P.
That is, for each f € P'fixed, the following is satisfied
<TWHf,W>-——<f, > whent—0,VPYeP.
Proof.- Let fe P'then f € S(2). Then, from (3.3) we have

(f(k)e*i“"z‘c*“'”t)kez € S8'"(Z);

taking the inverse Fourier transform, we obtain

\%
T, —ipk?t  —iat /
[(f(k)e ) |er. viem.

=T()f

That is, T () is well defined for all t € R.
1. We easily obtain:
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10)f = [(fmge e, N = [(Fw), ] = (1 =1 wer.
2. Let t € R, we will prove that T (f) : P'— P'is C -linear. In effect, let a € € and (¢,
) € P'x P', we have
T +0) = [ e a0+ o'0),,]
(

_ [ o ink?t *"ﬁ 1169 (k) + ‘F(k)])keZ}

a (ﬁ_illkztﬁ_mﬁﬁ(k))kez + (e—p,f,k%e—mtw(k))kez}
. ~ v X N %
- [(e—mk%e—mt(p(m)kez} + {(e—wkite—mtw(k’))kez}
T(t)o+T(t)w
Now, for t € R we will prove that T (f) : P'— P'is continuous. That is, if f _£. fthen

we will prove that T (f)f, 2. T (f)f. Note that the case t = 0 is obvious. We know that if f 7.
fthen f;_s. f, that i,

< fo b >—< [.€>, whenn — 400, VE e S(Z).
That is,
<fo—f.€>—0, whenn— 400, VE€S(Z). (3.16)
We want to prove that:
<T)fu, ¥ >><T()f,) > when n — +oc, Vi€ P.

Thus, let t € R fixed and ¢ € P, using the generalized Parseval identity, we obtain

the following equalities

— . . v
< T(t)fm ) > < [(f”(k)e—mk%e—zat)kez] ) >

or < (Fu(k)e et >, (3.17)

keZ

TWfe> = < [(f(k)e**ﬂ*?fgmt)kez]V’.¢,>

o 7 —ipk?t —mzl‘
= 27 < (J(k)e ™ )iy ¥ > (3.18)
From (3.17) and (3.18) we get
T(t)futb > = <TQ@)f ¥ >
— o {< (ﬁ(k)efiukztefiat)kez 1; S < (f(k.)efiumtefmt)kez ’ @A) >}

{Zf ) - 35 fh -w“-mw(k)}

k=—oc k=—00
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+o0 N - =
=21 > {falk) — f(k)} e " e Y(k) — 0
k=—c0 ‘————z;:————‘

when n — +c, since & := (§,),_, € S(2) and (3.16) holds, that is < f; -1 § >—0 when

kezZ

n — +oo.

3. Let t, re R - {0}, we will prove that T(f) o T(r) = T (t+ r). In effect, let ¢ € P,

T(t + ?‘)(b [(Q/b\(k:)e—i#k?(t+r)e—m(t+r))

keZ]

"
[(&(k)ew?rcw o e ) ] . (3.19)
EL

—_————

Since ¢ € P', using (3.3) we hav'e that

(o(k)e~kre=ier) € §(2), ¥reR. (3.20)

)keZ
Then, taking the inverse Fourier transform, we get:

—~

v
! —iuk?r —iar ’
{(o(k)e uher )kez} P, VreR.
Thus, we define:
—~ - P v
gy = [(qb(k‘)e_w'k Tﬁ_m)kez] e P
That is,
g :=T(r)o. (3.21)

Taking the Fourier transform to g we get:

— __ (7 )—iy:kzr —iar
Iy = ((p(k)c e )keZ ,
that is,

Gr(k) = d(k)e ¥ remior ke 7. (3.22)

Using (3.22) in (3.19) and from (3.21) we have:

T(t+)p = |(Gke e
= T(t)g,

Tt)(T(r)o)

[T() o T())(¢), ¥t.r e R —{0}.

A
)ker| er

So we have proven,
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Tt+r)=T({)oT(r), Vt,r € R —{0}. (3.23)
If t=0 or r=0 then equality (3.23) is also true, with this we conclude the proof of
Tt+r)=T{t)oT(r), VtrelR. (3.24)
4. Let f € P, we will prove that:
T(t)f £, f whent — 0.
That is, we will prove that
Tt)f,p >—< f,p> whent—0, VpeP.

In effect, for te R—{0}and ¢ € P, we have

Hy = <T@)f,p>—<frp>
= nﬁg_lx{< S Fk)e ety o > < Z fk) e, >}
k=—n k=—n

= lim < Z Fk ( —ikttgiat _ )(f)k,cp >

n—+oc
k=—n

-  lim Z F(k) (e7wF et — 1) < gy, 0 >

n—»+3@
k=—n

= hm 2@ Z f ( ~iuk’t —iat 1) G(—k)
nohee k=—n
= or Z Fk) (e7 et — 1) a(—k). (3.25)
k=—oc

Since t € R - {0}, from (3.8) we get

e—i,uk%efiat ~1 )
; ‘ < ulk? + |af. (3.26)
From (3.26) we obtain
jemmk*teiot 1| < {ulk[* + [of}|t], Vte R. (3.27)
From (3.27) with 0 <1l <1, we have
|emk¥temiot 1| < plk|? + |a. (3.28)

Then using (3.28) and that f € P, we obtain

+0o0

> k)|t teiot — 1 |p(—

k=—o0
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+oc oo
sc{u S MRk + ol X kI |}

k=—o0 =7 k=—00 —~

J=—00 J=—00

J
+o0 Nt +o0 N
=Cqp Yo PR + el Y0 M@ ¢ < oo

since ¢ € S(2).
Using the Weierstrass M-Test we conclude that the H, series converges absolute and
uniformly. So,

+o0 ) ,
P_T}&Hr, = 27 Z .f(k)qﬁ(—k)%LmO{e_i“k te—zat_l}

k=—o0c

=0
= 0.

Thus, we have proved

%in& <Tt)f,op>=<f.p>.

Theorem 3.3 For each f € P'fixed and the family of operators {T (1)}, from Theorem
3.2, then the application
M: R — P
t — T)f

is continuous in B. That is,
Tt +h) f 25 T()f when h—0, ¥t € R. (3.29)

(is the continuity at t).
That is, (3.29) tell us that for each t € R fixed, the following is satisfied

<Tt+h)fth>—<T@E)f,¢0 >, when h—0, ViyeP.

And if t= 0, we have the continuity of M at 0, which is item 4) of Theorem 3.2.
Proof.- Let t € R — {0}, arbitrary fixed and f€ P'then g := T (t)f € P, using item 4) of
Theorem 3.2, we have that T (h)g-%. g when h — 0. That is,

T(h)(T(t)f) 7, T(t)f when h — 0,
————

=[T(h) o T(t)]f
_\,_/
=T(h+t)f
where we use item 3) of Theorem 3.2.
Remark 3.1 The results obtain in Theorems 3.2 and 3.3 are also valid for the family

of operators{S(1)},_., defined as

tem’

Sty: P — P
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fo— sbr= {(Giﬁkzteimlﬂk))kezr )

for t € R. lts proof is similar.

3.3 Version of Theorem 3.1 using the family {T ()}

tem

We improve the statement of theorem 3.1, using a family of weakly continuous
Operators {T ()},

Theorem 3.4 Let f€ P'and the family of operators{T (1)}, from Theorem 3.2, defining
u(f) .= T()f e P, Vte R, then u € C(R, P) is the unique solution of (P,). Furthermore, u
continuously depends on f. That is, given f, f€ P'with f P, fimplies u (f) 2. u(f), Vi€ R,
where u (1) := T ())f, YVt € R (thatis, u_ is a solution of (P,) with initial data f ).

Proof.- It is analogous to the proof of Theorem 3.1.

Corollary 3.2 Let f € P’ be fixed and the family of operators {T (1)}
3.4, then 3 J,T ()f, Vt € R and the mapping

«p Irom Theorem

n: R — P
t — OT(t)f =ind;T(t)f —iaT(t)f
is continuous at R. That is,
QT+ f =5 0T()f whenh—0, VieR. (3.30)
(3.30) tells us that for each t € R fixed, it holds:
<OT({t+h)fo>— <OT(t)f,p> whenh—0, YpeP.
Proof.- Indeed,
<oTt+h)f,o>— <TH)f, ¢ >
=ip{< BT(t+h)f, o >— < Tt f, p >}
—ia{<T(t+h)f,o>—<T{)f, ¢ >}
=iy < Tt +h)f,¢? > <T(t)f,¢® >}

—0
—ta{<T(t+h)f,o>—<T)f,¢p>} — 0

—0

when h — 0, due to Theorem 3.3 with ¢ := @Y € P, for J=0, 2.
Corollary 3.3 Let f € P' be fixed and the family of operators {T (1)}

3.4, then the solution of (P,): u(f) := T ()f, Vt € R, satisfies u € C'(R, P').
Proof.- It comes out as a consequence of Corollary 3.2.

g from Theorem

Remark 3.2 If the order of the equation is even and not multiple of four, we can
obtain similar results.
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41 CONCLUSIONS

In our study of the Schrédinger type homogeneous model in the periodic distributional
space P', we have obtained the following results:

1. We prove the existence, uniqueness of the solution of the problem (P,). Thus we
also prove the continuous dependence of the solution respect to the initial data.

2. We introduce families of operators in P {T (1)}, and we prove that they are
linear and weakly continuous in P. Furthermore, we proved that they form a group of
weakly continuous operators in P.

3. With the family of operators {T (1)}, ., we improve Theorem 3.1.

}IEIR

4. Finally, we must indicate that this study can be applied to other evolution equations
in P.
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ABSTRACT: In this article, we prove the
existence and uniqueness of the solution
of the Schrédinger equation in the periodic
distributional space P’ Furthermore, we
prove that the solution depends continuously
respect to the initial data in P Introducing
a family of weakly continuous operators,
we prove that this family is a semigroup
in P' Then, with this family of operators,
we get a fine version of the existence and
dependency continuous theorem obtained.
Finally, we give some remarks derived from
this study.
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11 INTRODUCTION

We know from [5], with m = 2, that
the Schrédinger equation

Data de aceite: 03/04/2023

up — ipdiu=0 € P (1.1)

with initial data in the periodic
distributional sapce: P', has a solution in P".
So we set up the model:

up — ipd?u = BPu € P’ (1.2)

with initial data in P, which we will
solve following the ideas of [4] and [5].

That is, we will prove that (1.2) has a
solution and that it is unique. Furthermore,
we will demonstrate that the solution
depends continuously with respect to the
initial data in P' considering the weak
convergence in P. And we will prove that
the introduced family of operators forms a
semigroup of weakly continuous operators.
Thus, with this family we will rewrite our
result in an elegant version.

Our article is organized as follows.
In section 2, we indicate the methodology
used and cite the references used. In
section 3, we put the results obtained from
our study. This section is divided into three
subsections. Thus, in 3.1 we prove that
the problem (P,) has a unique solution and
also demonstrate that the solution depends
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continuously with respect to the initial data. In subsection 3.2, we introduce families of
weakly continuous linear operators in P'that manage to form a semigroup. In subsection
3.3 we improve Theorem 3.1.

Finally, in section 4 we give the conclusions of this study.

21 METHODOLOGY

As theoretical framework in this article we use the references [1], [2], [3], [4] and
[5] for Fourier Theory in periodic distributional space, periodic Sobolev spaces, topological
vector spaces, weakly continuous operators and existence of solution of a distributional
differential equation.

31 MAIN RESULTS

The presentation of the results obtained has been organized in subsections and is
as follows.

3.1 Solution of the Schrédinger Equation (P,)

In this subsection we will study the existence of a solution to the problem (P,) and the
continuous dependence of the solution with respect to the initial data in P".
Theorem 3.1 Letu >0, B >0 and the distributional problem

u € C([0,400), P')
(Py) O — ipd*u = BPu € P’
u(0)=feP.

then (P,) has a unique solution u € C'((0, +w), P). Furthermore, the solution depends
continuously on the initial data. That is, given f, f € P'such that f 2. f P' implies u (t) 2.
u(t), Vt € [0, +0), where u, is solution of (P,) with initial data f, and u is solution of (P,) with
initial data f.

Proof.- We have organized the proof as follows.

1. Suppose there exists u € C([0, +w), P) satisfying (P,), then taking the Fourier
transform to the equation

O — ipdju = Bou,
we get
—Bk*0 = B(ik)* . = O — iu(ik)*i = Oyt + ipk’i,
which for each k € Zis an ODE with initial data d(k, 0) = f (k).

Thus, we propose an uncoupled system of homogeneous first-order ordinary
differential equations
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e C((0,+00),5"(%))
() | (k1) + ipka(k, t) = —Bk2a(k, 1)
a(k,0) = f(k) with f € S'(Z),

Vk € Zand we get
N A [OF

from where we obtain the explicit expression of u, candidate for solution:

“+co “+o00

uty = Y alkt)gy = Y e e f () gy (3.1)
k=—o00 k=—occ
= |[(Fwermres) (3.2)
Since f€ P'then f € S(2). Thus, we affirm that
(f(k)e_i“kgte_ﬁk%)kez €S(Z), vt>0. (3.3)

Indeed, let t = 0, since f€ S(2) then satisfies: 3C >0, AN € IN such that If ()| <
CIkIV, Yk € Z - {0}, using this we get

7 —iuk?t _—Bk2t| _ | 7 —ipk?t| _—pBk%t n —ipk?t) _ | F N
|f(R)e™* e PR = | f(R)e™ ™ e 70 < |f(R)] |e ™| = [f (k)| < Clk[™.

<1 =1
Then,
( f(k)e’“‘kgte’ﬁk%)kez eS'(2).
If we define
_ . v
u(t) = {( f(k)e—iﬂk‘te-ﬁm)kez] . foralli>0, (3.4)

we have that u(f) € P', Vi =0, since we apply the inverse Fourier transform to (f
(ke e S(2).

2. We will prove that u defined in (3.4) is solution of (P,).

Evaluating (3.2) at t = 0, we obtain

w0 = [(Fw),.,] =[7"= .

In addition, the following statements are verified.
a) d, u(f) = jwd? u(t) + B 2 u(t) in P, Vt=0. That is, we will prove that it is satisfied:
u(t+ h) — u(t)

lllir%< T,g@>=i/.a<3§u(t),t,p>+ﬂ<8§u(t),@>, Vo e P

<Bru(t) p>i=

andforall t=0.
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Indeed, let t >0, ¢ € Pand 0 <lhl <t, we denote

u(t +h) —u(t)

Iy, = 3 Lo >

Thus, we get
1
I, = E{< u(t+h), e >— <u(t),p >}

1
_ h{ lim < Z f —wk2 (t+h) —ﬁkg(t+h)¢5 0>

n—-+o0o ——n

— lim < > Flk)e mite=At g, o >}

n—4+o0 PR

_ h { 11m < Z f —mk%e—ﬁfc% (6—iuk2h6—ﬁk2h . 1) Br, >}

k=—n
—iuk?h ,—Bk>h
—ink?t —gK2t [ € e —1
:nkgloo<zf i teﬁt( - Pry o >
k=—n

n = . e—ip,kzhe—ﬁk2h —1
= i § 3 fle e (CERCEE ) o
ke —2n5(—k)

k=—n

—ipk?h ,—pBk*h
o . 71uk2t — Bkt e € —1) . —
= nETooQW{ > Tk ( h )‘P( k)}

—ipk?h ,—pk%h 1
P e e\

k=—o0

Let h >0, we have
h
omink?h—Bkh _ | _ f[efiukzsefﬁkﬁs}fds
0
h . 2 2\ —ipk?s —pk%s
= f(—z,uk: — Bk )e "M e ds .
0

Taking norm to equality (3.6) we obtain

h
—ipk?h ,—Bk*h 1 < [ k 2 k 2 —ipk?s| —Bk%s d
e e | < 0@|+m|}wﬂ e
2 2 h
= {ulkl? + Bk} [ ds
S——
=h

= {ulk|* + B|k[*}h.

That is, from (3.7) we get

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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< plk|* + Bk (3.8)

—mkzhe—ﬁk?h _

h

Using the inequality (3.8) and that fe S(2) we obtain
oo _ —ipkzhe—ﬁﬁczh_l
k e—i.[,Lth e—ﬁk’zt S(—k €
> |F)]] 1 K - |6(=k)] .

1&(=k){ulkl* + Bk}

k=—0c0

< kzw 7

= Z k)i|k|2+ﬁk; k)lI6(—k)[[k]*

{“ +§ K1Y 215 k)Hﬁ Z K[ 215(Zk)]

1 Z 7121 G()] + 8 Z 7121 3(J)]
J=—00

k=—o0
} <o

_ C{
J=—00

since ¢ € S(2).
Using the Weierstrass M-Test, the series |/, , is absolutely and uniformly convergent
—ipkho—pk*h _ | }

Then we can take limit and get
Ty, = 20 5. F(k)e #*e #G(— k) lm | ©
gLy = WZf( Je € ‘P(—)h{% n
k=—o00
=—ipk?— k2
: = 7 ik k%t = 2
= (—ip)2r 3 flk)e e PRIG(—k)k
k=—00
2 ink?t ,—Bk2t ~ 2
— 327 Z f(k)e Tk te =Bt S(f) k2 (3.9)
k=—o0
Using (8.9) andthat < T®, ¢ >= (-1)2< T, 9@ >=< T, 9@ >for ¢ € P, T € P, we have
. = ; ikt —Bk%t - 2
lim [, = (—ip)2r Y. f(k)e ™" e” S(—k) k
h—0 [, ——
=37 <>
X ipk*t —pk*t  ~ 2
— 32 Z flk)e e o(—k) k
e oo SN——
= <p,pp>
I ink?t  —Bk*t 2
= ip y, f(k)em " e <, —kgy >
ke — 0o ——
=(ik)> ¢

Capitulo 6
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+oo o, )
18 Y Flk)e e K < o k2 >
h\/—/

k=—00

=(ik)2op,
X2 —ipk?t  —pkt (2)
= i Z f(k)e e <@, o >
k= —oc0 S—
:<59(2):¢k>
=2 —ipk?t _—pk2t (2)
+8 Y f(R)e e <, >
b o ————
=<p(2) o>
+oo o 9
= ip Y fR)e e < g p® >
k=—0c0
R —ipk®t —pBk%t (2)
+8 Y0 f(R)e ™ e < gy, o) >
k=—00
_ Z‘U, 11111 Z f —zkate—ﬁth <¢)k799(2) >

0 L Z Flk)e et < gy @)

= ip lim < Z Fkye#hte g, o@ >

n—+oo
k=-n

+6 hm < Z F(k)e R te=BR g o2)

k=—n

= ip<u(t),e? > +8 < u(t), o > (3.10)

= ip < Oult),p > +8 < dult),o > .
Therefore,

<Ou(t),p> = ip<Put),p>+6<u(t),p >, VpeP, Vt>0.
That is,
du(t) = ipd>ult) + P u(t) in P, Vt>0.
b) u € C([0, +), P). That is, we will prove that
u(t +h) i’>u(t) when h — 0, Vi > 0.
In effect, let t >0 and ¢ € P, we will prove that
Hyp=<u(t+h)—u(t),p >—0, when h—0.

We know that if ¢ € Pthen ¢ € S(2). Using (3.5) we have

Mateméatica: O sujeito e o conhecimento matematico Capitulo 6

73



+oco
Hyp=2m > f(.’f)oef"""“zte*ﬂ‘l“z'f (eii“kzhe*ﬁkzh — 1) o(—k).

k=—cc

Let0 <h <1, form (3.8) we get
ek =B 3| < pu[k[?|h| + BR[R| < pulk[* + Blk|* (3.11)

Using (3.11) and that f € S(2) we obtain

+0o0

Do (k)| [ O |em e ]| p(—k)|
k=—o0c e <1
<Cu Y IRk +C8 Y NIk

k=—00 :,] k=—o0 :J

“+co “+oo
N+42| ~ N+2| =
=Cu 3 MBI +08 3 I PIE(I)] < oo
J=—o00 J=—00
since ¢ € S(2).
Using the Weierstrass M-Test we conclude that the series H,, converges absolutely
and uniformly. Then it is possible to take limit and obtain
T 2 2 2 2
okt =Rt 50 LY T —ipk?h ,—pBk2h _
hmch—27r > flk e &( k)’lllg%{e e 1} 0.

k=—o00

=0
Since t € R* was taken arbitrarily, then we can conclude that
ue C(o, ®), P).
c) du € C(R, P). That is, we will prove that
Oyu(t + h) £, Qu(t) when h — 0, Vi€ R".
In effect, let t € R* and ¢ € P, using item a) we have
< Ju(t+h), o > — < du(t),p >
=ip{< Pult +h),p>— < dut),p >}
+8{< Bu(t +h),p > — < Pult),p >}
=ip{<u(t+h),o? > — <u(t),o® >}

+8{<ult+h),o? > - <u(t),e® >} — 0 (3.12)

—0

when h — 0, since item b) is valid with ¢® € P.
From b) and c) we have that u € C'(R+, P) .
d) Now, if £ 7. fwe will prove that:
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un(t) 25 u(t), Vte RT.
We know that if f 7. fthen f S@F , thatis
< fo—f€>—0 when n— 4o0c, VEeS(Z). (3.13)
For t € R fixed and arbitrary, we want to prove that

< Up(t), Y >—<u(t),vy > whenn — +oo, Ve P.

Thus, let t € R* be fixed and Y € P, using the generalized Parseval identity, we obtain

the following equalities:

<up(t) > = 2r < (ﬁ(k)e"'”’“:zte‘ﬁm)kez,i > (3.14)
<u(t),y> = 2w < ( f(k)e*i“k%e*ﬁkzt)kez,@ﬂ > (3.15)
From (3.14) and (3.15) we obtain:
< up(t), v > — < u(t),y >
—on 3 (k) - F} PG () — 0
b e

when n — +e, since § := (§,),., € S(2) and (3.13) holds.
Corollary 3.1 Let y >0 and B >0, then the unique solution of (P,) is

b

ut)= 3o FKe e g, [(Frermemaee

k=—oc

)y

where ¢,(x) = €, x € R.
3.2 Semigroup of Operators in P’

Let’s remember that P'is the topological dual of P, where P is a complete metric
space.

In this subsection, we will introduce families of operators {Tuﬁ(t)h20 in P, withy >0
and B > 0; and we will prove that these operators are continuous in the weak sense and
satisfy the semigroup properties.

For simplicity, we will denote this family of operators by {T (#)}.,.

Theorem 3.2 Lett=0, y >0 and 3 >0, we define:
Tt): PP — P
\%
L n —ipk?t — Pkt /
;= T = |(Fe e e,
then the following statements are satisfied:
1.T(O) =1

2. T(1) is C - linear and continuous Vt= 0. That is, for every t=0, if f . fthen T (f)
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f 2 fT(Hf.
3.T({t+n=T({oT(,Vt r=0.
4. T(Hf-Ls fwhen t— 0+, Vfe P
That is, for each f € P'fixed, the following is satisfied
<TH)f,>—<fib>, whent— 0", VeP.

Proof.- Let fe P'then f € S(2). Then, from (3.3) we have
(F(kye ey € 8'(2);

taking the inverse Fourier transform, we obtain

keZ

T, —ipk2t  — 3kt v ’
(Fk)emmte )kEZ eP, Vt>0.

=T f

That is, T (f) is well defined for all t= 0.
1. We easily obtain:

T(0)f = {(f(k)e*iukg()e*ﬁkr"o)kez]v _ [(f(k;))kez i 7" =5 vrer.

2. Let t € R*, we will prove that T (f): P'— P'is C -linear. In effect, let o € € and (¢,
) € P'x P’ we have

\%
T(t)(ao+v) = [ﬂﬂi*“a¢+wwmhg]
= (e b + 00)),., |
. \
= [ ﬂ“k% e PGk ))kez + (efwkzte*ﬁkztl/)(k))kez}
\% N \%
= a|( W), |+ (e Iw),
= aT(t)p+T(t).
Now, for t € R* we will prove that T () : P'— P'is continuous. That is, if f 2. fwe will
prove that T ()f £, (t)f

We know that if f 2. f then f . f, that is,
<fm§'>—><f,§>, when n — +o00, V&€ S(Z2).
That is,
< fi—f,6>—0, whenn— 400, VEe S(Z). (3.16)
We want to prove that:

Tt) fr, >—=<T(t)f,¢ > whenn — +oc0, Vi P.
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Thus, let t € R* fixed and Y € P, using the generalized Parseval identity, we obtain

the following equalities
\
>
>, (3.17)

< T(t).fn,'(/) > = < {(ﬁ(k)e—mkzt@_ﬁk%)kez

_ e —ipk2t —Bk%t
= 2n< (fn(k)e e )k€Z

<TWf,> = < {(f(k)f“‘kztefﬂkzt)kez}v ¥ >

= or < (FR)e WY G (3.18)

kez
From (3.17) and (3.18) we get

<T@ fup> = <TM)f, 0>
— o {< (ﬁ(k)e-mmc-ﬁkﬂt)kez 7;5 S o« (f(k_)c—iuk%c—ﬂk?t)kez ’,Z >}

—27r{ S TR e - 3 f(k)e@‘“’*te"kz%??(k)}

k=—o00 k=—00

=27 f {fulk) — f(k)}e*w’*te*ﬁ“ti(k) — 0

k=
* Epi=

when n — +cw, since  := (€),, € S(2) and (3.16) holds, thatis < f, - f, £ >— 0 when

n— +0,

3. Let t, re R, we will prove that T (f) o T(r) = T (t+ 1. In effect, let ¢ € P,

T(t+r)p

Iy —ipk?(t4r) ,— Bk (t+r)
(Bueenerien)

v
l:(w‘e—mk%e—ﬁk?z)k Z] . (3.19)
€

Since ¢ € P', using (3.3) we hav'e that

(o(k)e™ " =) € §'(Z), Vre0,+o0). (3.20)

)keZ
Then, taking the inverse Fourier transform, we get:
~ . 2 2 v
{(qb(k)e‘“"“ re=k T)kez] eP, Vrel0,+oo).
Thus, we define:
gr = [((E(/ﬂ)e’i"’“zTe*/”"Qr) ]V er.
keZ

That is,
g-:=T(r)o. (3.21)
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H,

Taking the Fourier transform to g we get:

—~ _ (Z —ipk?r —pBk*r
Gr = (d(k)e Hire )
that is,
Gi(k) = d(k)e 1k re=0Wr ke 7. (3.22)
Using (3.22) in (3.19) and from (3.21) we have:
ink?t ,—Pk2t v /
_ — — i -
Tt+r)p = |:(g7~(k’)€ e )kez] epP
= T(t)g,
= T(t)(T(r)o)

= [T({t)oT(r)|(¢), ¥Vt,reR".
So we have proven,
T({t+7r)=T(t)oT(r), Vt,r € R". (3.23)

If t=0 or r=0 then equality (3.23) is also true, with this we conclude the proof of

Tt+r)=T@{)oT(r), Vt,re€][0,+00). (3.24)
4. Let f€ P, we will prove that:

T#)f 25 f when t — 0",
That is, we will prove that
<T{)f, o >—< f, o> whent =07, VpeP.

In effect, for t >0 and @ € P, we have

= <THt)f,o>—<f.p>

= lim {< Zn: f(k)e_wkzte_ﬁkzt(bk,go > — < z”: ]?(k)cbk,%o >}

oo k=—n k=-n

= lim < > f(k) (e_i“kQ"e_ﬂkzt — 1) O, p >

n—+o0o

k=—n
= 3T () <
= lim 27 37 f(k) (e7 45 0e M — 1) G(—k)
k=—n
Foo - ; 2 2
= 2m Y (k) (e e R - 1) (k). (3.25)
k=—o0

Since t >0, from (3.7) we get
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ek 1] < (kP + Bk (3.26)
From (3.26) we obtain
e e 1] < (kP + BIRPYE . VE € [0, +00). (3:27)
From (3.27) with 0 <t <1, we have
ekt 0% 1| < K2 + BIKP (3.28)

Then using (3.28) and that f € P, we obtain

S IR |e e 1| p(—k)
+o0 too

gc{u > M PIBR) 8 Y lkIN”iﬂcﬁ)'}
k=—0c0 —J k=—00 =J

+o0 +00
=CSu > YPle)+8 > [IVPen)] p < o
J=—00 J=—00
since ¢ € S(2).
Using the Weierstrass M-Test we conclude that the H, series converges absolutely
and uniformly. So,

lim Ht = 27 Z f(k-)@(_k) tgﬁ{e—iuk%e—ﬁk% o 1}

t—0+

=0

Thus, we have proved
tgr& <Tt)f,p>=<f,o>.
Theorem 3.3 For each f € P'fixed and the family of operators {T (1)} _, from Theorem
3.2, then the application
¢:[0,400) — F
t — T()f

is continuous in [0, +w). That is,

T(t+h)f 25 T(t)f when h — 0, Vt € [0, +00). (3.29)

(is the continuity at t).
That is, (3.29) tell us that for each t € (0, +) fixed, the following is satisfied

<Tt+h)f,>—<T{)f,tp>, when h—0, Vi € P.

If t=0, we have the continuity of ¢ at 0 on the right, which is item 4) of Theorem 3.2.
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Proof.- Let t > 0, arbitrary fixed, then g := T ()f € P, using item 4) of Theorem 3.2,
we have that T (h)g -£. g when h— 0*. That s,
Th)(T@®)f) -2 T(t)f when h — 0",
——
=[T(h) o T(t)|f
————
=T(h+t)f

where we use item 3) of Theorem 3.2. With this we have proved that

T(t+h) f 25 T(t)f when h — 0%, Vt € (0, +00). (3.30)
Now, we will prove that T (t+ v)f 2. T (f)f when v — 0-. That is, we will demonstrate
<T@t —=h)f,p>—<T{t)f,¢o> whenh— 0", VpeP. (3.31)
In effect, for t>h>0and ¢ € P, we have
Ly = <T(t— h)f, >—<Tt)f, o>

=< Y et e g >}

k=—

_ lim < Z f(k, —ipk>t 7,8kzt( ipk2h /Sk: h _ 1) (’bk’(p =~

n—-4o00

k=—n
— 111;1:1 Z f(k/' 71,wkt 7ﬂk2 ( iukzheﬂkzh o 1) < ¢k7‘;p >
— 11r+n o Z f *”Lkzte*ﬂk?t (ei“kzheﬁkzh — 1) 2(—k)
= or Z Fl)e ke Rt (iR he O — 1) B(—k). (3.32)
k=—00

In the series (3.32), we need to delimit the expression e*2he*2h - 1. So, we have

h
GHRRh BRPR /[e(wk2+ﬁk2)s];d8
0

h
(ipk? + Bk?) f R +0KDs g (3.33)
0

Taking norm to equality (3.33) and using: [ e®?< ds < e®"h for h >0, we obtain

h 2
liphk® + ﬂk2|/ eBks s
0

|eiuk2heﬁk2h 1] <
2
< {ulk + BlRPYTON - R
< {ulkf + Bk} PO" (3.31)
whenever 0 <h < 1.
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Using inequality (3.34) and e®2+" <1 for 0 < h < twith h << 1, we have

+00
S k)l

R 1] [p(—k)|

k=—c0
oo 9
< 3 FRNe D Ll + Bk} B(—k)|
k=—00
+oo =
< 3 FWNG=R) {ulkl? + 51k}
k=—00
< Z |F(R)||B(—F)| |k + 3 Z (—k)||&[?
k=—00 k=—o0
+00 +oc
_C{u SR Ie(=k)+8 Y Ik'N”@(k‘)}
k=—o00 k=—00

+o0 oo
<C {u > IR +8 3 !JN”IsE(J)I} < oo (3.35)
J=—00 J=—0c

since ¢ € S(2).

Using the Weierstrass M-Test e obtain that the series L, , is absolutely and uniformly
convergent.

Then, we can take limit and get:

llm Ln,=2m Z f _“‘kzi 0K Jim {ei“kzheﬁkgh — 1} p(—k) =0,

k=—oc0 h—0+

=0

with this (3.31) is proved.
From (3.30) and (3.31) we conclude that

T(t+h)f L5 T()f when h — 0, Vit € (0,+00). (3.36)
Remark 3.1 The results obtain in Theorems 3.2 and 3.3 are also valid for the family

of operators {S(1)},, defined as
Sit)y: P — P
\
L ipk?t _—Bk*t 7
;o= sof = [ w), |

fort € [0, +w0). Its proof is similar.
3.3 Version of Theorem 3.1 using the family {7 ()},

We improve the statement of theorem 3.1, using a family of weakly continuous
Operators {T (1)},

Theorem 3.4 Let f € P' and the family of operators {T ()}, from Theorem 3.2,
defining u(f) := T ())f € P’, Vt € [0, +c0), then u € C([0, +w), P is the unique solution of (P,).
Furthermore, u continuously depends on f. That is, given f, f € P'with f _F. f implies u, (1)

Matematica: O sujeito e o conhecimento matematico Capitulo 6

81



. u(t), Vt € [0, +0), where u () := T ()f, YVt € [0, +o0) (that is, u_is a solution of (P,) with
initial data f ).
Proof.- It is analogous to the proof of Theorem 3.1.
Corollary 3.2 Let f € P' be fixed and the family of operators {T (1)}_, from Theorem
3.4, then 3 4T ()f, Vi€ (0, +0) and the mapping
n: (0,400) — P
t — OT)f =ipd;T()f + BET)f
is continuous at (0, +o). That is,
OT(t+h)f L5 0T (t)f when h — 0, Vit e (0,+00). (3.37)
(3.37) tells us that for each t € (0, +) fixed, it holds:
<OT(Ht+h)f,p>— <TH)f, o> whenh—0, VeoeP.
Proof.- Indeed,
<OTH+h)f,p>— <dTW)[f,p >
= ip{< BTt +h)f, o> — < BT(t)f, 0 >}
+{< BTt +h)f, 0> — < PT(t)f, 0 >}
=ip{< Tt +h)f, P >— <T@t f % >}

—0
+H{< T +h) [ > - <T(t)f,¢® >} — 0

—0

when h — 0, due to Theorem 3.3 with ¢ := @@ € P.

Corollary 3.3 Let f € P' be fixed and the family of operators {T (1)}_, from Theorem
3.4, then the solution of (P,): u(f):= T ()f, Vi € [0, +c), satisfies u € C'((0, +o), P).

Proof.- It comes out as a consequence of Corollary 3.2.

Remark 3.2 We can generalize this study to the even case not multiple of four,

obtaining analogous results.

41 CONCLUSIONS
In our study of the Schrédinger equation in the periodic distributional space P', for the
case (P,) we have obtained the following results:
1. We prove the existence, uniqueness of the solution of the problem (P,). Thus we

also prove the continuous dependence of the solution respect to the initial data.

2. We introduce families of operators in P:{T (1)} , and we prove that they are linear
and weakly continuous in P. Furthermore, we proved that they form a semigroup of
weakly continuous operators in P.
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3. With the family of operators {T (1)}, we improve Theorem 3.1.

4. Finally, we must indicate that this study (or technique) can be applied to other
evolution equations in P.
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