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PREFACIO

A otimizagcdo, como o préprio nome sugere, oferece mecanismos
numéricos que permitem obter a solugdo 6tima de um problema. Isto €, a partir
de uma busca sistematica do espacgo de respostas, os algoritmos de otimizagéo
retornam as condigbes admissiveis que conduzem a extragdo do melhor
rendimento possivel de uma determinada medida de desempenho. Nesse
contexto, é razoavel afirmar, portanto, que a otimizagéo representa a esséncia
da engenharia e, por essa razéo, deveria fazer parte do escopo formativo de

todo engenheiro.

Por outro lado, para estimar a solugdo que fard o melhor uso dos
recursos disponiveis, é necessario identificar as variaveis que governam o
comportamento do sistema e como elas se relacionam para, somente entao, ser
possivel delimitar a fronteira que qualifica uma solugdo como factivel ou néo.
Muitas dessas variaveis envolvidas nos problemas de engenharia possuem, no
entanto, natureza aleatoria, tornando essa estimativa ainda mais complexa. Por
exemplo, imaginem que, ao projetar a laje que compde o piso de um edificio,
sera necessario quantificar o peso e a posi¢éo das pessoas e moveis que sobre
ela transitardo durante toda vida Gtil da construgdo. E um dado absolutamente
variavel, concordam? Nesses casos, torna-se necessario abstrair o problema
em um modelo e, sobre ele, aplicar uma analise de confiabilidade que, por
meio de ferramentas estatisticas, projete valores que possuem probabilidade
relativamente baixa de, ao longo do tempo, serem ultrapassados no seu sentido

desfavoravel.

E notavel, portanto, a relevante contribuicdo desta obra que mergulha em
temas caros para constru¢do da engenharia na sua mais pura esséncia. A partir
de exemplos simples e uma construgao textual sem firulas, os autores destacam
o potencial de emprego pratico desses conceitos e que, embora tenham base
matematica relativamente complexa, notadamente ndo s&o bichos de sete-
cabecas. Os autores apresentam uma grata assertividade no equilibrio entre

robustez teorica e simplicidade.

Eric Mateus Fernandes Bezerra
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APRESENTACAO

Diversos problemas das Ciéncias e Engenharias ndo podem ser
apropriadamente analisados no contexto deterministico devido a incerteza
e aleatoriedade de seus parametros. Nestes casos, torna-se necessaria uma
andlise probabilistica, que considera parametros como variaveis aleatorias,
permitindo, assim, uma modelagem mais representativa em diversas situacoes.
Um problema de grande interesse nas engenharias € aquele da Anélise de
Confiabilidade, no qual busca-se estimar a probabilidade de ocorréncia de

eventos indesejados, ou probabilidade de falha.

Por outro lado, nos projetos de Engenharia, a busca por um projeto
que atenda a todos os requisitos normativos (de seguranca, conforto e pleno
funcionamento), e com um menor custo para o cliente, pode ser alcancado

através de técnicas e softwares de otimizagéo.

Assim, este livro, Otimizacao e Confiabilidade aplicadas a Engenharia,
visa ajudar e estimular o estudante e o profissional de Engenharia na busca por
um projeto cada vez mais eficiente (do ponto de vista da seguranga, conforto
e bom funcionamento do mesmo) e cada vez mais barato (do ponto de vista
financeiro). Com isso, conceitos sobre estatistica, confiabilidade e otimizagéao,
assim como suas aplicacdes nos problemas de Engenharia, sdo apresentados

nesta obra.

Os Autores
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CAPITULO 1

ESTATISTICA

1.1 INTRODUCAO

O uso do termo estatistica como uma ciéncia que caracteriza um ramo da
matematica aplicada é recente no que condiz a sua histéria de emprego pelo homem.
Evidéncias demonstram sua primeira aplicagdo no século XVIII pelo aleméo Gottfried
Achenwall, porém, ha indicios de que ainda no século XVII foi proposta por Schmeitzel
na Universidade de Lena. De origem latina, a palavra estatistica deriva de status que esta
diretamente relacionada ao estudo do estado, tendo em vista seu uso para auxiliar o Estado

na realizacédo de censos e consequentes tomadas de decisdes (ANDRADE, 2008).

Ao longo dos anos, os conceitos e aplicagbes da estatistica foram sendo
aprofundados e hoje sé&o utilizados nas mais variadas areas da sociedade. Segundo Mann
(2015), a estatistica pode ser definida como “a ciéncia que corresponde a coletar, analisar,
apresentar e interpretar dados, bem como tomar decisées com base nessas analises”. O
uso dessa ciéncia auxiliou em grandes avangos na sociedade. Foram decisbes baseadas
em estudos estatisticos que contribuiram, por exemplo, para o milagre industrial japonés no

século XX, o que o tornou uma das maiores economias do mundo (WALPOLE et al., 2009).

No século XX, as portas de um mundo em plena globalizagdo se abriram a novas
metodologias, e a busca por melhores resultados fez com que universidades e empresas
dos setores publico e privado aderissem a estatistica, que hoje, juntamente com o avanco
das tecnologias, tem proporcionado a solugéo e investigacao de problemas nunca antes
explicados. Atualmente, em diversos ramos da engenharia, a estatistica é aplicada como
ferramenta de otimizacdo de processos e controle de producéo, auxiliando na diminuicéo
de custo e desperdicio, aumento de qualidade, reducéo de impactos ambientais, entre

tantas outras medidas que fomentam o desenvolvimento da nossa sociedade.

Essa integralizagcéo da estatistica a nossa vida cotidiana reforga a importancia de ter
conhecimento acerca dessa area. E extremamente necessario analisar e tomar decisdes
diante de informagbes que se apresentam dominantemente através de estatisticas.
Diante disso, na primeira parte deste livro sdo apresentados conceitos essenciais sobre
a estatistica e sua aplicacédo através de tépicos indispensaveis para compreensao béasica

dessa ciéncia.

Antes de adentrar nesses tépicos é importante entender que a estatistica, assim
como tantos outros campos do conhecimento, apresenta uma diviséo classica entre tedrica
e aplicada. Essas duas expressodes falam por si 0 que significam. A estatistica teorica &

aquela voltada para o estudo do conjunto de regras e leis que comprovam os teoremas

Estatistica



estatisticos. Ja a estatistica aplicada esta focada no emprego desses teoremas para a

resolucao dos problemas da vida real (MANN, 2015).

A estatistica aplicada pode ser ainda dividida em duas grandes areas: estatistica
descritiva e estatistica inferencial. A estatistica descritiva é bastante usada quando
possuimos muitos dados e para ajudar na sua compreensao aplicamos técnicas que visam
resumi-los, descrevé-los e apresenta-los. Dentre essas técnicas podemos citar as medidas
de tendéncia central e de disperséo. Por outro lado, quando nao pode ser feito um estudo de
toda a populacéo e faz-se necessario o uso de amostras menores para analises e tomadas
de decisbes, dizemos fratar-se da estatistica inferencial (GONCALVES, 2010; MANN,
2015). No decorrer deste capitulo faremos uma breve descri¢éo e explicagéo dos conceitos
essenciais e basicos relacionados a Estatistica, sendo aprofundado, principalmente

matematicamente, nos capitulos seguintes.

1.2. TIPOS DE AMOSTRAGEM

Antes de falar sobre os tipos de amostragens é necessario discutir e compreender
dois conceitos importantes quando se trata de estatistica: populacdo e amostra. Essas
palavras ja foram citadas anteriormente ao se referir a estatistica inferencial. Mas vocé ja

parou para pensar sobre esses conceitos na estatistica?

A maneira mais facil de compreender esses conceitos é por meio de um exemplo.
Digamos, entéo, que um grupo de engenheiros ambientais pretendem fazer uma pesquisa
para determinar a quantidade de espécies de plantas existentes no estado da Paraiba,
que possui aproximadamente 56.5 mil quildmetros quadrados, o equivalente a 0.66% do
territorio nacional. E evidente que seria praticamente impossivel verificar todas as plantas
presentes nessa area, sendo assim, para facilitar o trabalho, os engenheiros selecionaram
estrategicamente algumas cidades pertencentes ao estado para serem suas areas de
estudo, locais onde analisaram as plantas e a partir delas determinaram a quantidade de
espécies existentes na Paraiba. Veja abaixo, na Figura 1, a delimitagcdo do estado e as

cidades selecionadas pelos engenheiros.

Figura 1 - Estado da Paraiba.
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Agora, analisando o exemplo anterior e a imagem, fica facil compreender os
conceitos de populacdo e amostra. A populacdo s&o todas as espécies de plantas
existentes na Paraiba, isto é, tudo o que se pretende estudar e que se encontra dentro
da delimitagcéo do estado. Ja a amostra sdo apenas as espécies de plantas presentes nas
cidades selecionadas, ou seja, que realmente sdo estudadas e que sdo representadas

pelas areas pintadas da figura.

Resumidamente, Mann (2015) define populacdo como “todos os elementos —
individuos, itens ou objetos — cujas caracteristicas estejam sendo estudadas’, ja amostra

€ “uma parcela da populagao selecionada para fins de estudo”.

Examinar toda a populagédo seria o ideal, pois favorece resultados extremamente
representativos, mas, nem sempre isso sera possivel. Sendo assim, a definicdo da amostra
€ uma etapa de grande importancia da pesquisa, pois ela € quem define a validade dos
dados obtidos. Entao, para nos ajudar na escolha das amostras utilizamos técnicas de

amostragem presentes na literatura.

A amostragem pode ser dividida em dois tipos: probabilistica e ndo probabilistica. A
diferenca entre elas esta exatamente em como ocorre a sele¢cdo. Enquanto na amostragem
probabilistica os elementos sé@o selecionados aleatoriamente, sem nenhuma influéncia
do pesquisador, na amostragem nao probabilistica a selecédo depende de uma andlise do
pesquisador, que sera responsavel pela escolha dos elementos que melhor compdem a
amostra. Dentro desses dois grupos maiores de amostragem temos ainda subdivisées
caracterizadas por técnicas especificas na definicdo de amostras. Na Figura 2 temos um

resumo no qual trazemos as principais técnicas de amostragem.

Aleatoria
Simples
_—_ Aleatoria
Probabilisticas Estratificada
' Sistemitica
Tipos de
Amostragem ] .
Conveniencia
Nifto Intencional
Probabilisticas
Quotas

Figura 2 - Tipos de amostragem.
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1.2.1. Amostragens Probabilisticas

Muitas pesquisas utilizam técnicas de amostragem probabilisticas e sempre que
possivel é interessante utiliza-las para se prevenir, uma vez que todas as escolhas néo se
basearam em cunho pessoal, mas sim na aplicacdo de métodos com regras bem definidas.
Vejamos, entdo, um pouco mais sobre as trés técnicas de amostragem probabilistica:

I.  Amostragem Aleatéria Simples

Essa técnica de amostragem € também chamada de casual e é equivalente a um
sorteio lotérico, ou seja, um sorteio justo em que todos os componentes da populagéo tém

probabilidade igual de serem selecionados para a amostra.

Basicamente a sua aplicacdo consiste em enumerar todos os componentes da
populagéo (de 1 a n) e sortear, dentre eles, uma quantidade X de nimeros que constituirdo
a amostra. Para a realizagao do sorteio pode ser utilizada a Tabela de Numeros Aleatorios,
que possui os algarismos de 0 a 9 distribuidos aleatoriamente nas linhas e colunas, ou um

programa de computador, de maneira bem mais rapida.

Il.  Amostragem Aleatoria Estratificada

Como o proprio nome sugere, nessa técnica leva-se em consideracdo a existéncia
de estratos, ou seja, subdivisdes que podem existir dentro da populagdo. E necessario,
portanto, que os estratos sejam adequadamente representados, especificando a quantidade

de elementos de cada um que ira compor a amostra.

Ill.  Amostragem Sistematica

A amostragem sistematica é caracterizada por uma listagem ordenada, ou seja,
a selecao depende de um sistema preestabelecido que garante uma certa regra entre
elementos que compdem a amostra. Basicamente € feita a escolha do primeiro componente
(o ponto de partida) e a partir dele, seguindo um critério de espagamento (obtido pela divisao
da populacéo pela amostra), determina-se os demais. H4, portanto, uma dependéncia de

probabilidades.

1.2.2. Amostragens Nao Probabilisticas

Nem sempre & possivel um acesso total a populagdo e como consequéncia nao
€ garantida uma probabilidade ou chance de certo elemento compor a amostra. Nesses
casos, em vez de usar as técnicas de amostragem probabilistica, usamos técnicas de

amostragem n&o probabilistica, como por conveniéncia, intencional e quotas.

. Conveniéncia

A amostragem por conveniéncia € muito utilizada em pesquisas exploratorias
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para obter informagbes de maneira rapida e barata através de um publico acessivel.
Um bom exemplo sdo as pesquisas de teste de produtos em supermercados, nas quais
os participantes sdo recrutados sem critérios e voluntariamente de acordo com a sua

disponibilidade.

Il.  Intencional

A amostragem intencional é feita exclusivamente pela escolha do pesquisador.
Diante de um certo objetivo, ele ird selecionar, com base simplesmente em sua opinido,
elementos que melhor representam a populagdo. Em uma pesquisa de mercado automotivo,
por exemplo, para langamento de novo modelo, o pesquisador ira escolher para fazer parte

da amostra pessoas que tem condigdo financeira de adquiri-lo.

Ill.  Quotas

A amostragem em quotas baseia-se na divisdo da populacdo em grupos, porém,
ndo ha sorteio na selecdo dos elementos que compdem as amostras de cada grupo.
Sendo assim, podemos dizer que essa técnica depende de escolhas do pesquisador,
que, entretanto, leva em consideracdo as proporcionalidades dos grupos divididos para
selecionar cotas representativas como amostras. O exemplo mais comum de sua aplicagédo

€ nas pesquisas de opinido politica.

1.3. TIPOS DE VARIAVEIS

As caracteristicas a serem estudadas de uma populagdo ou amostra, que podem
assumir diferentes valores para cada elemento, sdo classificadas como variaveis.
Escolaridade, sexo, altura, idade, cor da pele, nimero de filhos, renda, numero de acidentes
e pre¢o séo exemplos de variaveis. Como o préprio nome sugere, variavel indica algo que

néo é constante, que pode ter varios valores/significados.
As variaveis podem ser distribuidas em dois grupos: qualitativa e quantitativa.
Podem ainda serem subdivididas em ordinais, nominais, discretas e continuas, como é

apresentado na Figura 3. Além destas, existe ainda as variaveis aleatorias, explicadas em

seguida.

Ordinais
Qualitativas

Nominais

Tipos de Variaveis

Discretas
Quantitativas

Continuas

Figura 3 - Tipos de variaveis.
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1.3.1. Variaveis Qualitativas

As variaveis qualitativas ndo sao expressas através de nimeros, mas sim com base
nas qualidades dos elementos em estudo. Elas séo definidas através de categorias que
denotam caracteristicas dos componentes presentes nas amostras e populacdes. Além da
classificacao em ordinais e nominais, essas variaveis podem ser divididas em dicotdmicas
(duas categorias) ou politdmicas (trés ou mais categorias).

. Variaveis ordinais

Sao aquelas que possuem naturalmente uma ordenacéo entre as categorias, logo,
além de ndo numéricas, possuem uma ideia intrinseca de hierarquizagdo. Exemplos de
variaveis ordinais sdo: nivel social (baixo, médio, elevado), grau de parentesco (pais, irmaos,
avos, tios, primos), grau de satisfacdo com produtos (insatisfeito, pouco satisfeito, satisfeito

e muito satisfeito) e estagio da vida (infancia, adolescéncia, idade adulta e velhice).
Il.  Variaveis nominais

Sao aquelas que ndo possuem nenhum ordenamento entre as categorias,
diferenciando-as apenas pela denominagcdo. Exemplos de variaveis nominais séo: sexo
(masculino e feminino), cor dos olhos (castanhos, pretos, verdes, azuis), estado civil

(solteiro, casado, separado, divorciado ou vilvo), religido e profissédo.

1.3.2. Variaveis Quantitativas

As variaveis quantitativas sdo numericamente mensuraveis, ou seja, representadas
por numeros, que podem definir uma contagem ou medi¢do, podendo ser discretas ou
continuas.

| — Variaveis discretas

Sao aquelas que possuem valores contaveis. Elas estdo associadas a valores fixos
e/ou de numeros inteiros. Exemplos de variaveis discretas sdo: numero de filhos, nUmero
de automoOveis, quantidade de animais de estimacdo, nUmero de acidentes, nimero de

nascimentos, nimero de mortes anuais, quantidade de alunos etc.

Il — Variaveis continuas

Sao aquelas que, apesar de representadas por nUmeros, ndo podem ser contadas,
pois podem assumir infinitos valores. Elas podem assumir qualquer valor dentro de um
intervalo, ou seja, estdo associadas a todos os numeros reais. Exemplos de variaveis
continuas sao: tempo para realizar uma caminhada, velocidade de automéveis, a altura
de pessoas, pressao arterial, salério, peso de produtos alimenticios, situacdes onde sédo

consideradas varias casas decimais no seu valor etc.
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1.3.3. Variaveis Aleatorias

Se possuirem probabilidades associadas a sua ocorréncia, as variaveis podem ser
definidas como variaveis aleatérias. Um exemplo tipico é o langamento de uma moeda
honesta varias vezes com o objetivo de observar a face voltada para cima. Nesse caso

pode haver ocorréncias de cara ou coroa, tudo aleatoriamente e sem manipulacgéo.

A variavel aleatoria (VA) € uma fungdo que associa cada elemento do espaco
amostral a um numero. Ela pode ser classificada em discreta ou continua. Sera discreta se
assumir um conjunto de valores enumeraveis (como o0 nimero de caras em um langamento
de duas moedas), e sera continua se assumir um conjunto de valores ndo enumeraveis,
mas representada por um numero infinito de valores dentro de certo intervalo, seja ele finito
ou infinito (como o intervalo de tempo entre chegadas em uma corrida de Férmula 1). No

proximo capitulo sera feita uma nova abordagem sobre essas variaveis.

1.4. MEDIA, MEDIANA E MODA

Uma forma de facilitar a compreensao dos dados de uma pesquisa € resumindo, e
para isso podemos utilizar as medidas de posicao ou de tendéncia central, que sintetizam
0s resultados apresentando um valor em torno do qual os dados se concentram. Iremos
apresentar aqui as trés medidas de tendéncia central mais empregadas: média, mediana

e moda.

1.4.1. Média

A média é a medida de tendéncia central mais utilizada, ndo apenas por ser o
conceito mais simples da estatistica, mas por ter uma grande aplicacdo cotidiana. Ela
fornece facilmente um indicador, um valor tipico, que pode representar um conjunto de
dados, além de ser a base para o calculo de outras medidas (MAGINA et al., 2010). A média
amostral é representada por X ou u e pode ser calculada através da Equacao 1:

n
¥ = ixl )

n
Na qual:

X: € a média simples (ou aritmética, neste caso);
X;: sdo todos os valores que compdem a amostra; e
n: € o tamanho da amostra.

Ao se tratar da média populacional é utilizada a mesma equagéo, basta substituir x

por y e npor N.
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Sendo assim, pode-se dizer que a média é a divisédo da soma de todos os valores
que compdem a amostra/populacéo pelo numero de valores componentes do conjunto.
Entretanto, a férmula anterior s6 é aplicavel para quando temos informacdes de cada
membro da amostra/populacéo (dados néo agrupados), e se os dados sdo apresentados
na forma de uma tabela de distribuicdo de frequéncia (dados agrupados) € utilizada a
seguinte expressao:

i L 1 Xi fL )

Na qual: -1 fl
X: € a média ponderada;
X;: € o ponto médio da classe i; e

fi representa a frequéncia absoluta da classe i (nUmero de observag¢des que compde
a classe);

Quando trabalhamos com a populacéo utilizamos y em vez de x. Vejamos dois
exemplos para entendermos essa diferenca.

Exemplo 1.1 (Média de dados nao agrupados):

Em uma empresa de construgéo civil que possui 50 funcionarios com idade de 20 a
60 anos, foram selecionadas como amostra 10 pessoas para realizacdo de uma pesquisa
interna de satisfagdo. A seguir sdo apresentadas as idades de cada participante:

44 52 23 27 35 45 51 33 40 25

Determine a média de idade dos participantes.

Solucéo:

Para resolver esse problema utilizaremos a Equagédo 1 (média simples) ja que os

dados néo sdo agrupados. Como estamos trabalhando com uma amostra, n=10, entao

n
_ i=1%i
Xr=——

n
_44+452+23+27+35+45+51+33+40+25

_375_375
=g = 375 anos

Portanto, a média de idade dos funcionarios selecionados é de 37.5 anos, 0 que

=l

corresponde a 37 anos e 6 meses.

Estatistica



Exemplo 1.2 (Média de dados agrupados):
Tomemos como base a mesma empresa do exemplo anterior € que a pesquisa
foi realizada com todos os seus 50 funcionarios. A seguir encontra-se uma tabela com o

agrupamento das idades dos funcionarios:

Idade dos Frequéncia absoluta
funcionarios
20+30 12
30+40 21
40+50 1
50+ 60 6

Tabela 1 - Distribuicdo da frequéncia da idade dos funcionéarios da empresa.

Determine a média de idade dos funcionarios.

Solucao:

Nesse exemplo, por se tratar de dados agrupados, deve ser utilizada a Equacgéo 2
(média ponderada). Como se trata de toda a populacdo, para representar a média utiliza-
se u. Na tabela anterior j4 estdo presentes todos os valores de f; (12, 21, 11 e 6), sendo
necessario determinar o ponto médio de cada classe (x;), por exemplo para x;.

20430

X1 = 2 25

Foi determinado que x;=25. Fazendo o mesmo com os demais intervalos obtém-se
35, 45 e 55 para x5, y; € yo, respectivamente. Com todos os dados prontos, basta substituir

na Equacao 2:
Yi=1%i fi

ie1 fi

(25x12) + (35 x21) + (45 x 11) + (55 x 6)
N 12 +21+11+6

L= S0 - 37.2 anos

Dessa forma, a média de idade dos funcionarios € de 37.2 anos, ou seja,

aproximadamente 37 anos e 3 meses.

1.4.2. Mediana
A mediana corresponde ao valor central de um conjunto de dados ordenados em
ordem crescente. A posicao desse valor é dada por:

(n+1)
P=-——

©)
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Na qual:

P: é a posicao do elemento central; e
n: € o numero de elementos.

E uma definicido de facil compreensdo, mas sempre gera divida quando nos
referimos a um nimero par de dados. Ao se tratar de um numero impar de dados é simples
definir a mediana, pois basta colocar todos os dados em ordem crescente e pegar o valor
central, que sempre sera um Unico valor. Porém, quando o niUmero de dados é par, sempre
havera dois valores centrais, e nesse caso ndo da para pegar os dois, sendo necessario
fazer a média desses valores. Bussab e Morettin (2010), definem a mediana Md para uma

dada variavel X da seguinte forma:

Paran impar: Md(X) = X(n_+1) (4)
Z

NORRCE)
2

Paran par: Md(X) = (5)

Vocé deve ter percebido que sé é possivel seguir os passos definidos anteriormente
caso os dados ndo estejam agrupados. Entéo, de acordo com Tavares (2011), para um

problema em que temos os dados agrupados, utilizamos a seguinte Equacéo:

Md = li + (n/2) _fantac] % c
fmed
Na qual:
Ii: limite inferior da classe mediana;
n: numero total de elementos;
fantac: frequéncia acumulada anterior & classe mediana;

fmed: frequéncia absoluta da classe mediana; e

c: amplitude da classe mediana.

Exemplo 1.3 (Mediana de dados n&o agrupados):

Tomaremos como base a situagéo do Exemplo 1.1. A partir dos dados de idades dos

funcionarios participantes da pesquisa, pede-se para determinar a mediana.
Solucéo:
Primeiramente todos os dados de idades séo colocados em ordem crescente:
23 25 27 33 35 40 44 45 51 52

Como vemos, trata-se de um nimero par de dados. Entao, inicialmente determina-

Estatistica

10



se os dois valores centrais, por meio de suas posicoes.

@ = ey =5

Os valores centrais sao, portanto, o quinto e o sexto valor da sequéncia em ordem

crescente: 35 e 40. Basta agora determinar a mediana:

354+40 75
= ——+—=—=137.5anos

Md > >

Exemplo 1.4 (Mediana de dados agrupados):

Tomemos como base a situagdo do Exemplo 1.2. Considerando a Tabela 1 de
frequéncia de idades dos funcionarios da empresa, determine a mediana.

Solucao:

Primeiramente, sabendo que n= 50, é definida a classe mediana:

P:(50+1)

=255
2

O elemento central estd na 25.5% posigdo, o que corresponde a segunda classe.

Portanto, a classe mediana é: (30 + 40). A partir desse dado sédo obtidos:

+  [i= 30 (limite inferior da classe mediana);

*  fantac= 12 (0 acumulado da frequéncia anterior a classe mediana);

° fmeq= 21 (frequéncia absoluta da classe mediana);

+  ¢=40-30= 10 (amplitude da classe mediana).

+  Substitui tudo na Equagéo 6 e determina:
(50/2) — 12

Md = 30
25

] X 10 = 36.19 anos

1.4.3. Moda

A moda, representada por Mo, corresponde ao valor ou valores que aparecem
com mais frequéncia em um conjunto de dados. No caso de dados nédo agrupados basta
selecionar os que mais se repetem. Para a moda de um conjunto de dados existem trés
possiveis resultados: amodal (ndo possui moda), unimodal (possui apenas uma moda) ou

multimodal (possui mais de uma moda).

Para dados agrupados, existe alguns métodos que permitem obter a moda. Um
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deles é o método de Czuber, que de acordo com Tavares (2011) pode ser definido a partir

da seguinte Equacgéao:

dq

MO:Li+mXC (7)

Na qual:
L;: limite inferior da classe modal;
d;: diferenca entre a frequéncia da classe modal e a imediatamente anterior;
d,: diferenca entre a frequéncia da classe modal e a imediatamente posterior; e

c: amplitude da classe modal.

Exemplo 1.5 (Moda de dados ndo agrupados):

Tomaremos como base a situacdo do Exemplo 1.1. Use os dados de idades

disponibilizados e determine a moda.
Solucéo:
Como trata-se de dados ndo agrupados, € muito simples determinar a moda, basta
colocar os dados em ordem e pegar o valor que aparece mais vezes.
23 25 27 33 35 40 44 45 51 52

O conjunto de numeros acima sao os dados do Exemplo 1.1 em ordem crescente. Ao
analisa-los, constata-se que nenhum valor se repete, portanto, € uma distribuicao amodal,

pois ndo existe nenhum valor que ocorre com maior frequéncia.

Exemplo 1.6 (Moda de dados agrupados):

Tomaremos como base o Exemplo 1.2. Use agora a Tabela 1 de distribuicdo de

frequéncia das idades e determine a moda.

Solucéo:

Como esse problema apresenta dados agrupados, para determinar a moda deve ser
utilizado o método de Czuber, Equacao 7.

Para aplicacdo desse método, o primeiro passo € definir a classe modal. A classe
modal € aquela que apresenta maior frequéncia, entéo, para esse exemplo, ela corresponde
a classe 2, com frequéncia igual a 21. A partir desse dado séo determinados:

» L= 30 (limite inferior da classe modal);

+ dy=21-12 =9 (diferenca entre a frequéncia da classe modal e a imediata-
mente anterior);
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+  do=21-11 =10 (diferenca entre a frequéncia da classe modal e a imediata-
mente posterior);

*  ¢=40-30= 10 (amplitude da classe modal).

Substituindo tudo na Equacgéao 7 obtém-se:

9
Mo =30+ 9+—10 X 10 = 34.74 anos

1.4.4. Média, Moda e Mediana de Variaveis Aleatérias

Como ja foi visto, as variaveis aleatorias se diferem por estarem associadas a
probabilidades e se caracterizarem como fun¢do. Devido a isso, para obtencdo de medidas
de posigéo para essas variaveis sdo necessarios mais alguns conhecimentos. Sendo assim,
nesse topico iremos destacar como obter medidas de posicdo para variaveis aleatérias

discretas e continuas.

. Variaveis Aleatérias Discretas

Em uma VA cada valor esta ligado a uma probabilidade. Para uma variavel aleatéria
discreta, essa probabilidade é atribuida através de uma fungdo denominada fungéo de
probabilidade, que para uma dada variavel aleatoria X é representada por p(x). Essa funcéo
densidade de probabilidade deve obedecer aos seguintes critérios:

*  P[X=x;]=p(x;) : A probabilidade P[]de X = x; é igual a p(x;);

- 0Osp(x)=<1: A probabilidade de ocorréncia de cada valor deve estar entre 0 (0%)
e 1(100%);

+  >p(xy)=1:Asoma de todas as probabilidades € igual a 1 (100%).

+ Essa p(x) é importante para a obtencdo do valor esperado ou esperanca de
uma variavel aleatéria discreta, que pode ser representada por py ou E[X]. A
esperanca representa o valor médio esperado de um conjunto de repeticoes,
podendo ser interpretada como uma média de todos os valores ponderada pela
probabilidade de ocorréncia de cada um. Pode ser obtida através da seguinte
equacao:

E[X] = ) x.p(x) ®
xeD

Na qual:

ETX]: esperanca ou valor esperado da VA discreta X;

X: valores assumidos pela VA no conjunto de possibilidades D; e
p(x): probabilidade associada a cada valor da VA.

A mediana (Md) de uma variavel aleatéria discreta é o valor que acumula 50% da
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probabilidade, ou seja, que divide a distribuicdo em duas partes iguais. Logo, a probabilidade
de X ser menor que Md € igual a probabilidade de X ser maior que Md. J4 a moda (Mo) é o

valor de X que possui maior probabilidade.

Exemplo 1.7:

Considere X uma variavel aleatéria discreta que representa o numero de resultados
cara (C) para o langamento de duas moedas equilibradas. Determine o valor esperado para

a variavel aleatéria X, sua moda e mediana.
Solugao:
Primeiro determina-se os possiveis resultados ao langar as moedas. Convencionando
C para cara e R para coroa, pode-se obter:
RR RC CR CC

Portanto, dentro de um conjunto de 4 possiveis resultados, a variavel aleatéria X
(quantidade de caras), pode nao aparecer, pode aparecer 1 vez ou pode aparecer 2 vezes.

Com esses dados pode ser montada uma tabela com a distribuicdo de probabilidade:

X Frequéncia p(X;) p(X;) acumulada
0 1 1/4 1/4
1 2 2/4 3/4
2 1 1/4 1
Total 4 1 -

Tabela 2 - Distribuicdo de probabilidade da Variavel Aleatéria discreta X.

Tendo os dados, para obter a esperanca basta substituir na Equacéo 8:

EX] = 0xt41x2t2xsat
=0y 4 4

Sendo assim, € esperado que se obtenha pelo menos 1 cara.

Com os valores da variavel X em ordem crescente, observando a probabilidade
acumulada na quarta coluna da Tabela 2, conclui-se que o valor que acumula 50% da
probabilidade é o 1. Logo:

Md =1

A moda é o ponto de maior probabilidade. Pela coluna 3 da tabela vemos que o

ponto com maior probabilidade também é o 1, que corresponde a 2/4. Logo:

Mo =1
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Il — Esperanca e Valor Médio de Variaveis Aleatérias Continuas

Assim como as variaveis aleatorias discretas, as variaveis aleatoérias continuas estao
associadas a uma probabilidade definida através da fungcédo densidade de probabilidade
fdp, que para uma dada variavel aleatéria X também sera representada por f(x). Como ja
foi discutido nesse capitulo, uma VA continua pode assumir um numero infinito de valores,
portanto, ndo é enumeravel. Sendo assim, para trabalharmos com esse tipo de variavel
precisamos fazer a aplicacdo de métodos de integracdo. No proximo capitulo, que tratara

do tema confiabilidade, o conceito de fdp para VA continua sera aprofundado.

A priori, é importante saber que a f(x) de uma VA continua é uma fungcdo néo
negativa, que possui area total delimitada pela curva igual a 1 e que atribui probabilidades
a intervalos de valores, uma vez que pode possuir infinitos valores em um mesmo ponto.

A esperanca p ou E[X] de uma VA X continua representa o valor médio esperado
dentro de um numero infinito de valores. O seu céalculo também esta associado a fdp e pode

ser obtido através da seguinte equacao:

E[X] = ijxf(x)dx 9)

Na qual:
E[X]: esperanca da VA continua;

J(x): fdp da VA continua.

A mediana (Md) de uma VA continua, assim como de uma VA discreta, é o ponto
que divide a distribuicdo igualmente, ou seja, f(Md)= 0.5 = 50%. Podemos obté-la
através da seguinte equacéo:

Md
F(x)dx = 0.5 = 50% (10)

—Co

Ja a moda (Mo) corresponde ao valor mais provavel da variavel aleatéria continua,
ou seja, ocorre no valor maximo de f(x). Logo, para obter a moda basta determinar o valor
maximo da funcdo densidade de probabilidade. Devemos realizar 0s seguintes passos

(semelhante a encontrar um ponto de maximo/minimo):

Determina a f' (x);
Calcula o valor de x fazendo F' (x) = 0;
Obtém f" (x) em relacgéo a x.

Se f" (x)< 0, x € ponto de maximo e caracteriza-se como a moda.
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Exemplo 1.8:

Seja a fungéo abaixo uma fdp:

5x% para—1<x<0
0, caso contrario

fe =1

Determine o valor esperado de x.
Solucgao:

Basta realizar o célculo da esperanca através da Equagéo 9:

E[X] = [Ox.5x4dx = 5f0x5dx

e -1
x°]° 5

E[X]=5 [Z]_l =g[06 —=10)°]

5
E[X]=—2

1.5. VARIANCIA E DESVIO PADRAO

As medidas de posicao estudadas anteriormente sdo muito importantes na
representacdo simplificada de dados, porém, elas ndo dao informacgdes suficientes para
compreender a distribuicdo deles, sendo necesséarias as medidas de dispersdo para a
caracterizagcdo completa. Em alguns casos, podem ocorrer de amostras ou populagcbes
diferentes possuirem a mesma média, porém, apresentarem distribuicdo dos dados muito
discrepantes. Isso ocorre em virtude da variagdo desses dados, de como estédo dispostos

em torno da média.

Veja a Figura 4 com duas curvas simplesmente ilustrativas, correspondentes a duas
diferentes populagdes. Independentemente de escalas, vemos que as duas curvas séao
centradas na mesma posi¢do no eixo horizontal. Como sédo simétricas, isso garante que
nesse ponto esta a média, portanto, elas possuem médias iguais. Entretanto, é evidente
a diferenca entre elas, enquanto a curva 1 é alta e curta, a curva 2 € baixa e larga. Isso
demonstra que os dados componentes de cada amostra ndo séo iguais e estao dispostos de
forma diferente em torno da média, levando a conclusdo de que podem existir distribuicbes

com médias iguais, porém, irdo variar conforme os intervalos de disperséao.

Estatistica

16



H=p2

Figura 4 - Curvas com médias iguais e desvios padrdes diferentes.

1.5.1. Variancia e Desvio Padrao

Uma forma de verificar essa dispersao € através da variancia e do desvio padrdo. A
variancia corresponde a um Unico nimero que representa a dispersao dos dados em torno
da média. A verificagdo dessa disperséo baseia-se na subtragdo de cada componente do
conjunto com a média, seja de toda populagéo ou de uma amostra. Porém, em um conjunto
de dados existem valores maiores e menores que a média, como consequéncia havera

desvios negativos e positivos que se anulam quando somados.

Como a variancia corresponde a um Unico valor, necessitamos realizar o somatério
para que haja representatividade. Entdo, para solucionar o impasse da soma nula,
efetuamos a soma do quadrado dos desvios. Dividindo a soma pelo nUmero de componentes
populacionais chegamos a formula basica para o célculo da variancia populacional (o2 )
que para dados x ndo agrupados é dada por:

2
, Xlx—p)
g =———
N

Para dados agrupados multiplicamos pela frequéncia acumulada fa:

(11)

2
2 Z(x_l'l) Xfa (12)
gf =
N
Podemos obter a variancia para uma amostra (S?) com uma féormula semelhante,
que se diferencia por considerar um grau de liberdade (n -7), tendo em vista que para o
célculo da variancia é necessario determinar primeiramente a média. O calculo para uma

amostra de dados ndo agrupados é feito através da férmula:
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_ -0 (13)

52
n—1

Para uma amostra de dados agrupados multiplicamos pela frequéncia:

_ LG —x)?xfa

32
n—1

(14)

O fato de a variancia ser calculada utilizando o quadrado dos desvios acaba
fornecendo um valor com uma divergéncia que pode se distanciar muito da realidade. Para
dados com muitas casas decimais fica dificil a compreensédo. Como solugdo para isso
tem o desvio padrédo, que ¢é definido como a raiz quadrada da variancia. Abaixo tem-se as

formulas para o calculo do desvio padrédo populacional (o) e amostral (S).

o= o 5
S =.s2 (16)

Tanto a variancia como o desvio padréo sdo importantes e seus resultados podem
ser facilmente interpretados. Valores de variancia e desvio padrao grandes indicam que os
dados do conjunto se encontram dispersos em uma maior amplitude em torno da média,

enquanto valores menores indicam uma dispersdo mais proéxima da média.

Exemplo 1.9:

Calcule a variancia e o desvio padréo da situacado do Exemplo 1.1, em que a amostra

de 10 funcionarios possui as seguintes idades:
44 52 23 27 35 45 51 33 40 25
Solucéo:
Na solucdo do Exemplo 1.1, ja calculamos a média que corresponde a 37.5 anos.

Primeiro calcula a variancia. Como se trata de uma amostra de dados ndo agrupados

utilizaremos a Equagéo 11:

(44 — 37.5)% + (52 — 37.5)2 + (23 — 37.5)% + (27 — 37.5)% + (35 — 37.5)2
_ +(45 — 37.5)% + (51 — 37.5) + (33 — 37.5) + (40 — 37.5)% + (25 — 37.5)?
- 10-1
$2 =111.17 anos?

SZ

Para o calculo do desvio padrao basta tirar a raiz quadrada do valor encontrado:

S =+111.17 = 10.54 anos
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Exemplo 1.10:
Calcule a variancia e o desvio padréo para a situagcao do Exemplo 1.2.
Solucgao:
Na solucéo do Exemplo 1.2, ja foi calculada a média, que corresponde a 37.2 anos.
Primeiro deve ser calculada a variancia. Como se trata da popula¢gdo com dados
agrupados utiliza-se a Equacéo 12:
[(25 —37.2)? x 12] + [(35 — 37.2)? x 21]
o= +[(45 — 37.2)% x 11] + [(55 — 37.2)? x 6]

50
g% = 89.16 anos?

Para o célculo do desvio padréo basta tirar a raiz quadrada do valor encontrado:

g =v89.16 = 9.44 anos

1.5.2. Variancia e Desvio Padrao de Variaveis Aleatorias

As variaveis aleatérias também podem ser caracterizadas por um valor que
represente a sua dispersao em torno do valor esperado. Entéo, para medir a variabilidade
de uma amostra de variaveis aleatorias, seja discreta ou continua, calculamos a variancia

e o desvio padrao.

Se X é uma variavel aleatéria com esperancga dada por E[X], temos que a variancia

0? ou V[X] de uma variavel aleatoria discreta é definida por:

VIX] = ) (¢~ EIXD)? p(x) = E[CX - E[X])]

D (17)

= E[X?] - E[X]?
Em que:

V[X]: variancia da VA discreta;

E[X]: esperanca da VA discreta;

E[X?): esperanca da VA discreta ao quadrado;

X: valores assumidos pela VA no conjunto de possibilidades D;
p(x): probabilidade associada a cada valor x da VA

De forma semelhante, a variancia de uma variavel aleatoria continua é definida por:

VIX] =f_ (x — E[X])?. f(x)dx (18)
= E[X?] - E[X]?
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Em que:

E[X]: esperanca da VA continua;

E[X?]: esperanca da VA continua ao quadrado;
X: variavel aleatoria continua;

f(x): fdp da VA continua.

Para ambas as variaveis, o desvio padrao, representado por o,, é obtido através da

raiz quadrada da variancia:

g, =+ V[X] (19)

Exemplo 1.11:

Calcular a variancia e o desvio padréao para as situagoes do Exemplo 1.7 e Exemplo
1.8, correspondentes a variaveis aleatorias discretas e continuas, respectivamente.

Solugao:

Primeiro vamos calcular para o Exemplo 1.7. Calculado anteriormente, o valor

esperado para a variavel aleatéria X € de 1 Cara. Com essa informacéo e os dados da

Tabela 2, obtém-se a variancia substituindo na Equacgéo 17:

1 2 1
— (e V2 L (1 —1V2 s L (7 —1)\2 v _
V[X] = (0 1)x4+u 1)x4+@ 1)><4
VX —1+0+1—1
X1=73 4 2

Com o valor da variancia, basta tirar a raiz quadrada e obtemos o desvio padrao:

1 5
O, = |[-=%

2 7

Agora calcularemos para o Exemplo 1.8. Amédia da variavel aleatéria continua ja foi

calculada e é de -5/6. Para obter a variancia utiliza-se a Equagao 18. Primeiro calcula E[X?].

Ewﬂ=f

—1

0 0

x%.5xtdx = SJ’ x%dx
-1

S

Ewﬂzsb

0
5
_ 27 _r_1\7
] =07~ (-1)7]
-1
5
21 — —
A variancia sera:

2
mﬂzqu—Ewrzg—G%)ziizam
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Por fim, pode-se encontrar o valor do desvio padrao calculando a raiz quadrada da

variancia:

5
= |2 =0141
%= 1252

1.6. EXERCICIOS

1. Analise as situagbes abaixo e diga quais técnicas de amostragem probabilistica
vocé utilizaria na obtencéo das amostras.

a. Selecionar 20 pecas entre 100 para verificacao de falhas.

Selecionar 10% dos alunos do sexo masculino e do sexo feminino entre 360
alunos matriculados em uma escola.

2. O concreto armado é um material amplamente utilizado em todo o mundo
para a construcao de estruturas. Ele & confeccionado basicamente por dois
materiais: concreto simples e aco. Sdo componentes bastante distintos e por
isso possuem diferentes deformagdes quando solicitados por carregamentos
externos. Baseado nisso, Fernandes (1996) em estudo acerca das deformagdes
do concreto e do comportamento de vigas submetidas a flexdo simples,
analisou amostras de pecas de concreto e aco e obteve experimentalmente,
para diversos carregamentos, as seguintes deformacdes para os dois materiais:

Forca (KN) Deformacoées Deformacoes
Experimentais do Experimentais do
concreto () aco (g0)
2.16 17.00 16.50
3.95 32.75 33.21
6.00 51.50 57.36
7.95 75.25 112.00
9.95 102.75 185.50
12.00 133.25 265.64
13.95 169.50 353.21
16.00 210.75 44514
18.00 252.25 529.93
20.00 298.50 621.86
22.00 345.50 713.86
25.00 404.25 833.43
30.00 509.75 1048.50
35.00 618.50 1257.21
39.95 734.75 1461.57
45.00 852.50 1665.71
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50.00 980.00 1871.07
55.00 1119.50 2081.00

Tabela 3 - Forgas x Deformagbes: 7010.

Determine a média e a mediana amostral para as deformagdes do concreto e
do aco.

O que podemos afirmar a respeito da moda para ambos os materiais?

Utilizando os mesmos dados da questao anterior, calcule a variancia e o desvio
padréo para as deformacgdes do concreto e do aco.

O estudo da pluviosidade é muito importante para analisar disponibilidade
hidrica e prever possiveis situagdes criticas relacionadas a agua. Santos (2016)
em pesquisa acerca da climatologia da pluviosidade na bacia hidrogréfica do Rio
Paranaiba, analisou através de dados disponibilizados pela Agéncia Nacional
das Aguas, a variabilidade mensal da pluviosidade de 22 postos pluviométricos
localizados em municipios nessa bacia. Na tabela abaixo encontram-se os
dados para 5 desses municipios.

Municipio | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago | Set | Out | Nov | Dez

Ituiutaba | 261 | 192 | 175 | 76 31 14 11 14 51 122 | 177 | 257

Jatai 247 | 209 | 231 | 119 | 45 15 10 22 62 | 118 | 214 | 245
Itaja 293 | 192 | 202 | 92 52 22 16 16 63 | 129 | 163 | 250
Aporé 301 | 244 | 259 | 108 | 48 23 16 24 75 | 138 | 200 | 243
Brasilia 221 | 195 | 206 | 133 | 32 6 7 15 51 161 | 240 | 252

Tabela 4 - Média mensal da precipitagdo (mm) em postos pluviométricos da Bacia do Paranaiba

o9

o

Determine a média de precipitacdo anual de cada um dos 5 municipios.
Determine a precipitacdo mediana de Jatai e Aporé.
Qual a moda da precipitagdo em cada um dos municipios?

Agora analisando os meses, qual deles possui a maior média de precipitagao?

Utilizando os dados da questdo anterior, calcule a variancia e o desvio
padrdo para as precipitagdes de todas as cidades. Qual delas possui a maior
variabilidade de precipitacdes?

Em estudo do desenvolvimento do sistema radicular da parte aérea do feijoeiro
comum, Moreira (2004) analisou o teor de fésforo presente no tecido da parte
aérea de plantas de feijdo submetidas a diferentes tratamentos, obtendo, para
primeira repeticéo, os seguintes valores em g.kg-1:

43 14 48 34 40 41

Determine a média.
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Determine a variancia e o desvio padrao.

Um engenheiro diagnostico, ao realizar uma vistoria em uma obra muito antiga,
encontrou diversas manifestagoes patologicas. Entre as manifestagcbes mais
recorrentes estavam as aberturas. Para contabilizar essas aberturas ele as
dividiu em classes, diferenciando-as de acordo com as espessuras em mm. Na
tabela abaixo temos as classes e as frequéncias absolutas (Qualquer abertura
acima de 10 mm é considerada brecha, mas como nao foi encontrada nenhuma
acima de 15 mm, entéo definiu-se esse como o valor maximo da dltima classe).

Anomalias Aberturas (mm) Frequéncia absoluta
Fissura 0+0.5 20
Trinca 0.5+1.5 24
Rachadura 1.5+5.0 10
Fenda 5.0+10.0 5
Brecha 10.0+15.0 1

Tabela 5 - Aberturas encontradas na vistoria.

Determine a média, moda e mediana.

Determine a variancia e o desvio padréo.

Mil (1000) reservatorios de agua domiciliar passaram por processo de
descontaminacado através da cloragdo, método caracterizado pela adicao de
cloro (Cl2) na agua. Os reservatérios recebiam uma dose controlada de cloro
e ap6s uma semana passavam por novos testes. Caso ainda apresentassem
um grau elevado de contaminagéo, recebiam outra dose. Ao fim de 4 semanas
foram considerados descontaminados. Considerando o nimero de doses de
cloro uma variavel aleatéria discreta X, obteve-se a seguinte distribuicéo:

Doses de cloro (X) 1 2 3 4
Freq. 234 380 207 179
p(x) 0.234 0.380 0.207 0.179

Tabela 6 - Doses de cloro e frequéncia de descontaminagao.
Com os dados acima, determine a média, a variancia e o desvio padrdo para a
variavel aleatéria discreta X.
Considere que a variavel aleatoria X tem a seguinte fdp:

f(x):{—8x3+4x+1, —1<x<0
0, caso contrario

Calcule a esperancga, a variancia e o desvio padrao dessa variavel aleatéria.
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10. A proporgéo de argila em um solo pode ser considerada uma variavel aleatéria
X, com fungdo densidade de probabilidade:

) = {20x3 — 20x1, 0<x<1
0, caso contrario

Determine:

a. Aesperanca
b. Amoda

c. Avariancia e o desvio padrao
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CAPITULO 2

CONFIABILIDADE

2.1. INTRODUCAO

Para a engenharia, a confiabilidade esta ligada aos diversos fatores que oferecem
seguranca a um projeto. Desse modo, tanto estruturas quanto elementos estruturais sao
desempenhados a partir de determinadas funcées que cumprem o papel de proporcionar
confiabilidade a obra envolvendo a vida util do projeto, adequada seguranga e economia na
construgéo (BECK, 2019).

Com isso, toda e qualquer questdo possui fatores e medidas que séo aleatorias e
podem ser otimizadas para obtencdo de um rendimento 6timo em condic¢des favoraveis, ou

seja, € possivel aprimorar elementos e potencializa-los para o melhor resultado existente.

O método do indice de confiabilidade envolve as variaveis incertas expressas na
média (ou valor esperado), desvio padrao e uma medida de correlagéo (ou como pode ser
conhecida de fungéo objetivo que relaciona as variaveis para desempenhar o papel sobre

as distribuicbes probabilisticas), e assim, obter a probabilidade de falha.

Em contrapartida, s@o utilizados métodos mais difundidos para o célculo da
confiabilidade e probabilidade de falha, amplamente conhecido como Simulagéo de Monte

Carlo.

Neste capitulo, serdo apresentados conceitos relacionados ao espago amostral,
funcbes de densidade probabilistica para variaveis discretas e continuas e, por fim,

mostrado o céalculo da probabilidade de falha pela Simulagéo de Monte Carlo.

2.2, ESPACO AMOSTRAL

De maneira geral, espagco amostral € o conjunto de dados obtidos do resultado
de experimentos aleatorios que sdo enumerados de forma légica. Esse entédo, devendo
compreender todos os resultados da experiéncia sem haver ambiguidade dos elementos

levantados.

No que cabe a forma légica do espago amostral, este deve ser listado de modo que
néo haja elementos repetitivos e que sejam dispostos de maneira detalhada suficiente para
atender aos interesses desejados, omitindo resultados, que embora possiveis, ndo causem

consequéncias na andlise.

Como consta em Albuquerque, Fortes e Finamore (2018), € necessario que se
faca uma definicdo do modelo matematico que esteja sendo trabalhado, de maneira que o

espaco amostral seja detalhado até o necessario e seja compacto de forma a néo restringir
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nenhum dado importante.

Como exemplo simples, o experimento de jogar uma moeda para cima, sera possivel
obter dois resultados: cara ou coroa. Logo, o espago amostral € contemplado por Q ={cara,

coroa}.

De acordo com Walpole et al. (2009), o espaco amostral pode ser subdividido
em dois grandes grupos quando contém um nudmero finito ou uma sequéncia infinita de
possibilidades com numeros inteiros, sendo denominado por espaco amostral discreto,
0 outro conjunto consequentemente composto por um nimero de infinitas possibilidades,

adequando desse modo os numeros fracionados, conhecido por espago amostral continuo.

2.3 VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

2.3.1 Funcao densidade de probabilidade
A fungéo densidade de probabilidade (fdp) ou funcao massa de probabilidade (fmp)

analisa a probabilidade exata de uma variavel aleatoria X acontecer durante a realizacédo
de um experimento. Como exemplo podemos pensar no langamento de um dado, onde se

pode enumerar todos os possiveis resultados e assim aplicar a fdp.

Exemplo 2.1: Suponha que em um supermercado existe duas marcas distintas que

sé@o concorrentes. Seja entéo:

1, Marca A
A= {0, Marca B

Se a cada cliente que compra o produto apenas 30% compram a Marca “A”. A fdp

p de X sera:
p(0) = P[X = 0] = P|proximo cliente compra Marca B]
=07
p(1) = P[X = 1] = P[proximo cliente compra Marca A]
=03

p(x) =P[X=x]=0,sex #0oul.

A Figura 5 a seguir contém o gréfico da fdp deste exemplo:
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plx)

0,78

|

Figura 5 - Gréfico de linhas da fdp.

O nome “fungéo de massa de probabilidade” é sugerido por um modelo usado em
fisica para um sistema de “pontos de massa”. Nesse modelo, as massas sao distribuidas
nos diversos locais x ao longo de um eixo unidimensional. A fmp descreve como a massa
total das probabilidades igual a 1 e é distribuida nos diversos pontos ao longo dos eixos dos
possiveis valores da variavel aleatéria (onde e quanto de massa em cada x). (DEVORE,
2006).

2.3.2. Funcao densidade acumulada de probabilidade

A funcédo densidade acumulada (fda) para uma variavel aleatoria discreta X ira
calcular a probabilidade P desta ser menor ou igual a um x arbitrario. Esta devera atender

as propriedades da fdp.

A fda é apenas uma forma simplificada de calcular a probabilidade de um evento
ocorrer dentro de um intervalo, diferentemente da fdp que descreve a probabilidade para

um valor exato.
Por definigéo:
F() =PIX <x]= ) p(x) 20
n=x

Onde, p(x) representa cada probabilidade individual de um valor x ser maior que X

e F(x) é a probabilidade acumulada.

Exemplo 2.2: Considere a fdp a seguir:

x 1 2 3 4
p(x) 03 03 02 02

Determinamos entao o espago amostral {1, 2, 3, 4}, que sé@o os valores possiveis e

as seguintes fda:
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F()=P[X<1]=PX=1]=p(1) =03
F(2)=P[X<2]=P[X=10u2]=p(1)+p(2) =06
F3)=P[X=<3]|=P[X=1ouZoul]l=p(1)+p(2)+p(3)=08

F(4)=P[X<4]=P[X=1o0ou2ou3out]
=p(1) +p(2) +p(3) +p(4) = 1

Logo, podemos definir que:

0, sex <1
0.3, sel<x<2
F(x) = 10.6, se2=x=3
0.8, se3<x<4
1, sed <x

Essa é a forma caracteristica da fda apresentada visualmente na forma de degrau
de maneira continua até a margem do maximo onde a fda é igual a 1, como pode ser
observado na Figura 6. Através disso podemos dizer que a fda serd sempre crescente e

termina no valor 1 (100% dos valores possiveis atingidos).

1
0,8 4,—’7
0,6

o)
&=

04

0.2

0

0 1 2 3 4 5
X

Figura 6 - Gréfico de linhas da fda.
2.3.3. Valor Esperado

Ainda que ja tenha sido explicado no Capitulo anterior, cabe lembrar aqui os conceitos
relacionados ao valor esperado de uma amos. Assim, dado um espago amostral discreto,
a fim de observar a tendéncia natural de uma eventualidade, baseia-se em parametros de
localizacao e disperséo, ou seja, as medidas de localizagao estéo relacionadas a um ponto
médio em relacédo aos resultados e as medidas de dispersdo estdo ligadas ao quanto os
resultados fogem da média.

Para tal, temos definidas algumas medidas, como média e desvio padréo, que serao

aplicadas diretamente na fdp de uma variavel aleatéria X.

Assim, como medida de localizagdo para estudo das variaveis aleatoérias discretas,

temos a média equivalente, por defini¢cdo:
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EIX] = pe = ) x.p(x) @

xeD
Onde, X € uma variavel aleatoria discreta com conjunto de valores possiveis D e p(x)
€ a funcao densidade de probabilidade. Sendo E[X] a esperanca ou valor esperado e Uy a

média, também chamada de esperanca ou valor esperado.

Para medida de dispers@o usa-se como parametros a variancia e o desvio padréo.

Por definicao, temos que a variancia V:
VIX] = ) (e — 0P p() = E[(X - 7] 22)
D

Assim, o desvio padrao o, de X é:

oy = ’Uf (23)

2.4. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

2.4.1. Funcao densidade de probabilidade

Para a engenharia, a fun¢do densidade de probabilidade é continuamente utilizada
para descrever sistemas fisicos, ou seja, avalia dentro de uma situagdo uma variavel que
esta de forma continua dentro de um intervalo, que comumente pertence a um espaco
amostral contavel (MONTGOMERY; RUNGER, 2009).

Inicialmente, a fungcdo densidade de probabilidade é fungédo f(x) ou p(x) e para

classificacao desse modo € necessario que atendam alguns critérios:

 F(x)=0;

+  Aarea total sob o grafico de f(x) é igual a 1;

+ Afuncéo de f(x) descrita deve atender a uma variavel aleatoria continua, de
maneira que P [a s X s b] é o espaco que deve estar delimitando a curva,
conforme Figura 7.

Devido a relacdo com areas, as probabilidades sédo sempre numeros positivos,
devendo sempre estar inteiramente acima do eixo x. Similar aos critérios aplicados sobre a
funcao densidade de probabilidade, ainda é possivel redireciona-los diretamente para um
espaco amostral continuo sempre que puder estender a amplitude de X para um intervalo
de numero incluindo o conjunto inteiro de numeros reais (WALPOLE et al., 2009). De modo
que passa a representar de maneira mais precisa envolvendo o conceito de integral de uma

funcéo variavel.
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Figura 7 - Probabilidade de P [a = X s b].
Logo, para a funcéo densidade de probabilidade envolvendo integral expde também

critérios a serem seguidos:

*  f(x) =0, paratodo xe R;
. x)dx = 1;
+  PlasXsb]= [P f(x)dx.
Diante dos critérios, uma observacdo importante que deve ser analisada é com
relacéo a interpretacdo sobre a probabilidade na curva de densidade, na qual é possivel

notar que o evento de X = a é zero, ou seja, a probabilidade de que isso aconteca é nula.

Em termos de integral, esse resultado corresponde ao fato de que //(x)dx = 0. Além
disso, também pode ser classificado como nulo os resultados impossiveis relacionada as
variaveis aleatérias continuas dentro do intervalo ponderado (COSTANETO; CYMBALISTA,
2005).

Exemplo 2.3 - Tomemos como exemplo um experimento em que um laboratério
relatou um erro na temperatura de uma reagéo e obteve a variavel aleatéria continua X,
definida pela seguinte funcao densidade de probabilidade, conforme apresentado na Figura
8:

1 3x

—e— 0 <ix <2
fx) = {8 8 *
0, caso contrario

Atestando para o segundo critério da funcao densidade de probabilidade relacionado
a integral:

f_o;f(x)dx =1-

21 3y x 335 2 3%22 0 3x0° 2 12
J’—+—dx=>§+—
0

Dt — -+ —
. 8+ 16 8 16 8+16

8 8 16
=1
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-14

Figura 8 - Grafico da area sob a f(x).

Além disso, a area formada pelo grafico pode ser caracterizada como uma figura
geométrica. Baseando-se na formulagéo especifica de area para tal é possivel comprovar

se a fungéo densidade de probabilidade esta dentro do critério de area total igual a 1.

A Figura 9 forma um trapézio no qual possui area A:

_(B+b)xh _(0875+0.125)%2 _ i
No qual, 2 2

B: base maior;
b: base menor;
h: altura.

Logo, utilizando o método convencional também consegue comprovar se a fungéo
densidade de probabilidade atende as exigéncias. Porém, s6 é possivel demonstrar por

meio desse quando através do grafico puder identificar uma figura geométrica conhecida.

Confiabilidade

31



Figura 9 - Gréafico da area sob a f(x).

Avaliando no critério para uma possivel probabilidade para P[0<X<1], conforme
mostrado na Figura 10:

Plo<Xx<1]= f (%+§)

Plo<Xx<1] J’l(l SX)d x 3x? 1 3%12
<1]= - X==-+— - -
0 8 8 8 16 8 16
_ 5
16

Figura 10 - Gréafico da areasob P [0 < X < 1].

2.4.2. Funcao densidade acumulada de probabilidade

Outra forma de obter a fungcéo densidade de probabilidade é através da derivacao da
funcdo densidade acumulada de probabilidade que seré calculada, como o proprio nome

sugere, pela distribuicdo acumulada das variaveis até o valor arbitrario de x, ou seja, ira
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calcular a probabilidade de se atribuir um nimero real menor ou igual a x.

Assim, pode-se dizer que a fungéo de distribuicdo acumulada fda de uma variavel
aleatdria continua X representa o acumulativo das probabilidades anteriores a um valor x,
ou seja, esta calcula F(x) para qualquer valor menor ou igual a x, a qual podemos descrever
como P [X < x].

De forma analoga ocorre o somatorio de probabilidades associadas a uma variavel

y < x e para obtencao integra-se f(x), com limites entre -co e x.

Por definicdo, a funcao distribuicdo acumulada F(x) é descrita como:

Fix)=P[X<x] = fx f(x)dx (24)

Na Figura 11, observa-se os graficos referentes a fdp e fda, consecutivamente,
assim, a partir deles é possivel verificar que para calculo da fda, a funcéo se restringe
somente a area pela esquerda abaixo da curva densidade de probabilidade, e também que

F(x) a direita tende para um valor constante.
fix) Fix)

F(8) = |-

Figura 11 - Gréfico fdp e fda de uma variavel aleatéria continua.

Para efeitos de calculos, sendo X uma variavel continua com f(x) e F(x) para

quaisquer dois numeros a e b, sendo a < b, tem-se que:
PIX>a]l=1-F(a) (25)
Pla <X <b] = F(b) — F(a) (26)

E possivel observar as equacgdes a seguir através da Figura:
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f(x) fix) f(x)

a b b a

Figura 12 - Calculo de P[a < X < b] pelas probabilidades acumuladas.

Na Figura 12, calcula-se a probabilidade de X estar entre os limites a e b. Para isso,
destrinchando como se obteve tal resultado, tem-se a probabilidade acumulada até o limite
superior b subtraido da probabilidade acumulada do limite inferior obtendo assim a Pla <
X < b].

Continuacao do Exemplo 2.3:

1 3x

-+ —, 0<x<?2
fix)= {8 8 x
0, caso contrario

Como visto nesse tdpico, para obtencdo da fdp € necessario integrar f(x) definida

entre -% e x. Logo tem-se que:

X

F(X) = f_xmf(x)dx= LO (%+3§) dse

Integrando, para qualquer x entre 0 e 2.

fx(1+3x)d _(x+3 2)
, 8T8/ T8 16"
Dessa forma, obtemos a fungdo acumulada no intervalo entre 0 e 2. Sendo assim,

teremos que para todo valor menor que 0 a fungéo sera nula e para valores maiores que 2

sera 1, pois como visto anteriormente a fungéo torna-se constante. Logo podemos escrever

F(x) como:
0 s x<0
x 3
Fx)=<(=+— 2) , Dot medd
) (8 16~ x
1 ; 2< x

Na Figura 13, verificamos os gréficos de fda e fdp respectivamente.
f(x) Flx)

7/8 1

1/8

2 x 2 x
Figura 13 - fdp e fda consecutivamente.
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Calculando a probabilidade de x estar entre 0 e 1 usaremos a proposi¢éo apresentada
acima, assim:
Pla<X <b]=F(b)—F(a)=P[0<X <1]
=r(1)-F(0)
— (14_112) s (94_302)
8 16 8 16
= 0.3125

Podemos também calcular a probabilidade de exceder 1.
PIX>1]=1-P[X <1]
=1-F(1)=1- (1+312)
8 16
= 0.6875
Tendo em vista os conceitos anteriores, pode-se dizer que com o calculo da fda de

uma variavel aleatéria continua X é possivel obter a sua fdp através da derivada de F(Xx).

Neste caso, tem-se que para todo x derivavel e existente: F' (x)=£(x).

Dessa forma, torna-se mais simples a obtencéo da fdp através da fda, de modo
que quando x tende para -9, F(x) = 0 e x tendendo para @, F(x) = 1. Conclui-se, assim que

F(x) sera sempre uma funcéo crescente.

2.4.3. Valor Esperado e Variancia

Como visto no capitulo 1, o valor esperado de uma variavel € nada mais do que uma
forma de medir a média dos valores observados e obtidos, e a variancia indica a dispersao
em torno da média ou valor esperado. Essas sdo medidas de localizagéo e sédo parametros

utilizados para o calculo de métodos probabilisticos.
Assim, aplicando esse conceito, o valor esperado de uma variavel aleatoria continua,

também chamado de esperanca, é dado por definicdo como a integral da fdp multiplicada

por uma variavel x e representada como E(x), tal expressao € descrita a seguir:

e = EX = [ xfG)dx @
Ja a variancia V[X] de uma variavel aleatéria continua, por defini¢céo, é dada por:
co
af =V[XI=| (x— 2 f(x)dx

= E[(X - )]

O desvio padréo o, de X é dado por:
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ax = V[X] (29)
Como a variancia estéa estreitamente ligada ao valor médio, a forma mais simplificada

de calcular é definida a seguir:
VIX] = E[X?] - E(X)? (30)
Continuacao Exemplo 2.3

Para obtencéo do valor esperado utilizaremos a Equacéo 27, logo:
[ea]
E[X] = f x. f(x)dx

E[X] = J:x.(%+3§)dx

2 f1x 3x?

o 22+3.23 02+3.03
[X] = 16 24 16 = 24
E[X] = 1.25

Logo, o valor esperado de x sera 1.25. Conseguinte, calculando a variancia e o

desvio padrao, tem-se que, usando a maneira simplificada:
V[X] = E[X?] — E(X)?

Assim, para calcular E(X?), teremos:
2

E[X?] = f x2(1+3—x) dx
0 8 8
E[X%] = f2(£+£)dx
o \ 8 8
23 3.2 0%  3.(0%
EIX = (ﬁJr 32 )_(ﬁJr 32 )
E[X?] = 1.833
Assim, encontrando a variancia:

V[X] = E[X?] — E(X)?
V[X] = 1.833 — [1.25]?

V[X] = 0.2705
E para o desvio padrao, temos que:
ox = VI[X]
o, =v0.2705
o, = 0.520
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2.5. TIPOS DE DISTRIBUICAO PROBABILISTICA PARA VARIAVEL
ALEATORIA DISCRETA

A distribuicdo de probabilidades pode ser representada por um histograma de
probabilidades onde a escala vertical representa 0 niumero de acontecimentos e a horizontal
representa alguma variavel observada. Além disso, através da distribuicdo probabilistica
pode-se encontrar as medidas de localizagéo e disperséo vistas anteriormente, como: valor

esperado, variancia e desvio padrao.

Existem varios tipos de distribuicdo de probabilidades estudadas e desenvolvidas
ao longo do tempo, e cada qual possui uma finalidade e funcionalidade diferente. Elas
séo diferenciadas a partir dos parametros utilizados e consequentemente pelo método de
calculo utilizado. Dentre esses métodos, existem alguns que tém maior relevancia devido a
sua praticidade, os quais devem-se dar maior atencéo e por isso estardo presentes nesse
topico.

Esses tipos podem ser chamados também de modelos probabilisticos e séo
utilizados e aplicados em fendbmenos naturais, fisicos ou até mesmo experimentos e
pesquisas de multiplas areas. Esses séo caracterizados por sua fungéo de probabilidade
e parametros de medida ou dispersao. Assim, estao divididos conforme o tipo de variavel

aleatéria podendo ser discreta ou continua.

A distribuicéo discreta € aplicada a eventos numeraveis e finitos. Como por exemplo:
o resultado de um teste de gravidez ou os possiveis resultados ao se jogar um dado. Nesse
caso, a probabilidade associada a valores discretos assume valores Unicos e é possivel
calcular a eventualidade exata daquele fendbmeno. Assim, mostraremos a seguir alguns

tipos de fungdes de densidade de probabilidade.

2.5.1. Distribuicao de Bernoulli
Adistribuicdo de Bernoulli é caraterizada por assumir valores a uma VA X de fracasso
que serdo representados numericamente como 0 ou 0 sucesso que sera descrito como 1.
Por definicdo, € dado que:
PX=x]=p*(1-p)'"™™ , x=[01] (31)
Onde p é o parametro no intervalo 0 < p < 1 e é a probabilidade de sucesso. E

denotado como X ~Ber (p). Para medidas de localizacao e dispersao tem-se que:

Elx]=p e Var[X]=p(1-p) (32)
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Exemplo 2.4: Para um teste de gravidez, considere como positivo evento de

sucesso. Qual a probabilidade de dar positivo, sendo que p = 1/2 ?

¥ = { 1, Positivo
— 1o, Negativo

Utilizando a Equacéo 31 e 32, se o teste for positivo X =1 e p =2, assim:
PIX =] = p*(1 ~p)'™*

=53

PlX=1]= !
x=1=7
Se o teste for negativo X =0 e p = 2, assim:

PIX =x] = p"(1 - p)'~

10 1 1-0
P[X=1]= %
Logo, temos que:
X P[X = x] P
0 1—p 1/2
1 p 1/2

Fazendo o gréafico mostrado na Figura 14 pode-se verificar tal fendmeno.

N

P(X=x)
1

N
) 1 =4

Figura 14 - Distribuicdo de Bernouli.

2.5.2. Distribuicao Binomial

A distribuicao Binomial utiliza-se da distribuicdo de Bernoulli para realizacédo de n
ensaios independentes, cada ensaio assumindo apenas dois resultados possiveis: sucesso
e fracasso, sendo a probabilidade p de sucesso constante. A probabilidade sera calculada

e entdo associada a quantidade de sucessos obtidos.

Assim, por definicdo tem-se que:
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PIX=x]=()p"1-p'"  x

=10,1,2, .., 7] (33)

Em que:

!
(z) ~ Xl (nn— x)! (34)

Em outras palavras, o coeficiente que representa o numero total de combinagdes
possiveis de n elementos, com x sucessos, denota-se como X ~bin (n,p). Para determinagéo

dos parametros temos entao que:
E[x] =np (35)

Var[X] = np(1 —p) (36)

Na Figura 15, podemos observar como funciona esse método. Nesta, tem-se uma
situacdo arbitraria onde o nimero de elementos € equivalente a 10 (n= 10) com uma

probabilidade de sucesso igual a 0.3 (p= 0.3).

p=0,3

05
¥
X
: |
I 1 L%
0 10 £

Figura 15 - Distribuicdo Binomial.

2.5.3. Distribuicéo de Poisson

A distribuicdo de Poisson é utilizada quando o fendbmeno ocorre no intervalo
constante (de tempo ou espaco) e possui caracteristicas de eventos independentes e
aleatorios. Dessa forma, podera assumir valores sem um limite superior, sendo definido no
intervalo [0, t), onde t € o tamanho do intervalo continuo. Logo, por definicdo tem-se que:

—Alx
P[X=x]= o A>0ex=01,.. (37)

Sendo A um parametro que indica a taxa de ocorréncia por unidade de medida t.

Denota-se entdo X~ Po (A). Dessa forma, o valor esperado e variancia séo:
E[x] = A = Var[X] (38)

Baseado na Figura 16 observamos o comportamento desse modelo. Em que de
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forma arbitraria para exemplificagdo, A=4, observa-se que onde A=4 seria 0 maximo
de elementos observados, sendo assim, verifica-se a preposicdo da equacgédo do valor

esperado onde sera igual ao parametro A.

A\

05 I

P(X=x)

0 10

Figura 16 - Distribuicdo de Poisson.

2.6. TIPOS DE DIS'I:RIBUIQI:\O PROBABILISTICA PARA VARIAVEL
ALEATORIA CONTINUA

A distribuicdo continua é aplicada a ocorréncias que atribuem uma quantidade
ndo enumeravel de valores. Como por exemplo: velocidade, peso, precipitagdo, ou seja,

qualquer recurso que pode ser medido em escala continua.

No caso das variaveis aleatérias continuas, a probabilidade de uma fungéo resultar
em unico valor especifico é zero, por isso, para a constituicdo do histograma é feita a

divisdo em classes ou intervalos que iréo facilitar e direcionar o céalculo de probabilidade.

2.6.1. Distribuicao Uniforme

A distribuicdo uniforme é bastante simples, porém, extremamente importante e
muito Gtil na estatistica. Nessa, a probabilidade de um evento ocorrer € constante, ou seja,
dentro de um intervalo de um espaco amostral a probabilidade nao ira mudar. E utilizada
para casos particulares como fendmenos que tém o mesmo grau de forma.

Por definicao, tem-se que:

1

o= ff—gr 5 9EFED (39)

0, caso contrario

Em que, [a, b] € um intervalo de uma variavel aleatéria X.

O gréfico contido na Figura 17 ilustra a funcdo densidade da distribuicdo uniforme

com parametros a=0 e b=1.
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P(X=x)

Figura 17 - Distribuicdo Uniforme.
Exemplo 2.5: seja X a espessura de uma determinada chapa de metal, com

distribuicdo uniforme no intervalo [A, B]. A funcdo de densidade é exibida na Figura 18.
Para x < A, F(x) = 0, porque ndo ha area sob o grafico da fungdo de densidade a

esquerda de x. Para x = B, F(x) = 1, ja que toda a area esta acumulada a esquerda de x.

Finalmente, para A < x < B (DEVORE, 2006):

@)= | fax= | g—jdx= gy 2= g
f(x) f(x)
Area preenchida = F(x)
Ue-A) | —— WEA
7
| .
3 A B « 0 A B X

Figura 18 - Distribuicdo uniforme.

A fda completa é:
0 x <A

’

x—A
F(x) = A<x<B
@ =1g=3 <x<
1 ’

x=>B

Logo, o gréfico da fda observa-se na Figura 19
F(x)

L

0 A B
X

Figura 19 - Grafico da fda.
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Quando X tem distribuicéo uniforme, F(x) é diferenciavel exceto nos pontos x =A e x
= B, onde no grafico de F(x) forma cantos agudos. Como F(x)=0 para x <A e F(x)=1 para x

> B, F'(x)=0= f(x) para qualquer x. Para A< x < B:

F’ _d x—A _ 1 _
(x)_E(B—A)_B—A_f(x)

2.6.2. Distribuicao Normal

A distribuicdo normal é uma das mais utilizadas e considerada uma das mais
importantes distribuicdes de probabilidade da estatistica, devido a sua precisdo em
resultados. Também é conhecida como Distribuicdo de Gauss, pois a curva de tendéncia

da distribuicdo foi desenvolvida a partir de seus estudos.

Logo, para exemplificar vamos considerar uma amostragem do peso de recém-
nascidos, que pode ser visualizada na Figura 20, onde o eixo horizontal representa o peso
0s recén-nascidos e o eixo vertical representa a probabilidade/frequéncia de ocorréncia
(ou seja, a fungdo densidade de probabilidade). A partir desta figura, observa-se uma certa
tendéncia de um valor médio do peso e é possivel observar o intervalo de disperséo, ou

seja, o desvio padréo.

06 |-
05 |
04 |-
03 |-

02 =

hY
25 28 31 33 36 39 42 45 48 ’
PESO (KG)
Figura 20 - Grafico de distribuicdo do peso de recém-nascidos.

Para analise dessa distribuicao utilizaremos a curva tendenciosa desenvolvida por
Gauss. Sendo assim, o grafico toma formato caracteristico de sino, de modo que o ponto
maximo é a média u e é o ponto de simetria da curva de distribui¢do e o desvio padréo sera
a distancia do ponto médio até um ponto de inflexdo da curva. Pode-se observar essas

caracteristicas através da Figura 21 e 22.
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06 |=

05 =

04 =

03 =

02 =

h %
4
25 28 3133 36 39 42 45 48
PESO (KG)

Figura 21 - Curva densidade da distribuicdo normal (linha tendéncia).

fix) fix)

Ex) Ex)

Figura 22 - Grafico com linha de Gauss demonstrando média e desvio padréo.

fix)

Por definicao tem-se que:

1
FEua) N

<

e—(x—,u)z/(Zcrz) — 0 <x

(40)

Em que, p é a média e o é o desvio padrdo. Atendendo as seguintes restricdes que

-0 < <% e 0 < o. E possui notagdo de X ~ N(u,o2).

Claramente f(x ; u, o) = 0 para qualquer numero x, mas as técnicas do calculo de

multivariados séo usadas para demonstrar que /. f(X;u,0)dx=1. Cabe ressaltar que E[X]=u

e V[X]=0? de forma que os parametros sdo a média e o desvio padrao de X.

Sabendo disso, utiliza-se uma forma padronizada Z com distribuicdo N(0,1) que é

denominada distribuicao normal padréo, na qual Z é tido como:

POl (41)

a

Essa forma padréo ira transpor a média para o centro do eixo cartesiano e ajustar

desvio padrao para simplificar o calculo, ou seja, média nula e desvio padrao unitario. Como

a distribuicdo normal é bastante utilizada, ha tabelas em que os resultados da integral

sé@o previamente calculados para facilitar os célculos e resumir a uma simples pesquisa. A

tabela possui resultados apenas de valores positivos. Essa pode ser encontrada facilmente
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na literatura em diferentes formatos, motivo este que ndo mostraremos aqui.

Exemplo 2.6: Em um determinado sistema de distribuicdo de agua, a presséao por
coluna d’agua tem pressdo média de 6 mca com desvio padrdo de aproximadamente 0.5

mca. Calcule a probabilidade de a pressao ser maior que 6.5 mca.
Resolucéo:

Utilizando a distribuicdo normal padrao tem-se que:

PX>65—1{Z>65_ﬂ
[ 8] = 0.5

P[X>65]=P(Z>1)
Como visto anteriormente, utilizaremos os conceitos vistos no calculo da fda para

obtencéo da probabilidade de Z > 1, assim teremos:

PIX>65]=1-P(Z<1)
Utilizando os valores previamente calculados da tabela, obtém-se o resultado a
seqguir:
P[X >65]=1-0.85
P[X > 6.5] = 0.15

Outro meio de resolver seria através da integral, dessa forma teriamos:

P[X > 65] =1 - P[Z < 6.5]

1 (%)

Pl|X > 6.5] = — e \2
x>6sl=| 7=
P[X > 6.5] = 0.15

2.6.3. Distribuicdo Gama

A distribuicdo gama é considerada de bastante relevancia pois € aplicada a analise
de tempo de vida de produtos.

Por definicdo, tem-se que:

flx,a,8) .
1 x@=1p"F

= Ber (a) '

0 , caso contrario

x=0 (42)

Em que, os parametros a e 3 satisafazem a > 0, 8> 0. Temos que a é considerado
um parametro de forma e B é denominado um parametro de taxa. E denotada por X~ Gama
(a,B). Quando B =1, denomina-se distribuicdo gama padréo. O grafico dessa fungéo ira
variar em funcéo de B, quando diferente de 1 esticam ou comprimem a curva da fdp na

direcéo de x, conforme mostrado na Figura 23.
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f=&ap)

a=20=1/3
1 e
/a'=1,,8=1
| a=2p=2
05 /
. =2,8=1
4 & ﬁ
0 1 2 3 4 9 6 7 J8 9

Figura 23 - Curvas densidade de Gama.
Para obtencdo dos pardmetros de média e desvio padrédo de uma VA continua X

com distribuicdo gama f(x,a,B) teremos que:

EX]=pu=ap (43)

VIX] = o® = ap? (44)

2.7. ANALISE DE CONFIABILIDADE

Em conformidade com as crescentes mudancas e exigéncias advindas da economia
globalizada, a probabilidade de falha em produtos tornou-se um dos pontos centrais a
ser dominado e diminuido para que fosse oferecido produtos de alta seguranca e com
reducao nos custos (FOGLIATTO; RIBEIRO, 2011). A analise de confiabilidade tomou for¢a
em todos os &mbitos da area de exatas, principalmente nas engenharias, sendo usada em
aplicagdes para andlises de seguranca e riscos em estruturas, otimizacao e qualidade de

produtos, entre outros aspectos.

A analise de confiabilidade desempenha um papel minimizado de situactes
indesejaveis, no qual esta intimamente ligado ao conceito de risco, logo, quando ocorre
falhas é dito que os esforgos na analise ndo foram suficientes para oferecer seguranca
(LAFRAIA, 2001).

Confiabilidade admite-se como uma ferramenta de verificagdo tomada por base
dos dados das suas variaveis aleatérias, no qual é obtido uma probabilidade de falha, a
partir de inumeras variacoes das referéncias. Em uma descricdo mais frequente, Fogliatto e
Ribeiro (2011), conceituam como sendo uma relagao entre um produto bem fabricado com
inexisténcia de defeitos. Esta associada a probabilidade vinculada a fun¢ao de um periodo,
além disso, em ultimo aspecto esta relacionada também as condi¢cbes ambientais, pois 0s

produtos desempenham diferentes estados quando expostos a circunstancias variadas.
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Todavia, a analise de confiabilidade é baseada em métodos como FORM (first order
reliability method), SORM (second order reliability method) e a Simulagédo de Monte Carlo,
esta Ultima sera trabalhada nesse livro. Através desses, € possivel obter a probabilidade
de falha e a partir dela determinar a seguranca do produto. Sendo assim, por meio de uma
fungao objetivo e utilizando as variaveis aleatérias continuas relacionadas a média e desvio
padréo, obtém-se uma série de resultados, que séo classificados tal que a fungéo:

+  g(x)>0 indica seguranca;
*  g(x)<0 a falha do sistema e;

*  g(x)=0 o estado limite do problema de confiabilidade.

Como foi dito, utiliza-se de uma fungéo objetivo g(x), de acordo com Brasil e Silva
(2019), essa fungéo recebe atribuicdo de encargo das variaveis do projeto que tem a
importante tarefa de oferecer confiabilidade ao produto. A fungcéao é centrada em relacionar
parametros que causam impacto direto na seguranca do sistema, ou seja, quando essas
instancias sdo associadas e geram um determinado resultado, o método utilizado resultara
em uma série de respostas, no qual concebe uma média denominada de probabilidade de

falha que sera discutida mais a frente.

2.8. SIMULACAO DE MONTE CARLO

O método de Monte Carlo surgiu da necessidade de diminuir os gastos com o
tempo produzindo célculos utilizando a anélise combinatéria. Apds testagem e estudo com
técnicas de amostragem estatistica, foi possivel desenvolver o método através de custos

computacionais.

De acordo com Beck (2019), a simulagdo é uma metodologia aplicada para
solucionar sistemas muito complexos sob condi¢des de qualquer natureza, sendo analisado
seu desempenho a longo prazo. Nao existe limite com relagdo ao numero de variavel,
ou seja, pode ser acrescido uma grande quantidade de variaveis que a simulacao obtém
os resultados na mesma simplicidade. Entretanto, de modo geral, quanto mais variaveis,

maior o custo computacional do problema.

O meétodo pode ser utilizado de instrumento para célculo de integrais e equagdes
algébricas e diferenciais complexas. A simulagdo tem o propésito de reproduzir variaveis
randémicas que seguem uma distribuicdo probabilistica. Porém, existe a necessidade de

que a distribuicdo em questao esteja em termos de funcéo densidade de probabilidade.

O processo esta ligado a repeticéo de resultados alcangados por meio das técnicas
estatistica, que sdo a média, desvio padrdao e em alguns casos utilizagdo da variancia,

sobre elas s&o realizadas as amostras. A Figura 24 a seguir apresenta como ocorre o
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procedimento da simulacéo de Monte Carlo.

l Projeto inicial ]

Modelagem do problema para
uma FDP

aleatorios de cada incerteza do

Geragdo dos valores pseudo
problema

Resultado deterministico
substituindo os valores gerados
alcangando uma analise do
problema

e resultado da fungao até a

Repeticao das etapas de geragao
dimensao total da amostra

Manipulagdo dos resultados para obter a
estimativa da solugao

Figura 24 - Fluxograma para simulagido de Monte Carlo.

A incerteza citada relaciona-se com as variaveis que passam por alteracbes para
obtencao da analise do problema. Geralmente, ela é referente aos componentes estatisticos
da funcdo densidade de probabilidade, é a partir dessas incertezas que s&o obtidos os

valores aleatérios para os parametros do problema.

O procedimento acima tem o intuito apenas de ponderar uma analise da solugao
proposta, € fundamental que seja realizada inUmeras vezes a observacéo para obtencéo

minuciosa do melhor resultado para a probabilidade de falha.

E necessario que seja definido um numero de simulages que sera relacionado
a quantidade de repeticbes dos valores aleatorios das incertezas. Quanto menor a
probabilidade de falha, maior o niUmero de simulagbes necessarias para obtengdo de um
resultado confiavel. Isso também se associa ao custo computacional, quanto maior o total
de simulacdes realizadas, proporcionalmente maior o esforco computacional. Uma regra
béasica usada no meio probabilistico é que sdo necessérias (n+2) simulagdes para uma

probabilidade de falha da ordem de 10™".

2.8.1. PROBABILIDADE DE FALHA

A probabilidade de falha é o critério obtido através da utilizacdo de um método
para realizacdo da andlise de confiabilidade do sistema. Define Beck (2019), como uma

probabilidade subjetiva para caso as especificagbes ndo sejam atendidas e o sistema
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possa vir a atingir a falha.

Admitindo um numero de simulagbes ng; para a realizagdo do método de Monte
Carlo, a probabilidade de falha calculada € definida como uma média entre a razéo do
somatério dos resultados deterministicos, no qual a fungéo tenha obtido falha no sistema
g<0, e o total de simula¢des desenvolvidas.

p=-L (45)
Ngi

no qual nfé 0 somatério onde g < 0 ocorre.

Exemplo 2.7: Dados obtidos de Kroetz (2019).

Admitindo uma funcgéo de estado limite definida da equacgao do “chapéu”:

g(x) =20 — (x; — x3)* — 8(y +x; — 4)°
Da qual, os dados das variaveis estatisticas a partir da distribuicdo normal estao

descritos na Tabela 7.

VA Média Desvio Padrao
X, 0.25 1
X, 0.25 1

Tabela 7 - Valores das variaveis aleatérias da fungéo do “chapéu”.

Calcule a probabilidade de falha a partir de um nimero de simulacdo de ordem 108,
107 e 108.

Resposta:

Através da Simulacdo de Monte Carlo, utilizando o software Matlab, que sera
abordado no Capitulo 4, possibilitou a analise mais precisa da fun¢gdo por meio de um
namero de simulacdes de ordem 108, 107 e 108.

Conforme descrito na Figura 24, é informado as variaveis aleatérias estatisticas
relacionadas a fungdo em estudo para geracao de valores aleatérios das incertezas, ou
seja, sdo processados a partir de comandos randémicos do software diversos nimeros que
estdo associados a média e desvio padréo.

Os numeros obtidos sédo substituidos nas incognitas da equacgdo. Cada vez que a
equacao é submetida a novos valores é feito a testagem para classificar se esses estao
dentro dos parametros, ou seja, se g(x)>0 o sistema é aceito, g(x)<0 ocorreu falha e
9(x)=0 corresponde ao estado limite da funcdo (admitido como falha, para ser a favor da
seguranca).

O principio do problema é obter a probabilidade de falha do sistema, logo, quando
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a funcdo admite a falha é armazenada a informagéo para o somatério dos momentos de

ocorréncia que a equacgéo admite valor g(x)<0.

Terminado o procedimento de amostragem de ordem 10%, é realizada uma média
aritmética entre o somatério das ocorréncias de falha e o numero de simulagdes. Para

situacdo em questéo foi alcangado uma probabilidade de falha igual a 3.65 x 104,

Quando aumentado o nimero de simulagdes para ordem de 107, obtém-se uma
probabilidade de falha de 3.92 x104. Realizado para a amostragem de ordem 108 adquire-

se um valor de 3.8592 x104.

Note-se que a ordem da probabilidade de falha ndo se altera quando é modificado
0s numeros de simulagbes para o sistema. Ademais, a diferenga entre os valores fica em
torno de 5%, o que é considerado baixa para esses tipos de problemas. Assim, significa
que, o sistema ja atingiu uma convergéncia e um valor de ordem bruta para a probabilidade
de falha, que mesmo com alteracdes na amostragem, continuard com a mesma chance de

ocorrer erro na sua analise.
Exemplo 2.8: Trelica plana com 6 barras.

Uma estrutura de trelica plana com 6 barras, retirada do trabalho de Medeiros
(2018), conforme Figura 25, biapoiada, submetida a carga concentrada e formada por
perfis | de ago, no qual possui um comprimento L de 800mm e area A da sec¢éo transversal
de 1620mm?, compondo de um Momento de Inércia | = 6160000mm* e o moédulo de
Plasticidade Z = 25400mm?®.

b .

Figura 25 - Trelica plana com 6 barras.

A analise da probabilidade de falha desta estrutura é baseada na fungéo de estado
limite que envolve a tensdo de escoamento fy e a tensdo maxima na estrutura, no qual
avalia que o rompimento de uma barra levara ao colapso estrutural, representada por o =

2P/A. Com isso resulta na seguinte equagéo:
g=/fy—2P/A

Confiabilidade

49



Na qual:
P: carga concentrada
Os dados das variaveis aleatérias estatisticas adotadas através da distribuicao

normal estao descritas na Tabela 8.

VA Média Desvio Padrao
£, (Wfmm?) 345 35
P(N) 215000 21500

Tabela 8 -Valores das variaveis da estrutura.

Foi calculada a probabilidade de falha da estrutura para um numero simulagéo de
ordem 108. Realizando a simulag&o de Monte Carlo, conforme o fluxograma da Figura 24,
a probabilidade de falha nessa estrutura obtida em uma amostragem de ordem de 108 é

de 3.54%.

2.9. EXERCICIOS

1. (DEVORE, 2006) Uma instalagcdo de recondicionamento de automéveis
especializada em regulagem de motores sabe que 45% de todas as regulagens
sao feitas em automéveis de quatro cilindros, 40% em automoéveis de seis
cilindros e 15% em automéveis de oito cilindros. Seja X = niUmero de cilindros
do proximo carro a ser preparado.

Qual é a fdp de X?
b. Desenhe um grafico de linhas e um histograma de probabilidade da fdp da parte

(a).

c. Qual a probabilidade de o préximo carro a ser regulado ter no minimo seis cilin-
dros? Mais de seis cilindros?

2. (DEVORE, 2006) Uma empresa de seguros oferece aos seus segurados
diferentes op¢des de pagamento premium. Para um segurado selecionado
aleatoriamente, seja X = niUmero de meses entre pagamentos sucessivos. A fda
de X é como segue:

0, x <1
0.30, 1<x<3
0.40, 3<x<4
0.45, 4<x<6
0.60, 6<x<12

1, 12 <x

a. Qual é afdp de X?
b. Usando apenas a fda, calcule P[3 < X < 6] e P[4 < X].
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3. Uma variavel aleatoria continua X, de fungéo f(x)=3/2 vk, pode assumir valores
de x=0 e x=1.
a. Mostre que a area abaixo curva do grafico € igual 1.
b. Determine P[0 =x <1/2].
. _(x+k se—1<x<1
4. Seja f(x)_{o sex <—loux>1
Determine:
Valor de k para que a f(x) seja uma funcéo densidade de probabilidade;
Grafico de f(x);
c. P[0osx=<1/2]
5. Afdp aseguir, representa o tempo de secagem de uma amostra de solo exposto
ao sol.
%, 0< x<5
flx) =4 2+x, 5£x=<9
0, caso contrario
Encontre a fda
Calcule a probabilidade de que o tempo de secagem seja menor que 5hrs.
c. Calcule aE[X] e o,
6. (DEVORE, 2006) A fda de X é:

0, x<0
x2
F(x) = VT 0<sx<?2
1, 25

Use tais condi¢bes para calcular os itens a seguir:

~ 0 Q0 T D

P[X<1]

P[05<X<1]

P[X>0.5]

F'(x) para obter a funcao densidade f(x)
Elx]

Ox

Um modelo de viga em balanc¢o tem uma falha determinada por um deslocamento
maximo em sua extremidade livre. Esse deslocamento ndo pode exceder o
limite de servigo de L/325, sendo L o comprimento total da viga. Na figura abaixo

temos o modelo da viga submetida a um carregamento W.
w

ll-1
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A funcéo de falha é descrita pela seguinte equacgéao:

. L W=Bx*[*
() =335~ BB +1

Onde o E (médulo de elasticidade) e L sdo variaveis deterministicas com valores 26
GPa e 6 m, respectivamente. | € o momento de inércia e é dado por:
B+ H3
V)

Substituindo esses valores, a fungéo de falha passa a ser escrita da seguinte forma:

6 15552 =W
25 20.8+1010«H3

W (carregamento) e H (altura da viga) sdo variaveis aleatorias, cujos valores de

G(x) = 3

média e desvio padrdo estédo presentes na tabela abaixo:

Variavel Unidade Distribuicao Média Desvio Padrao
w N/m? Normal 1000 200
H mm Normal 250 37.5

A partir do modelo acima, determine a probabilidade de falha para a viga em balanco

utilizando Simulacdo de Monte Carlo, a partir de um namero de simulaces de ordem 10°.

8. (Adaptada) O modelo analisado por (BRASIL E SILVA, 2019) refere-se a uma
viga biapoiada submetida a flexdo. Ela esta sujeita a uma carga concentrada P
aplicada no meio do vao L = 10 m. A func¢éo de falha da resisténcia admissivel
da viga é descrita pela seguinte equacgéo:

Onde b e h sdo a base e a altura da se¢éo transversal da viga, respectivamente. Os

valores das variaveis aleatérias estdo presentes na tabela abaixo:

Variavel Unidade Distribuicao Média Coeficiente de
Variacao (%)
o Mpa Normal 20 5
P tf Normal 20 6
b m Normal 0.25 5
h m Normal 1 5

A partir do modelo acima, determine a probabilidade de falha para a viga utilizando

Simulagcéo de Monte Carlo, a partir de um nimero de simulacdes de ordem 1086.
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9. Suponha que a resisténcia maxima de uma parede estrutural foi calculada
para aguentar em média 20KPa com o desvio padrao de 1.25KPa. Qual é a
probabilidade da resisténcia da parede.

. Ser no maximo 18 KPa?
b. Estar entre 18 e 22 KPa?

10. Um cientista ao realizar um experimento da quantidade de efluentes na agua
encontrou que aquela amostra obteve um desvio padrdo equivalente a 1.5.
Considerando que a média de PH para considerarmos a agua sem poluentes
éigual a 7. Qual a probabilidade dessa agua estar contaminada com PH acima
de 8.

11. Ao verificar a lamina d’agua de uma barragem em seu estado méaximo observou
que essa tem distribuicdo onde a média da barragem equivale a 8.5 metros
com desvio padrao de 1.5. Desse modo, verifique a probabilidade da barragem
sangrar. Considere a altura da barragem igual a 9 metros.

12. Apartir dos dados de Kroetz (2019), calcule a probabilidade de falha assumindo
que:

gX) = 20- (X1- X2)%- 8.(X; + X, — 4)3 (46)
onde g(X) é a funcéo de estado limite e X, e X, s&o as variaveis aleatérias do

problema com distribuicdo, média e desvio padréo iguais a:

VA Distribuicao Média Desvio Padrao
X4 Normal 0,25 1
Xy Normal 0,25 1
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CAPITULO 3

OTIMIZACAO

3.1. INTRODUCAO

Nas atividades diarias sempre tem alguém querendo melhorar suas agbes ou
escolhas. Um fabricante deseja criar seu melhor produto gastando o minimo de matéria
prima; uma transportadora deseja fazer o transporte de sua mercadoria escolhendo o
trajeto mais rapido ou mais econémico, em geral, as empresas estdo sempre querendo
minimizar seus custos e maximizar seus lucros. As técnicas utilizadas para se obter esse

melhor resultado, dentre varias possibilidades, € o que chamamos de otimizagéo.

A modelagem matematica para um problema de otimizagéo consiste em maximizar
(ou minimizar) uma fungdo f, chamada fungdo objetivo, definida num conjunto de
possibilidades Q, ou seja, determinar max f(x),x € Q ou min f(x),x € Q, onde x & um ponto

qualquer do R".

Um valor maximo absoluto (ou méaximo global) para uma funcéo f € o maior valor
que f assume no conjunto de possiblidades Q. De modo anélogo, um valor minimo absoluto
(ou minimo global) para uma fungédo f € o menor valor que f assume no conjunto Q. Além
disso, f pode assumir valores maximos e minimos para valores de x numa vizinhanga de

algum ponto de Q, é o que chamamos de maximos e minimos relativos (ou locais) para f.

Dependendo das caracteristicas da fungéo objetivo f e de como o conjunto Q é
descrito, temos varias classes de problemas, para os quais existe diversas técnicas de
otimizag@o. Em geral, Q € um conjunto de possibilidades onde existem restricdes para as
variaveis da fungéo objetivo f. Um dos casos mais simples &€ quando o conjunto Q é um

intervalo [a,b] e f € uma fungédo de uma variavel real. Vejamos um exemplo a seguir.
Exemplo 3.1: Determinar os valores maximo e minimo absolutos da funcéo f(x) =
y! - 6x2 + 9x + 1 no intervalo [0.5,3.5].
Solugao: Analisando a Figura 26, podemos ver que f atinge seu valor minimo
absoluto igual a 1 no ponto x = 3 e atinge seu valor maximo absoluto igual a 5 no ponto x
=1.
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(1.5) Ponto de Méximo

y=35

y=1

(3.1) Ppnto de Minimo

Figura 26 - Grafico da fungdo f(x) =y’ - 6x2+ 9x + 1.

Notamos que se considerarmos a funcéo f(x) = y'- 6x% + 9x + 1 no intervalo [0,4] (ver

Figura 27), obteremos 0s mesmos valores de maximo e de minimo absolutos para f. O que

muda é que o valor minimo absoluto 1 é encontrado em x=0 e em x=3, e 0 valor maximo

absoluto 5 é encontrado em x=1 e em x=4.

¥

°

(1.5) Ponto de Maximo

y=5

(45

) Ponto de Maximo

y=1

(0,1) Poato de Minimo (3.1) Pono de

Minimo

Figura 27 - Grafico da funcdo £(x) = y' - 6x2 + 9x + 1.

Agora se considerarmos a mesma funcéo f no intervalo [-1,5], os valores maximo

e minimo absolutos de f séo alterados. Neste caso, encontramos o valor minimo absoluto

-15 em x=-1 e o valor méximo absoluto 21 em x=5. Os valores 1 e 5 passam a serem

valores minimo e maximo relativos para f, respectivamente (ver Figura 28).
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(5.21) Ponto de Méximo Absoluto

de Maximo Relativo

1) Ponto de Minimo Relativo

-
(+1.-15) Ponto de Minimo Absoluto

Figura 28 - Grafico da fungdo f(x) =y’ - 6x2+ 9x + 1

Vejamos agora o caso em que Q é um conjunto do R2 e # & uma funcéo de duas
variaveis reais.

Exemplo 3.2: Determinar os valores maximo e minimo absolutos da funcao f(x,y) =

x2 - 2xy + 2y no retangulo R={(x,y); 0 sx<3; 0 sy < 2}.

Solugao: Analisando a Figura 29, podemos ver que para este caso, o conjunto de
possibilidade Q é formado por todos os pontos que estdo na fronteira do retangulo, ou seja,
0s pontos que estdo sobre as retas

ri1:{(x,0),0 =x = 3},

Tzi {(3.y), 0= y = 2}:
r3:{(x,2),0 <x <3},

Ty {(O,y),() Ey = 2}

e por todos os pontos que estdo dentro do retangulo.
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(2.2) Pdto de Minime Absaluto

) Ponto de Minimd Absoluto

Figura 29 - Grafico da funcdo f(x,y) = x°- 2xy + 2y = 0.

Observando a Figura 29, notamos que a fungdo f assume valor minimo absoluto
igual a 0 nos pontos (0,0) e (2,2). Por outro lado, podemos ver através da Figura 30 que f

assume valor maximo absoluto 9 no ponto (3,0).

N

= 2wy 4+ 2y =10

1 2 E T X

3 ] [
[3.0) Ponto de Méximo Absoluto

Figura 30 - Gréafico da fungdo f(x,y) = x2- 2xy + 2y = 9.

Vejamos outro exemplo em que Q é um conjunto do R? e # & uma fungéo de duas
variaveis reais.

Exemplo 3.3: Determinar os valores maximo e minimo absolutos da funcao f(x,y) =
X2+ 2y2no disco X2 +y2< 1.

Solucgao: Para este caso, o conjunto de possibilidade Q é formado por todos os
pontos que estdo na fronteira do disco, ou seja, no circulo X2 + y 2= 1 e todos os pontos

que estdo dentro do disco, ou seja, 0s pontos (x,y) que satisfazem a inequacéo xZ + y° < 1.
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Observando a Figura 31, notamos que a fungdo f assume valor minimo absoluto igual a 0

no ponto (0,0) e valor maximo absoluto igual a 2 nos pontos (0,-1) e (0,1).

L1 Ponas do Sl s Rsagluss
4 sy

] I: .II . P il,l- ] - '..I 1 } |
(0] prgin da Midine Abd
Y i /
\\._ \\'H._ e .-"'-;

R —
il

i b WA 1 bnadia

Figura 31 - Grafico da funcdo £(x,y) = x2+ 2y2 = constante.

Notamos no exemplo anterior que o calculo dos valores maximo e minimo absolutos
para f estdo sujeitos a uma restricdo de desigualdade do tipo < (menor ou igual). Para
resolver analiticamente este problema, usamos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange
para o caso da restricdo de igualdade (x2 + y2 = 1) e usamos argumentos de diferenciacdo
para fungdes de duas variaveis para determinar os valores 6timos para o caso de
desigualdade x2 + y2 < 1. A partir desses valores obtidos, define-se os valores de maximo
e minimo absolutos no disco x2 + y? < 1. Isto é feito desta forma porque o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange so6 se aplica para o caso de uma restricao de igualdade. Outra
forma de solucionar esse problema é usar uma extensao do Teorema dos Multiplicadores

de Lagrange que se aplica ao caso em que existe restricbes de desigualdades.

Um exemplo mais amplo é quando Q é um conjunto de pontos que satisfaz varias
restricoes. Neste caso, a funcdo a ser maximizada (ou minimizada), chamada de funcéo
objetivo, pode ser linear ou ndo. Da mesma forma, as restricbes podem ser equacgbes
(ou inequacgdes) lineares ou ndo. No caso em que a funcéo objetivo e as restricdes sao
lineares, nos deparamos com um problema de Programacgéo Linear. No entanto, existe
problemas que podem ter ndo linearidade na fungao objetivo em alguma das restrigcbes ou

em todas as restricdes. Neste caso, tem-se um problema de otimiza¢do néo linear.

Uma grande vantagem da otimizagédo linear esta na formulacdo matematica e
resolucao dos problemas formulados. No entanto, os problemas que aparecem na pratica,
geralmente, apresentam nao linearidades na fungéo objetivo ou em alguma das restricoes.
Tanto na programacao linear quanto na programacéo néo linear os problemas podem ser
resolvidos pelo método grafico, desde que o problema apresente até duas variaveis. No

entanto, quando o problema envolve mais de duas variaveis usamos outros métodos de

Otimizagéo

58



resolugdo, como veremos no decorrer deste capitulo.

As aplicag¢des de problemas de otimiza¢do séo encontradas em diversas areas. Por
exemplo, na indUstria de petréleo, na industria siderdrgica, na industria de alimentos, no
planejamento de producgdo, na agricultura, em problemas de transportes, nas aplicagcoes
financeiras, etc. No que segue, veremos alguns métodos de resolucdo de problemas de

otimizac&o linear e néo linear.

3.2 OTIMIZAGAO EM PROGRAMAGCAO LINEAR

Uma das técnicas mais utilizadas na resolugdo de problemas de otimizacéo € a
Programacéo Linear (PL). Para os problemas da PL deseja-se determinar valores 6timos
para uma determinada atividade, sabendo-se que dispomos de recursos limitados para
a realizacao desta atividade. Em geral, deseja-se maximizar (ou minimizar) uma funcéo

objetivo sujeito a um conjunto de restricoes.

A programacao linear foi criada pelo matematico e economista russo Leonid
Kantorovich em 1939 e teve maior destaque com a descoberta do Método Simplex em 1947
pelo matematico norte-americano George B. Dantzig enquanto trabalhava no projeto de
computagéo cientifica de otimizagdo SCOOP (Scientific Computation of Optimal Programs)

na RAND (Research and Development) Corporation para a For¢ca Aérea Americana.

Até meados de 1978 o Método Simplex era a uUnica alternativa para solucionar
problemas mais complexos na programacéao linear, quando comegou a aparecer outros
métodos, tais como, o Método dos Elipséides de Khachiyan e o Método dos Pontos

Interiores de Karmarkar.

Um modelo de PL pode ser dado na forma candnica (as restricdes sdao dadas na
forma de inequacgdes) ou na forma padréo (as restricbes sdo dadas na forma de equacgdes).
Tanto a forma canénica como a forma padrdo assumem as formas cartesiana e matricial.

Vejamos:
Problema na forma canénica cartesiana:
Maximizar:
Z = f(x1,X3,°*,Xp) = C1X1 + CaXy + -+ + CpXp, (47)
Sujeito as restricbes

1 (X1, Xz, %) = Q11X + AgpXy + 0+ GpXp

G2 (X1, X0, , X)) = Ap1X1 + AgpXy + o+ AppXy 48)

gm(xlixzr"'ixn) = Qp1Xy + QppXp + 0+ QX
X1, X9, X, = 0.
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Problema na forma candnica matricial:

Maximizar:
F=E"A (49)
Sujeito as restricbes
{A X < B, (50)
X=>0,
Onde
ET = [y o= ;] (51)

all alz us aln
a21 a22 aee a2n
A= :

Am1 Apmo - Ayn

B=| (54)

Dizemos que A é a matriz tecnoldgica que contém os coeficientes das equagdes
das restricdes, CT é o vetor custos que contém os coeficientes da fungéo objetivo, X é
o vetor das variaveis do problema e B é o vetor de recursos disponiveis que contém os
termos independentes das inequacgbes das restricdes. No entanto, o problema pode ser

representado na forma padréo por:
Problema na forma padrao cartesiana:
Maximizar:
Z = f(x1,x5,,X,) = C1Xq + Cpxp +++ + CpXy, (55)
Sujeito as restri¢cdes

G1(x1, X5, , %) = Aq1Xq + Xy + 00+ AgpXy =

G2 (X1, X5, X)) = Ap1Xq + Xy + -+ AppXy, = 56
3 56

gm(xlrx2:""xn) = QX1 + QuppXp + 0+ Ay Xy =
X158z % = U
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Problema na forma padrao matricial:

Maximizar:
Z=CT.A (57)
Sujeito as restrigdes
{A.X =B, (58)
X=0,

onde A, CT, Be X sdo como dados acima.

Vejamos a seguir algumas observagdes para um problema de otimizacdo em

programacao linear.

1. No caso de um problema de minimizagéo ao invés de minimizar a fungdo Z = f
(X4, X, ..., X, ), 0 que fazemos & maximizar a fungéo objetivo

_Z = _f(lexZI “.an) (59)
= —C1X1 — CaXp — *** — CpXp.

2. Se a restricdo vem com desigualdade do tipo = (maior ou igual), multiplicamos
a respectiva desigualdade por (-1) para que tenhamos a restricdo com
desigualdade do tipo < (menor ou igual).

3. Emgeral, naresolugéo analitica de um problema de programacao linear, coloca-
se o problema na forma padréo.

4. Para que o problema na forma canénica (restricbes com inequagdes) se
transforme num problema na forma padréo (restricdes com equacgdes) devemos
adicionar variaveis de folga as inequacdes de < (menor ou igual) e subtrair
variaveis de excesso as inequagdes de = (maior ou igual).

Existem varios métodos de resolucao para um problema de programacéo linear.
Dentre eles, destacamos aqui o Método Grafico (quando existem até duas variaveis de
decisdo) e o Método Simplex (quando existe um numero finito qualquer de variaveis de

deciséo). Vejamos esses dois métodos no que segue.

3.2.1. Método Grafico

Para um problema em programacéo linear envolvendo até duas variaveis podemos
usar argumentos geométricos conhecidos, como o Método Grafico, para chegar a uma
solugéo 6tima do problema. No Método Grafico em programacgéo linear as restricoes séo
retas que se interceptam formando um poliedro convexo. Essa regido convexa é denominada
“regido viavel” ou “regiao factivel”. Toda solucdo do problema deve estar contida nessa
regido que também denominamos “regido das solugbes”, ou seja, qualquer ponto da regido

viavel deve satisfazer todas as restricoes do problema. No entanto, as solugbes que darao
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um valor 6timo ao problema dado sempre ocorrem na fronteira da regido viavel.

O procedimento para determinar a solugdo 6tima do problema através do Método

Grafico é o seguinte:

1.

Considerando as restricbes do problema como desigualdades, temos varios
semiplanos que devem se interceptarem formando um poliedro convexo que é
0 conjunto das possibilidades para as solu¢des do problema, ou seja, a regidao
viavel.

Considerando-se as restricbes do problema como igualdades, teremos retas
que podem ser tragadas e cujas interse¢oes sao os vértices do poliedro convexo.

Para obter os valores 6timos considera-se a fungéo objetivo f (x4, X,) = C, onde
C é uma constante, formando um feixe de retas paralelas que interceptam a
regido viavel.

O maior valor que C assumir para uma reta interceptando a regido viavel sera o
valor maximo do problema, e o menor valor que C assumir seré o valor minimo
do problema. Essa escolha é feita de acordo com o objetivo do problema.

Observacao: Outra forma de determinar os valores 6timos através do método

grafico é calculando os valores da fungdo objetivo f nos vértices da regido viavel. A partir

dai o maior valor obtido € o0 maximo e o menor & o minimo.

Temos trés casos que podem acontecer. Vejamos:

1.

Existéncia de solugdo Unica

Neste caso, o valor 6timo ocorre num Unico ponto da regido viavel. A reta r dada
pela equacgéo f (x;, X,) = C, intercepta a regi&o viavel num unico vértice, conforme
mostrado na Figura 32.

Figura 32 - Método Gréafico com existéncia de solugéo Unica.
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2. Existéncia de infinitas solugdes
Neste caso, o valor 6timo ocorre em infinitos pontos da regiéo viavel. A reta £ (x;,
x,) = Cintercepta a regiéo viavel em uma das retas que compde a fronteira dessa

regido (Figura 33).

ff-”\

Regifoe 1 idue F/

-1

Figura 33 - Método Grafico com existéncia de infinitas solugdes.

3. Na&o existéncia de solucdes

Neste caso, ndo ha como definir um valor maximo ou minimo para C dentro da
regido viavel, ou seja, nenhuma solugédo atende todas as restricoes. Dizemos que
o problema € inviavel. Isso acontece porque as restricoes do problema ndo formam
uma regido convexa. Geralmente, a regido formada é ndo convexa e/ou ilimitada

(ver Figura 34 e 35).

Reglha Vidirel

Figura 34 - Método Gréfico com inexisténcia de solugao.

X3

Regiao Viavel

Figura 35 - Método Grafico com inexisténcia de solugao.
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Vejamos a seguir um exemplo em programacao linear com resolugdo através do
Método Grafico.
Exemplo 3.4: Maximizar a fungéo objetivo Z = f (x;,X,) = X; + X, Sujeita as restrigbes
gl(xll xz) = le + xz S 8,
gz(xl’ xz) =x1+2x, <7,
gS(xl, xz) =xy £ 3,
Xq,%p 2 0.
Solucgao: Considerando as restricbes do problema como desigualdades, temos os
semiplanos que formam a regido convexa, ou seja, a regiao viavel que é a regido plana

mais escura que aparece na Figura 36.

Figura 36 - Determinagao da regiéo viavel.

Considerando as restricdes do problema como igualdades, Figura 37, temos as
seguintes retas:
T 2% + x5 = 8;
X1 +2x,=7

r3:Xx; =3
r4:x, =0
reix, =0
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i
rgray =1

Regide Vidvel

Figura 37 - Determinagao da regiéo viavel.

Notamos na Figura 37 que as retas se interceptam duas a duas formando os vértices
de um poliedro convexo que € a regido viavel. Estes vértices sdo os candidatos a solugéo

6tima do problema.

Para obtermos a solucdo 6tima do problema consideramos um feixe de retas da
forma f (x;, x,) = x; + X, = C, onde C & um valor arbitrario ndo negativo, visto que o valor
de C representa o valor 6timo do problema. Vejamos na Figura 38 algumas dessas retas
interceptando a regiéo viavel. Consideramos os casos C=0,C=1,C=2,C=3,C=4,C
=5e C=6.

Figura 38 - Valores da fungéo f (x;, x,) = x, + X, = C.
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Notamos que o maior valor para C, de modo que a reta f (x,, x,) = X; + X, = C,
intercepte a regido viavel € C = 5 e a intersegdo da reta x; + x, = 5 com a regiéo viavel é
o ponto (3,2). Neste caso, concluimos que o valor 6timo do problema € 5 e é atingido no

ponto (3,2) que é um dos vértices da regido viavel.

3.2.2. Método Simplex

Um dos métodos de resolugdo mais usados na Programacéo Linear é o Método
Simplex. Criado pelo matematico norte-americano George Bernard Dantzig em 1947, o
Método Simplex é um algoritmo que usa as formas de escalonamento de Gauss-Jordan
para solucionar um problema de programacéo linear partindo de uma solugdo nula até
chegar numa solugéo que otimiza o valor objetivo do problema, ou seja, que maximiza (ou
minimiza) o valor da fungéo objetivo.

Para se usar o Método Simplex, o modelo matematico deve apresentar a forma
candnica cartesiana, isto é:

Maximizar:

Z = f(x1,%5,,Xp) = C1Xq + CoXp + + + CpXp,
Sujeito as restricbes

G1(Xq, Xz, 0+, X)) = @11 Xq + QuaXp + 0+ QX S by
G2 (X1, X2, Xp) = Ap1Xy + AppXy + -+ AppXy < by

gm(xlrxb :xn) = Ap1Xq + QX + 0+ AppXp < bm
X1, X2, , X = 0.

A partir dai, cria-se uma base formada por variaveis de folga (y;, ¥, -.., ¥,,,) de modo
que as restricdes de desigualdades se transformem em restricdes de igualdades, criando

assim o seguinte modelo:

Maximizar:
Z = f(x1,%5,,Xp) = C1X1 + C2Xx3 + -+ + CpXp,

Sujeito as restricbes
g1(xq, X, Xp) = Q11X + QgaXy + 0+ QX + Y = by
G2 (X1, X2, 00, X)) = ApqXq + A% + 0+ ApXpy + Y, = by

gm(xlvxZn"'an) = ApyXy + QX + o+ QX + Y = bm
X1, X2, X0 Y1,¥2, Ym = 0.

Para o procedimento de solucdo atravées do Método Simplex, partimos da seguinte
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solucéo inicial:
+  Variaveis ndo basicas: x; = X, =... =x, = 0;
+ Variaveis basicas: y,; =b,, Y, =by, ..., Y, = by
+  Valor da funcao objetivo: Z = 0.

Dizemos que (y4, Yo, -, ¥,,) € @ solugéo basica inicial para o problema e que (x;, X,,
..., X;) € uma solugéo ndo béasica do problema.

Como iniciamos com o valor da fungédo objetivo sendo nulo, a ideia do Método
Simplex € aumentar esse valor o maior possivel. Isso é feito fazendo uma mudancga de
base, ou seja, trazendo para a base, as variaveis ndo basicas que fazem aumentar o valor
da funcéo objetivo. No Método Simplex s6 pode entrar na base uma variavel néo basica de
cada vez e essa escolha esta relacionada com o custo que cada variavel ndo basica exerce

sobre o valor da fungéo objetivo.

Apb6s escolher uma variavel ndo béasica a entrar na base, usa-se operacdes
elementares (como o método de pivotamento de Gauss — Jordan) sobre as linhas que
representam as equagdes do problema para obter um novo sistema de equacdes equivalente.
Este procedimento € feito até chegar num sistema equivalente que dé a solugéo 6tima do
problema. Quando os coeficientes que representam os custos forem todos néo negativos

tem-se a solugéo 6tima e o método deve parar.
Com isso, o procedimento para o Método Simplex € o seguinte:

1. Colocar o problema na forma padréo adicionando variaveis de folga as restricoes
do tipo =< (menor ou igual);

2. Escrever a fungéo objetivo Z = f(x,, X, ..., X,) da forma:
Z-f(X4, Xpy ooy Xp,)=0.

3. Criar a tabela com os coeficientes da equacdo de Z juntamente com os
coeficientes das equacdes que representam as restricbes. Nesta tabela, as
linhas sdo formadas pela equacdo de Z e pelas equagbes que representam
as variaveis da base, e as colunas sao formadas com as variaveis basicas,
as variaveis ndo basicas e com os elementos que ficam no lado direito das
equacodes. Essa tabela é denominada Quadro Tableau.

4. Escolher a variavel que entra na base determinando o coeficiente negativo da
linha de Z com maior valor absoluto, obtendo assim a coluna pivo (se existir
coeficientes com valores iguais, pode-se escolher qualquer um deles).

5. Escolher a variavel que sai da base fazendo o quociente entre os elementos que
se encontram na coluna do lado direito com os elementos que se encontram na
coluna pivé (com excec¢éo da linha de 2). A linha que der o menor resultado
positivo € a linha da variavel que sai da base, tendo assim a linha pivé.

6. Escolher o elemento pivd como sendo aquele que se encontra na coluna pivo
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e na linha pivé.
7. Criar uma nova linha dividindo todos os elementos da linha pivo pelo elemento
piv6. No novo quadro, a variavel que entra na base fica na linha pivé no lugar

da variavel que sai da base.

8. Substituir as linhas do quadro (com excecdo da linha pivd) por novas linhas
através de operacdes elementares sobre as linhas do quadro usando a
operacao :

(linha antiga)- (coeficiente da coluna pivé).(nova linha pivd)

9. \Verificar se 0 novo quadro possui nUmeros negativos na linha de Z. O processo
deve continuar se ainda existir, caso contrario, deve parar e determinar a
solugao 6tima.

Vejamos a seguir um exemplo em programacao linear com resolugédo através do

Método Simplex, retirado e adaptado de Porto et. al. (2002).

Exemplo 3.5: Maximizar a fungéo objetivo

Z = f(xq, X3) =x1 + X3,
sujeito as restricbes
gl(xl' xz) = 2x1 + xz < 8,
92 (%1, %) =%, +2x, < 7,
gs(xl, xz) =x; <3,
X1, %y = 0.
Solucao: O problema dado esta na forma canénica cartesiana. Para usarmos o
Método Simplex, devemos acrescentar trés variaveis de folga (yy, ¥, ¥3) as equagdes de

restricoes, respectivamente. Dessa forma, o problema torna-se:

Maximizar a fungéo objetivo

Z = f(x1, X3) = X1 + Xy,

sujeito as restricoes
le +x2 +y1 = 8,
X1+ 2x, +y, =7,
X2 +y3 =3,
X1,%X2, Y1, Y2, ¥3 2 0.
Partimos da seguinte solucéo inicial:
+  Variaveis néo basicas: x; = 0, x, = 0;
+  Variaveis bésicas: y, =8, y, =7, y3=3;

»  Valor da funcao objetivo: Z = 0.
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Escrevendo a equagéo de Zna forma Z - x, - x, = 0 e preenchendo a tabela com os

dados do problema, temos a Tabela 9.

Fung&o Objetivo | Coeficientes que representam os custos na fungéo objetivo
e Variaveis e coeficientes das equacgBes que representam as restricoes Lado Direito
Basicas X, X, v, Y, A
V4 =1 -1 0 0 0 0
Y4 2 1 1 0 0 8
Y, 1 2 0 1 0 7
A 0 1 0 0 1 3

Tabela 9 - Quadro Tableau inicial para o Método Simplex.

Para a escolha do piv6, primeiro escolhemos a coluna do pivo que € a coluna que
contém o elemento negativo da linha de Zcom maior valor absoluto. Neste caso, podemos
escolher qualquer uma delas, visto que temos valores iguais. Vamos escolher a variavel
X, para entrar na base. Portanto, a coluna do pivd é a coluna da variavel x,. A partir dai,
escolhemos a linha pivd fazendo o quociente entre os elementos que se encontram na
coluna lado direito com os respectivos elementos que se encontram na coluna pivé (com
excecgdo da linha de 2), ou seja:

8 7 3
E = 4, I = 7, 6 ﬂ
Como o menor resultado positivo fornece o elemento pivd, segue que o pivé deve

ser 0 elemento 2 que se encontra na linha de y; e na coluna de x;. Como pode ser visto

na Tabela 10.
Funcéo Objetivo Coeficientes que representam os custos na fungdo objetivo
e Variaveis e coeficientes das equagbes que representam as restricbes Lado Direito
Basicas X, X, Y4 Yy Ya
z -1 -1 0 0 0 0
Y4 2 1 1 0 0 8
Yo 1 2 0 1 0 7
Y3 0 1 0 0 1 3

Tabela 10 - Quadro Tableau apresentando o elemento pivé.

O proximo passo é dividir a linha do pivé pelo elemento pivé. No novo quadro, a
variavel da coluna do piv6 entra na base na nova linha do piv6, ou seja, x, entra na base no

lugar de y, que sai da base, como podemos ver na a Tabela 11.
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Fung&o Objetivo | Coeficientes que representam os custos na fungéo objetivo
e Variaveis e coeficientes das equagdes que representam as restricbes Lado Direito
Bésicas X, X, Y, Y, A
X, -1 -1 0 0 0 0
Yy 1 1/2 172 0 0 4
Yo 1 2 0 1 0 7
A 0 1 0 0 1 3

Tabela 11 - Quadro Tableau apresentando a linha piv6 unitaria com a variavel x, entrando na base
elemento pivo.

Agora usaremos a seguinte operacao elementar sobre as linhas da Tabela 11:
(linha antiga) — (coeficiente da coluna pivd) - (nova linha pivd)

Para operar sobre a linha de Zna Tabela 11, usamos o elemento -1 como coeficiente

1
E;

0—(-1).(0)=0; 0— (=1).(0) = 0; 0 — (-1).(4)
= 4.

da coluna pivé. Dai, temos

N

- D=0 -1 03)= -

Para operar sobre a linha de y, na Tabela 11, usamos o elemento 1 como coeficiente
da coluna pivé. Dai, temos:

1-mm=0 2-m(3)= 5 0-@(5)=-3

1-— (W.0)=1; 0 - (1.(0)= 0; 7 — (1).(4) = 3.
Para operar sobre a linha de y; na Tabela 11, usamos o elemento 0 como coeficiente

da coluna pivé. Dai, temos:

1 1
0-(0).(1)=0 1- (0).(5)= 1. 0- (0).(E)=0;
0— (0).(0) = 0; 0 — (0).(0) = 0; 13 — (0).(4) = 13.
O novo quadro pode ser visto na Tabela 12.
. L Coeficientes que representam os custos na funcéo
Funcdo Objetivo | objetivo e coeficientes das equagdes que representam o
e Variaveis as restricdes Lado Direito
Basicas
X4 Xy Y1 Yo Y3
V4 0 -1/2 1/2 0 0 4
X, 1 1/2 1/2 0 0 4
Y, 0 3/2 -1/2 1 0 3
Vs 0 1 0 0 1 3

Tabela 12 - Quadro Tableau apresentando uma nova solugéo para o problema.
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Analisando a Tabela 12, chegamos a seguinte solucéo para o problema:

+  Variaveis néo basicas: x,=0, y; =0;

»  Variaveis basicas: x1=4, y2=3, y3=3;

»  Valor da funcao objetivo: Z = 4.

Essa solugédo ainda ndo € a solugdo 6tima, pois apesar da fungdo objetivo ter

aumentado seu valor, ainda temos elementos negativos na linha de Zda Tabela 12. Sendo

assim, devemos continuar 0 processo.

Para a escolha do novo pivo na Tabela 12, devemos escolher a coluna do pivé como

a coluna da variavel x, pois € a coluna que possui o Unico elemento negativo da linha de Z.

Portanto, a variavel x, deve entrar na base. Para escolher a linha pivé e, consequentemente,

a variavel que sai da base, faremos o quociente entre os elementos que se encontram na

coluna lado direito com os respectivos elementos que se encontram na coluna pivd (com

excecgao da linha de 2Z). Temos

NIR| A

8,

N W] W

3
=27

= 3.

Logo, o pivé € o elemento 3/2 que se encontra na linha de y, e na coluna de x, como

pode ser visto na Tabela 13.

N L Coeficientes que representam os custos na funcéo
Funcao _le?t'VO objetivo e coeficientes das equacdes que representam L
e Variaveis as restricées Lado Direito
Basicas
X4 X2 Y1 Yo Y3
z 0 -1/2 1/2 0 0 4
X, 1 1/2 1/2 0 0 4
Y, 0 3/2 -1/2 1 0 &
A 0 1 0 0 1 3

Tabela 13 - Quadro Tableau apresentando novo elemento pivd.

Neste caso, a variavel x, entra na base no lugar da variavel y, que sai da base. Ap6s

dividir a linha do piv6 pelo elemento piv, temos o novo quadro dado na Tabela 14.

- L Coeficientes que representam os custos na funcao
Funcao Objetivo | opjetivo e coeficientes das equagdes que representam o
e Variaveis as restricoes Lado Direito
Basicas
X4 X5 Y1 Yo Y3
z 0 -1/2 1/2 0 0 4
X, 1 1/2 1/2 0 0 4
X, 0 1 -1/3 -2/3 0 2
Y3 0 1 0 0 1 3

Tabela 14 - Quadro Tableau apresentando a linha pivo unitaria com a variavel x,, entrando na base.
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Novamente usaremos a seguinte operacdo elementar sobre as linhas da Tabela 14:

(linha antiga) — (coeficiente da coluna pivd) - (nova linha pivd)

Para operar sobre a linha de Z na Tabela 14, usamos o elemento -1/2 como

coeficiente da coluna pivé. Dai, temos

o-(-3) =0 (-3)-(z)w=-0 z-(-3)(3)

coeficiente da coluna piv6. Dai, temos

CGomr ()-Go=e

N =

Para operar sobre a linha de x; na Tabela 14, usamos o elemento 1/2 como
G)(5)
2/°\ 3
2
3!
1 2 1 1 1
0-(3)G)=-3 °o-F)@=0 +-(z)@=s

Para operar sobre a linha de y; na Tabela 14, usamos o elemento 1 como coeficiente

da coluna pivé. Dai, temos

0— (M.(0)=1 1- (1).(1)= 0 o—(1).(—1)=1-

3 3’
2 2
o-m(3)=-% 1-OO=1 3-mO.@=1
O novo quadro pode ser visto na Tabela 15.
B L Coeficientes que representam os custos na funcéao
Funcéo _le?t'VO objetivo e coeficientes das equacgdes que representam o
e Variaveis as restricdes Lado Direito
Basicas
X4 X2 Y1 Yo Y3

z 0 0 1/3 1/3 0 5

X, 1 0 2/3 -1/3 0 3

X, 0 1 -1/3 -2/3 0 2

1A 0 0 1/3 -2/3 1 1

Tabela 15 - Quadro Tableau apresentando uma nova solugéo para o problema.

Analisando a Tabela 15, chegamos a seguinte solu¢ao para o problema:
+  Variaveis n&o bésicas: y, =0, y,=0;
*  Variaveis basicas: x; =3, X,=2,y;=1;

»  Valor da funcao objetivo: Z = 5.
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Notamos que a solugéo € 6tima, pois ndo existem elementos negativos na linha de
Z. Neste caso, concluimos que o maximo da fungéo objetivo € Z=5 e é atingido no ponto

(3,2). Ou seja, o valor maximo do problema é
Z=f (3,2) = 5.
Ademais, no caso de minimizagdo, podemos usar o método colocando o sinal

negativo na fungéo objetivo, isto &,

minimizar f = maximizar (—f).

3.3. OTIMIZAGAO EM PROGRAMAGAO NAO LINEAR

Nos casos onde se pretende fazer a otimizagéo de varias variaveis de projeto com
a presenca de restricbes de desigualdades, pode-se usar o famoso método baseado na
funcdo de Lagrange, ao qual sera descrito a seguir. Cabe ressaltar que todo o contetdo
deste topico foi retirado, principalmente, do livro do Rao (1996), por ser uma referéncia

nesta area. Assim, mais detalhes podem ser acessados em tal material.
Para resolver o problema:
Minimize f(x)
Sujeito a
gj(X) <0,j=12,---,m
As restricdes de desigualdades g (X) podem ser transformadas em restricoes de
igualdade pela adi¢cdo de uma variavel de “folga” ndao negativa yJ.2, tal que:
giX)+y; =0,j=12,,m
onde os valores das variaveis de folga ainda séo desconhecidos. O problema de
otimizagé@o agora se torna:
Minimize f(x)
Sujeito a
G(X,Y)=g;,X)+y}=0,j=12,m
onde Y ={y,, ¥,, ..., Y} & um vetor de variaveis de “folgas”. Com isso, este problema
pode ser resolvido convenientemente pelo método dos Multiplicadores de Lagrange. Para

isto, constréi-se a Funcdo Lagrangeana (ou Fungéo de Lagrange ou Fungéo Lagrangiana)

dada por: m
LY, D) = FO0 + ) 4GLY)
=1
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comA={A, A, ..., A }sendo o vetor dos multiplicadores de Lagrange. As condigdes

necessarias para a resolugéo da Funcao Lagrange séo dadas por:

(OL(X,Y, 1) 3f(X) ~-. dg;(X) .
axi - 0 +ZA] axi _O'Coml - 112v"';n
dL(X,Y,A) .
—all :Gj(X‘Y):.gj(x)+y]'2:O,Comlzl,z)---,m
0L(X,Y,A) '
L oy, Ay =0comj=12-,m

Com isso, percebe-se que é formado um sistema com (n+2m) equagbes com (n+2m)
valores desconhecidos (X, Y e A). Assim, a solugéo do sistema acima resulta na solugéo

otima X*; vetor dos multiplicadores de Lagrange A* e vetor das variaveis de folga Y*.

Além disso, as condigcOes para satisfazer as restricbes no ponto étimo (ou ponto
minimo) X* do problema podem ser expressas pelas chamadas Condicées Kuhn-Tucker
(ou Condigbes de Karush-Kuhn-Tucker - KKT):

m
af ag;
— A =0, i =1,2,-,
axi+Z T 0x; ! n
]:
A]gj>0, j:1,2,"',m
4;=0, j=12,,m
A =0, j=12,m

Essas condicdes KKT sdo necessarias mas, em geral, ndo sdo suficientes para
garantir um minimo relativo. No entanto, existe uma classe de problemas, chamados de
problemas convexos, para os quais as condicdes KKT séo necessarias e suficientes para
um minimo global. Mais informacdes sobre as condicbes KKT e os procedimentos que
devem ser satisfeitos e verificados na obtengdo do minimo ou maximo global, podem ser
obtidas em Rao (1996).

Exemplo 3.6: Minimizar a fungéo f dada por:

sujeita a

gl(xlleJ xg) = X1 — 50 > 0
gZ(xIIXZ! xg) = xl + xZ — 100 2 0
g3(X1,%5,%3) =X, + x5+ x3 —150 2 0

Solugao: Inicialmente, as condigcdes KKT sdo dadas por:

af 091 69 093

6 ﬂ'l a Az a /13 axl O, 1= 1,2,3
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tal que
2x, +404+ 2, +2,+4;=0
2%, +20+ 4, + 13, =0
2x3+ A3 =0
495 =0, j=123
onde /\jgj=0é
A(x; —50)=0
Ay (x; +x, —100) =
A3(xqy +x, +x3—150) =0
g; =0, j=123

tal quengOé
(x, —50) >0
(x1 +x2 = 100) 2 0
(.X'1+XZ+X3—150) >0
4<0,  j=1,2-,m

sendo )\j <0igual a:
1 <0
=50
A3 L0
Como é de se imaginar, a solugéo de todos os sistemas anteriores pode ser obtida
de véarias maneiras. A partir da equagéo A, (x, - 50) = 0, tem-se que A, = 0 ou x; = 50.
Adotando inicialmente A; = 0 em todas as equagbes, percebe-se que, em algum
momento, havera incompatibilidade e incoeréncia nas demais equacdes, fato este que

torna esta solugéao inviavel.

Com isso, adotando x, = 50, chega-se a solugéo otima para os multiplicadores de
Lagrange de:

Ay =—-20,4, =-20,4; = -100
e para a solucéo final do problema:
x; =50,x; =50,x3 =50

Mais detalhes sobre o procedimento matematico realizado podem ser observados

no Rao (1996).

3.4. OTIMIZAGAO BASEADA NO PARTICLE SWARM OPTIMIZATION

Para o processo de otimizagdo, de maneira geral, podem ser usados os métodos
baseados em gradientes ou os métodos metaheuristicos. No entanto, esses métodos

possuem algumas peculiaridades que devem ser levadas em consideragcdo no momento
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da escolha de qual método sera utilizado para otimizar o problema analisado (RAO, 1996).
+  Os métodos baseados em gradientes sdo eficientes, mas possuem algumas
desvantagens, entre elas:
+  Servem apenas para problemas com dominio continuo, ndo podendo ser usa-
dos em problemas de dominio discreto;
+  Podem convergir para um minimo local diferente do minimo global, encontran-
do uma solucao final diferente da solugcao 6tima;
»  Necessita do calculo de gradientes, que na maioria das vezes requer grande
custo matematico.
Em contrapartida, existem os métodos metaheuristicos, que podem ser aplicados
a uma maior gama de problemas (tanto de dominio continuo como de dominio discreto),
dispensa o calculo de gradientes e também é capaz de evitar os minimos locais diferentes
dos minimos globais, garantindo assim uma solugéo final 6tima (DREO et al., 2006). Entre
os principais tipos desses métodos estéo:
«  Particle Swarm Optimization;
+  Simulated Annealing;
«  Tabu Search;
- Genetic Algorithms;
*  Memetic Algorithms;
»  Ant Colony Optimization
Como meio de exemplificagdo sera explicado o funcionamento do Particle Swarm

Optimization (PSO) (ou enxame de particulas, em traducgéo livre).

Criado inicialmente por Eberhart e Kennedy (1995), este tipo de algoritmo foi inspirado
no comportamento de espécies de passaros e a facil implementagdo computacional, rapida
convergéncia e poucos parametros para serem calibrados, estdo entre as suas principais
vantagens (KAR et al., 2012).

De maneira geral, o PSO ¢ iniciado com uma populacdo formada por particulas
aleatérias e caracterizadas pelas suas posigbes x; e velocidades v, A cada iteragéo, os
valores de x; e v; s&o atualizados e as particulas (possiveis solugbes do problema) tendem
a convergir para o melhor resultado final, finalizando assim o processo de otimizacdo na

solugéo 6tima do problema.

Atualmente, o software MatLab possui uma toolbox com este tipo de algoritmo
genético e que pode ser facilmente utilizado junto aos problemas de confiabilidade
estrutural. Mais detalhes a respeito desse e de outros tipos de algoritmos metaheuristicos

podem ser encontrados em Eberhart e Kennedy (1995), Kar et al. (2012) e Rao (1996).
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3.5. PRINCIPAIS SOFTWARES UTILIZADOS NO RAMO DA OTIMIZAGAO

Como apresentado nos capitulos anteriores, existem alguns métodos de
confiabilidade e otimizacdo que necessitam de varias operacdes matematicas para a
obtencgéo dos resultados. Visando facilitar o processo de calculo existem alguns softwares
disponiveis no mercado que sdo capazes de resolver esses problemas, tais como: o

MATLAB, o GeoGebra, o Excel, o Scilab e o Freemat, entre outros.

O MATLAB (Matrix Laboratory) € um software pago destinado a fazer calculos com
matrizes. Desenvolvido pela MathWorks®, foi criado no fim dos anos 1970, por Cleve
Moler, entdo presidente do departamento de ciéncias da computagédo da Universidade do

Novo México.

Segundo a definicdo de Matsumoto (2002), o MATLAB “[...] € um ambiente de
computacéo técnico-cientifica para o desenvolvimento de sistemas [...]”. Nesse software
€ possivel trabalhar desde as operagdes mais simples, até fazer simulagdes, executar
comandos em sequencias para automatizar o célculo de equagbes em suas mais

diversificadas maneiras de resolucao.

O MATLAB possui uma biblioteca extensa de funcdes, porém o usuario também
pode criar suas proprias fungdes facilitando o desenvolvimento e a depuragdo de sub
tarefas independentes. Geralmente, esse recurso € utilizado quando uma parte do cédigo
€ repetida vérias vezes. Por isso, criar uma funcdo com determinado trecho deste codigo o
torna menor e mais facil de ser visualizado. Igualmente, fungbes bem projetadas reduzem
enormemente o esforgo requerido pelas maquinas em grandes projetos de programacéao e

minimiza problemas envolvendo “bugs” que atrapalham o seu andamento.

O GeoGebra (aglutinagdo das palavras Geometria e Algebra) é um software de
matematica din@mica que relne recursos de geometria, algebra e calculo, além disso, é
um programa gratuito, escrito em linguagem Java. O projeto foi iniciado na Universidade
de Salzburg por Markus Hohenwarter para ser utilizado em ambiente de sala de aula,

prosseguindo em desenvolvimento até os dias atuais.

Esse software possui todas as ferramentas tradicionais de geometria dinamica:
pontos, segmentos, retas e se¢des cOnicas. Além disso, equacdes e coordenadas podem
ser inseridas diretamente. Assim, o GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, ao
mesmo tempo, duas representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre
si: sua representacdo geométrica e algébrica.

O GeoGebra se aplica na interpretagdo de analise grafica em diversos problemas

de engenharia. A analise através do método Grafico no Geogebra s6 se aplica quando o

problema envolve, no méaximo, duas variaveis, ja que s6 podem ser gerados graficos em
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trés dimensdes, sendo mais complicada a analise grafica com mais de trés variaveis neste

software.

Além do Matlab e Geogebra, o Excel também é um software extremamente utilizado
para realizar o processo de otimizacgao, principalmente nos problemas praticos de diversas
areas da Engenharia. Embora néo seja sua principal misséo, o Excel otimiza fun¢des através
do comando “fsolve”, sendo aplicado a diversas situagdes do dia a dia do Engenheiro, como
por exemplo: otimizar dimensbes de sapatas estruturais; otimizar parametros relacionados
ao processo de producdo de algum material; otimizacéo na escolha da melhor combinacéo

de precos e quantidades, entre outras situagdes.

3.6. EXERCIiCIOS

1. Aplicando um dos métodos de otimizagéo estudados neste capitulo, encontre o
minimo e o maximo da fungdo # = y® - 5y - 20 no intervalo de [-4,4].

2. Aplicando um dos métodos de otimizagédo estudados neste capitulo, encontre o
minimo e o méaximo da fungéo f = 6xZ 6x,x, + 2x2 - X,-2x,.

3. Aplicando um dos métodos de otimizagéo estudados neste capitulo e verificando
as condigcbes de KKT:

Minimize
f = 5%1x;

Sujeito a
25—x2 %2 >0

4. Aplicando um dos métodos de otimizagéo estudados neste capitulo e verificando
as condigcdes de KKT:
Minimize
f =0 =57+ (xz - 5)*
Sujeito a { X, +2x, £ 15
1<x,<10,i=1,2

5. Aplicando um dos métodos de otimizacao estudados neste capitulo:
Minimize
f=xi—6xf+11x; +x;3

Sujeito a

x}+xf—-x2<0

4—x2—x2-x2<0
X3 — 5 <0
—x; <0;i=12,3
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Onde:

Duas cidades A e B devem receber suprimentos de agua de um reservatério
a ser localizado as margens de um rio em linha reta que estd a 20km de Ae a
10km de B. Se a distancia entre A e B € de 20km e A e B estdo do mesmo lado
do rio, a que distancia de A e de B deve estar localizado o reservatério para
que se gaste o minimo de tubulagédo? (Sugestdo: fazer no Matlab, GeoGebra
ou Excel).

Dados obtidos de Serpa (2018), modificada para fins de aprendizado. Uma viga
biapoiada de concreto armado € utilizada como modelo para o dimensionamento
e avaliacao de confiabilidade. A viga esta sujeita a flexao simples com momentos
nulos nos apoios e momento positivo no meio do vao efetivo, dessa forma foi
dimensionada a area de aco longitudinal positiva para resistir aos esforcos de
tracdo. A viga é representada na Figura 39.

i i
oL I
] ¥ L d
11
. '
e ' - lu::::-t:
b

Figura 39 - Viga biapoiada de concreto. Adaptado de Serpa (2018).

Lef — comprimento efetivo da viga;

h — altura da secéo;

bw — largura da secéo;

cob — cobrimento adotado;

d — distancia da face superior da viga até o centro das armaduras longitudinais.

A viga de concreto armado possui sec¢ao transversal com 20 cm de largura e 50 cm

de altura. Essa, de acordo com Santos, Stucchi e Beck (2014), € comum em edificagbes

com distancia entre pilares de cinco a seis metros. O concreto adotado sera C25 (fck =25
MPa) e ago longitudinal CA-50 (fyk = 500 MPa).

No dimensionamento de uma viga existem variaveis aleatorias que influenciam

a resisténcia da estrutura. Sdo elas: dimensdes de altura e base da viga, resisténcia a

compressao caracteristica do concreto, distancia da face inferior do concreto em relagéo

ao eixo das barras de aco posicionadas na regiao que sofre tracdo, carregamentos. Para

cada variavel utilizada definiu-se média, desvio padrédo e tipo de distribuicdo, conforme

mostrado na Tabela 16.

Sabendo que as resisténcias devem ser na maioria das vezes superiores as
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solicitagdes em uma estrutura, caso contrario ndo sera respeitada condicdo de seguranca

de estado limite ultimo, é feita uma correlagdo entre momento solicitante e momento

resistente. A resultante é a fungéo de estado limite g(x):

g(X) = OR.As.fy(h —d' —05.—2L2 ) _ gs(Mg + Mq)

0,85.0.fc
Onde:
*  BR - média do erro de modelo das resisténcias;
- As-—areade aco calculada;
*  fy—média da tensdo de escoamento do aco;
*  h- média da altura da viga adotada;
+ d’- média da distancia da face inferior do concreto em relacéo ao eixo das
barras de aco;
»  fc—média da resisténcia a compressao do concreto;
0SS - média do erro de modelo das solicitagbes; Mg — média da solicitacdo de
carga permanente;
Mg - média da solicitacdo de carga variavel.
Variaveis Simbolo Dimensao | Distribuicao 7] o
Permanente g kN.cm Normal 5471.47 547.147
Variavel q kN.cm Normal 632.981 126.596
Concreto fck kN/ecm2 Normal 2.925 0.439
Ago fyk kN/cm2 Normal 54 2.7
Altura de
viga de h cm Normal 50 2.25
concreto
Largura
da viga de b cm Normal 20 1.2
concreto
Distancia
CG das \
barras (fiora d cm Normal 2.9 0.1305
inferior viga)
Acdes 64 - Lognormal 1 0.2
Resisténcia R - Lognormal 1.1 0.077
Aco inf As cm? Normal 4.731 0.114

Tabela 16 - Parametros e variaveis aleatorias.

Considerando o estudo de uma Unica viga de concreto armado, determine a

probabilidade de falha e faga uma otimizacdo estrutural da secdo transversal média da

viga, considerando os parametros apresentados na tabela e usando o Matlab.
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CAPIiTULO 4

OTIMIZACAO  BASEADA EM  CONFIABILDADE -
APLICACOES EM PROBLEMAS DE ENGENHARIA

Com o intuito de mostrar a aplicagdo conjunta de confiabilidade e otimizacédo
aplicadas em problemas da Engenharia, os resultados do trabalho de Carvalho et. al.
(2020) séo apresentados neste topico. Para efeito de exemplificagdo, foram consideradas

um problema de uma Viga e outro de uma Barragem.

4.1. FORMULAGAO DO PROBLEMA DA VIGA

O problema trabalhado foi baseado e adaptado de Arora (2012), e se trata para
encontrar a sec¢do transversal 6tima de uma viga de concreto armado (inicialmente
com secao transversal de 20y30cm), fazendo utilizagdo das informacdes de tenséo de
escoamento do material de flexdo e de cisalhamento, e sujeita a agdes do momento fletor

e cortante.

Toda a programacéo foi realizada no Matlab, onde em um primeiro momento foram
inseridos os dados estatisticos da média, desvio padrao e o niUmero de simulagdes que sera
executado. O tipo de distribuicdo e as propriedades das variaveis aleatorias consideradas

no problema s&o mostrados na Tabela 17.

Variavel Unidade Distribuicao Média Desvio Padrao
Momento fletor (M) kN.m Normal 40 8
Forca cortante (V) kN Normal 100 20
Tenséo de escoamento em
flexao (Sy) MPa Normal 20 2
Tenséo de escoamento em
cisalhamento (ty) MPa Normal 6 0.6

Tabela 17 - Variaveis aleatérias usadas na otimizagdo da viga.

Para a Simulagcédo de Monte Carlo, € utilizado o comando for que tem encargo de
repetir uma fungdo em um determinado nimero de vezes. Além de realizar as repeticdes
para fungcbes expostas, esse também possibilitara a geragdo de nimeros aleatérios com
ajuda do comando randn, que estimula a criagéo desses a partir de distribuicdo normal por
meio de combinagdo com as referéncias estatisticas. Na figura 40, mostra-se o Script do

Matlab formado pelas informagdes dispostas inicialmente.
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vignm %[ funm x| + |
1 function area = fum(x) =
2 %% Dados
3 - media = [10000 40 2000 100]; %Mdia de 3, M, T = ¥, zespectiw
i jug = [loo0 8 200 201 3Deavio padrdo de de 5, M, T e regpectivamente,
5 = Hmc = leb:
€
5} %% Simulagao de Monts Carle
8 — for 1=1:Hmc
= S{i) = media{l)+ ramdn*DPF(1):
K = Mi{i) = media(2)+ randn*DP(2);
il = Ti1) = media(3)+ randn*DP(3):
i = ¥ii) = media(4)+ randn*DF(4);
13
19 — dil) = ((S(1)/2)*x(1)*x(2)*Z)-6*M(L); Calculo da TensSo maxima
15 - gli) = (2% (T{1),2) *=x (1) *x(2)) - (3*V{i)): ulo da tensdo de cisalh
16 — end
1
18 - R = min{d,g):
TN o I = R<0;
ik = P = mean(I); %Probabilidade de falha obtida

Figura 40 - Algoritmo no Matlab para Simulagdo de Monte Carlo.

Os numeros aleatérios gerados sao introduzidos nas fungcbes de estado limite
gs(resisténcia ao momento fletor) e g (resisténcia ao cisalhamento). Tais fungbes s&o
dependentes, principalmente, das variaveis de base b e altura h, que sédo representadas no
algoritmo por x(1) e x(2), respectivamente. Com a finalidade dessas de servir como suporte
ao desenvolvimento da probabilidade de falha do sistema, tem-se as fungbes de estado
limite g, e g, dadas por:

gs(d) = Sybhz —6M =0
g.(d) =2t,bh -3V =0

A probabilidade de falha Pfé obtida através da razdo do namero de falhas ng, seja

devido ao valor de g, ou de g,, pelo nimero total de simulagbes n;, dada por:
n
N

Para a formulagéo das restricdes, conforme mostrado na Figura 41, foi considerada
uma probabilidade de falha admissivel de ordem 107 e, além disso, é imposto que a altura

da secao transversal nao seja maior que duas vezes a largura da base, ou seja, h < 2b.

Através da utilizagcdo do comando if-else, que desempenha o papel de classificar
como verdadeira a situacdo pelas condicbes das restricdes impostas, posteriormente
essas informagdes obtidas séo transferidas para um novo Script, no qual sera trabalhada a

otimizacéo pelo Particle Swarm Optimization (PSO).

22 %% Probabilidade de falha

23 - BET = le-3; %Probabilidade de falha admissivel
24

25 — if P > PET || x(2)>2*=x(1)

26 — area = x(l)*x(2)+10"6;

A else

28 - area = x(1)*x(2);

L= end

30

2T = end

Figura 41 - Algoritmo para condicionamento das restri¢coes.
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O outro Scriptcriado interessa ao desenvolvimento da otimizacéo via PSO. As etapas
explanadas anteriormente serdo conduzidas por intermédio desse para calcular a melhor
circunstancia. Ele apresentara delimitagbes através de limites inferiores e superiores e
o informativo da quantidade de variaveis que sera necessario otimizar. Além disso, sua
composicao tera por base o comando options que encaminha os parametros especificos

para a otimizacao.

Por fim, como analisado na Figura 42 o ultimo comando utilizado € o particleswarm
que sera responsavel por otimizar, unir todas as etapas do algoritmo criado e propor o valor

minimo global para a se¢éo transversal da viga, como apresentado a seguir.

7\|’|ga.m 7 | fun.m | + \

i rng default
= clear all
= clec

Bl
1k
2
3
i tic
5
[ %% Limites Inferiores e Superiores
7
8

= 1b = [0 a]:
= ub = [1 1]1;
2= nvars = 2;
e =
11 %% Otimizagdo
= options = optimoptions('particleswarm',6 'Display','Iter', 'FunctionTolerance',le-06,...
13 'MaxIterations', 50, 'MaxStallIterations', 20, 'SwarmSize',100);
14 — [x,fval] = particleswarm(@fun,nvars, 1b,ub,options)
15 = toc

Figura 42 - Algoritmo para otimizagao via PSO.

4.2. FORMULAGAO DO PROBLEMA DA BARRAGEM

O problema trabalhado nesse estudo é de uma barragem de gravidade de concreto.
Segundo Jesus (2011), a barragem de gravidade € uma “estrutura macica, com a seccéo
transversal triangular dimensionada para que o peso proprio permita mobilizar grande
parte da resisténcia necessaria as forgcas que sobre ela atuam”. Ao longo da secéo da
barragem podem aparecer alguns elementos, como a galeria de drenagem, uma passagem
interior utilizada para realizar inspecdes. Nesse estudo, de modo a facilitar a analise
de carregamentos e agdes desestabilizadoras, optou-se por um modelo com drenos

inexistentes ou inoperantes.

A verificagdo quanto a estabilidade da barragem levara em consideragdo duas
importantes condi¢bes: seguranca contra o deslizamento e seguranga contra o tombamento.
Ha também a verificagdo contra a flutuagédo, porém, seguindo recomendagdes de guias
como USACE (1995), optou-se por nao fazer a verificagdo desse modo de falha, tendo em
vista que as probabilidades de falha inerentes a essa condi¢cdo sao sempre muito baixas.
A andlise de estados limites sdo feitas tomando como base Kriiger (2008), através das
seguintes equacdes:

Para o deslizamento:
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1 = (A +V)tg(p) + CL
= H
(YA +WVtg(e) + CL = A4H
gx) = A+ Vitg(p) +CL—H

Onde:
A4 Fator de seguranga ao deslizamento;

g(x): Equacgéao do estado limite do deslizamento;

Y. Peso especifico do concreto;

A: Area da secéo transversal da barragem;

V: Soma das componentes verticais das forcas hidrostaticas;
tg(¢): Tangente do angulo de atrito interno do solo;

C: Coesao;

L: Comprimento da base da barragem;

H: Soma das componentes verticais das forgas hidrostaticas;

Para o tombamento:

M,
he=gp
M, = 2. M,
f(x) =M, — M,

Onde:
A Fator de seguranga ao tombamento;
f(x): Equacao do estado limite do tombamento;
M, Soma dos momentos estabilizadores;

M;: Soma dos momentos tombadores.

As equacdes de estados limites envolvem quatro variaveis aleatorias: peso especifico
do concreto, coesdo do material, &ngulo de atrito e pressao dos poros. Todos os dados de
variaveis aleatérias necessarios para a determinagéo das acoes de projetos desse estudo
foram obtidos de Garcia (2012). As variaveis possuem incertezas e por isso foram usadas
distribuicdes de probabilidade. Foi considerado para todas as variaveis a distribuicédo Log-

normal. Na Tabela 18 encontram-se todos os valores, com médias e desvios padréo.
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Variavel Unidade Distribuicao Média Desvio Padrao
Densidade do 3
concreto kg/m Log-normal 2400 470
Coeséao MPa Log-normal 0.420 0.188
Angulo de atrito ) Log-normal 50 5
Presséo de poros - Log-normal 0.2 0.04

Tabela 18 - Variaveis aleatérias usadas na otimizagéo da barragem.

Para que a estrutura atue adequadamente deve haver uma margem de seguranca
entre a parcela resistente e a parcela solicitante. Essa margem € o fator de seguranca
estabelecida por normas de seguranca de barragens, definido com base no grau de
incerteza associado a anélise. Nesse estudo foi levado em consideragdo o manual de
Critérios de Projeto Civil de Usinas Hidrelétricas da Eletrobras (2003), que apresenta para

uma Condicéo de Carregamento Normal: Ay=1.5e A;=1.5.

Para a densidade da agua foi usado o valor de 1000 kg/m?3 e as demais variaveis de
projeto utilizadas no estudo foram embasadas no modelo de Garcia (2012). Foram adotados
os seguintes valores: H=92 m (altura da barragem), hm=82.5 m (nivel da agua a montante)
e hj=26 m (nivel da agua a jusante). Um esquema da sec¢éo transversal da barragem,
apresentando suas medidas e as principais forcas estabilizantes e desestabilizadoras, esta

representado na Figura 43.

_

Yahim

Figura 43 - Esquema da sec¢éo transversal da barragem.

As forcas envolvidas sdo o peso do concreto, pressdo das colunas de 4gua a

montante e a jusante e a presséo dos poros na base. A verificacdo da seguranca contra o
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deslizamento foi avaliada apenas na base, considerando a inexisténcia de estacas ou outra
fundacgéo, e para o calculo de equilibrio foi usado um comprimento unitario. A Unica variavel
de projeto considerada na otimizagdo do modelo ¢ a largura da base da barragem (B), logo,

a funcgéao objetivo foi:
B+ H
foni(B) =—— =B+ 46

Para efetuar a calibragdo do critério de projeto foi necessario estabelecer uma
confiabilidade alvo, ou seja, o nivel de seguranca aceitavel da estrutura. Segundo
Badimuena (2017), para novas estruturas, considerando uma baixa consequéncia de falha
e vida (til de 50 anos, sdo utilizados valores proximos de 3 para indice de confiabilidade.
Sendo assim, nesse estudo foi considerada um indice de confiabilidade alvo igual a 3, que

corresponde a uma probabilidade de falha de aproximadamente 1,35 x 1073,

4.3. RESULTADOS PARA A VIGA E A BARRAGEM

Em todos os casos, para a simulagdo de Monte Carlo foram realizadas 10°
simulagdes e para o PSO foi considerado um nimero maximo de 50 iteragcdes para um

total de 10 particulas.

No algoritmo realizado para a viga, tomado para otimizagdo uma viga com secéo
transversal inicial de 20y30cm, confirmou a possibilidade de se receber valores que
reduzem custos com relacdo as dimensdes de base e altura, sob as restricdes impostas
para modelagem. Conclui-se que através de um numero de simulagbes de ordem 105,
uma probabilidade de falha admissivel de ordem 103 e a utilizacdo do PSO, a economia

proposta a essa viga é apresentada na Tabela 19 abaixo.

Base (m) 0,2224
Altura (m 0,4426

Tabela 19 - Resultado das variaveis otimizadas.

O resultado alcancado através dos dados estatisticos das componentes dos
esforgos solicitados apresentou uma relacao de aumento para base de 2cm e uma redugéao
de aproximadamente 6¢cm para altura. O acréscimo da base se molda para melhor adequar

o valor da altura, resultando em uma diminuicao da area total da secéo transversal.
Para o problema da Barragem, ao finalizar a otimizacdo utilizando o algoritmo

de PSO e levando em consideragdo todas as variaveis e fatores de seguranca citados

anteriormente, foi obtido um valor 6timo para a base da barragem de 51.49 m. Na Tabela
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20 abaixo estéo presentes os resultados de probabilidade de falha, indice de confiabilidade

e fator de seguranca, tanto para tombamento como para deslizamento.

Condicaes Probabilidade de falha c om(i’;ﬁﬁiz: e Fator de seguranca
Esperada Obtida Esperada Obtida Esperada Obtida

Tombamento | 1,35.10% | 1,31.10% 3 3.01 1.5 1.79

Deslizamento | 1,35.10% | 1,60.10* 3 3.60 15 2.75

Tabela 20 - Probabilidade de falha e fator de seguranca para valor 6timo da base.

Como podemos analisar na Tabela 20, era esperada uma probabilidade de falha
igual ou inferior a 1,35.1073 tanto para o tombamento quanto para o deslizamento, valor
correspondente a um indice de confiabilidade igual a 3. Os resultados de probabilidade
de falha obtidos para ambas as condicdes, 1,31.1073 para tombamento e 1,60.10™ para
deslizamento, satisfazem o valor limite esperado. Os indices de confiabilidade de ambas

as condicdes também foram superiores ao valor minimo esperado.

Os valores obtidos de probabilidade de falha demonstram que a condig¢éo de falha
dominante € o tombamento, uma vez que seu resultado é muito maior quando comparado
ao deslizamento. Comportamento contrario foi analisado por Pires et al. (2019), que ao
realizarem anélise de confiabilidade de barragem de concreto obtiveram probabilidades de
falha e confiabilidades superiores para o deslizamento. Essa difereng¢a ocorre devido aos

carregamentos distintos envolvidos nos problemas, que dependem das variaveis aleatérias.

Os fatores de seguranca minimos para uma estrutura em Condigdo de Carregamento
Normal estabelecidos no manual de Critérios de Projetos Civil para Usinas Hidrelétricas é
de 1.5 para tombamento e 1.5 para deslizamento. Como pode ser analisado na Tabela 20,
em ambas as condi¢des foram obtidos valores superiores a 1.5, sendo assim a seguranca
requerida foi atingida.

Quando comparamos os fatores de seguranca com as probabilidades de falha
constatamos que ocorre probabilidade de falha maior para fator de seguranca menor, o que
ja era esperado. Segundo Pires et al. (2019), a probabilidade de falha é muito sensivel aos
parametros de projeto, coisa que o fator de seguranca néo consegue contemplar. Dessa
forma, os fatores de seguranca devem ser analisados cuidadosamente e ndo podemos
considerar apenas eles na quantificagdo da segurancga, pois mesmo com valores muito

grandes, sempre havera uma probabilidade de falha envolvida.
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Diversos problemas das Ciéncias e Engenharias nao podem ser
apropriadamente analisados no contexto deterministico devido a
incerteza e aleatoriedade de seus parametros. Nestes casos, torna-se
necessaria uma andlise probabilistica, que considera parametros como
varidveis aleatdrias, permitindo, assim, uma modelagem mais
representativa em diversas situagdes. Um problema de grande interesse
nas engenharias ¢ aquele da Andlise de Confiabilidade, no qual busca-se

estimar a probabilidade de ocorréncia de eventos indesejados, ou
probabilidade de falha.

Por outro lado, nos projetos de Engenharia, a busca por um projeto

que atenda a todos os requisitos normativos (de seguranca, conforto e

pleno funcionamento), e com um menor custo para o cliente, pode ser

alcangado através de técnicas e softwares de otimizagao.

Assim, este livro, Otimizacao e Confiabilidade aplicadas a
Engenharia, visa ajudar e estimular o estudante e o profissional de
Engenharia na busca por um projeto cada vez mais eficiente (do ponto de
vista da seguranga, conforto e bom funcionamento do mesmo) e cada vez
mais barato (do ponto de vista financeiro). Com isso, conceitos sobre
estatistica, confiabilidade e otimizagao, assim como suas aplicagdes nos

problemas de Engenharia, sao apresentados nesta obra.
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