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COMO UTILIZAR ESTE LIVRO?

Vocé, muito provavelmente, ja se deparou com algumas dificuldades no que diz
respeito a Matematica. Ai vai a primeira proposicéo deste livro: isso é normal!l Sim, é
normal. Dificuldades nada mais sdao do que um alerta para nosso sistema de compreensao
de que esse ou aquele tema n&o foi bem assimilado ou entendido. Temos que aproveitar a
presenca desse “dispositivo” de aprendizagem para aprendermos de fato.

Ademais, 0 que ocorre na maioria dos casos e, principalmente, quando se trata da
Matematica é o oposto: quando algo nao é bem compreendido deixa-se de lado, criam-se
sentimentos ruins que acabam por impossibilitar o desenvolvimento nessa disciplina. Além
disso, um muro psicolégico é construido, impedindo que novos conceitos matematicos
sejam aprendidos e incorporados. Agora lhes apresento a segunda proposicao deste livro:
a Matematica, como area de conhecimento construida ndo é um “monstro”.

Outrossim, no sentido em que empregamos a palavra “monstro” queremos, na
verdade, dizer que a Matematica a nivel epistémico nao & constituida por conceitos e
temas incompreensiveis, 0 que acontece, por vezes, é que devemos desenvolver um
“amadurecimento” no dmbito matematico de modo a compreendermos definitivamente

alguma coisa.

Assim, assumindo como contexto parte das dificuldades que alunas e alunos de
diferentes cursos que utilizam a Matematica, bem como os demais interessados que
sempre tiveram vontade de compreendé-la sem a “vergonha de ser julgado como um néo
inteligente”, trago-lhes esta obra. A mesma foi escrita ao longo de alguns anos e tem como
objetivo principal auxiliar os estudantes em sua jornada pelos estudos da Matematica.

Todavia, faz-se importante destacar que nao é escopo deste livro assumir o papel
de um livro-texto dessa ou daquela disciplina, ao contrario, para isso existem tantos outros
com maior rigor matematico, por exemplo, das cole¢cbes disponibilizadas pela Sociedade
Brasileira de Matematica (SBM). O papel dos temas aqui desenvolvidos, sob a forma de
capitulos, € o de auxiliar na compreenséo elementar dos conceitos utilizados ao longo dos

estudos de disciplinas como Calculo ou Matematica Basica.

Nesse sentido, ndo ha nenhum pré-requisito necessario para a utilizacédo deste
material, ao contrario, cada capitulo foi escrito de modo independente e podera ser
estudado também de modo independente. Dessa forma, trazemos ao longo de cada
capitulo a seguinte construgdo: contextualizacdo do tema, apresentacdo da linguagem,
interpretacdo da linguagem, conceitos e alguns exercicios de fixagdo. Nao héa neste livro
demonstragdes matematicas de teoremas e apresentagéo de resultados matematicos, por
tal motivo insistimos no fato de que nao deve ser utilizado como livro-texto, mas sim como

um apoio na construcéo do entendimento.



Desse modo, o eixo central para sua escrita deu-se pela preocupacdo como a
Matemética é ensinada tanto na educagéo basica como no ensino superior. Lembro-me,
quando ainda era aluno do curso de Fisica, que durante algumas aulas de calculo tive
momentos de “desespero”, isso mesmo, “desespero”, mesmo sabendo que era um amante
da Matematica. Muitas vezes ouvia de alguns professores as seguintes expressdes “isso
é trivial”, “é facil ver isso, nao?”, “como assim vocé nao entendeu?”, como se tudo aquilo

seguisse a teoria platénica do inatismo das ideias.

Esses momentos fazia-me ansioso e, por conseguinte, levaram-me a refletir
se realmente era “um aluno com capacidade para estar ali”. Vejam quantos absurdos
estudantes dos diversos niveis devem enfrentar por simplesmente ndo compreenderem
algum tema. O professor que expressa o que citei, em qualquer que seja a disciplina
estudada, ndo é nem de longe um professor, mas sim um destruidor de mentes.

O que acontece, muitas vezes, e que também tenho percebido nas Ultimas pesquisas
que venho desenvolvendo na area de Educacdo Matemética e que se encontram, partes
delas publicadas, € que o problema da ndo compreenséo de um determinado tema se deve
a duas coisas principais: (i) metodologia inadequada do professor e (ii) disposi¢éo do aluno/
aluna em aprender. O primeiro caracteriza-se por um fenébmeno de ordem educacional e,

de certa forma, ndo é muito tratado nos atuais cursos de licenciatura.

Alguns resultados nos mostraram que a tendéncia do professor pedagogo, que
atua nos primeiros anos com o ensino da Matematica, € o de reproduzir um método que
julga eficiente e pelo qual aprendeu quando ainda era aluno. Assim, essa reprodug¢ao
metodologica por parte do professor leva consigo todas as dificuldades inerentes ao
processo de aprendizagem, sem considerar que o estudante do século XXI ndo é aquele
estudante do século XX, ou seja, ndo & um estudante com alto potencial tecnologico e
desenvolvimento de pensamento.

Desta maneira, o estudante dito nativo digital — nascido a partir dos anos 2000 com
o0 boom da internet — possui uma capacidade incrivel de neuroplasticidade do cérebro, fato
este que a literatura cientifica vem nos Ultimos anos dando muito destaque. Desse modo,
por que nao utilizarmos essas habilidades tecnologicas e esse pensamento de alto nivel
de complexidade que nossos jovens hoje possuem para ensinar a Matematica? Por que
mantermos, ainda, a insisténcia a uma tradicdo que esta com os dias contados no que
tange a velha didatica? Nossos alunos e alunas, atualmente, séo outros e, portanto, nossos

métodos e recursos também deve sé-lo.

Jano que se refere ao segundo ponto citado, a disposi¢céo do estudante em aprender,
néo deve ser lido aqui como uma critica, mas sim como um chamamento daqueles que
reclamam pela aprendizagem. Como as pesquisas em psicologia escolar tém nos mostrado
nos ultimos cinquenta anos, ninguém consegue aprender o0 que ndo quer. Se vocé esta em

um curso universitario que exige estudar uma disciplina voltada para a Matemética, sera



um grande desafio se ndo quiser aprender. Arrisco dizer que sera mais do que isso, sera
um sofrimento desnecessario.

Assim, como fazer para desenvolver o conhecimento necessario nessa disciplina?
Areceita é simples: encare como um novo conhecimento. Nao tenha vergonha de voltar as
bases, de assumir ndo compreender ou conhecer, de perguntar. Absolutamente nenhuma
pergunta é fora de contexto ou elementar! Sempre quando inicio um curso universitario
com meus alunos, deixo isso bem claro: ndo ha coisa mais eficiente para motivar nosso
sistema de aprendizagem do que a divida. A partir dela conseguimos acionar mecanismos
de atencéo e tornar contextualizado um determinado conhecimento.

Dessa forma, néo lhe trago com esse livro uma receita, mas um convite a aprender
Matematica, sem preconceitos e como um passo antes do rigor exigido. Claro, em nenhum
momento afirmaria que o rigor matematico ndo é importante, ao contrario, deve-se ter e
empregar sempre, mas para quem ainda ndo entrou no navio, precisamos explicar como

sera a viagem...

Outrossim, ao longo desse material vocé vai encontrar cinco capitulos. Cada
um deles, como ja foi mencionado, esta escrito de forma independente, o que significa
que poderd comecar pelo ultimo, ir para o terceiro e terminar no primeiro, se quiser.
Isso dependera o seu préprio percurso de estudo. Além disso, para facilitar o uso e a
compreensao da organizagdo do material, disponibilizamos ao longo do texto cinco icones:

respostas dos exercicios, glossario, tome nota, atencéo e objetivo.

Assim, com o primeiro deles expomos os resultados esperados para um determinado
exercicio. O segundo, por sua vez, da-nos o significado de um conceito especifico que
talvez ndo conhegamos naquele momento. O terceiro icone nos motiva a concentragéo,
dando destaque para um assunto importante e que deve ser revisto. O quarto nos informa
um dado ponto do texto que merece especial atencdo. Ja o uUltimo, objetivo, nos apresenta
onde queremos chegar com aquele capitulo e tema.

No primeiro capitulo o tema abordado é o de produtos notaveis. Geralmente, esse
procedimento — sim, se trata de um procedimento algébrico — é estudado ao longo dos
anos finais do ensino fundamental. Por tal razdo, muitas vezes os alunos e alunas chegam
no ensino superior nao se recordando — claramente pela falta de uso — desse importante
mecanismo de expansao algébrica. Sua utilizacdo se da nas situagdes em que devemos
expandir ou reescrever um polindbmio para, por exemplo, integrarmos uma funcéo. Vocé vera
com maiores detalhes ao longo do capitulo. Mas, deixo-lhe uma dica: o primeiro capitulo
sera muito util para compreender o quarto e o quinto, por isso, nao deixe de estuda-lo.

No segundo capitulo, por sua vez, trabalhamos as relagbées no plano. No decorrer da
minha trajetoria como professor de Fisica e, posteriormente, migrante para a Matematica
pude notar que cada vez mais os estudantes desconhecem a representacéo gréafica. Mais



do que isso: ndo conseguem reconhecer nos pares ordenados um plano. Isso dificulta,
sobremaneira, a aprendizagem em Matematica, uma vez que ao estudarmos as funcoes,
por exemplo, representa-las graficamente é o primeiro passo para analisarmos um
determinado comportamento. Isso, pode ser estendido para outras areas, inclusive nas

ciéncias humanas e sociais.

Ja no capitulo 3, ademais, abordamos de modo didatico e detalhado o estudo das
fungbes, dando destaque para as mais utilizadas no estudo do calculo. Como um amante
da Matematica, para além da Geometria, as fungdes representaram um desenvolvimento e
tanto do pensamento humano! Com elas conseguimos n&o apenas representar situacgoes,
mas modelar fendmenos e ser capaz de prever o que podera acontecer num dado momento.
Isso é fantastico!

Apo6s o estudo das fungdes, vamos no capitulo 4 estudar o conceito de limite. Talvez
seja um dos mais bonitos que ja tenha estudado até o momento, pois por meio de sua
compreensao conseguimos estabelecer ndo apenas relagdes, como também visualizar e
prever o comportamento de determinadas fun¢des. Conhecer os limites, bem como a no¢éo
de continuidade, serd de extrema importancia para seguir aprendendo na Matematica

superior.

Assim, seguindo os limites e a nocédo de continuidade, adentramos no estudo
das derivadas no quinto capitulo. Com as derivadas conseguimos interpretar a natureza
de modo tal que nos possibilitou, atualmente, todo esse avancgo tecnoldgico. Sim, pode
parecer desconectado e longe da visao num primeiro momento, mas acredite, as derivadas
séo utilizadas por vocé mesmo sem saber! A principal ferramenta para seu estudo séo as
funcdes, por tal razéo o capitulo 3 desenvolve primeiramente essa temética.

Finalmente, no capitulo 6 desenvolvemos o estudo das integrais. Quando fui
perguntado por um estudante de engenharia sobre qual seria o maior “monstro” para os
alunos sem muito pensar respondi: certamente as integrais! Embora a maior dificuldade
esteja na compreensdo de um Unico simbolo, todos n6s fazemos, de certa forma e
guardadas as devidas proporcdes, integracdes desde criangas. A partir do momento que
vocé pega uma malha quadriculada e conta quantos quadradinhos s&o necessarios para
preencher um retangulo, veja, vocé ja estava integrando e nao sabia.

Entéo, por que razao ela se tornou tao temida? Por exigir maior treino e habilidade de
manipulagcédo com a linguagem algébrica. Pode estar certo: se vocé treinar as transformacgdes
polinomiais e compreender que se trata de uma manipulagcéo l6gica de uma linguagem,
munida de representagéo de valor, a dificuldade com as integrais ndo sera grande.

Neste sentido, ao elaborar este material, pensamos em como tornar o estudo dos
numeros, equagdes, expressdes e manipulagbes matematicas menos doloroso e com
uma aprendizagem eficaz por parte dos estudantes do ensino superior. Assim, decidimos



acrescentar uma linguagem diversa daquela utilizada em muitos livros, onde estédo
presentes apenas numeros, simbolos e equag¢des. Optamos por uma linguagem acessivel
a todos, de modo que tais contetdos, previstos numa ementa de ensino superior, possam

chegar aos nossos alunos e ndo causar tanto espanto ou desmotivacéo.

Desse modo, esperamos que nosso trabalho seja util para sua aprendizagem,
caro aluno e cara aluna. Util no sentido de dar-lhes ferramentas importantes para seu
desenvolvimento enquanto estudante e, posterior aplicagcdo durante sua vida profissional.
Porquanto temos dado as premissas necessarias, distribuidas e dissolvidas ao longo de
todo material, esperamos que tenha um bom percurso e que nao veja a matematica como
algo “dificil”, “impossivel” ou, até mesmo, “algo cansativo”. Lembre-se: a Matematica nédo

é um “monstro”.

Desejamos-lhes bons estudos!

Prof. Carlos Mometti

USP e Universita di Bologna
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CAPITULO 1
PRODUTOS NOTAVEIS

@ Objetivos de aprendizagem
Definir produtos notaveis por meio de suas propriedades, estabelecer algumas

relagoes entre eles para, finalmente, aplicarmos a situacdes problema do curso.

Em questdes cotidianas é muito comum depararmo-nos com situa¢gdes em que 0s
céalculos matematicos estdo presentes. Seja na compra de alimentos durante a realizacao
da feira semanal, no pagamento de contas ao inicio de cada més ou, até mesmo, no plano

de comprar algum produto duravel que exigira um parcelamento maior.

Neste sentido, o conhecimento de ferramentas matematicas faz-se necessario para
que saibamos lidar com a linguagem do mundo financeiro e contemporaneo, para néo citar
aspectos cientificos. Nesta primeira unidade, iremos tratar de uma das ferramentas mais
utilizadas nos calculos matematicos, a fatoragéao.

11 FATOR COMUM

Inicialmente, fatorar, em matematica, significa decompor em fatores, ou seja,
transformar uma adic&o ou subtracdo em uma multiplicacdo. Assim, quando queremos um
nuamero qualquer fatorado, significa que o queremos escrito sob outro modo, neste caso,
num modo multiplicativo.

Exemplo 1.1
bx+6y=06(x+y)

Note que no exemplo 1.1, o nUmero 6 aparece nos dois termos do lado esquerdo da
equacéao e € chamado de fator comum. Para reescrevermos tal equagédo no modo de uma
multiplicacéo, isolamos o nimero 6 na equagdo o0 escrevemos, entre parénteses, 0 que
restar, neste caso a soma x +y.



Q Na linguagem matemdtica, utilizamos a expressdo colocar em evidéncia,

quando queremos isolar algum nimero ou fator numa equagdo.

Exemplo 1.2

12x + 6y = 6(2x +y)

Ja no exemplo 1.2 acima, o fator comum ainda continua sendo o nimero 6, porém
tivemos que decompor o numero 12 de modo a reduzirmos a soma do lado esquerdo numa
multiplicacéo do lado direito.

Para aplicarmos tal fatoragcdo no caso geral, utilizamo-nos de uma regra basica
da matematica chamada de propriedade distributiva. Tal propriedade diz-nos que um
numero multiplicado por uma soma ou subtracdo (entre parénteses) deve ser multiplicado

por cada fator. Como podemos observar no exemplo abaixo:
Exemplo 1.3
a.(x+y)=ax+ay
entdoax +ay =a.(x +y)
Assim, fatorar um namero ¢ reescrevé-lo num formato de multiplicacao. Porém,
para qué utilizamos tal ferramenta? Este procedimento é importante, pois auxilia-nos

durante a resolucao de calculos matematicos em equagdes ou inequagdes, COMo veremos

posteriormente.
Exemplo 1.4: Fatoragdo de um numero

Conforme explicitado acima, fatorar significa reescrever um nimero ou expressao
em forma de multiplicagdo, tomemos como exemplo o numero 8. Ele pode ser reescrito de

algumas formas:
8=2.4
8=4.2
8=2.2.2

E todas essas formas sao fatoragbes validas para esse nimero.
Exercicio 1.1
Faca a fatoracdo dos seguintes numeros:
a. 4x+8y
b. 3y-12x
c. 15z+10y-5x

Capitulo 1




d. -16+4x

1
e. —x-5x
2

21 AGRUPAMENTO

Vimos, na se¢éo anterior, que fatorar um numero é o mesmo que colocar o fator
comum daquela expressao em evidéncia. Mas, temos alguns outros casos de fatoracéo
que podemos estudar como, por exemplo, o caso do agrupamento.

Considere a fatoragéo da seguinte expresséo:

P =ax+ay+bx + by (1.1)

A expressao que representa, matematicamente, a letra P ndo possui um fator
comum a todos os termos, porém se considerarmos cada parcela veremos que para cada
duas parcelas havera um fator comum, ou seja, nas duas primeiras parcelas o fator comum

€ a letra a e nas duas seguintes é a letra b. Entdo, podemos reescrever como:

P=alx+y)+ b(x+y) (1.2)

Na expresséo 1.2 acima, fizemos a fatoragdo separando as duas parcelas iniciais e
as duas finais. Porém, seguindo a mesma l6gica, notamos que a soma (x + y) esta presente
nas duas parcelas da expresséo, portanto, vamos agrupar tais termos, ou seja, (X +y) € um
fator comum a ambas as parcelas:

P=(a+b).(x+y) (1.3)

Note que a expressdo 1.3 acima esta reescrita num modo multiplicativo, isto é,
fatorado da expresséo 1.1. A esta propriedade chamamos de agrupamento.

Exemplo 1.5

ab+3b+7a+21=ab+3b+7a+ 3.7

reorganizando os termos temos que:
a(7+b)+3(b+7)=ab+7)+ 3(b+7)
e aplicando, agora, a regra do agrupamento:

(b+7).(a+3)

No exemplo 1.5 acima, aplicamos a regra do fator comum e, posteriormente, a regra
do agrupamento.



e
l | Escrever (7 + b) ou (b + 7), neste caso, ndo muda em nada |
nossa expressdo, uma vez que a adicdo possui aquilo que

chamamos de comutatividade.

Exemplo 1.6

2xy — 12x + 3by — 18b

aplicando a regra do fator comum, temos:

x(2.1.y —2.6) + b(3.1.y — 3.6)

onde decompomos 0s numeros de dentro dos parénteses para facilitar os calculos,

entao temos:

2x(y — 6) + 3b(y — 6)

aplicando a regra do agrupamento, ficamos com:

(2x + 3b).(y — 6)
Exercicio 1.2
Faca a fatoracé@o e aplique a regra do agrupamento nas seguintes expressoes:
a. 2xXy-4x+3xy-6Xx+4xy-8x
b. 2x+ai+2y+ax
c. 28ab-21ac-7a

d.ax-a+bx-b

31 DIFERENCA DE DOIS QUADRADOS

Em alguns casos, aparecera expressdes com grau maior do que um, ou seja,
expressdes quadraticas (grau 2), cubicas (grau 3) etc. Tais expressdes também podem ser
fatoradas e um dos casos para isso € o que chamamos de diferenga de dois quadrados.

Tal diferencga é definida por:

a? —b% = (a+b).(a—Db) (1.4)

A expressdo 1.4 é chamada de diferenca de dois quadrados. Quando nos
depararmos com expressdes analogas, basta decompor os numeros de modo a reduzi-los

em tais condi¢cdes. Como veremos nos exemplos abaixo:

Exemplo 1.7



(4x)* — By)* = (4x — 3y). (4x + 3y)

QUADRADO DA DIFERENCA DE DOIS TERMOS

2
X — = x2 - 2X
(x=-y) . _2xy,
Quadrado da Quadrado do Duas veres o
diferenca de dais 1° termo produto do 1°
termos pela 2°

+
Quadrado do
2° termo

O quadrado da diferenca de dois termos & igual ao quadrado do primeiro, menos
duas vezes o produto do primeiro pelo segundo mais o quadrado do segundo.

Exemplo 1.8

25x% — 4y?

dada a expressao acima vamos, inicialmente, fatorar o 25 e o 4, para deixa-los como

poténcias de dois, ou seja:
52=25e2%=

entdo, reescrevemos a expressao como:

(5x)* = (2y)*

4

feito isso, aplicamos a definicdo dada pela equagéo 1.4 acima, resultando em:

(5x)* — (2y)* = (5x — 2y).(5x + 2y)

Exemplo 1.9

Dada a expressao,

64a’ — 1

utilizando o mesmo procedimento que no exemplo 1.7 temos

Ba)?—1'=(8a—-1).(8a+1)

Exercicio 1.3

Dadas as expressées abaixo, reescreva-as utilizando a definicdo 1.4:

a. y*-16a2

b. (xy+a)(xy-a)
2. Ly ey L
C. X 2).(x + 2)

d. 9b2-1

Capitulo 1



41 TRINOMIO QUADRADO PERFEITO

Do mesmo modo, podemos ir aumentando o grau de complexidade das expressdes

que queremos fatorar. Para isso, lancaremos uso de duas outras defini¢cdes, a saber:

a? + 2ab + b? = (a + b)? (1.5)

a? — 2ab + b% = (a — b)? (1.6)
As expressoes 1.5 e 1.6 sao 0 que chamamos na matematica de trindmio quadrado
perfeito. Elas nos ajudam a simplificar expressdées durante a resolugdo de calculos

matematicos. A diferenca da primeira com relagdo a segunda identidade esta no sinal.
Vejamos alguns exemplos abaixo.

Exemplo 1.10

(2x +2)% = (2%)? + + 22

0 que nos da:

4x% +4x + 4
Observe:
(1) representa o quadrado do primeiro termo
(2) representa duas vezes a multiplicagdo do 1° pelo 2° termo

(8) representa o segundo termo elevado ao quadrado

QUADRADO DA SOMA DE DOIS TERMOS

2

(x+yP = X+ 2y o+ y*
—
Quadrado Quadrado do  Duas vezes o Quadrado do
da soma de 1% termo produto do 1° 2® termo
dois termos pelo 2*

O quadrado da soma de dois termos € igual ao quadrado do primeiro, mais
duas vezes o produto do primeiro pelo segundo, mais o quadrado do segundo.

Exemplo 1.11

Usando o mesmo raciocinio do exemplo anterior:

(x + 4y)? = x% + 8xy + 16y*?
Exemplo 1.12

Seguindo com a aplicagdo da diferen¢a ao quadrado:
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(4—y)*=16—8y +y?
Deste modo, vimos nos trés casos anteriores que para cada expressdo algébrica

temos um modo diferente de reduzir a uma multiplicacdo. Assim, resumidamente podemos
aplicar as seguintes regras:

(a—b).(a+b) =a?>-b? (1.7)

(a+b)? =a®+2ab +b* (1.8)

(@a—b)? = a? — 2ab + b* (1.9)

(a + b)® = a® + 3a®b + 3ab? + b* (1.10)
(a —b)* =a*—3a’b + 3ab? — b3 (1.11)
(a+b).(a?—ab+b?)=a®>+b*® (1.12)
(a—b).(a?+ab+b?) =a®>-b> (1.13)

Todas as sete igualdades acima listadas sdo chamadas, na matematica, de produtos
notaveis. Sua correta manipulagéo auxilia-nos a resolver muitos dos problemas algébricos
envolvendo célculos de limites e derivadas, por exemplo, conforme estudaremos mais
adiante.

Exercicio 1.4

Aplicando a regra dos produtos notaveis, desenvolva as seguintes expressoes:

a. (x+8)? g (a®—b3.(a®+ b3

b (2-3a)? h. (4+h)?

c. Bx+y)? i. (10 + a*x).(10 — a*x)
d. (1+5m).(1-5m) i o(x— 32-’)2

e. (ab—c)? k (a+t)

£ (m—-1)° L+ 20p)?

Exercicio 1.5

Simplifique as expressoes algébricas abaixo
a. (x—v)?—x(x—2y)

b. (x—2)>+a(3a+2)

c. m+1D.(m-1)+(m+1?-2m
d (x+a?).(x—a?®) +a*@*-1)



e. (a+b)?—(a—b)>—4ab
Exercicio 1.6

Fatore os seguintes polinémios:

a. x*+5x

b. 4x?—12x+9

c. x3—2x%2+4x—8

d 4x*-9

e. a®—>5a®+ 6a®

f ax—a+bx—D>b

g 64y + 80y + 25

h. mé—1

Exercicios complementares

1. Colocar em evidéncia significa:
a) multiplicar

b) dividir

¢) extrair o minimo multiplo comum

d) isolar um numero ou fator numa equagéo

e) dividir fragbes com diferentes denominadores

2. (7x — 13) e (-13 + 7x) séo equivalentes pela propriedade:
a) associativa
b) distributiva
¢) comutativa

d) fator comum

3. Podemos dizer, de modo geral, que um produto notavel:
a) possui duas parcelas da soma

b) é o produto pela diferenca

¢) produto de duas somas

d) produto de duas subtracées



4. Sobre o cubo da soma é correto afirmar que:

a) possui trés somas com as quais se faz o produto

b) possui trés diferengas com as quais se faz o produto

¢) possui duas parcelas de soma e uma de subtragdo com as quais se faz o produto

d) possui duas parcelas de subtracdo e uma de soma com as quais se faz o produto

5. Simplificando a expressao resulta em:

@ =
b 1
© =
d  c?
€ =



-—

/

N
NS Respostas dos exercicios propostos

Exercicio 1.1

a)4(x+2y) b)3(y—4x) )53z + 2y —x) d)4(—4w+x) e)x(— g)
Exercicio 1.2

a) 11xy — 18x b)(a+2)(x+y) c)a(28b—21c—7) d) (x—1)(a+b)
Exercicio 1.3

a)(y* + 4a)(y* — 4a) b)x%y?—a? c)x* —% d)(3b+ 1)(3b-1)
Exercicio 1.4

a)x? + 16x + 64 b)4 — 12a + 9a® c)9x? + 6xy +y? d)1 —m?
e)a’b? — 2abc + ¢ Hm?® + 3m? + 3m + 1 g)a®—b® h)16 + 8h + h?

2
100 —a*x? x? —xy + YT k)a®—3a%t — 3at? — t3 Dy?(1 + 4x + 4x?)

Exercicio 1.5
a)y(y —4x) b)x? —4x+4+3a2+ 2a ¢)2m?
d)x2—a%? e)0

Exercicio 1.6
a)x(x — 5) b)(2x — 3)? O)(x—2)(x* —4)
d)(2x—-3)(2x+3) e)a*(6—-5a*+a®) fHa+b)(x—1)
g)y(64y +80) +25 h) (m* — 1)(m® — 1)

Exercicios complementares da unidade

1.D 2.C 3.B 4.A 5.C



CAPITULO 2
RELACOES NO PLANO

@ . Objetivos de aprendizagem
Estudar a defini¢do de plano cartesiano e suas relagées, para aplicagoes

posteriores.

Como vimos na unidade anterior, algumas relagdes algébricas podem ser
representadas por diversas letras, e associagdes de letras e nimeros. E muito comum,
durante nosso estudo da matematica, desenvolvermos algumas confusdes no que diz
respeito a simbologia utilizada nos célculos e representacdes. Deste modo, nesta unidade
iremos tratar brevemente de algumas representacées matematicas algébricas e gréficas,

definindo os conceitos de par ordenado, produto cartesiano e plano cartesiano.

11 PAR ORDENADO

Em Matematica, chamamos de par todo conjunto formado por dois elementos.
Representamo-lo do seguinte modo: {a, b} De acordo com a igualdade de conjuntos, se
invertermos a ordem de um par ordenado nédo produziremos, necessariamente, um novo

par. Assim,

{1,2} = {21} {a, b} = {b,a}; {=C,D} ={D,—-C} (2.1)

Partindo desta nogéo definiremos, entdo, que par ordenado é todo par que para
cada elemento a e cada elemento b, admitimos a existéncia de um terceiro elemento (a,
b), de modo que:

(a,b)=(c,d)=a=ceb=d (2.2)

A relacdo dada por 2.2 1é-se: o par (a, b) é igual ao par (c, d) se, e somente se, o
elemento a for igual ao elemento ¢ e se o elemento b for igual ao elemento d. Isto é: se,
e somente se na matematica significa que tudo que acontece na “ida” de uma expresséao

deve acontecer, também, na “volta”.

No entanto, poderiamos nos perguntar: para que utilizamos tal nocao matematica?
Utilizamos o conceito matematico de pares ordenados para representarmos, por exemplo,

um ponto num plano.



2| SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL

A partir da nogédo anterior de par ordenado, vamos tratar agora de um sistema
cartesiano ortogonal. Um sistema cartesiano ortogonal € definido como o conjunto formado
por duas retas, perpendiculares entre si, determinando um plano.

De acordo com a imagem 1, tal sistema cartesiano € determinado por duas retas,
as quais chamamos de eixo. O eixo vertical € denominado ordenada e o eixo horizontal
abscissa. O ponto de intersecgéo entre estes dois eixos — ponto no qual as retas se tocam
— é conhecido como a origem O do sistema. Além disso, as quatro regides que se originam
a partir da divisdo do plano pelos eixos sdo chamadas de quadrantes. Iniciando da direita

para a esquerda, temos o primeiro, segundo, terceiro e quarto quadrantes.

¥+

22 Quadrante 3] 12 Quadrante

31
32 Quadrante 4% Quadrante
4

Figura 1: sistema cartesiano ortogonal. Fonte: autoria.

Para representarmos um ponto neste plano, precisamos atribuir ao primeiro um par
ordenado, ou seja, 0 eixo horizontal representando a abscissa e o vertical a ordenada. Na
geometria definida como analitica, um ponto no plano é sempre representado por um par
(x, y). Na ordem, x representa a coordenada horizontal e y a vertical.

Deste modo, dividimos os eixos, a partir da origem, em sinais — positivo e negativo.
Tomando o ponto 0 (origem do sistema) para cima (vertical) temos o sinal positivo. Deste
mesmo ponto de origem para baixo (vertical) temos o sinal negativo. O mesmo se aplica
para o eixo horizontal, uma vez que todos os pontos que estdo a esquerda de 0 séo
negativos e os que estéo a direita de 0 sédo positivos.



ml - - = =
et

Figura 2: Pontos representados no sistema cartesiano. Fonte: autoria.

Como podemos observar, na figura 2, temos os seguintes pontos:
A=(43);B=(12);C=(-24);D=(-3-4) E=(3-3);

Onde, o primeiro niumero de cada par ordenado representado pelas letras do
alfabeto localizam-se no eixo horizontal (x) e 0 segundo nUmero deste mesmo par no eixo y.

Exercicio 2.1

Faca um plano cartesiano e localize os seguintes pontos:

(@) A(2,0),B(0,—3),C(5,4),D(~2,0),
(b) A(~7,-3),B(4,-5),C (3,0),D(6,6)

Capitulo 2




Exercicio 2.2

Dadas as figuras abaixo determine:

Figura 3: Tridngulos 1 e 2. Fonte: autoria.

(a) As coordenadas dos vértices dos triangulos.

(b) Escreva dois pontos que estao no interior do triangulo 2.
(c) Determine a area do tridngulo 2.

Exercicios Complementares da unidade

1. Um ponto no plano é definido por:

a) um par de numeros

b) trés numeros inteiros

¢) uma tripla ordenada

d) um numero natural

2. Assinale a alternativa que contém da ordenada e da abscissa, respectivamente,
ao quadrante.

a)(+ ), (7). (+, +) e (+, +)
b) (+:+), (- +), (~ -) e (+ -)
¢)(+ ) () (+He(-)

d) (- ) (+: +), (~ +) e (+ )

3. Os pontos (2,0), (-2, 5) e (7,3) estdo, respectivamente:

a) No eixo y, primeiro quadrante, segundo quadrante

b) No eixo x, segundo quadrante, terceiro quadrante



¢) No eixo x, segundo quadrante, primeiro quadrante

d) Todos no terceiro quadrante

4. A que quadrantes pertencem, respectivamente, os pontos (-2, -2) e (5, -1):
a) primeiro, segundo

b) terceiro, quarto

¢) quarto, primeiro

d) primeiro, quarto

5. Localizando os pontos (1, 2), (3, 4) e (-6, 3) no plano, os mesmos encontram-se,
respectivamente nos:

a) primeiro, segundo e quarto quadrantes
b) quarto, terceiro e primeiro quadrantes
¢) primeiro, primeiro e segundo quadrantes

d) segundo, segundo e primeiro quadrantes

A ordem do par de nimeros que representa o ponto no plano é
sempre horizontal e depois vertical, porém os eixos podem ser
invertidos nos grdficos. Tal procedimento traduz o tipo de

informacdo que se deseja passar com tal representagdo grafica.

4
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AN
NS Respostas dos exercicios desta unidade:

Exercicio 2.1

Dica: Proceda como foi feito na figura 2 da se¢éo 2.2.

Exercicio 2.2

a) Tridngulo 1: (X5, ¥a), (X, ¥b), (Xe, ¥e) ; Tridngulo 2: A(1,4),B(—2,-2),C(1,-2)

o) (1) (-1-3)

¢)18 unidades de area
Exercicios complementares da unidade

1.A 2.C 3.D 4.B 5.C



CAPITULO 3
FUNCOES: PRIMEIRAS APROXIMACOES

@' ! ‘Objetivos de aprendizagem
Revisar algumas nogées de conjuntos numéricos, definir o conceito de
Sfungdo, relembrar algumas operagées com fungoes, construir grificos e,
finalmente, estudar propriedades das fungées linear, quadrdtica e

logaritmica.

Para toda compra feita no supermercado, temos um valor final a pagar. Sempre
atentos aos precos de cada volume, quantidade em gréos ou farelo etc.

Utilizando um dos principais aparatos ferramentais da matematica que sdo as
funcdes. Deste modo, esta terceira unidade sera iniciada com a seguinte pergunta: para
cada litro de combustivel que abasteco, qual sera o valor final se encher o tanque? Esta
pergunta, por mais simples que pareca de antemao, € nada mais do que uma férmula

matematica expressa com palavras.

Neste capitulo, iremos estudar o conceito de fungdes, alguns de seus tipos como
as fungdes linear, quadratica, modular e exponencial, bem como suas representacoes
gréficas. Para isso, iremos utilizar todas as ferramentas expostas até o presente momento.

Bons estudos!

11 UMA BREVE REVISAO SOBRE CONJUNTOS NUMERICOS

Como ja enfatizado anteriormente, algumas expressdes mateméaticas podem ser
representadas com numeros e letras, combinagbes destes e rearranjadas de modo que
de adicdo e subtracdo pode-se representar com modos multiplicativos (por exemplo, no
capitulo 1 deste material).

Neste sentido, tais numeros matematicos sdo chamados, respeitando sua
generalidade, de grandezas. Estas grandezas, na fisica por exemplo, representam
quantidades — que sabemos a priori ou ndo! — e que podem ou ndo ser mensuradas com
equipamentos que temos a disposi¢cao para isso. Neste caso, podemos citar a velocidade
de um carro (grande velocidade), a distancia que percorremos para ir de um lugar da cidade
para outro, o tempo que levamos para chegar la entre outros aspectos.



Além destas grandezas, que sao valores fixos podendo representar quantidades
numéricas (grandezas escalares) como também sua direcao e sentido (vetoriais) tem-se

as variaveis.

Estas Gltimas, tdo necessarias quanto as grandezas, ndo sao valores fixos e, como
0 proprio nome diz, variam de acordo com o que foi medido e estamos estudando. Por
exemplo, a questao do combustivel elucidada acima, a variavel ndo é o prego que sera
pago, pois este depende quase que exclusivamente da quantidade de combustivel que
sera consumido. Portanto, nossa variavel é aquilo que muda na nossa equacao, gerando o
que chamamos na matematica de relagdo de dependéncia.

No entanto, antes de definir mais precisamente o conceito de fungdo na matematica,
revisaremos algumas nog¢des sobre conjuntos numeéricos, pois tais funcdes operam sobre
estes conjuntos numéricos que podem ser classificados, a priori, como: naturais (N), inteiros
(z), racionais (Q), irracionais (II) e reais (R)

1.1 Conjunto dos naturais (N)

Este conjunto estad associado, basicamente, a quantidade de coisas facilmente
contaveis, tais como frutas, cadernos, livros etc. Por exemplo, “vou comprar trés livros para
ler nas férias” estou definindo um conjunto de numeros naturais. O simbolo matematico

utilizado para representa-lo é aquele ja exposto acima, ou seja, N.

Matematicamente, escreve-se este conjunto na seguinte forma:
N=1{0123456,..}

Deste modo, podemos notar que o conjunto dos nimeros naturais é formado,
exclusivamente, por nimeros positivos. Também pode-se representa-lo geometricamente,
onde neste caso teriamos uma reta infinita partindo do zero, conforme mostra a figura 4
abaixo:

Figura 4: representacdo geométrica dos naturais. Fonte: autoria.

Vejamos alguns exemplos sobre este conjunto.
Exemplo 3.1

Seja o conjunto dado por A={x € N; x > 2}. Pode-se dizer que este conjunto é de
naturais? A resposta é sim, pois a expressdo acima dada pode ser lida do seguinte modo:
seja A o conjunto dado por todo nimero x que pertence aos naturais, tal que, x é sempre

maior que 2.



Representando este conjunto geometricamente, teriamos a figura 5 abaixo, onde
fodos os pontos em negrito representam os numeros naturais pertencentes ao conjunto
mencionado acima. Cabe notar que o 2 ndo faz parte do conjunto, conforme veremos
explicacdo no exemplo a seguir.

Figura 5: representagcdo geométrica do conjunto. Fonte: autoria.

Exemplo 3.2

Seja o conjunto dado por B={y € N; 1 <y < 5}. Tal expressdo pode ser lida como:
seja o conjunto B formado por todos os numeros y que pertencem aos naturais, tal que,
tfodo y esta no intervalo entre 1 e 5. Ou seja,~sera considerado como pertencente a este
conjunto todo numero localizado entre os numeros 1 e 5, desconsiderando 1 e o0 5. A este
tipo de intervalo denomina-se de aberto, ou seja, os extremos ndo participam do conjunto.
Geometricamente, a figura 6 representa este conjunto, onde os trés pontinhos em negrito

s&0 o conjunto mencionado.

Figura 6: Representacdo geométrico do conjunto. Fonte: autoria.

1.2 Conjunto dos inteiros (z)

O conjunto dos numeros inteiros é aquele formado pelos niumeros positivos a partir
do zero e, também, os negativos. Ou seja, dizemos que o conjunto dos nUmeros naturais
esta contido no conjunto dos numeros inteiros.

Dito de outro modo: o conjunto dos nimeros inteiros contém o conjunto dos naturais.
As variaveis do nosso cotidiano que podem ser descritas pelos inteiros sédo altitude,
temperatura, contas bancarias etc.

Como jamostrado anteriormente, o simbolo para este conjunto é Z. Matematicamente,
escreve-se este conjunto do seguinte modo:

Z={..,-6,-5-4,-3,-2,-1,0, +1, +2, +3, +4, +5, +6, ...}

Assim, nota-se que além dos nimeros naturais positivos verifica-se os negativos. Ja

geometricamente temos a seguinte representagéo:
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Figura 7: Representagdo Geométrica dos inteiros. Fonte: autoria.

Do mesmo modo, utilizando a ideia de intervalos iniciada no exemplo 3.2 acima,

escreve-se 0 conjunto dos numeros inteiros do seguinte modo:
Z={x€eZ/-» <X <+%}
Exercicio 3.1

Escreva os seguintes conjuntos utilizando os sinais de desigualdade (utilize os
exemplos 3.1 e 3.2)

(a) B={2,3,4,5,6}
(b) G={..., -2,-1,0,1}
(c)J={2,3,4,5, 6, ...}
(d) C={-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3}

1.3 Conjunto dos Racionais Q

Este conjunto é mais amplo do que os dois anteriores, pois todo racional pode ser
escrito na forma de uma fracéao £ com b#0. Aqui, temos um detalhe muito importante para
definicdo de qualquer fragéo: o c‘?enominador nunca podera ser nulo!

Caso isso ocorra, teremos aquilo que se denomina de indefinicdo matematica.
Assim como os inteiros contém os naturais, os racionais contém os inteiros. O simbolo
matematico que representa este conjunto, como ja exposto, é Q

Todo nimero decimal que seja finito € um nimero racional. Deste modo, toda dizima
que seja finita, ou seja, que n&o possui indefinidamente niumeros depois da virgula, pode

ser escrito como uma fragéo.

Representa-se geometricamente, os nUmeros racionais do seguinte modo:

+
=

| [,
T 1 1

0 2 .i91559 %38
| |
|

Figura 8: Representacdo geométrica dos racionais. Fonte: autoria.



Exercicio 3.2

Para cada um dos casos abaixo, somar os numeros em forma de fragbes:
(a) 0,25 + 1,25

(b) 0,25 + 2,5

(c) 0,25 +3,7

(d) 0,25 + 6,2

(e) 0,3+2,5

1.4 Conjunto dos Irracionais [

Este conjunto € formado, diferentemente dos racionais, por dizimas infinitas, ou
seja, ndo periddicas. Sado chamados de irracionais porque néo podem ser escritos na forma
de fracdo. Os exemplos mais famosos desses nimeros sao:

V2 =1,4242135 ...

m = 3,141592 ...

Os numeros irracionais também estdo muito presentes em nossa vida cotidiana, pois
uma calculadora ao trabalhar com somas nos da um resultado através de aproximagdes de

casas decimais que, muitas vezes, sao infinitas.

1.5 Conjunto dos numeros reais R

Todos os numeros utilizados no dia a dia, em nossos calculos, expressdes, contas
etc., fazem parte do conjunto dos nimeros reais. Este conjunto contém todos os anteriores
mencionados e é geometricamente representado por uma reta infinita.

Conforme um dos postulados da geometria plana, dado por um matematico egipcio
chamado Euclides, uma reta é a soma de infinitos pontos. Se cada ponto desta reta
representa um namero real teremos, entéo, o conjunto dos reais.

A esta reta d4-se o nome de reta real. Nao importa se o niUmero é positivo, negativo,
fracdo, dizima periddica ou aperiddica, se € uma raiz quadrada de numero positivo, ele

sera real.

4 3 2 4 0 1 +2 +3 +4 R
e e———— el ———

Figura 9: Representagéo geométrica da reta real. Fonte: autoria.



Para representar o conjunto dos nimeros reais em termos de intervalos, pode-se
dizer que o conjunto dos reais A é tal que:

A= {xER; —o0o <x < o0}

r’e

—

O simbolo oo representa o infinito de mimeros reais e, quando
acompanhado do numero negativo, representa todos os infinitos
reais que estdo a esquerda do 0 na reta real.

\ /

A _d

Grande parte das fungdes que serdo estudas daqui por diante estdo definidas na
reta real. Por este motivo, a importancia de se conhecer tais conjuntos e algumas de suas

caracteristicas principais.

De forma pictérica, pode-se representar os conjuntos numéricos conforme a figura 10
abaixo, a qual recebe um nome especial na Matematica, € chamada de diagrama de Venn.

2,

Figura 10: Representacéo pictérica dos conjuntos numéricos. Fonte: autoria.




21 FUNGAO DE PRIMEIRO GRAU - OU AFIM

Como ja mencionado anteriormente, as relagdes utilizadas no cotidiano expressam
uma dependéncia entre variaveis e grandezas, todas elas interrelacionadas. A estas
interrelacdes d4-se o nome de funcao.

Basicamente, uma fung¢do é uma relagéo de interdependéncia entre variaveis que,
geralmente, sé@o indicadas por x e y. A primeira, x, € chamada de variavel independente
— aquela que independe de qualquer outro valor para existir — e a ultima, y, variavel
dependente, pois seu valor depende de x para existir.

Neste sentido, ao definir uma fungcdo como uma relagéo de interdependéncia entre
duas variaveis, € necessario expressa-la por meio de uma férmula matematica. Mas, para
nao criar alguma possibilidade de bloqueio emocional com relagéo a estas formulas, tem-
se em mente que para cada situagdo modelada ou estudada ha uma formula matematica
especifica.

Assim, ao voltarmos no problema do abastecimento, a formula matematica que

representaria esta situagéo é:

y=ax+b (3.1)

onde, y é o valor total a ser pago ao final do abastecimento, a o valor referente a
cada 1 L (definido previamente, ou seja, € uma constante), b também é uma constante
(que, em muitos casos, aparece como um valor pré-fixado, uma taxa acrescida ao valor
total entre outros) e x é a quantidade de litros abastecida.

A expressao dada por 3.1 é chamada, matematicamente, de lei de formagéo de uma
fungdo afim ou de primeiro grau. Mas, por que de primeiro grau? Se o expoente da incognita
X ndo aparece, equivalera a 1. Neste sentido, diz-se que toda expressdo matematica que

possui como expoente 1 recebe o nhome de primeiro grau.

Mais adiante, quando estudarmos sobre derivadas e integrais, iremos trabalhar
muito com tais expressdes matematicas, as quais muitas vezes encontramos na literatura
como polinébmios.

um conjunto de parcelas que compoem uma

E Q ' 4 palavra polinémio, na Matemdtica, sigm‘ﬁcé\

expressdo. Vale lembrar que equagio é
diferente de expressdo.




Exemplo 3.3

Seja a lei de formagao dada por y=5x-3, pela 3.1 acima, temos que:

a=5eb=-3
Exemplo 3.4

Seja a fungéo dada pela lei f(x)=-2x+7, 0 que pela 3.1 acima, temos:

a=—-2eb=7
Nos exemplos 3.3 e 3.4 podemos ver como uma lei de formagédo de uma funcao
de primeiro grau é representada matematicamente. No entanto, notamos que no segundo
exemplo mencionado temos f(x) no lugar de y.
Basicamente, os dois anteriores s&o equivalentes quando representamos uma
funcdo. Quando utilizamos f(x) estamos dizendo que para cada valor de x existe um, e
somente um, valor de y correspondente. Em alguns textos encontraremos o nome de

imagem da fung&o.

2.1 Dominio e conjunto imagem

Como citado anteriormente, todos os nimeros que utilizamos para nossos calculos
do cotidiano —como também para expressdes algébricas — sdo categorizados por conjuntos.
Isso significa dizer que sempre quando estamos efetuando algum tipo de calculo, seja
numérico ou algébrico, estamos operando sobre algum conjunto. Neste sentido, como
estamos agora trabalhando com as fun¢des de primeiro grau, precisamos definir em qual
conjunto nossas variaveis x e y teréo validade.

Assim, o conjunto no qual a varidvel independente reside (onde coletamos tais
nameros, digamos) é chamado de dominio da fungdo. Ja o conjunto em que iremos
encontrar os valores correspondentes de y, a partir da lei de formagéo 3.1 supracitada, é
denominado de conjunto imagem da fungédo. A figura 11 abaixo representa, pictoricamente,

0s conjuntos dominio e imagem da fungéao.

A B

.,:’ *—\ ® Conjunto

A m g
L '! * &

\\ ‘ ,/i 2

D‘h-r"". C i

Figura 11: dominio, contradominio e imagem da fungéo f. Fonte: autoria.

Capitulo 3




Na figura 11, a elipse representada em verde (conjunto A) é o dominio da funcao
f, ou seja, 0s numeros que representam a variavel x habitam neste lugar matematico.
Ja a elipse representada pela cor azul (conjunto B) &€ chamado de contradominio, pois
€ o0 conjunto maior que abriga os nimeros que correspondem ao valor de y, isto €, o que
estamos chamando de imagem (elipse vermelha).

Portanto, sempre que se fala em dominio de uma fungéo estamos interessados em
caracterizar as condi¢des de existéncia de qualquer fungéo, ou seja, naquele conjunto que
abriga todos os valores possiveis da variavel independente x.

Exemplo 3.5
Dada a fungéo f(x)= i—tz determine seu dominio.

Solugao: determinar o dominio de qualquer fungdo, é descobrir quais sdo os valores
possiveis que a fungdo ndo pode assumir de modo que néo exista. Sabemos que, para toda
fragdo dada seu denominador jamais podera ser zero (nulo). Como a fungao fornecida esta
na forma de fragéo, temos que:

x—2+0
onde a partir das regrinhas para se resolver uma diferenca (as mesmas que para
uma equagédo) temos:
x #2

ou seja, nosso dominio é formado por todos os numeros reais com exce¢do do 2.

Em linguagem matematica representamos como

D(f)={xeRx+2}=R—{2}
onde lé-se: o dominio da funcéo f é formado por todo x que pertence aos reais, tal
que, x deve ser diferente de 2.

O exemplo acima mostra-nos que para determinar o dominio de qualquer funcao
precisamos saber de sua condigdo de existéncia, ou seja, aquilo que faz com que a lei de
formacao matematica exista. Outras situagdes possiveis de aparecer sdo raizes quadradas

com valores negativos e equagdes no modo geral.
Exercicio 3.3

Determinar o conjunto dominio das fungbes abaixo:

(@ fx) = 2=

(b)y =4x =5
(¢) flx) =-3x—-2
(d)y=+vix—2




2.2 Grafico de uma funcao de primeiro grau

Como ja estudamos, todo par ordenado dado por (x, y) representa, no plano, um
grafico. Assim, se associarmos esta ideia a lei de formagéao representada por 3.1, temos
que para cada valor de x nesta férmula (obtido no dominio) havera um Unico valor de y
correspondente (que encontramos no conjunto imagem da funcéo).

Isto é, utilizando ainda o exemplo do abastecimento da gasolina, podemos
representar graficamente esta situagéo colocando o numero de litros que foram abastecidos
no eixo horizontal do plano cartesiano (abscissa — eixo da variavel independente) e o valor
final que devera ser pago no eixo das ordenadas (eixo da variavel dependente).

L —
K!l

Figura 12: grafico da fungéo de primeiro grau. Fonte: autoria.

O gréfico da fungdo de primeiro grau é sempre uma reta, pois para cada valor de
x teremos um Unico valor de y correspondente. Na figura 12 acima, os pares ordenados
representados pelos dois pontos em destaque sdo (0, -1) e (1,0). Quando o ponto esta
sobre um dos eixos, o valor de seu par sera 0. Isto €, se 0 pontg estéa sobre o eixo x, 0 seu
correspondente y sera 0, e vice-versa.

Importante ressaltar, quando o valor de y de uma funcéo de primeiro grau por nulo
(0) diz-se que o correspondente valor de x € uma raiz da fungéo.

As retas que representam os graficos deste tipo de funcdo podem ser crescentes
ou decrescentes. A figura 13 representa uma reta crescente (a>0) e uma reta decrescente
(a<0).
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Figura 13: reta crescente e decrescente. Fonte: autoria.

Para construgédo destes graficos, precisa-se apenas da lei de formacéo da fungao,
pois para cada valor de x atribuido respeitando o dominio da fun¢éo, corresponderd um

valor de y. Com tais pares ordenados, constroi-se uma reta no plano.
Exemplo 3.6
Dada a fungéo f(x) = 5x-10 encontre sua raiz.

Solugdo: encontrar a raiz de uma equagéo (neste caso representando uma fungéo)
é nada mais do que determinar aquele valor de x para o qual y é nulo. Neste caso, temos:

5x—10=f(x) =0
onde, aplicando as regrinhas basicas para resolugdo de equagdes, temos:

10
5x:10=>x:?:2

Portanto, o valor de x para o qual y é nulo é 2. Assim, representamos esta raiz da
fungcdo como

f(2)=0
Exemplo 3.7

Suponhamos que iremos aplicar num fundo de investimento. Nosso capital inicial
é de R$100,00. Para simplificarmos, supomos também que a cada més nosso capital
aumenta R$10,00.

(a) Qual é a lei de formagéao que representa nosso investimento?

(b) A partir desta lei, construa o grafico.

(c) Qual sera o montante do investimento no terceiro més?

Solugéo:

(a) chamaremos de x a variavel que representa o més e de y a variavel que representa

o0 montante final apos cada més. Assim, no primeiro dia de nosso investimento temos um



més 0, ou seja, ainda ndo acumulamos nada. Portanto, temos em linguagem matematica

£(0) = 100

porém, sabemos que a cada més nosso montante acresce um valor 10, ou seja,
podemos construir uma tabela dos valores acumulados ao longo dos meses:

X f(x)
0 100
1 110
2 120

Assim, a partir da tabela acima e comparando com a lei de formagéo 3.1, temos que:
v=fx)=ax+b= f(0) =a.0+ b =100,portanto parax =0 b = 100
utilizando, agora, para x=1, temos:
f(1)=a1+4+100=110=a+ 100 =110
aplicando as regrinhas basicas de resolucdo de equagdes, temos entdo que:
a=110—-100=10
portanto, a lei de formagao para nosso investimento é:

f(x) =10x+ 100

(b)a partir da tabela dada no item (a) temos os seguintes pares ordenados: (0,100),
(1,110), (2,120) ...

deste modo, plotando no grafico temos o seguinte:

ES4

Figura 1: gréfico do montante final em fungéo do tempo. Fonte: autoria.



Onde t representa a quantidade de meses e R$ o montante final do meu investimento.
(c)de acordo com o gréfico temos que no terceiro més o montante seré de R$130,00.
Exercicio 3.4

Dadas as fungbes abaixo, encontre sua raiz:

(@) x+5=8

(b) x+9=-1

(c) 9x —2 =4x + 18

(d) 4x+5=x+ 20
Exercicio 3.5

Construa os gréficos das seguintes fungbes de primeiro grau:
() f(x) =2x—1

(b) f() =x+1

(c) f(x) =—-3x—2

31 FUNCAO DE SEGUNDO GRAU OU QUADRATICA
Uma fungédo do segundo grau é toda lei de formagé&o que pode ser expressa do
seguinte modo:
fx)=y=ax?+bx+c (3.2)

onde a, b e ¢ sdo chamados de coeficientes da fungdo. Assim como a fungédo do
primeiro grau, a quadratica também pode ser representada por um grafico, possui conjunto
dominio, imagem e raizes.

A diferenga da primeira, € que esta possui duas raizes ao invés de uma, como visto
anteriormente. Neste sentido, séo exemplos de fungcbes quadréaticas as seguintes leis de
formacéo:

Fr)=5r2+3r+9 (3.3)
f(2) =222 —234)

Se compararmos a fungéo (3.3) acima com a lei de formacao (3.2), teremos que

a=5, b=3 e ¢=9. Se fizermos 0 mesmo com a func¢éo (3.4) observamos que a%: ,b=0e c=-2.

Assim, podem ocorrer situagées nas quais os coeficientes b e ¢ sejam nulos, com excegéao
do coeficiente a.

Todas as nocdes acima expostas sobre dominio, conjunto imagem e construgéo de



graficos também se aplicam a este tipo de funcgéo.

No entanto, ao tratarmos das raizes das fungdes quadraticas devemos ter em mente
que nao teremos apenas um valor de x para o qual y sera nulo, mas sim dois valores de
x. Neste caso, ndo teremos como grafico uma reta, como na fungéo afim, mas sim o que
chamamos de parabola.

3.1 Raizes das fun¢des quadraticas

Como j& dito, as raizes de uma fung¢éo séo aqueles valores da variavel x que tornam
y igual a zero, por meio da lei de formacgéo. Assim, para encontrarmos as raizes de uma
equacao quadrética (representada através de uma lei de formacgéo) precisaremos utilizar
uma férmula resolutiva, chamada de formula de Bhaskara, dada por:
—b+VA
x = ——— (3.5)

2.a

com A=Db?—4.a.c

{ B
Q O simbolo A é chamado de delta (letra do alfabeto
' grego) e representa a diferenca entre duas
grandezas, seja na Fisica que na Matemdtica.

As letras a, be cda férmula dada por (3.5) s&o os coeficientes da equagao quadratica.
O sinal de mais e menos indica dois tipos de raizes: uma positiva e outra negativa. Em
alguns textos pode-se encontrar a nomenclatura de discriminante para o delta.

No entanto, como interpretar os valores originados pelo A? Inicialmente, cabe
ressaltar que o discriminante da equacéo (3.5) informa a respeito de suas raizes, pois:

Se A> 0, significa que a equacio admite duas raizes reais e distintas
Se A= 0, significa que a equacdo admite duas raizes reais e iguas

Se A< 0, significa que a equagdo ndo admite raizes reais

Portanto, primeiramente é importante identificar a lei de formagéo da fungéo, quais
sé@o nossos coeficientes, encontrar o valor do discriminante, aplica-lo na formula (3.5) para
encontrar as raizes, caso existam.

Exemplo 3.8
Dada a equacéao 2x?-11x+5=0 encontre, caso existam, suas raizes.
Solugéo:

Inicialmente, sabemos que 0s nossos coeficientes sdo a =2, b =-11 e ¢ =5. Vamos
encontrar o valor do discriminante,



A= (—11)2 — 4.2.5 = A= 121 — 40 = 81

de acordo com o que vimos acima, o discriminante é maior do zero, portanto, tal
equacgdo possui duas raizes reais e distintas. Entdo, pela (3.5) temos que:

_ —(-11)++/81
= 2.2

agora, desmembrando esta equacdo em duas outras, iremos atribuir indices para as
raizes, chamando de x, a raiz positiva e de x, a raiz negativa.

Entao, temos que:

1149
X, = 2 =
e

11-9 1
=T T3

, . s 1
portanto, as raizes desta equagdo sdo .x,=5 e x,==,

2
Exercicio 3.6

Dadas as equacgbes quadraticas abaixo, ache as raizes caso existam:

(a) x* —8x+16=10 (c) 2x% —T7x=10
(b) 2x*> —3x+5=0 (d) 2x* —18=0

3.2 Graficos das fun¢des quadraticas

Como j& dito, os graficos das fungbes quadraticas séo representados por meio de
parabolas (curvas) que podem ou néo tocar o eixo das abscissas, dependendo do valor do
discriminante delta.
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Figura 15: gréafico da fungdo quadratica. Fonte: autoria.

Além disso, sua concavidade (a “boca” da parabola) pode estar voltada para cima ou
para baixo, fator este que depende exclusivamente do sinal do coeficiente a. Como pode
ser visto na figura 16 abaixo.
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Figura 16: gréaficos da funcao quadratica. Fonte: autoria.

Nota-se que, quando o coeficiente a € maior do que zero (positivo) a concavidade
da parabola esta voltada para cima, ja quando é negativo a concavidade estara voltada
para baixo.

Outro aspecto interessante, que se observa nas figuras 15 e 16 acima € o fato de a
parabola tocar ou ndo o eixo das abscissas. Quando ela ndo toca o eixo x significa que nao
existe nenhuma raiz real para esta fungéo, ou seja, o A<0.

Quando ela toca o eixo x em dois pontos distintos, significa que tal fungdo possui
duas raizes reais e distintas, isto €, seu A>0. E, finalmente, quando ela toca em um Unico

ponto o eixo das abscissas tem-se uma Unica raiz real positiva, com A=0.



A concavidade da parabola sera de extrema importancia quando estudarmos as

derivadas e 0s processos de deriva¢ao no capitulo 5.

De um modo geral, a figura 17 apresenta um resumo acerca do grafico da funcao

quadratica.
a>0eA<0 a<0eA<0
X
>
X
a>0eA=0 a<0eA=0
»
X
|
X
a>0eA>0 a<0eA>0
\/ .
>
X X
Figura 17: gréaficos da fungcdo quadratica. Fonte: autoria.
Exemplo 3.9

Dada a fungéo f(x)=x2-2x-3 construa o gréfico.
Solugéo:
Inicialmente, vamos identificar os coeficientes da equacdo, a =1, b=-2e c =-3.

Neste sentido, sabemos que o coeficiente a0, portanto a concavidade da parabola é
voltada para cima. Agora, num segundo passo, vamos determinar o discriminante A

A= (=2)2 —41.(-3) =4+ 12 =16

como A>0, sabemos que a fungdo possui duas raizes reais distintas, ou seja, a
parabola ira tocar em dois pontos no eixo das abscissas. Entdo, vamos determinar as
raizes x, e x, por meio da formula (3.5)



24416 2+4

Y1 2 2
2—+v16 2-4
XZIT:T:—l

Agora, vamos determinar o ponto vértice da parabola, ou seja, aquele ponto em
que a parabola altera sua direcdo no gréfico. Tal determinagéo facilitara a construgdo do
grafico. Este ponto e formado por um par ordenado do tipo (x, y,), 0s quais sdo dados pelas
seguintes férmulas

—b —A
Xp=——ey, =—
" T2 ¢ T g
0 que nos da, portanto, os valores de x =1 e y =-4.

Com estas informagées, temos o seguinte grafico

Ny

P~

se di simmelria / axis BT symmetry

dirsttrice J direcirix |

Figura 18: gréafico do exemplo 3.9. Fonte: autoria utilizando http:/geogebra.org.
Exercicio 3.7

Construa o gréfico das seguintes fungbes quadraticas:

(@) f(x) =x%—13x +42
(h) f(x)=—-2x*—-5x+6

Capitulo 3
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(c) y=3x>+x—14

(d) f(z) =522 -3z -2

(e) y=12—-2x2=8x+2

¢ fw) =2w(;—-—w)-w? -3

41 FUNGAO LOGARITMICA

As fungdes logaritmicas sédo muito utilizadas quando se quer resolver equacdes
exponenciais ou, também, quando é possivel expressar um nimero muito grande em uma
pequena ordem. Antes de seguir adiante com exemplos e exercicios acerca da funcéo
logaritmica, é preciso recordar um pouco sobre as propriedades da potenciagao.

4.1 Potenciacao

Tem-se uma poténcia quando se tem um numero — chamado de base — elevado a

algum outro numero (ou incognita). Representa-se tal definicao pela seguinte simbologia:

a’,coma # 0
onde a € a base e b é o0 expoente, que pode ser negativo ou positivo.

As propriedades da potenciacdo sédo dadas pela figura 19 abaixo.



Pr>a"=a.a.a....a

nvezes

P,—»a'=a
P:—sa’=1,coma=0

Pi:—>1"=1
1
Ps—>a"=—,coma=0
an
Ps—>am.g"=agm*n
am
Pr> —=am™",coma=0
an
PB_) (am)ﬂ — al’l‘!kn
Pv—>(a.b)"=a".h"

Puw— [EJ =£,comb;&0
b bn

P 28 n é par — poténcia positiva
_)
" n é impar — poténcia leva o sinal da base

Figura 19: propriedades das poténcias. Fonte: autoria.

As propriedades acima ser-nos-a80 importantes quando formos trabalhar com
logaritmos e polindmios no célculo de derivadas e integrais.
4.2 Logaritmos

Dados dois numeros reais,a e b, de modo que 1#a>0 e b>0. Definimos por logaritmo
de b nabase a o expoente que devemos elevar a, de modo que a poténcia obtida seja igual
a b. Em linguagem matematica temos:

logsb=x<=a*=b (3.6)

A definicao (3.6) é o que chamamos de operador logaritmo, em matematica, nela a
€ a base, b é o logaritmando e x é o logaritmo de b na base a.

Exemplo 3.10

Qual é o logaritmo de 4 na base 27

Solugéo: pela definicdo dada pela (3.6), temos que:

log,4 = 2,pois 22 =4
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Como consequéncia da definicdo (3.6) temos as seguintes propriedades dos

logaritmos apresentadas na figura 20 abaixo.

log,b=xssa’"=b—saz#l—-5b>0
log,1=0

log,a=1

aleed = p

log . b=log,c—b=cC

log, (b-¢)=log,b+log, c

log, ‘% =log, b -log,c

log, & =c-log, b
log b
log, a

log, b=

log, b-log, a=1

Figura 20: propriedades dos logaritmos.

Fonte: autoria.

Cabe ressaltar, todavia, que as seis propriedades acima elencadas sdo de extrema

importancia quando da resolucéo de equagdes exponenciais.

@ D
Importante

Quando a base for dez (chamado de logaritmo decimal), podemos omiti-la

\ do simbolo do log, escrevendo apenas log,,b = log b.. |
S 4

<

Exemplo 3.11
1
Dada a equagdo exponencial ()" =125.
Solugdo: resolver uma equagéo exponencial é encontrar o valor da incégnita x de
modo a satisfazer a igualdade apresentada. Neste caso, temos que:
125 =555=5%(37)

mas, quando invertemos uma fragdo, pelas propriedades basicas de potenciagéao,
invertemos o sinal do expoente do denominador, ou seja



() = =5+@38)

5
comparando as igualdades (3.7) com (3.8), temos que;
53 =5X
portanto, x = -3.

No exemplo acima, vimos que as propriedades da potenciacao dadas pela figura 18
sdo aplicadas. Entdo, para toda situacao que encontrarmos equacdes exponenciais iremos
trabalhar, basicamente, com poténcias e logaritmos.

Exemplo 3.12
Dada a expressao 4.log+ % log y, reduza em um tnico logaritmo.
Solugéo:

Reduzirmos num Unico logaritmo significa que devemos reescrever a expressao
dada numa unica parcela de log. Utilizando as propriedades apresentadas na figura 20,
precisamos verificar se 0s logs estdo na mesma base. Como isso é afirmativo para este
problema, entédo temos:

1 1
logx* + logy? = log(x* + y2)

mas, y elevado a ¥ é o mesmo que a raiz quadrada de y, entdao reescrevemos como:

1
logx* + log ¥z = log(x* + \/y)

No exemplo acima tem-se uma importante propriedade dos logs sendo aplicada: o
log de um produto é igual a soma dos logs. Para toda situagéo que exigir manuseio dessas
expressdes, sera importante recorrer a figura 20.

4.3 Logaritmo como func¢ao e grafico

De acordo com o exposto até aqui, pode-se definir uma fungéo logaritmica como a

lei de formagéo dada por
f(x) =logx (3.9)
Assim como estudado nas fungbes anteriores, esta possui dominio e conjunto

imagem, sendo o primeiro definido pelas propriedades de sua existéncia e o segundo apos
a aplicacéo na lei de formacéo.

Ja de modo geral, o grafico da fungao logaritmica é dado pela figura 21 abaixo.



W= 1l0g X

e ¥

Figura 21: gréafico da funcédo logaritmica. Fonte: autoria.

Cabe notar que a curva da funcédo logaritmica nunca ira tocar o eixo das ordenadas

(y), pois se x = 0 ndo se tem a existéncia do logaritmo. Na figura 22 abaixo temos outro

exemplo do gréafico de uma fungéo logaritmica, porém com base 2.

u - 1"3'?.-.5-3 (x)

=2 ]

Figura 22: funcéo logaritmo na base 2. Fonte: autoria.

Vimos, nas secdes anteriores o conceito de funcdo, alguns de seus tipos, graficos

e propriedades. Ressalta-se que, uma fun¢do é sempre uma relacdo de dependéncia

entre duas variaveis, sendo uma dada a priori. Seus graficos sdo dados, pictoricamente,

e o comportamento desta fungdo informam acerca de seu crescimento, decrescimento e

estabilidade.



Nos préximos capitulos sera utilizado todo esse conhecimento acerca das fungdes de
primeiro e segundo graus (também chamadas de polinomiais) bem como as exponenciais
e logaritmicas para trabalharmos com suas variacoes e aproximagbes. A estas Ultimas,
atribui-se o estudo das derivadas e integrais.

51 FUNCOES APLICADAS A ECONOMIA

Muitas grandezas estudadas em ciéncias econdmicas, por exemplo, sdo descritas

por alguns tipos fungdes. Vamos observar, a seguir, algumas delas com mais detalhes.

“ e DU
, [ Quando ndo ha especificacdo de moeda
nos referimos ao preco em u.m, que

significa unidade monetdrias.
\

s _/"

Tipo 1: Funcéo de Demanda

Na economia, a demanda € um importante motor que rege seu funcionamento. Neste
sentido, seja entdo p o preco de um bem e x a quantidade desse bem que € demandada
pelos consumidores. Pode-se, nesse caso, inferir que p depende de x e, assim, tem-se
a fungéo f, tal que p = f (x). Essa é a funcdo de demanda cujo grafico é referido como
curva de demanda. Observe que, quanto menor 0 pre¢o maior a demanda por esse bem,
0 que se pode traduzir por f ser decrescente. Muitas vezes essa relacdo pode ser dada
implicitamente por meio de uma equacgéo do tipo x2+p2=1, por exemplo, conhecida como
equacéao de demanda.

Tipo 2: Funcéo de Oferta

Uma quantidade de um dado bem, colocada no mercado por seu produtor, relaciona-
se com o seu prego p. Observa-se que, de forma geral, quanto maior o preco, maior a
quantidade oferecida. Temos entdo uma funcdo g, onde p=g (x), crescente e chamada
de funcao de oferta. Assim como a funcdo de demanda, a oferta também pode ser dada
implicitamente e refere-se a ela como equacao de oferta.

Exercicio 3.8

Certo produto tem equagcdo de demanda dada por 2x+4p-6=0, x em milhares de
unidades.

a) Qual o preco por unidade para uma demanda de 1000 unidades?
b) Qual a demanda se o produto for oferecido gratuitamente.
Exercicio 3.9

Uma equacéao de oferta sendo 33x-8p+10=0, sendo x em centenas de unidades,



qual o prego por unidade pelo qual 200 unidades s&o ofertadas?

E interessante, na anélise dos cenarios econémicos, observar uma situacdo de
equilibrio entre as curvas de oferta e demanda. Esta situagéo caracteriza-se pelo encontro
das curvas num ponto especifico, o qual € denominado ponto de equilibrio. Local este em
que o preco correspondente ao bem é chamado de preco de equilibrio (ponto pe) e a
quantidade demandada ¢é a quantidade de equilibrio (ponto ge).

A situagiio em que temos equilibrio entre oferta e |

demanda é conhecida como equilibrio de mercado e
matematicamente representada pela igualdade entre
as equagdes ou fungoes de oferta e demanda.

A 4

Exemplo 3.13

Sejam x?+p?=25 e p-x-1=0 respectivamente equagdes de demanda e oferta de um
bem, x dado em 1000 unidades, determine o preco e a quantidade de equilibrio.

Solugéo:

Devemos resolver o seguinte sistema:

3

{xz +p% =25
p—x—-1=0

tirando o valor de p da segunda equagéo temos:
p=x+1
Substituindo na primeira equagéo:
x%+ (x + 1)% = 25,
ou seja,

X2+ x2+2x+1=252x*+2x—-24=0.

Resolvendo essa equacédo de segundo grau obtemos as raizes x= 3 e x=-4. O valor
de x representa a quantidade de produto, que ndo pode ser negativa, assim descartamos o
segundo valor. Para x = 3, obtemos para p o valor p =4. Entdo, o prego de equilibrio é 4 u.m
(unidades monetarias), e a quantidade de equilibrio é 3.1000 = 3000 unidades.

Exercicio 3.10

Dadas as equacdes de demanda e oferta a seguir, onde x é dada em milhares de

unidades, determine o ponto de equilibrio nos casos a seguir:

a)2p+x=12 e p=2x+1 Bp=4—-x*e2p=3x+3



Tipo 3: Funcdes Receita e receita média

Uma pergunta que pode ocorrer ao longo deste estudo seria: a partir do momento
em que um vende x unidades a um prego p quanto isso gera em termos de unidades
monetarias? Para que fique mais claro, tem-se que um vendedor de radios vendeu 15
unidades por x reais, quanto em dinheiro representa essa transacdo? Pode-se representar
a situacdo da seguinte maneira:

R (x) = (preco por unidade). (Quantidade demandada) = x. 15 u.m = 15x

Aqui o preco é fixo em x reais, mas poderia variar de acordo com alguma expressao,
bastaria apenas substituir essa expressédo no lugar de x. A R (x) na forma como escrito
acima da-se o nome de fungdo receita R, e sua representacdo matematica € dada por

R(x)=p(x).x

Em que p (x) € o preco por unidade e x a quantidade demandada. Note que R (0) =
0. Chamamos de receita média a fungdo que a cada x associa R (x) /x, que coincide com
a funcéo preco se x # 0.

Exercicio 3.11
Um certo bem tem por equagdo de demanda p?+x? - 2500=0
a) Dé a expressao da fungdo de receita e receita média.

b) Qual a receita e a receita média se a quantidade demandada é de 40 unidades?

Tipo 4: Funcao custo e custo médio

Para produzir um bem, tem-se um custo associado e este, por sua vez, pode
ser representado por uma funcéo. Geralmente, tal funcéo possui uma parte fixa e outra
variando de acordo com a quantidade demandada x. Um exemplo de fun¢éo custo € dado
por: C(x)=123+4x+0,7x2, em que 123 é o custo fixo, e 4x+0,7x? é o custo variavel. Neste
sentido, podemos definir o custo médio por:

Cn) = 22

Ja para o exemplo de fungéo C (x) que utilizamos acima, o custo médio é dado por:

123+4x + 0,7x% 123
Cm(x) = o = T +4+0,7x




Exercicio 3.12

O custo de produgdo de um bem é uma fungédo afim. Quando nenhuma quantidade
é produzida, o custo vale 500 u.m e quando 50 unidades sao produzidas, o custo é de 600
u.m. Calcule o custo médio para 100 unidades produzidas.

Tipo 5: Funcéo Lucro

O lucro consiste no total arrecadado com as vendas retirando-se 0s gastos de
producéo, ou seja,

L=R-C

Suponha que a receita gerada por uma venda foi de 30 u.m e o custo de producéo

para essa quantidade é de 10 u.m, o lucro nada mais é que:
L=30-10=20u.m

Neste sentido, numa referida quantidade vendida, deve se observar as seguintes
situacoes:
Ha lucro, se L (x) >0
Ha prejuizo, se L (x) <0
Exercicio 3.13

Um produto tem equagcdo de demanda p+x=50, e a fungcdo custo é

C(x)=0,5x2+5x+187,5. Para 50 unidades, calcule se houve lucro ou prejuizo.
Exercicios complementares da unidade
1. Classifique o tipo das seguintes fungbes 7-248x, 3-4x+x? e 13x-1.
a) logaritmica, afim, logaritmica
b) quadratica, afim, afim
c¢) afim, quadratica, afim

d) quadratica, quadratica, afim

2. Qual a raiz da equagédo 13x —2 — 247
a)2
b) 3
c) -1
d)o



3. A fungao f(x)=x2-10x tem raizes? Quais sao?
a) possui raizes, 3 e 0.

b) ndo possui raizes reais

¢) possui s6 uma raiz, 0

d) possui raizes, 0 e 10

4. Existem raizes para a equagéo -7-x°=0? Se sim, quais sdo?
a) ndo possui raizes reais

b) tem uma raiz, x = 7

c) tem duas raizes, x=+ 3

d) tem duas raizes, x, =2, x,=7

5. Seja f(x)=x2-2, calculando f(0) - f(-2), obtemos:
a)2
b) -1
c)o
d) -4

seguirmos no curso de célculo de basico.
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AN
NS Respostas dos exercicios desta unidade:
Exercicio 3.1
a)B={xeN/ 2 <6}
b)G={x€Z/ —oo<x<1}

OJ={xeN/ 2<x<oo}
d)C={xeN/ -5 <x <3}

Exercicio 3.2

3 . 79 567 28
) 3 )7 979 )70 9710

Exercicio 3.3

1
a)D=R—-{-3} b)) D=R D=R d)Dz{xEIR{,xiZ—}
Exercicio 3.4
ax=3 b)x=-10 c)x=4 d)x=5
Exercicio 3.5
Dica: Proceda como no exemplo 3.7.

Exercicio 3.6
, 7
a) 4 b) ndo tem raizes c) 0, 5 d)3,-3
Exercicio 3.7
Dica: Proceda como no exemplo 3.9.
Exercicio 3.8
a) 1u.m b) 3000 unidades
Exercicio 3.9
2u.m
Exercicio 3.10
a) quantidade de equilibrio: 2000 unidades; pre¢o de equilibrio: 5 u.m
b) quantidade de equilibrio: 1000 unidades; pre¢o de equilibrio: 3 u.m

Exercicio 3.11



a)R(x) = xv2500 — x2 ; R(x)/x = V2500 — x2
b) 1200 u.m; 30 u.m por unidade

Exercicio 3.12

7 u.m/ unidade

Exercicio 3.13

-1687,5, tera prejuizo.

Exercicios complementares da unidade

1.D 2.A 3.D 4.A 5.D



CAPITULO 4
LIMITE E CONTINUIDADE

@ Objetivos de aprendizagem
Primeiramente, serd estudado o conceito de limite por meio de um exemplo,
o qual proporcionard uma nogdo intuitiva do assunto. Esta nocdo serd

formalizada na sequéncia e, nos ajudard a definir a propriedade de

continuidade de uma funcdo, seus limites laterais finitos e infinitos.

Apos o estudo de funcdes realizado ao longo do capitulo 3, veremos agora o conceito

de limite. Sera analisado o comportamento de fungbes proximas a alguns pontos de

interesse, dados a priori. Este conceito ser-nos-a importante na formulagéo das nogoes de

continuidade, derivada e integral, objetos de estudo das unidades 5 e 6, respectivamente.

Bons estudos!

11 PROCESSO DE LIMITE

Para iniciarmos nosso estudo acerca dos limites, comegamos por analisar o

comportamento da funcéo f:R—R a qual possui como lei de formagéo f (x) = 3x+2. Como

estudado no capitulo anterior, podemos construir uma tabela com alguns valores para a

fung@o em alguns pontos previamente dados.

x f(x)
0,5 3,5
0,9 4,7

0,99 4,97
0,999 4,997
0,9999 4,9997

Tabela 1: valores aproximados para a fun¢cdo dada. Fonte: autoria.
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X f(x)
1,5 6,5
1,1 5,3
1,01 5,03

1,001 5,003
1,0001 5,0003

Tabela 2: valores aproximados para a fungdo dada. Fonte: autoria.

Note que o valor de f (x) se aproxima de 5 quando x se aproxima de 1, ou seja, diz-
se neste caso que x tende a 1. Em notagdo matematica, representa-se por x—1. Isso se
aplica, por exemplo, se escolher valores menores ou maiores que ele.

Em suma, tem-se que a f (x) tende ao valor 5 quando x tende ao valor 1. Na

linguagem matemética, tem-se que:

Liﬂf(x) =5

Tal exemplo supracitado, leva-nos a seguinte definigao:

Definicio 4.1: Seja f: R = R uma fungdo, se f aproxima-se de um valor constante L
quando x aproxima-se de um dado valor x, diz-se que f tende ao limite L. Formalmente,

escrevemos.

lim f(x)=1L
xX-Xp

Este valor real L € chamado de limite de f (x) no ponto x,, onde por x—X, queremos
dizer um numero x muito préximo de x,, mas diferente dele. Em nosso exemplo, temos que
f (x) = 3x+2 e que seu valor se aproxima de 5 conforme x se aproxima de 1.

Exemplo 4.1

Determine o lim x* =1

Solugéo:

Ao fazer x tender a 3, fazemos entdo x° tender a 27, e x3-1 tende a 26.

Assim, temos: il_tgl x3—1=26.

Exemplo 4.2
Funcgéao constante

Seja f (x) = a, onde a é um numero real qualquer, entdo:

limf(x)=a.

X—Xg
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Temos que o limite € a para qualquer ponto x,,.

Exemplo 4.3
Seja f(x)=V3 — x, calcule imét f (x).
Solugéo:

Lembremos que essa fungdo pertence a R se 3-x =0, ou seja, x < 3. Assim:

limv3—x=+v3-3=0.

X—=3

Mas, nem sempre podemos calcular o limite de
forma direta como nos exemplos anteriores,
pois é necessario analisar sempre o
comportamento da fung¢do em valores proximos
ao ponto que estamos considerando.

Exemplo 4.4
—5x+

. ~ X
Vejamos, entdo, o comportamento de f(x)= o
o limf (x).
x—2

Solucéo 1:

6 .
quando queremos determinar

Para termos uma ideia do comportamento da f (x) vamos calcular alguns de seus

valores em pontos proximos a 2, sem, no entanto, calcula-la nesse ponto.

Aqui vemos uma aproximagao de f (x) feita por valores de x menores que 2.

x 1 1,25 1,50 1,75 1,90 1,99 1,999
f(x)

Ja a proxima tabela, considera valores de f (x) quando x se aproxima de 2 mas por

valores maiores que ele:

x 3 2,75 2,5 2,25 2,1 2,01 2,001
fx)

Por estas aproximagdes observamos a tendéncia de que f (x) atinja o valor -1 quando

X tende ao valor 2, ou seja, temos:



- x?-5x+6
lim———=-1
x-2 x—2

Fizemos a inspegdo acerca deste limite de forma intuitiva, mas podemos usar a
definigcdo para estudar esse limite.

Solucéo 2: Usando a definicao 4.1

Ao observarmos f (x) podemos perceber que ela é uma razdo entre duas fungées, p

(x) = x2-5x+6 e q(x)=x-2, se substituirmos x= 2 de forma direta teremos q (x) =0 e a fragcdo
n&o estara definida nesse ponto pois teremos zero no denominador e f(x):%.

, Vale lembrar que a divisdo por 0 ndo estd definida
—— no conjunto dos numeros reais, que foi onde

estabelecemos os conceitos de fungdo e limites.

Porém, néo interessa calcular o limite dessa fungdo exatamente no ponto x=2, mas
sim o seu limite quando x se aproxima de 2, quando seu valor tende a 2. Entdo, para x # 2
pode-se manipular a fungdo de modo a que ela fique definida proxima ao ponto em questao:

x*=5x+6 (x—2)(x—3)
-2 (x-2)

Reescrevendo f(x) e, consequentemente, quando x—2, f(x) —-1, isto é, faz-se:

f(x) = x—3

x?—5x+6
limf(x)=lim———=limx—-3=2-3=-1
x—2 x-2 x—2 x—2

Este procedimento demonstra que ao se calcular um limite assume-se valores tgo

proximos de 2 quanto desejado, porém nunca iguais a 2.

Podemos, deste modo, concluir que para determinar o limite de uma f (x), na
situagdo em que x—X,, n@o nos interessa o valor de f (x) exatamente em x=x, € sim nas

proximidades (ou vizinhangas) de x,.

Baseando-nos nas consideragoes acima podemos, também, identificar trés possiveis
situacdes que envolvem limites. Dado um limite qualquer e supondo-o existir tal que lel}cl
0

f(x)=L, um dos seguintes casos acontece:
Caso 1. f esta definida em x, e f(x )=L,
Caso 2: f esta definida em x,
Caso 3: festa definida em x e f(x)) # L
A seguir, vamos trabalhar com alguns exemplos que ilustram cada um desses casos.
Exemplo 4.5

1. Calcule lim10-x.
x—3



Solugéo:

Sabemos que f esta definida em x=3 e f (3) =7, ou seja, quando x—3, f (x) — 7, entéo:

lim f(x) =7

. . x%-9
2. Determine lim )
x—3 X—3

Solugéo:

Observe que no ponto x=3, a funcdo nao esta definida (teremos 0 no denominador),
porém, para x # 3:

_x%-9 _ (x-3)(x+3) _
[ =2 =D - (43
logo:
. x*=9
lim——=Ilim(x+3)=6
x>3 x—3 x—3

lim{x+3 ,sex + 3
3. Calcule Y10 Lsex =3

Solugéo:

Lembre-se de que estamos interessados em calcular o limite na vizinhanga de 3 e
ndo nesse ponto, por isso vamos usar a sentengca que nos da a parte da fungdo em que
X#3.

Deste modo:
limf(x)=Ilimx+3=6
x—3 x—3

Note que im% f(x)#1(3) pois f(3) = 10#6, o limite quando x—3 ¢ diferente do valor da
fung&o no ponto.

Essa separacao em casos foi realizada para que se possa, posteriormente, identificar
uma importante caracteristica de fung¢des: a continuidade. Define-se, agora, o conceito de
continuidade.

Definicio 4.2 (continuidade): se JELT f(x) = f (xp) afungdo é continua
=ATl

Por essa definicao, as fungdes dos exemplos 4.1 e 4.2 séo ditas continuas no valor
3, mas néo a do exemplo 4.3.

1.1 Definicao Formal de Limite

Até o momento, tratou-se o processo de limite de forma quase intuitiva, explorando

calculos algébricos e suas aproximagdes que, certa forma, justificam os valores que



encontramos. No entanto, ha uma definicdo mais rigorosa de limite utilizada na Matematica

que confere maior preciséo as estimativas do valor L. Vamos, entdo, a formalizagéo.

Definigao 4.3 (formalizacio de Limite):

Dizemos que:
lim f(x) =1L,

X—=Xg

existe se, para todo nimero real € > 0, existe em correspondéncia um numero real § >
0 tal que:
se 0 < |x — x| < 8, entdo |f(x) — Ll < &

} As letras gregas & (épsilon) e & (delta) sdo nimeros

reais que satisfazem as diferengas dentro dos

modulos.

Vamos explorar com maiores riquezas detalhes no préximo exemplo.
Exemplo 4.6

Usando a definicdo 4.3, demonstre que
lim(5x —=3)=7.
x—=2

Solugéo:

Seja f(x) = 5x-3, x,=2 e L=7, segundo a definigdo formal de limite temos que mostrar
que para um £>0 arbitrario existe 5>0 tal que: se O< | x-2| <& = | (5x-3)-7 | <e.

Para resolver problemas com desigualdades desse tipo vamos encontrar um &
adequado analisando a afirmacé&o feita sobre . As seguintes desigualdades equivalentes:

|[(Gx —3)—-7| <&

|(5x — 10)| < &
[5(x —2)| < ¢
5/(x—2)| < ¢

= | 2|<1
X z€

Essa dultima desigualdade nos orienta sobre a escolha de &. Escolhemos
convenientemente



1.,
é <cejaquee >0,
e, assim obtemos:

0<|x—-2|< é

1
< -2l < =
0<|x | 52

0<5x—-2|<e¢
0<|5x—10| < ¢
0<|(5x—3)—T7|<¢

Completando a prova de que i”f% (5x-3)=7.

21 PROPRIEDADES DOS LIMITES

Como visto nas unidades 1 e 2, existem alguns dispositivos praticos na matematica
que auxiliam a resolver problemas com expressdes algébricas, 0 que se caracteriza como
propriedades.

Do mesmo modo, néo seria diferente para calcular limites. Abaixo estéo relacionadas
as propriedades dos limites, as quais deverdo ser utilizadas para sua determinacéo, tais
como nos exemplos posteriores — uma vez que obté-lo por meio da definicdo 4.3 seria
muito laborioso.

Propriedades: Sejam f e g fungbes quaisquer em R e a uma constante. Se temos
que lim f(x) =L e lim g(x) = M, entdo:
X—Xq X=X

1. Propriedade da Soma:
lim (f(x) + g(x)) =L+M
X—=Xq
2. Propriedade da Diferencga:
lim (f(0) —g()) =L~M
3. Propriedade do Produto:
lim (f(x).g(x)) =L.M
X—Xg
4. Propriedade de Multiplicagcdo por constante:

lim a.f(x) =a.L
X—=Xp
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5. Propriedade do Quociente:

L
er§10 % = ,validose M # 0

6. Regra da Poténcia:
lim (f (x)" = L*
X—Xq

Exemplo 4.7

Seja f (x) = 14x -1, calcule o il_@f ().

Solugéo:

Podemos utilizar as propriedades 2 e 4, juntamente com a informagdo do exemplo
4.2 sobre o limite de fun¢bes constantes:

limldx —1=14limx —lim1 =142 -1 =27

x-2 x—2 x—2

Exemplo 4.8
x%—x+4
3x-2

Calcule o limite dado por lim
Solugéo:

Vamos fazer uso da propriedade do quociente:

] 2
xP—x+4 WmxTox+d g2_g44

lim =4 =
x=a 3x—2 lim3x -2 3a—2
xX—=a
Exemplo 4.9:
- . x5
Calcule o limite dado por it_?)frst e

Solugéo:
Observe que nesse caso nao podemos aplicar a propriedade do quociente
diretamente pois:
_ limx—5
lim X~ _ x5

x5x2—5  limx2—-5 0’
x—5

que é uma indeterminagdo. Todavia, podemos tentar contornar essa indeterminagcdo
por meio de manipulagbes algébricas. Nesse caso, fazemos:

x—5 (x —5).1 1
Xx2—5 (x—5).(x+5) (x+5)




Assim

li x—S_E_ 1 1
x5 R F5 T 10

Exemplo 4.10
x% —7x+10

Calcule o lim
x—=2 x—2

Solugéo:
Aqui também ocorre indeterminagéo do tipo g. Facamos entéo:

x2=7x+10 (x—2).(x—-5)
x—2 -y @Y

Deste modo podemos prosseguir com o calculo, obtendo:

Cox*=T7x+10
Iim——=Ilim(x—-5)=2-5=-3.
xX—-2 x—2 xX—2

Exemplo 4.11

li Vx2+36 -6
Calcule o LM ———7——
x—0 x

Solugéo:
N&ao podemos substituir imediatamente x=0, note que o numerador e o denominador

ndo tém fator comum que possamos perceber diretamente. A maneira como criamos um
fator comum é multiplica-los pelo inverso da expressdo do numerador da seguinte maneira:

vx?2+36 -6 Vx?+36 —6 Vx*+36 +6

x? x? VxZ+36 +6
_(\/xz+36)2+6\/x2+36—6\/x2+36—36_ (Vx? +36)*—36
x2.(Wx?+ 36 +6) x2.(Wx? +36 +6)

x?2+36—36 2 1

X
Cx2(WxZ+36 +6) x2(VxZ+36 +6) (VxZ+36 +6)

Entao:

, Se tivermos em quocientes lim f(x) = L,L #
xX-Xg
0 mas lim g(x) = 0, nde existe o limite de
X—Xq
lim fx)

x-%x0 9(x)

Exemplo 4.12

. . xi-x-2
Calcule se existir o lim >
x—2 (x=2)



Solugéo:
Percebemos, novamente, a indeterminacdo. Neste caso, vamos utilizar o que

estudamos na unidade 1, isto é, a fatoragdo:

xP—x-x _ (x+1)(x-2) _ (x+1)
(x-2)2  (x=2)(x-2) (x-2)

temos, entao

" 2 —x —2 il_"g(x"'l) 241 3
o (x = 2)2 Tlim(x-2) 2-2 0
x—

A indeterminagdo permanece e nesse caso concluimos que o limite ndo existe.
Exemplo 4.13
o lim 3 [2+5x—3x3
Calcule, se existir, o bl 21
Solugéo:

Analisemos o contelido da raiz via a propriedade do quociente:
lirr%2+5x—3x3 =2 +5—3 = 4,enquanto que lin}xz—l =1-1=0
x— X—

4
Sendo assim, chegamos a indeterminagdo p que ndo conseguimos remover.
Portanto, o limite néo existe.
Exercicio 4.1

1.Calcule os limites se existirem:

(a) Lim (2x +5) ) fgjg

(b) lim x* + 5x — 2 (9) lim i :
() im8(t = 5)(¢ = 7) (h) iﬂ"%ﬁ
(d) iﬂﬂ (i) lim m
(e) Lim (x +3)™% ) it m o 1)4

Exercicio 4.2

Suponha lim f(x) =5 e lzm g(x) = —2. Calcule:

X—Xg

(a) in?’%f(x)g(x) (b) le 2f(x)g(x) (c) lim (f(0) +39(x) (@) lim ?Ex; 1

Exercicio 4.3

Os limites a seguir, existem?



x%+3x—10 out-1
(@) l m— () 1 m - 3+2 —  (0) LIE} = (d) }g% —
(@) lim x — fl_m\/x2+1274 l_me\/xZ ]m\/ -7
im——- im——m— im ————
€ x-14x +3 =2 ( )xaz x—2 (g)xaf.’i x+3 (h )xanr\/x_}r[
Exercicio 4.4
Prove pela defini¢do formal os seguintes limites:
(a) lim5x = 15 b)) lim(2x+1)=-5 (¢) lim (10 —9x) = 64
x—3 x——3 x—-—6

_ 1 1
@DlmO =g =8 () lim >=4

i —m
()t mx+b=C"/2) 4 bem>0 (@) limmx +b=m+b
X—

Exercicio 4.5

Calcule:

24 3 2x% —3x +1 2
a (b)iingx a (c)llm—i (d) lim—

x-1 X — x=0 X

(a) lim
x—=0

31 CONTINUIDADE E LIMITES LATERAIS

Na sec¢éo anterior, mencionamos o fato de que quando temos o xlll;lcl f(x)=f(x,) isso
—Xo
significa que a fungéo é continua (definicao 4.2). Porém, vamos formalizar esta definicdo.

Definigio 4.4 (Formalizagdo de Continuidade): Diz-se que a fungdo é continua em um
numero X, se e so se forem validas as seguintes condigées:

() f (xq) esta definida,
(i) ;ELT f(x) existe

(i) lim £(x) = f(xo).

Do mesmo modo que expomos para os limites, vamos falar das propriedades das
fungBes continuas. Para isso, sejam fe g duas fungbes continuas em um certo nimero x,,
dessa forma, temos:

1. Soma:

A soma de fungbes continuas f +g é continua.

2. Diferenca:



A diferenga de fungbes continuas f - g é continua.

3.Produto:

O produto de fungbes continuas f.g é continuo.

4.Quociente:

O quociente de fungbes continuas ?f é continuo desde que g=0.

Nada melhor como alguns exemplos para entendermos a continuidade das fungdes.
Exemplo 4.14

Verifique se x®-2 é continua em Q.

Solugéo:

Vamos testar as condicées (i) a (iii):

(1) [ (xy) esta definido pois [ (0) = -2

(i) lim f(x) = lim(x®-2) =limx3 - lim2=0-2=-2
X=X x—0 x—0 x—0

(iii) lim f(x) = =2 = f (0)

Logo, com todas as condigbes satisfeitas a f é continua em 0.

Adicionalmente podemos mostrar que f é continua para todo x, fazendo:
flxg) =x2=2,0lim f(x) = limx,® —2 =x,° — 2 = f(x,)
X—=Xq X—=Xq

Caso uma das trés condi¢cbes ndo seja obedecida, entdo a f ndo é continua no ponto
X, (ou no namero x,).

Exemplo 4.15
Verifique se a f a seguir & continua em x,=3
x? -9

flx)= x—3 ,sex # 3
2 ,sex =23

Solugéo:

Quando x # 3, temos:



f(x) 22:39 = (x _(j)_(p;;— 3) =x+3eo0 fciz)rgtf(x)fica:

limf(x)=lim(x+3)=6
x—3 x—3

Mas f (3) =2 e li‘nf31 f(x)=6, por essas informagbes concluimos que f ndo é continua
xX—
em 3.
Exemplo 4.16

Estude a continuidade da seguinte fung¢éo x, =1

3+x,sex<1
3—x,sex>1

fx)={

Solugéo:

Temos que ii_‘r)q.(s-x)=2, mas no ponto 1 f(1)=3+x=4.

Logo, essa fungdo nao é continua.

Resultados como os que obtivemos com as fung¢des estudadas nos exemplos
anteriores, motivam-nos a analise dos limites préximos aos pontos de descontinuidades.

Deste modo, definiremos a partir deste momento os limites na vizinhanca de tais pontos
como limites laterais.

3.1 Limites Laterais

Estudado um ponto de descontinuidade de uma funcdo, € possivel considerar
aproximacoes a esse numero, feita por valores menores que ele (a sua esquerda) e por
valores maiores que ele (ou seja, a sua direita). Na fun¢do do exemplo 4.16 da secéao
anterior, ha uma descontinuidade no ponto 1. Neste sentido, estudaremos os limites quando
x—1 pela esquerda que denotaremos x—1~ € do mesmo modo quando x—1 pela direita,
denotando por x—1%.

Retomando a fun¢do dada pelo exemplo 4.16, verificamos que ;}Lnf+f(x)=2 enquanto
xli_)r{l_f(x)=4.

Este estudo dos limites laterais nos permite escrever algumas conclusbées sobre o
processo de obtencéo de limites, a saber:



Conclusdo 1. Se os limites laterais existem e sdo iguais entdo o limite da fungdo existe,
como consequéncia os trés limites sdo iguais.

xlj?t+ fG) = xl_ﬁn_f(x) = Hm::::f(x)

Conclusiio 2. Por outre lado, se os limites laterais existem, mas sdo diferentes, ndo existe

o limite.

Exemplo 4.17

Seja a fungéo f definida por f=+/25 — x2. Calcule li‘n%_ f(x) e lin§+ f(x).
X—- x—=-

Solugéo:

Temos entao:
Iin§+\/25 —x2=+425-25=0
xX——
mas,

lim 25— x?2

x——=57

néo fornece um valor real para a raiz, vamos utilizar, por exemplo, o valor x= - 5.001,
obtemos:

V25 — (=5.001)2 = V25 — 25.010 = V=0.010
que ndo esta definida para os reais e, portanto, X ler;_ f(x) ndo existe.
Exemplo 4.18
Seja f definida por

Fx) = {x +2,sex >0
x—2,sex <0
Calcule lim f(x) e lim f(x).
x—0" x—-0%
Solugéo:
Ao aproximar-se de 0 pela direita liron X+2=2 e ao aproximar-se de 0 pela esquerda
x—0t

lim x-2=-2, os limites laterais existem, mas sdo diferentes; por isso dizemos que néo
x—=0"
existe o limite lim f(x).

x—0

Exemplo 4.19
Seja f dada por

_ _(2—=x, x>1
fx)=f) = { X2 x < 1, verifique os limites laterais quando x—1.



Solugéo:

limx?=1e hm2—x-1
x—-1" x—1t

Como temos os limites laterais iguais temos:
limf(x)=1
x—1

Exercicio 4.6

Calcule:
li x+2 li x+2
m m ——
x——2% | 2| x——2" |x + 2|
— Ao lidar com a _fung¢do modulo, considere as situacdes
em que o que estd dentro dele é maior ou menor que (0.
Exercicio 4.7
Resolva os limites:
i x+2 N ( X )(2x+5)
a m m
)x—»o.s— x+1 )x—> 2t \x+ 1/ \x2 +x
VRZ+4h+5-5 , lx + 2] , |x + 2|
c)ifirgg A d)xligg(x—l—S)x_l_z ejcligl(x+3)x+2

Exercicio 4.8

Mostre que f é continua em a:
a) f(x) =v2x—-5+3x,em a =4
b) f(x) =3x*+7,ema=-5

Exercicio 4.9

Explique por que f ndo é continua em a:

a)f(x)zx%,emaz—z
x% —
by f(x)={%_3 SexX#3  oma=3
4,5ex =3
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Exercicio 4.10

Determine cada limite se existir, fazendo: lim_f(x) , lim_f(x) e lim f(x), para:
x—-xg X—Xg x—Xxg
a)f(x)=Vv5—x ;x9=5

b) fFx) =Vx3—1 ,x9=1

4| LIMITES QUE ENVOLVEM INFINITO

Até o momento trabalhou-se com valores finitos de L, ou seja, com valores
conhecidos. No entanto, na altura em que estdo os estudos, é conveniente fazer uma
extenséo para o estudo de limites infinitos.

4.1 Limites infinitos

Muitas vezes, ao analisar os limites laterais de determinadas fun¢des, percebe-se
um comportamento crescente do numerador, do denominador ou de ambos, de modo que
0 seu quociente nao seja finito. Veja os exemplos abaixo.

Exemplo 4.20

Seja f a seguinte fungcéo f(x) = C 14)2 , queremos analisar o comportamento dessa
—

fungdo quando x — 4.

Solugéo:

Ao fazer Jﬂg a2 © JLT— (x—4)2

muito pequenos, por exemplo:

temos sucessivas divisées de 1 por numeros

X+ X- f(x)
4.1 3.9 100
4.01 3.99 1000
4.001 3.999 1000000
4.0001 3.9999 100000000
4.00001 3.99999 10000000000
Pode-se afirmar, entao, que lim . — lim = +°°._

x—at (x—4)? x—4— (x—4)2
E neste caso, como os limites laterais apresentam o mesmo comportamento,
escrevemos:

. 1
e =

Veja o comportamento da fungéo f no gréfico abaixo:



Figura 23: comportamento da fungéo f. Fonte: autoria.

Exemplo 4.21

Vejamos agora a seguinte fungéo:

1
f&) = (==
Analisemos seus limites laterais quando x—0 pela esquerda e pela direita.

Na medida em que temos tomamos x proximos a 0 tanto por valores maiores quanto
por menores, o denominador torna-se arbitrariamente grande. Indicamos o comportamento

da fungéo por:

1 1
lim(——) =—we lim (——) =—o0
x—»(]i( xz) x—0" xz
Ja que nos limites laterais a f (x) exibe o mesmo comportamento, afirma-se que:
lim(——=) = —w
x—>0( x2

Como gréfico da fungdo, temos:



Figura 24: grafico dos limites laterais. Fonte: autoria.

Exemplo 4.22

Vamos estudar o comportamento das seguintes fungées em torno de x,=2.:

x3 -1 x?—1
P (b)h(x)=(

(a) h(x) = m

x
Solugéo:

(a) Quando fazemos x tender a 2 o numerador permanece finito, pois 23-1=7#0, no
denominador, no entanto, surge uma indefinigdo ja que 22-4=0. Ao nos aproximarmos
de 2 tanto pela esquerda quanto pela direita, 0 numerador se mantém positivo e
finito (préximo de 7) enquanto no denominador para x < 2 é negativo e para x>2 ele
é positivo, entdo h (x) <0 se x <2 e h (x) >0 se x> 2, portanto:

y x3—1 i x3—1
im-——m=—w ¢ Um ——=w
x—>2-x% — 4 x-2t x%2 — 4

(b) Procedendo como no item (a) temos o mesmo resultado para o numerador e a
tendéncia a 0 no denominador, porém, a poténcia par faz com que h (x) seja sempre
positiva tanto para valores que se aproximam de dois pela esquerda ou pela direita.
Logo,
ox-1
ey

Generalizando as possibilidades de limites laterais infinitos:

1. lim f(x) =400 2. lim f(x) = 4o
X—=Xq

x—xpt
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3. lim f(x)=—c 4. !zm f(x) =~

X=Xy

A /Quana'o estivermos estudando fungées do tipo f(x) = Ex; e a\

Sfungdo q(x) for igual a 0 no ponto considerado, a fragdo
tenderd a um enorme valor absoluto.

Entdo:

p(x)
hm x)=L #0 e hm x 0, entao hm
im p(x) = q(x) = Iq(x)
= 400

A 4

4.2 Limites no Infinito

Os valores dos quais se aproxima x lateralmente por outros valores menores ou
maiores do que ele, forneceram o valor de f (x) para essas situacoes, e acabaram por levar,
na secao anterior, a investigar o comportamento de fung¢des. Tal comportamento atinge
valores infinitos. Nesta secéo, investiga-se, por meio de exemplos, o que ocorre quando se
faz os valores de x tenderem ao infinito.

Exemplo 4.23

. . 1
Vamos investigar o comportamento de g(x):—3 quando x;—x
X

1 1
lim— =0e lim —= =0
x—>oox3 xX—— oox3

Na forma de notagao unica podemos dizer que:

1
im— =0
x—+too x3
Nota: Observando-se o comportamento da fun¢do acima, em geral, valem:
i) Seja n um inteiro positivo,

oo sen épar
—co se n é impar

X—00 xX——co

1
1) ltm x—n—O 2) limx" =0 3) lim x" =

ii) Seja k um numero real. Em (1) ficamos com k/x,,, quanto a (2) e (3) temos dois
casos, se k > 0 teremos kx", mas se k < 0, troca-se o0s resultados « e -,

Em virtude do que foi destacado acima, obtemos o0s seguintes exemplos de

resultados:



lim x5 = o lim13x* = lim(—2x7) = —o lim(—8x1?) = —

X—co X—00 X—00 X—00

lim x°> = —o lim 13x* = o lim (—2x7) = lim (—8x'?)
X——00

xX——00 xX——00 X——00
= —Q0

Adota-se a seguinte estratégia ao tratar-se de fungbes polinomiais ou racionais com

X0—>i°°:

Fungbées Polinomiais:

Izm (apx™+ -+ ax? +ajxt +ap) = = lim a,x"
x—+oo x—+o

Fungbes Racionais:

p(x) o apx"

i q(x) RaUEN b x™
Concluimos entdo que quando x,—x> & o termo de maior poténcia quem define o
resultado do limite em uma fungéo polinomial e a razdo dos termos de maior poténcia no
caso de fungbes racionais.
Exemplo 4.24
Alguns resultados obtidos a partir d célculo de limites de fungbes polinomiais e

racionais:

(a) ltm (3x5 —2x*+3)= lim 3x°> = -

X—=-—00
(b) clim (3-t+4thH = .:um 4t* = 0

(c) llm(6x —3x2+1) =lim6x3 =0

X—00

(d) lim (2 — x3° + x%° — 567°%) = lim —567° = —w
X—00

X—00
) lim 8x? +3x*—4 lim 8x% lim 8x® -
xo—0 7x6 —x + 12  xo-07x%  xo-w 7
0 i 21w +337 12w
D s —ax 7456 W T A 1

Exercicio 4.11

Observe a figura 26 a seguir e complete as informagbes sobre f (x):
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@) lim f(x) = b) lim f(x) =
Olim f() = d)lim f() =
O lim f() = f) lim f(x) =

g) lim f(x)=h) lim f(x)=

T

Figura 25: Grafico para o exercicio 4.11. Fonte: autoria.

Exercicio 4.12

Para a f (x) dada, expresse cada um dos limites como o, -0 ou NE (ndo existente):
a) lim f(x) b) lim f(x) c)lim f(x)
x—at x—a~ x—a

J’.f(x)=x574 ema=4



2 flx) = Garsy cema= —%
3. f(x) :(xi_;)z ,ema = —8
4. f(x)=x22_;;2_2 ,ema=—1
5.f(x):x(xlf3)2 ,ema =

Exercicio 4.13

Determine o limite, se existir:

5x2 —3x+1

x—--w 2 + 3x

y 2x% -3
C)x—?—noo 4x3 + S5x

—x3 + 2x
d)lim ————
)xin; 2x2 -3

y 2 —x?
e)xj»y—?lw x+3

Exercicio 4.14

Determine o limite de cada fungdo quando x— +:

2 3
Of () = o D) =
3
V) =F—ma7e; DW=
—2x*—2x+3
e f(x) = 3x3 4+ 3x2 —5x

10x> +x* + 31
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Exercicio 4.15

Calcule os limites laterais:

I — : I T e .I ]
@ s T ) B2 (@
7 —hr+4
d) i lim —— (f) i xr— 32
@) Im —  (9) lim ————— () lim V3

Exercicios complementares da unidade

1. Analise as informagées abaixo:

I. f (x) é continua

1. g (x) nédo é continua

Entdo, podemos dizer que f (x). g (x) é continua?
a) verdadeiro

b) falso

2. Para que o limite de uma dada fungdo exista:
a) devem existir os limites laterais

b) é suficiente que exista apenas um limite lateral
c¢) os limites laterais devem existir e serem iguais

d) a fungdo deve ser continua e independente dos limites

f(x).
g

3. Quando temos o limite de uma fung¢do do tipo ———=
a) o limite sempre existe

b) o limite nunca existe

c) temos que analisar g (x)

d) temos que analisar f (x)

4. Calculando o limite hm— obtemos:
x—0x=1

a) -1

b) o

C) +°

d) o0
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5. Calculando o limite lim — obtemos:

x—1

a)o
b) -
c) 1
d) +o

Capitulo 4
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AN
NS Respostas dos exercicios desta unidade

Exercicio 4.1

1.a)-19 f)0
b) 40 g) 6
c) -8 h) -1
d) néo existe i) 8
e) 1 L
32

Exercicio 4.2
a)-10
b) -20
c) -1
7
d) — -

Exercicio 4.3

a)-7 €) nao existe
b) néo existe f) ndo existe
c) ndo existe g) ndo existe

d) néo existe h) 0

Exercicio 4.4

Use a definicao

Exercicio 4.5
a) ndo existe b)0 c)1 d) ndo existe
Exercicio 4.6

Veja que x + 2 > 0 se, e somente se x > -2. Assim sendo, se x > -2, temos x + 2 >
O eentdo Ix + 2l = x + 2. Por outro lado, se x <-2,temos x+2<0eentdo Ix + 2l =- (x +

Assim sendo, temos:



lim = lim = lim — = lim 1 =1
g2t T4 2] z==2|r+2| =242 22
=2 ]
. T+ 2 . T+ 2 . r+2 .
lim = lim = lim ——— = lim —1= -1
z==2- T+ 2| z—=2|r+2| s—-2—(r+2) z—-2
=2 Tl =2

Exercicio 4.7

a)v3 b)1 c)2v5 d)a)1,b)-1
Exercicio 4.8

a)lim f(x) = £ (4) b) lim f(x) = f(=2)

Exercicio 4.9

a) fnéo esta definidaem -2 b) lin} fx)#+f(3)
X—

Exercicio 4.10

a) nado existe b) 0
Exercicio 4.11
a)-0 b) -~ c)+o d)O

e-1 fH-1 g = h-o

Exercicio 4.12

1a)-x 2a)-» 3a)-0 4a)o 5ag)»
b) e b) o b) -0 b) -0 b) oo
c) NE c) NE C) - c)NE c¢)»

Exercicio 4.13
5 7

a) 2 b)=3 ¢©)0 d) - e) ®
Exercicio 4.14
2 2 2 2
= = 7 7 —_—_— — -
a)s,5 b) 0,0 c)7, d)0,0 e) 37 3
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Exercicio 4.15
a) -1 b) 1 C)- © d)+ ® e)+o )0
Exercicios Complementares da unidade

1.B 2.C 3.C 4.A 5.D



CAPITULO 5
DERIVACAO

relacdo entre eles, estudar as derivadas de ordem superior e, finalmente,

trabalhar com suas aplicacdes em administracdo e economia.

@‘ Objetivos de aprendizagem
Definir a operagdo de derivagdo por meio de problemas, esclarecer a

https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j 4

Neste capitulo, dando sequéncia ao curso de calculo basico, estudaremos o
processo de diferenciagdo, o qual esta relacionado a problemas que envolvem taxas de
variagcdo de quantidades.

Além disso, sera utilizado na determinagdo do coeficiente angular de retas
tangentes as curvas de fungdes. Para percorrer este caminho, sera utilizado o conceito de
limite estudado na unidade 3 e, das técnicas para o calculo de derivadas e bem com suas
aplicagodes.



11 TAXA DE VARIAGCAO, COEFICIENTE ANGULAR E DERIVADAS

Nesta secao, por meio de problemas que servirdo de motivacdo, sera analisada a
taxa de variagdo de uma quantidade. Posteriormente, sera estudado como determinar o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma funcdo em um ponto dado. A seguir

alguns problemas.

Problema 1: Velocidade de um movel

Nota: movel, na fisica, refere-se a um
/ corpo, particula ou ponto material que
realiza o movimento no qual estamos
interessados.

O fisico e matematico inglés Isaac Newton (1642-1727) estudou uma grande
quantidade de problemas relacionados a esses campos, entre eles a velocidade de um
mével entre dois pontos de uma dada trajetéria. Seja s = s () a disténcia percorrida por
um movel durante um tempo t. Pode-se escrever, para o seu deslocamento a seguinte

expressao:

As = s(t + At) — s(t) (5.1)

como sendo a variagdo do espago percorrido entre os tempos f e t+At. Observe na
figura 23 a seguir:

Figura 26: trajetoria de um moével. Fonte: autonomia.

Deste modo, a velocidade média nesse intervalo é definida por:

_ s(t+AD)—-s(t) _ As

m At At (3-2)

Isso significa que a expressé@o dada por (5.2) quer-nos dizer que a velocidade é



dada a partir da variagao do espaco dividida pela variacdo do tempo.

Porém, vamos considerar, nesse exemplo, que o movimento seja uniforme, em
que v_=v é constante em qualquer que seja o intervalo observado. Relembrando alguns
conceitos da Fisica Bésica, teremos o seguinte:

s(t) =sg+vt, onde so = s(0).

Caso o movimento nao seja uniforme, a velocidade média ndo dira nada sobre a
velocidade do corpo no instante t. Suponha, agora, que um automovel vai de Sdo Paulo a
Santos, em um dado instante t no intervalo de tempo de t+At, no qual o carro pode registrar
velocidade 90 km/h, 60 km/h ou pode inclusive estar parado.

Para informagdes mais precisas sobre o movimento do automével em um instante t'

bem préximo ao instante f, definimos a velocidade instantanea desse mével como sendo:

v; = umw: ”mA_s

At—=0 At At—0 At (5'3)

A equacgéo 5.3 dada acima é, como podemos ver, um limite. Isto é, ja comegamos
a relacionar aquilo que estudamos na unidade 3 com as derivadas. Importante saber que,
sempre que queremos maior precisdo com relacao a fungoes, iremos utilizar a ferramenta
da derivagéo. Por ora, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.1

Da janela de um prédio a 30 metros de altura cai um vaso de violetas. Desprezando-
se a resisténcia do ar, podemos escrever a seguinte equagéo:

s(t) = —4,9t%2 + 30

Determine a velocidade do vaso nos seguintes casos:
(a) no instante logo apds o inicio do movimento

(b) exatamente no instante t=2 segundos

(c) no instante em que toca o solo

Solugéo:

(a) O inicio do movimento ocorre em t=0, entdo:

s(0) = —4,9(0)* + 30 = 30m

Logo apds o inicio do movimento, podemos calcular a velocidade instantdnea do
vaso num instante :



o s(t+ At) —s(t)
vik) = fim At

-4,9(k+At)%+30-(-4,9k%+30)
At

=[im
At—0

. —9,8kAt—4,9At?
=lim ———
At—0 At

=lim —9,8k — 4,9At = —9,8k m/s
At—0

(b) A velocidade exatamente no instante t= 2 segundos é a instantdnea nesse
momento e pode ser calculada usando a expresséo do item anterior. Assim:

v(2)=-9,8. (2) =-19,6 m/s
(c) vamos calcular em que instante o vaso toca o solo:
Fazendo s= 0 na equagéao horaria, vem
0=-4,9t2 +30 — t+ 2,48 s
mas, a solugdo negativa é descartada e substituindo o valor positivo na expressao

encontrada no item (a) temos:

v(2,48) = —9.8.(2,48) = 24,30 m/s

A velocidade aparece com sinal negativo pois foi

, adotado o referencial 0 na janela de onde cai o

T vaso, o sentido do movimento é negativo segundo
esse referencial.

Exemplo 5.2
Um cubo de metal de aresta x é aquecido causando uma expansdo uniforme.
Calcule:

(a) A taxa de variagdo média de seu volume em relagdo a aresta quando x aumenta
de 2 para 2,01 centimetros.

(b) A taxa de variagéo instantdnea do volume em relagdo a aresta no instante em
que x=2 centimetros.

Dados: y é o volume do cubo, y=x° cm?®
Solugéo:

(a) Relagao de dados:

x; = 2cm,y; = 23 = 8cm?®



x; = 2,01cm,y, = (2,01)3 = 8,120601cm3

Ax=2,01-2=0,0leAy = 0,120601
Taxa média de variagdo:

Ay y;—y:1 0120601
Ax  x,—x, 0,01

= 12,0601 cm?®/comp.daaresta

(b) Para calcular a taxa de variagdo vamos considerar que x varia de uma quantidade
Xx=2 para 2+, a variacdo em y fica:

Ay = (2,01 + Ax)3 — 23 = 8 + 12Ax + 6Ax% + Ax3 — 8

12Ax + 6Ax?% + Ax3cm?

Taxa de variacdo instantdnea:

Ay 12Ax + 6Ax? + Ax® , 5 12cm?
lim —= lim = lim 12 + 6Ax + Ax“ =
Ax—0Ax  Ax—0 Ax Ax—0

comp.dearesta

Problema 2: Coeficiente da reta tangente

Gottfried Leibniz (1646 — 1716) matematico alemao que, juntamente com Newton, é
considerado um dos pioneiros no desenvolvimento do calculo diferencial. Leibniz estudou,
entre outros, uma classe de problemas relativos a determinagéo do coeficiente angular de

retas que interceptam curvas.

Da geometria elementar, sabe-se que a reta tangente T em um ponto P de um
circulo C pode ser entendido como a reta que toca C nesse ponto P, ou como a reta que €
perpendicular ao raio de C de forma equivalente.

Isto ndo pode ser estendido a uma curva C qualquer, pois a reta que toca uma curva
C em apenas um ponto nem sempre € tangente aquela curva.

Entao, é possivel definir a inclinagédo da reta tangente em P, ja que em posse de sua
inclinacdo, poderemos determinar a equacao de sua reta tangente. Na figura 24 abaixo,
temos uma representacao gréafica da reta tangente a uma curva C.



VA

fGe+ b)

SN

X

Figura 27: coeficiente da reta tangente a curva dada. Fonte: autoria.

Consideremos, agora, um ponto P de coordenadas P = (x,, y,). Observe que y = f
(x,), € um ponto de C, por onde queremos tracar a reta tangente a curva C.

Vamos considerar, posteriormente, outro ponto, Q, qualquer de C que tenha
coordenadas Q = (x,+ h, f (x,+ h)), note que h # 0. Areta que vai do ponto P ao Q é secante
com relagcéo a C (vide figura 24 acima), com inclinagéo dada por:

tang = L) (5.4

Ao fazermos h aproximar-se de 0, tan (8) se aproxima de um numero m. Nesta
situacao, a reta tangente a curva C passa a ser definida como a que passa por P e que tem

inclinagcdo m, ou seja,

y—Yo=m(x—x) (5.5)
que escrito em notacgéo de limite, conforme estudamos na unidade 3, nos da:

flxo+h)—f(xo)

m = lim (5.6)

h—0
Exemplo 4.3
Determine a reta tangente a curva y=x2, em P = (2, 4).
Solugéo:

Sabemos um ponto da tangente que intercepta esta curva, P= (2,4), eles serdo



nossos valores de x, e y,,usando a defini¢ao de coeficiente angular:
y—4=m(x-2)

Mas,

f@+h)-f(2)

=i
m hll?& h
2_ 2_
lim Fe+m*-f(2) _ lim (2+h)%-4
h—=0 h h—0 h
4+ 4h—h*—4
m
h=0 h
limd+h=4
h-0

Logo, o coeficiente angular da reta tangente a curva em P (2,4) é m= 4 e a equacdo
daretaé:y-4=4(x-2)ouy=4x-4.

Exercicio 5.1

Uma particula se move sobre uma linha reta de acordo com a equagéo dada, onde
s é a distadncia percorrida em metros da particula ao seu ponto de partida ao final de t
segundos.

a)s =6t t; =2,t, =3
b)s=t*+tt;=3,t,=4

Calcule para (a) e (b):

i) a velocidade média da particula ﬁ_s durante o intervalo de tempo desde t=t, até
t
t=t,.

i) a velocidade instantanea da particula quando t=t,.

Exercicio 5.2

Calcule o coeficiente angular m da reta tangente de cada uma das fungbes indicadas:

a) f(x) = 2x — x? ,no ponto(1,1)
b) f(x) = x* — 4x ,no ponto(3,-3)

) f(x) =3 —2x —x?,no ponto(0,3)



d) f(x) =vx+1 ,noponto(3,2)

e) f(x) = ,no ponto(1,1)

x+2

Exercicio 5.3

Um tridngulo equilatero feito em uma folha de metal é expandido pois foi aquecido.
Sua area A é dada por A= (\/ﬁ)x2 centimetros quadrados, onde x é o comprimento do
lado em centimetros. Calcule a taxa de variagdo instantdnea de A em relagcdo a x no instante
em que x=10 centimetros.

Exercicio 5.4

A pressédo P de um gas depende do seu volume V de acordo com a lei de Boyle,

b

C
=5 onde C é uma constante. Suponha que C= 2000, que P é medida em quilos por
centimetro quadrado e que V é medido em centimetros cubicos. Calcule:

a) A taxa de variagdo média de P em relagdo a V quando V aumenta de 100
centimetros cubicos para 125 centimetros cubicos.

b) A taxa de variagéo instantanea de P em relacdo a V no instante em que V = 100
centimetros cubicos.

21 DIFERENCIACAO

Mas, quando uma funcédo pode ser derivada? Para responder a esta questdo,
precisamos recorrer a uma definicdo de diferenciabilidade, além de alguns critérios de

classificagao para distinguir entre fungdes que séo, ou nao, diferenciaveis.

2.1 Definicao de Diferenciabilidade

Seja uma fungéo f: X — Rtal que f = y(x). Podemos dizer que f é derivavel em x, ou

¢ diferenciavel em x; se o limite dado por,

lim f(xo+h)—f(x0)

5.7
im (5.7)

existir nas condi¢cbes vistas na unidade anterior.

iguais na vizinhanga do ponto x,.

‘ L Isto é, os limites laterais existem e sdo J




. . - . dy dr .
A partir de agora, reescreveremos esse limite utilizando a notagéo ™ ou ot as quais

séo chamadas de notagéo de Leibniz. Se fizermos, posteriormente, as relacdes a seguir:

X=xp+hou h=x—x,

Teremos, como consequéncia, que:

h-0=x-x

Deste modo,
. flxg+h)—f(xe) . f0)—f(xo)
Xp) = lim———————= [im —————. 5.8
f () = lim =2 lim S (5:8)
As principais implicagbes da definicdo dada por 5.8, seguem abaixo:
ar

1. = é a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto P = (x,, f (x,)).

ar , o . ~
2. d—i é a taxa de variagéo instantanea de f em relacéo a x calculada em x,.
3. f é derivavel em um intervalo aberto X = ]a, b[ se f’ (x) existir para todo x € X.

4. f é derivavel em um intervalo fechado X = [a, b] se f for derivavel no intervalo
aberto Ja, b[ e, também se as derivadas laterais

i o S =fla) o f(x)—f(b)
f(a)_:fiTJr xX—a ef(b)_;fi’?— x—b
existirem.
Exemplo 5.5

Calcular a derivada de y=+vx + 1 para x que pertence ao intervalo ]JO, +[.
Solugéo:

Deve-se calcular pela definicdo 5.8 dada acima o seguinte limite:

fx+h)—f)
h

f1(x) = lim
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o Vx+1+h—Vx+1
=lim
h—0 h

_lim(\/x+1+h—\/x+1)(\/x+1+h+\/x+1)
- =0 h(Nx+1+h—Vx+1)

_ 1
m
h=0 (\Vx + 1+ h+Vx +1)

1
2Vvx +1
Portanto, f'(x) = %m no intervalo ]JO, +oof.

Exemplo 5.6
Calcule a derivada de y=2 Ixl, no ponto 0.
Solugéo:

Novamente, pela definicdo 5.8, temos que:

s f0) = f(0)
FO=m——
o 2|x| =0
lim —

x—0 X

Parax — 0%, temosx > 0e|x| = x.

Entao,
_2x| . 2x
lim—=1Ilim—=2
x—=0t Xx x—=0t Xx
Parax - 07, temosx < Qe |x| = —x.
Logo,
- 2|x] - —2x
lim =lim =-2
x—=0 X x—=0 X

. L cooga 20x .
Como temos valores diferentes para os limites laterais fcm(%—x ndo existe e
S

portanto, nao existe f’ (x) no ponto 0.



I
A Importante

Podemos dizer que f é derivavel em x, se, e 50 se,
as derivadas laterais existem e sdo iguais nesses
pontos.

31 A DERIVADA SEGUNDA f” DE UMA FUNCAO

Viu-se nos exemplos anteriores que a derivada f’ (x) é também uma funcéo, desse
modo podemos calcular sua derivada seguindo os mesmos passos. Esse procedimento é
conhecido na literatura matematica como extracdo da derivada segunda de uma fungéo.
Para isso, considera-se a seguinte definicao.

3.1 Extracao da derivada segunda de uma funcéao
Seja uma fungéo derivada f’. Sua derivada segunda é dada por:
f'(x) = lim M’ (5.9)
X=Xq X=Xgp

Desde que exista o limite, de acordo com o que estudamos na unidade 3. Para sua
3 ~ ” de oy
representacdo, usamos as notacdes dadas por f et y”, y, d3f.
X

’ E vale a analogia para as derivadas de ordem
trés, quatro e assim sucessivamente.

Vamos para alguns exemplos, de modo a iluminarmos nosso pensamento.
Exemplo 5.7

Calcule agora a derivada segunda de y= \/m para x no intervalo JO, +|.
Solugéo:

Sabemos que y'(x)= Vxe ]JO, +[. Assim, pela definicdo devemos calcular o

1
2vVx+1”
seguinte limite,



y'(x+h)—y'(x)

y (x)=§g§

h
1 1
2\fx+1+ 2\/x+1

h—)D

Vi+1—+vx+1+h
11_m Vx+T1T+h)(/x+1)

2 h=0 h

:11_ Vx+1l—+vVx+1+h
2050 hx ¥ L+ hvx T 1
L (WVx+1-Vx+1+h).(Vx+1+Vx+1+h)
20 A(Vx+1+hvx+1).(Vx+1+Vx+1+h)
L 1
2h%°(~/x+1+hx/x+1)(\/x+1+x/x+1+h)
1 -1 -1 -1
TAV 32 432 +1 4t 1P g
Portanto, y"(x)= ﬁ
1 -1 -1 -1

- - - 3
IV +3x243x+1 4 J(x+ 13 4,5
Podemos, também, relacionar a diferenciabilidade com a ideia de continuidade vista
anteriormente. Para isso, iremos recorrer a mais um teorema matematico.
Teorema 5.1: Seja f é derivavel em x,, entdo f é continua em x,,.

Aqui, para efeitos de entendimento do que se apresentou com teorema 5.1, cabe-

nos uma breve demonstracéo.
Demonstracao do teorema 5.1:

Suponha que f derivavel em x,. Entéo existe uma

o) = tim [ D)

X—=Xg X — Xy

Como x-x,#0, vem:
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lim 1)~ f ) = lim K0T ()
X—=Xo X—=Xp 0

lim M. lim (x — x) = f'(x).0 =0,
X=Xy X — Xy X—=Xp

Ou segja,
lim f(x) = f(xq)
X=Xq

Logo, fé continua em x,,.

A\

Importante

A volta do teorema ndo vale, ou seja, se a fungdo é
continua ela ndo é diferencidvel, basta observar a
fungdo |x| por exemplo, que é continua, mas nao
diferenciavel.

Exercicio 5.5

Calcule as derivadas das fungbes a seguir diretamente pela definigéo:

2
a) x? + 4x b) 2x3 — 4x c);

d)

e)vx —1 i)

x—1 x+1

41 TECNICAS PARA CALCULO DE DERIVADAS

O célculo da derivada de f (x) pela definicdo 5.8 apresentada pode se tornar bastante
complicado e, além disso, tomar muito tempo.

Para otimizarmos esse processo, veremos nessa se¢do algumas propriedades e
técnicas que simplificam o processo e, bem como nos fornecerdo outras ferramentas para
trabalhar, além daquela que ja conhecemos que € o limite. As provas de alguns resultados
serdo omitidas, mas estéao disponiveis nas referéncias elencadas ao final deste material.

Técnica 1: Funcéo afim
Seja uma fungéo fdefinida por: f(x) = ax + b, entdo f’'(x) = a.

Demonstrag&o:



flx+h)—f(x) alx+h)+b—ax+b

A n = R
o ax+ah+b—ax+b  ah .
lim =lim—=Ilima=a
h—0 h h—0 h—0

Caso de f ser a fungéo constante, entdo f’(x) = 0.
Técnica 2: Funcéo polinomial

Seja f definida por f(x)=x", entéo f'®=nx""1,
Demonstragéo:

Vamos primeiro estudar o caso em que n > 0:

. fx+h C (x+h)—x"
lim— = lim————

h—0 h h—0 h
Pelo Teorema Binomial, obtemos:

X+ R = x4+ x4+ BB yn-2p2 4y el 4 pn
2

Entao:

nn-—1
x"+nx""th+ %x”‘zh2 + e nxh™ L+ B[ = X7

h

f() = lim

" h+ —”("2_ D yn=2h2 4o g xhn=t 4
= lim h
nn-—1
;ling, nx™ 1 4 %x“zh + 4 nxh™ 2+ h = px?t

Se n<0, entdo n = -k com k > 0. Assim,
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(x + h)™ — x™ (x+h)F—xk

fx) = Jim h = jm h
A e O LN C o ) 1
T 0o hxk(x+ MK R90 h TR0 Xk (x + h)F
1
= —kxkt ka
Ou segja,
f(x) = —kx7Fk-1 = pxn-t

Note que se tivermos n= 0, f (x) = 0, pois essa fungéo é a funcéo constante. As duas
técnicas anunciadas anteriormente nos servirdo para obter derivadas das fungdes, sem nos

preocuparmos com o calculo via defini¢cdo 5.8.

51 PROPRIEDADES PARA DERIVACAO

Para duas fungdes f e g, que sejam diferenciaveis e ¢ uma constante, valem os

seguintes resultados:

Resultado 1: Multiplicaggo por constante

(cf) =cf’;

Resultado 2: Soma

F+9) =f"+45
Resultado 3: Subtracdo
f-9)'=f -4
Resultado 4: Regra do Produto
(f.9)f'g+rg’
Resultado 5: Regra do quociente
(5) = fgg;zfg’ desde que g calculada no ponto seja # 0

Vamos para alguns exemplos utilizando as técnicas e os resultados acimas

explicitados.



Exemplo 5.8
Calcular a derivada de f(x)=6x*+3x°-7x?-1.
Solugéo:

Usando o resultado para fungdes do tipo x", ficamos com:

f'(x) = 24x3 + 9x? — 14x

Exemplo 5.9
Calcule a derivada de f(x)=x(x?+x-4)
Solugéo:

Usando a Regra do Produto, fazemos:

ff)=1(x*+x—4)+x(2x+1)=3x*+2x — 4

Exemplo 5.10
2x-5
x+3

Determine a derivada de f(x)=
Solugéo:

Usando a Regra do Quociente, calculamos:

x(x+3)—(2x—5)1_x2+3x—2x—5_x2+x—5

ff(X) —

(x —3)2  x-3)2 (x—3)?

I / Derivadas recorrentes:

1. (e¥) = e*
= 2
2. (Inx) = p

3. (senx)’ = cosx

\4 (cos x)' = —senx

\

v

Exercicio 5.6

Diferencie cada uma das fungbes aplicando as Propriedades:

Capitulo 5



5

R

a)f(x)=x5+3x3+1 b)f(x)—xT = +6
Of(x) =x®—2x" +3x +1 d)f(x)—iz ;

25
e)f(x) ———? Nfx)=3x"2-7x"1+6
D) = L= WfG) = 2@ - 1)

D flx) = (x% + 3x)(x* — 9%x) D) =0Cx—-D4x*+7)

Exercicio 5.7

Calcule f’ (2) em cada caso:

1
a) f(x) = —x -1 b) f(x) =5~ 1cf(x)
=x*+ 11 -x)
1 3 2x?
&) Fe0 =(3+2)(3-1) &) () = 2+2ff(x)—( 17)

Exercicio 5.8
Sejam f e g funcgbes diferenciaveis para o numero 1e seja f (1) =1, f' (1) =2, g (1) =
¥2 e g'(1)= -3. Use as regras de diferenciagcdo para calcular:

a) (f +9)'(D) b) (f =)' (D) ¢) (2f +39)'(1)

d) (fg)'™ e) (g) ) f (?) (1)

61 AREGRA DA CADEIA

As técnicas que aprendemos na sec¢ao anterior ndo podem ser aplicadas diretamente
quando estivermos lidando com fungdes compostas do tipo {/x2 — 2x + 5. Nesta expressao,
identificamos a composi¢céo entre a funcéo raiz quarta e uma funcdo polinomial. Para
solucionar esse problema temos que determinar a derivada de (f o g) (x) (f composta com
g) e isso se faz por meio da regra da cadeia, definida a seguir:



Definicdo:
Sejam f: X — e g: Y — R fungbes diferenciaveis, entao g o f é também diferenciavel
em X e vale:

(gof)' () =g (f())f(x)  (5.10)
Neste caso, podemos fazer uma substituicdo de variaveis da seguinte forma: se y =

g (u)e u =f(x), a formula acima se torna:

dy dydu

dx  dudx (5-11)

A expressdo 5.11 é a forma mais conhecida da regra da cadeia. Vejamos alguns
exemplos de sua aplicagéo.

Exemplo 5.11

4
Calcule a derivada de VX? —2x + 5.
Solugéo:

Note que, y=uZ onde u=x2-2x+5, onde usando a Regra da Cadeia temos:

DL gk 2=ty 2= 22
dx dudx 4o B B

4us
2x—2

Logo, ¥'(x) = ————
4%/(3{2—294&5)3

Exemplo 5.12
Calcular a derivada de y=x? | x?-4 | .
Solugéo:

Reescrevemos o moédulo como:

lx? — 4] =/ = 4)?

ey fica:

y =x*/(x? - 4)?

Agora, usando a regra do produto e da cadeia ficamos com:



2(x* — 4)2x
f= 2 (x% - 4)? X —————
Y W ) J{2 (x2 —4)2

2x3(x? — 4)

=2x|x%? — 4
| | + 24|

C 2x(x® = 4)(x* —3x% - 4)
B |x? — 4]

Exercicio 5.9
Usando a regra da cadeia e a substituicdo proposta:

d
aAy=vVuu=x2+x+1, calcuied—i]

dy
byy=uSu=x*+1, calcule—
Jy=u,u=x"+1, cacuedx

Exercicio 5.10

Calcule cada uma das derivadas com auxilio da regra da cadeia.

a) f(x) = (5—2x)° b) f(x) = ) f(x) = (x> +2)'

(4x + 1)5
Dfx) = —2x2+x+1)7 e) f(x) = (3x2 + 7)3(5 — 3x)3

2

1
AfG) = (3x + ;) (6x — 1) 9) f(x) = (7x + 3)"2(2x + 1)*

x? + x)4

3x+1)3
1-2x

x2

h) f(x) = ( 70 = (

71 CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO DE FUNGOES

Vimos, anteriormente, as definicbes de taxa de variacao de funcbes e determinacao
das retas tangentes. Neste sentido, acabamos por reconhecer que se trata de um mesmo
problema: o calculo de derivadas, mais especificamente, o calculo da primeira derivada.

Agora, passamos a investigar o sinal dessa derivada, o qual indica se a fungéo cresce
ou decresce em um determinado ponto para, posteriormente, estabelecermos o significado
da segunda derivada que sera muito importante para as aplicagées que estudaremos mais
adiante.



7.1 Analise do sinal da derivada primeira
No que diz respeito ao sinal da derivada de uma fungéo, temos que:

Crescimento: derivada tem sinal POSITIVO, significa que a fungdo CRESCE
no ponto;

Decrescimento: derivada tem sinal NEGATIVO, significa que a fungdo DE-
CRESCE no ponto;

Derivada é 0: derivada NULA, significa que a fungdo ndo CRESCE e nem
DECRESCE no ponto.

Vejamos alguns exemplos sobre o estudo dos sinais das derivadas.
Exemplo 5.13

A fungéo y=-x3+4x cresce ou decresce em x,=1? E em x,=37
Solugéo:

Vamos derivar y:
r_ 2
y =-—-3x“+4,

agora vamos substituir x, =1 em y’,

y(1)=-312+4=1
Como 1 e positivo, a fungdo cresce em x,=1.

Agora substituindo x,=3 em y’, temos:

y'(3)=-3.32+4=-23
Sendo esse nimero negativo, concluimos que a fun¢do decresce em x,=3.
Exemplo 5.14
Verifique se a mesma fungdo y=-x*>+4x cresce ou decresce para x no intervalo [0,3].
Solugao:

Conhecemos a derivada da fungcao, y'=-3x?+4. Atribuimos entéo valores inteiros para
X entre 0 e 5, e podemos ter uma ideia de como varia o sinal da derivada.

x y=—x3+4x y =-3x*+4
0 0+4.0 =0 300+ 4=4
1 -13+4 1 =3 3PP +4=1
2 -2544.2 =0 327 +4=-8
3 -33+4.3=-15 ARl =27

Note que a fungéo cresce para valores de x menores do que 2 e decresce para x a
partir de 2.



Exemplo 5.15

. L1 . -
Seja f a fungédo Ex"—2x2+11, determine o(s) ponto(s) em que f ndo cresce e nem
decresce.

Solugéo:

Primeiro vamos derivar f:

f'=2x%—4x
Se a fungdo ndo cresce e nem decresce, entdo a derivada nesse ponto deve ser
zero.

Fazemos entdo:
fl=2x—4x=0

x(2x% — 4) = comsolugdesx = 0e2x? = 4,x? = 2ex = +/2

Os valores onde a f’ se anula sdo:

X1 =0,x, = —\Eexg = +V2

nesses pontos a fun¢do ndo cresce nem decresce.

81 PONTOS CRITICOS DE FUNGCOES

Para se ter uma precisdo mais agugada na avaliagao do comportamento de fungdes
continuas, precisamos conhecer seus pontos criticos, ou seja, aqueles pontos em que
a funcéo estudada apresenta mudanca de comportamento (cresce ou decresce em seu
grafico).

Os pontos criticos podem ser dos seguintes tipos: maximos e minimos locais, que
sdo pontos criticos extremos e os pontos criticos de inflexao, isto é, aqueles em que
podemos notar a mudanca de comportamento da funcéo.

== Importante

Falar em comportamento de uma fungdo é o mesmo que

estudar seu sinal.

Vamos estudar, agora, os pontos de maximo e minimo das derivadas.

Capitulo 5




Maximo Local

Se a fungéo cresce até um certo ponto, diz-se que P, e depois ele passa a decrescer,
diz-se que P é um ponto critico de maximo local.

Minimo Local

Se a fungéo decresce até um certo ponto P, e depois ele passa a crescer, diz-se que
P é um ponto critico de minimo local.

Pode-se representar os pontos de maximo e minimo conforme a figura 28 abaixo.

Y a maximo

)

Wll———————————-lr*

minimo

>

o — -4 -jmm

X

Figura 28: méaximo e minimo de uma fung¢éo. Fonte: autoria.

Ponto de Inflexao

Se a concavidade (sinal) da fungdo muda de sentido, antes e depois de um ponto P,
entéo esse ponto P é dito um ponto de inflexdo. Observe na figura a seguir onde a fungéo
é crescente ou decrescente, sempre antes e depois do ponto de inflexao.



Y &
ponto de inflexao

>

L= === = = — — — o

X

Figura 29: ponto de inflexdo de uma fungéo. Fonte: autoria.

Para verificar onde se encontram os extremos locais
, utiliza-se a derivada da funcdo, observe a localizagéo dos
pontos criticos, Maximos e Minimos e note que nestes
pontos a fungdo ndo cresce e nem decresce, sendo a

derivada nula em tais pontos.

Seria interessante reunir todas as informagdes que temos até aqui da seguinte
forma:
1. Nos pontos criticos derivada se anula, ou seja, y’=0. A solugéo de y’= 0nos da os

valores de xpdo ponto P=(xp, yp), que sao as coordenadas do ponto onde a fungéo
nao cresce nem decresce.

2. Derivada positiva para x<x, e negativa para x>X, significa que P ponto é de
MAXIMO.

3. Derivada negativa para x<x_ e positiva para x<x_ significa que P é ponto de
MINIMO.

Portanto, temos algumas caracteristicas que devemos nos atentar para estudar os
pontos criticos (maximo, minimo e inflexdo) de uma derivada. Para que tantas informacoes?
Utilizaremos todos estes aspectos para construirmos os graficos destas fun¢des derivadas.



Propriedade da derivada primeira

Derivada Fungio Grafico
primeira

f(x)>0 crescente [>
f(x)<0 decrescente >

maximo
fix)=0 minimo |::> f_f ;, ou l'_-. i' ou

inflexao

- P
L L

Figura 30: grafico resumo dos pontos criticos. Fonte: autoria.

Exemplo 5.16

Determine o ponto critico da fungéo y=x?-2x+2 e classifique em ponto de Minimo ou
Maximo.

Solugéo:

A derivada da fungéo é

y'=2x-2

Para classificar os extremos precisamos igualar a derivada a zero e determinar os

pontos criticos.

y' =2x—-2=0

2x=2,x=1

Substituindo esse valor de x na fung&o original, encontramos o valor da coordenada

y do ponto critico:

y=12-21+2=1

E entdo o ponto P=(1,1) é ponto critico dessa fungéo. Vamos verificar agora se esse
ponto é de maximo ou de minimo analisando o sinal da derivada antes e depois de x=1.

Vamos testar o sinal de y’ para alguns valores de x proximos a 1 podendo ser



maiores ou menores do que ele (parecido com o que fizemos no processo de limite, vocé
se lembra?).

y’ calculada em x=0,5 fornece: y’(0,5)= 2.0,5 -2 = -1
enquanto
y’calculada em 0,75 fica: y’(0,75) = 2.0,75- 2 = -0,5
Agora para valores maiores que 1:
y(1,5)=215-2=1 e y(@2) =22-2=2
Note que y'(0,5) e y'(0,75) sdo negativas enquanto que y’(1,5) e y’(2) sdo positivas,
de acordo com as definicées de extremos que estudamos, se antes do ponto x=1 a derivada

era negativa e a partir dele se torna positiva temos nessa situacdo um ponto de minimo.
Exemplo 5.17

Faca a mesma analise do exemplo acima agora para a fungdo:

y =/, x3-5x2 +9x -1
Solugéo:

A derivada da fungéo dada é:
y’ =x2-10x +9
igualando essa derivada a zero vem:
y'=x%10x+9=0
equacéo de segundo grau com raizes x,=9 e x,=1.

Substituindo esses dois valores em y temos: y,=-82y e y,=10/3y, essa fungédo
apresenta dois pontos criticos P1= (9, -82) e P2= (1, 10/3). Cabe agora a analise de valores
maiores e menores do que X, e x,, fazendo x,=(8, 8,5, 9,5,10) e x,= (0,5, 075 ,1,5, 2).

Observe os resultados da tabela abaixo:

Vemos entdo que P1 é um ponto de minimo e P2 é um ponto de maximo.



91 TESTE DA DERIVADA SEGUNDA E CONCAVIDADE
O teste da primeira derivada nos informa sobre o crescimento ou decrescimento
de uma fungéo, ja com a derivada segunda seremos capazes de avaliar a concavidade
da fungé@o. Como identificamos a concavidade? Basta-nos olhar para o sinal da segunda
derivada, respeitando o seguinte:
Caso y”(x) > 0, concavidade voltada para cima.
Caso y’(x) < 0, concavidade voltada para baixo.

Afigura 31 abaixo da-nos uma representacao grafica da concavidade das derivadas

e arelagéo com seu sinal.

d’ d-y
¥ 50 el A
& s Y =
¥ e ¥ dx
CONCAVIDADE CONCANIDADE
xl- HI—
o T a il

Figura 31: Concavidade e sinal da segunda derivada. Fonte: autoria.

Exemplo 5.18

Calcule a derivada de segunda ordem de y = 3x2-2x+4 e analise a concavidade da
funggo.

Solugéo:

A derivada primeira é:

y =6x-2
E a derivada segunda é:
y'=6

A segunda derivada é positiva para qualquer valor de x (fungdo constante),
concluimos que a fungdo tem concavidade para cima para qualquer Xx.

Exemplo 5.19

Calcule a derivada segunda de y=-4x°+1 e analise a concavidade da fungéo.



Solugéo:
Derivada primeira: y'=-24x°

Derivada segunda: y"=-120x*

Aqui temos y” sempre negativa para todo x pois temos poténcia par nessa expressao
(poténcia 4).

Exemplo 5.20
Calcule a derivada segunda de y=2x° analisando a concavidade.
Solugéo:

Derivada primeira: y'=6x?

Derivada segunda: y"=12x

Entao y” sera positiva quando x for positivo e negativa quando x for negativo, e a
concavidade estara para cima no primeiro caso e para baixo no segundo.

&

Regra do Ponto de inflexao

Um ponto P = (xp, yp) é de inflexdo se e so  se:
Dy () =0
ii) os sinais da derivada segunda para valores menores
e maiores do que x,, devem ser opostos.

Exemplo 5.21
Determine o ponto de inflexdo y=x3+3x?
Solugéo:

Calculando a primeira e segunda derivadas vem:

y' =3x% + 6x

y'=6x+6
De acordo com a regra acima, no ponto de inflexdo temos:
y”’=0 =6x +6, resolvendo para x, encontramos x=-1.
Usando esse x na funcdo original (y=x3+2x?), obtemos: y=(-1)*+3=2

Assim, o ponto P= (-1,2) é candidato a ponto de inflexao, para determinar se ele
efetivamente é vamos aplicar a condig&o (ii) avaliando o sinal de y” a partir da atribuigédo de

valores para x que sejam menores e maiores do que x = -1.

Por exemplo: x= -2 e x=0



y(-2) =6(-2) +6 = -6, y”(0)= 6(0) +6 =6
Como de fato temos y”(-2) e y”(0) tem sinais opostos podemos afirmar que em x =

-1 a fungdo tem um ponto de inflex&o.

Fropriedade da denivada segunda
erivada = .
E F Grafico
gunda [Ty Te%=Ts ‘ i

Wi '*
£ (x) > 0 "“‘;';";':E.l‘:li':'a = l\\_
=3

mudamca e 1 1
f{xh =0 concavidade l::'} ou
inflexao

. concavidade
ix)<0 para baixo

0

Figura 32: gréficos da derivada segunda.

Fonte: autoria.

Exercicio 5.11
Para as fungbes a seguir determine os pontos criticos e use o teste da primeira
derivada para ver quando cada um desses pontos criticos corresponde a um minimo ou

maximo local, ou nenhum deles.

a) f(x) =7+ 12x — 2x? by f(x)= x> —x*—-x—-1

¢) f(x) = x* — 4x d) f(x) =2x"2—x e) f(x) =(x+x—1)z

Exercicio 5.12
Determine os pontos criticos da fungéo dada e use o teste da segunda derivada em

cada um desses pontos criticos.

a) f(x) =x*—-5x+4 b f(x) = x3+3x*—3x

Of)=x-D%3+@x-1)2 d)flx)=x%+5x2

Exercicio 5.13

Determine os extremos absolutos (se houver) para as fungbes dadas nos intervalos:



a) f(x) —2xem|[—1,2]
D) f(x)= (x+1D*em[-2,1]

c) f(x) =y4—x? em|[-22]

x+2,se x<1

4 f&) = {xz —3x+5sex>1"" [=6,5]
= se x # —1
e) f(x) = {x+1’ ,em [—2,3]
1,se x = -1

£ G = (x +2)%3 em[-43]

10 | APLICAGOES DA DERIVADA

Tendo estudado vérios aspectos do calculo de derivadas, vamos agora verificar
algumas de suas aplicacdes, particularmente, no campo da economia. Se f & uma funcéo
que descreve uma quantidade em economia, o adjetivo marginal é utilizado para se referir a
derivada f’. Seja x o nUmero de unidades de um produto, os economistas costumam usar as
funcdes C, ¢, R e P que ja sdo nossas conhecidas da unidade 3. Porém, vamos relembrar
suas formas e significados:

Funcgéo custo: C (x) = custo de produgdo de x unidades

Funcao custo médio: c (x) = @

= custo médio de produgdo de uma unidade
Funcgéo receita: R (x) = receita proveniente da venda de x unidades
Funcgéo lucro: P (x) = R (x) -C (x), lucro da venda de x unidades

As taxas de variacdo das fungdes acima sdo chamadas fungdes marginais, entdo
temos C’, ¢’, R’ e P’ representando custo, custo médio, receita e lucro marginais. A fungéo
custo marginal sera definida logo abaixo como problema de motivagéo, onde podemos
encarar todas as funcdes marginais (derivadas) do mesmo modo e utilizar as técnicas

aprendidas para calcular as quantidades de interesse.

10.1 Determinacao do custo marginal

O custo marginal descreve a variacao de uma quantidade em relacdo a uma outra
quantidade. A funcéo custo total para produzir e comercializar as x primeiras unidades de



um produto no mercado é dada por y = C (x) que tem uma das formas ja aprendidas na
unidade 3. Podemos, entao, definir:
Ay = C(x + Ax) — C(x)
como sendo o acréscimo no custo de producdo quando esta aumenta de um Ax # 0.
Baseados nisso, construimos o grafico (fungcéo custo total com variagcao Ax):

Custo A

C(x +AXY)

ce

|
>
0 X < x+Ax Quantidade

Figura 33: gréafico da fungdo custo. Fonte: autoria.

Entéo, o valor de custo médio ¢ no custo total por unidade, que varia de x a x + Ax,

€ definido por:

Clx+Ax) —C(x) _A_y

c(x) = Ax Ax

O custo marginal de produgéo define-se por:

, o Clx+Ax) —C(x) . Ay
C'(x) = lim = lim —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Isto porque em cenarios econémicos reais, x € muito grande e, consequentemente,

Ax =1 & muito pequeno quando comparado com X, por isso, o custo marginal (ou real) &

considerado por muito economistas como o custo de produzir uma unidade a mais do que

uma determinada quantidade x, € mesmo que escrever:
C'(x) =C(x+1) - C(x)
Para tornar essas definicdes mais proximas do nosso entendimento, vejamos alguns

exemplos.



Exemplo 5.22

Suponhamos que o custo total de produgao das x primeiras unidades de um produto
é dada pela fungéo:

y =4x2-2x + 50
(a) Qual a formula para o custo marginal por unidade ?
(b) Qual o custo marginal para as primeiras 50 unidades?

(c) E qual o custo real de producdo da 512 unidade?

Solugéo:

(a) Sabemos que

Ay = C(x +Ax) — C(x)= 4(x + Ax)? — 2(x + Ax) + 50 — 4x? + 2x — 50

temos que

= Ay  8xAx+4Ax*—2Ax

" o =8x+4Ax — 2

C'=1lim8x+4Ax —2=8x—2
Ax—0
(b) Para 50 unidades produzidas
x =50, logo C' = 8(50) — 2 = R$398/unidade
(c) A partir da 512 unidade o custo real de producéo é

C’(51) = C (50 + 1) - C (50) = 10404-52-10000+50 = 402
Logo, C’ (51) = R$402,00

Exemplo 5.23

Uma fabrica de relégios tem uma despesa fixa mensal de R$10.000,00, um custo de
produgdo de R$8,00 por unidade, e um preco de venda de R$20,00 por unidade.

(a) determine C (x), c(x), R(x) e P(x),
(b) encontre as fungées em (a) se x=1500,

(c) quantas unidades devem ser vendidas para manter o equilibrio?

Solugéo:

(a) O custo de fabricacdo para x unidades é 8x, mas ha uma despesa fixa de
R$10.000,00, assim o custo toral mensal de fabricagdo de x unidades é

C(x)= 8x +10.000



c(x) _ 8x+10000
X X

Fungéo custo médio: c¢(x) =
Funcéo Receita: R(x)= 20x
Funcgéo Lucro: P(x) = R(x) — C(x) = 20x — 8x -10.000 = 12x - 10.000

(b) Substituindo x= 1500 nas fungbes do item (a) temos:

C(1500)= 8(1500) + 10.000 = 22.000

8(1500)+10000 220 44
o(1500)= (HfT — 20 =2 ~ R$14.67
R(1500) = 20(1500) =30.000

P(1500) = 30.000 — 22.000 = 8.000

(c) O ponto de equilibrio é definido como valor de x para o qual tem-se lucro 0

P(x) =0=12x-10.000 a x =833, este é numero minimo de unidades que a empresa
deve produzir para manter o equilibrio.

Exemplo 5.24

Uma empresa estima o custo semanal de produgdo de x unidades de um movel
colonial como sendo dado por C (x) = x3-3x2-80x+500, cada unidade é vendida por 2800
reais. Qual a produgéo que maximiza o lucro? Qual o lucro maximo semanal possivel?

Solugéo:

A receita obtida pela venda de x unidades é: R (x) = 2800x

O lucro é dado entédo por: P (x) = 2800x — (x3-3x?-80x+500)

Isto é, P (x) = -x3+3x2+2880x-500

Para encontrar o lucro maximo, calculamos a primeira derivada:
P’ (x) = - 3x2+6x+2880=-3(X?-2X-960)

Resolvemos agora para os pontos criticos:

-3(X?-2X-960) = 0, x = 32 ou x = -30, a quantidade x representa o numero de
unidades, como uma quantidade negativa ndo faz sentido, ficamos apenas com a solugdo

positiva x = 32 que é a produgdo semanal que maximiza o lucro.

Queremos que essa produgdo seja a de maximo lucro semanal, usamos entao a
derivada segunda de P:

P’ (x) = -6x + 6, ou seja,
P”(32) =-6(32) +6 =-16 <0

O teste da derivada segunda nos informa que o lucro é de fato maximo se forem



fabricados e vendidos 32 méveis por semana. Desse modo, temos:
P (32) =-32%+3.322+2880(32)-500=61.964, como lucro maximo semanal.
Exercicio 5.14

O custo total C da produgéo de certa encomenda é dado pela equacdo C=900-
240X+4X?, onde x é o numero de unidades produzidas.

a) Encontre o custo marginal quando 40 unidades sdo produzidas.
b) Determine x quando o custo total é minimo.
Exercicio 5.15

Um fabricante produz x toneladas de uma nova liga metalica. O lucro P em reais
obtido pela produgéo é expresso pela equagao P=12.000x-30x?. Quantas toneladas devem
ser produzidas para maximizar o lucro total?

Exercicio 5.16

Um fabricante de enfeites para arvore de Natal sabe que o custo total C em reais
para fazer x milhares de enfeites de um certo tipo é dado por C=600+60x e que a venda
corresponde a um rendimento R em reais dado por R=300x-4x?.Ache o numero de enfeites
(em milhares) que maximizardo o lucro do fabricante.

Exercicio 5.17

Um departamento de matematica observou que uma secretaria trabalhara
aproximadamente 30 horas por semana. Entretanto, se outras secretarias forem

empregadas, o resultado de sua de sua contratacdo é uma redugédo no numero efetivo de

(x-1)?
33

empregadas. Quantas secretarias devem ser empregadas para produzir o maximo de

trabalho?

horas por semana por secretaria de 30 horas, onde x é o nimero total de secretarias

Exercicio 5.18

Uma centena de animais pertencendo a uma espécie em perigo foram colocados

em uma reserva de protecdo. Depois de t anos a populagcdo p desses animais na reserva é

z_
dada por: p = 100 % Apos quantos anos a populagédo é maxima?

Exercicios complementares da unidade

1. Calculando f'(x), para f(x)=12x3-4, obtemos:
a) 4x?

b) 12x - 4

c) 36x?

do
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2. O valor de f/(x) para f(x)= i é:
1

a)-x—z
b) =
X
c) -1
do

3. Seja a equacdo horaria de uma particula dada por s(t)=50-5t°. A expressao que
representa a velocidade dessa particula é dada por:

a) 50t-5
b) 20-5t
c) -10t
d) -5t

4. Considerando o exercicio 3, qual seria a velocidade da particula no instante t =
3s?

a) 10 m/s

b)-10 m/s

c) 30 m/s

d) —30 m/s

5. Dada a equacéo da trajetoria para um automovel s(t)=-20+4t. Qual sua velocidade

emt=2s?
a)—12m/s
b) 10 m/s

)

)
c) 16 m/s
d) 20 m/s



-—

/

N
N\ Respostas dos exercicios desta unidade

Exercicio 5.1

a) 30 m/s , 24 m/s b) 8 m/s, 7 m/s

Exercicio 5.2

b) 2 2 d)= L
a)o0 ) C) ) P’ e)—g
Exercicio 5.3
2

5v3 = de contorno

cm
Exercicio 5.4
a)—0,1 b) -0,

Exercicio 5.5

- -2
(x—1)2 e) 2Vx-1 ﬂ (x+1)2

a)2x+4 b)6x?—4 c);— d)

Exercicio 5.6
4

a) 5x* — 9x? b) 5x° + x* ¢)8x7 —14x° + 3 d) ==
25 25 -3 2 i— 4
e) f)—6x3+7x% g) — = Z 4 s h) 15x

i) 3x + 12x3 —27x%* — 54x j)24x% — 8x + 14

Exercicio 5.7

a) 4 b)f )-9 d)-2 e);—;f)g—‘l‘

Exercicio 5.8

a) -1 b5 ¢)-5 d)-2 e)16 f)-4



Exercicio 5.9

2) 2x+1 b) -20x3
2VxZ+x+1 (x*+1)6

Exercicio 5.10
—20

a) —20(5 — 2x)° b o) 45x2( +2)M d)—7 (5x* —
Ax + 1)(x5 — 222 + x + 1) )(3x2 + 7)(5 — 3x)2(—63x% + 60x — 63)
1 4 _ 18, 2 (28x+38)(2x—1)3 4(x2-1)°
n(3+2)(6x - )* (1261 -6+ 2 +2) o) GBI nTard
2y — sz) ) -3(3x+1)%2(3x+2)
xZ

Exercicio 5.11
a) Ponto critico em 3
b) pontos criticos em -1/3 e 1, maximo local em -1/3 e minimo local em 1.

)

)
c) ponto critico em 1, minimo local em 1
d) ponto critico em 1, maximo local em 1
)

e) ponto critico em 1, maximo local em 1

Exercicio 5.12
a) Ponto critico em 5/2, segunda derivada em 5/2 = 2, logo maximo local.

b) Pontos criticos em -1+V2 f"(-1-v2)=-6v2<0, logo é maximo local, com f"(-
144/2)=6Vv2>0, logo & minimo local.

c) Ponto critico em 1, com f"(1)=2>0, minimo local em 1.

d) Pontos criticos em V5, f(£V5) = 8 > 0, minimos locais em +1/5.
Exercicio 5.13
a) Méaximo global de 2 em -1, minimo global de 4 em 2.

b) Méaximo global de 4 em 1, minimo global de 0 em 1.

)
)
¢) Maximo global de 2 em 0, minimo global de 0 em -2 e 2.
d) Maximo global de 15 em 5, minimo global de -4 em 6.

)

e) Sem maximo ou minimo global.

f) Maximo global de em 3, minimo global de 0 em 2.



Exercicio 5.14

a)80 b) x =30

Exercicio 5.15
2200 toneladas
Exercicio 5.16

3.30

Exercicio 5.17

4.4

Exercicio 5.18

5 anos

Exercicios complementares da unidade

1.C 2.A 3.C 4.D 5.C



CAPITULO 6
INTEGRAIS E INTEGRAQAO: PRIMEIRO CONTATO

@ Objetivos de aprendizagem
Revisar algumas nogoes de limites e derivadas, para depois aplicarmos d
definicdo de integral. Além disso, iremos estudar algumas técnicas de
integragdo e primitivagdo, para depois aplicarmos a algumas situagées

prdticas.

Nos capitulos anteriores, aprendemos sobre os conjuntos numéricos, funcdes e
seus graficos, além de processos aplicados de derivagdo. Dando segmento ao curso, nesta
unidade trataremos da operacdo de integracéo, definicdo e suas técnicas, bem como o
chamado Teorema Fundamental do Célculo. A importancia da integracao reside no fato de

que se trata do processo inverso de derivacéo.

11 PRIMITIVAS

Como visto no capitulo 5, com uma fungao polinomial chegou-se, por meio de uma
operacdo matematica a uma outra fungéo, a qual chama-se derivada. Neste sentido, quando
se realiza o processo de derivagao é primordial estudar a taxa de variagéo da fungéo dada.

Neste momento, sera desenvolvido o processo inverso, ou seja, dada a derivada
encontra-se a funcdo que a originou, aquela chamada de primitiva. Assim, uma fungéo F
(x) é chamada de primitiva de f (x) em um certo intervalo |, se para todo x nesse intervalo

tivermos:
F(x) =f(x) (6.1)
Portanto, encontrando uma funcéo que satisfaca a definicdo dada por (6.1) teremos

uma primitiva desta fungao.
Exemplo 6.1

4
Seja a fungao F(x)= XT, dizemos que é uma primitiva para f(x)=x%, pois
4x3 3
F'(x) =/ =x" = f(0.

Exemplo 6.2



4 4
As fungbes G(x)= xT+4 e H(x)= %-35 sédo primitivas de f(x)=x3, pois

G'(x) = H'(x) = f(x)

Exemplo 6.3
—2X
A funcdo F(x)= g > € uma primitiva da fungéo f(x)=e?, pois
—2e —-2x
(0 =——=—=¢=f(x)
Exemplo 6.4
A fungéo F(x)=3/x =x* é uma primitiva de f(x)= 331x2 , pois

1_1 1

F(x) = x3 = =/v).

Exemplo 6.5

Na unidade anterior falamos de algumas derivadas especiais, uma delas, (sen x)’ =
cos x. Sendo assim, podemos afirmar que F(x) = sen x é uma primitiva de f(x) = cos x em
que toda primitiva de f(x) é da forma:

G(x) = sen x + k, onde k é uma constante
De outro modo, temos
G(x) =sen x +10, H(x) = sen x — 50, J(x) =sen x +m,
Sao todas primitivas de f(x) = cos x, pois G'(x) =H’(x) = J'(x) = f(x).
Exemplo 6.6
Encontre a primitiva de f(x)=2x*-3x2+1 que satisfaca a condigao F(1) = 4.

Solugédo: Pela definicdo de primitiva devemos ter F’(x) = f(x) . Entao,

x5 x3
F(x)=2—-3=—+1
(x) z 33+ x+k
Pois
x* x?
F'(x):f(x)=2.5?—3.3?+1.1+0:2x4—3x2+1

5 3
Voltando a primitiva F (x) = 2 x? -3 x? + 1x + k , esta deve satisfazer a condicédo
F(1) = 4, vamos usa-la para calcular a constante k. Substituindo x = 1 em F(x) e igualando
a 4 vem:
2x° s 2.1°
F(l)ZT—BX +14+k=4-

28
—3.13+1+k=4——>k=?



Portanto, F(x) = % —3x3 41+ 25—8 é uma primitiva de F(x)=2x*-3x2+1 que em
particular satisfaz a condigcédo dada.

Exemplo 6.7

Determine uma primitiva da fungdo f(x) = et* 4+ \/E , que satisfaz a condigcédo
F(0)=1.

Solugéo:

De acordo com a definicdo sabemos que F'(x) = f (x), assim:

etx 2 2
F(x) = - txrt k, pois:

etx ! 2 3 /
F'(x)=|— +(—x2) +0 = f(x)
4 3
Vamos entao substituir x = 0 em F(x) e igualar a 1:

4.0 2 3

e 3 3
F(0)=T+ §Oz+k—1—>k—z

Logo, a primitiva que satisfaz a condi¢do pedida é:

4x 2 3 3

= — —_—2 —_—
F(x) 4+3x +4

21 INTEGRAL INDEFINIDA

Na secao anterior comegcamos a estabelecer relagcdes entre a derivada e sua primitiva,
vamos agora conectar esses conceitos com a noc¢ao de integral. Assim, consideremos
a funcdo F (x) primitiva da funcédo f (x), a expressdo F (x) + C chamamos de integral
indefinida de f (x) e denotamos por:

Jf(x)dx=F(x)+C (6.2)

Onde na equacéo dada pela (6.2) I&-se a integral de f(x) com relacéo a x. E importante
enfatizar que a denotagdo acima é apenas uma simbologia, chamada na literatura de
integral de Riemann.

O desenvolvimento do célculo integral iniciou-se, ainda, na antiguidade, quando os
gregos dividiram uma area desconhecida em pequenos retangulos para facilitar a soma e

a descoberta aproximada da area.

Obviamente que muitas foram as altera¢des até se chegar na definicdo acima dada
pela (6.2), mas por ora basta-nos saber 0 que significa uma integral e seu uso. Neste



sentido, vamos expressar seus simbolos e significados, onde:
[ é o sinal de integragéo;
f (x) é o integrando;
dx é o diferencial que caracteriza a variavel de integragao
C é a constante de integracéo.

Cabe ressaltar, também, que a expresséo acima € chamada de integral indefinida em
virtude de ainda néo termos determinado em qual intervalo a funcéo esta sendo integrada.

Quando soubermos qual o intervalo que estamos determinando a soma (integral)
trocaremos o0 nome indefinida por definida e a constante C ndo sera mais necessaria em
nossas contas.

Agora, veremos algumas propriedades importantes que decorrem da defini¢éo (6.2):
() f(x) dx=F(x) +C F‘(x) =f(x)

(ii)[ f(x) dx, é uma familia de fungbes, ou o conjunto de todas as primitivas da fungdo
que esta sendo integrada.

(1)) L (f £ dx) = L (FCO) +1) =L (F) = £/ ()
Exemplo 6.8

Veja alguns exemplos que s&o consequéncias diretas de (i) a (iii):

d
1.a(sen X) = cos x ,entido f cosx dx = senx + ¢

d
2.— x5 = 5x* entio fo“ dx = x5 +¢
dx

3—(\/_) entaof—dx—\/_+c

4 d 7 8 1 ld 7 8
—(=x7) = x7 a 7 = —x7
dx(8x) x,entaoJx X 8x +c

Note que, dos exemplos 6.8 citada acima, podemos chegar numa forma geral da
primitiva, nos dada por:

[f@dx =F) +k > ([ f()dx = f'(x) (63)

Na expressdo dada por (6.3) notamos uma clara relacdo entre as integrais e
derivadas. Tal relagcéo ser-nos-a importante durante os préximos calculos e aplicagdes.



31 PROPRIEDADES DA INTEGRAL INDEFINIDA

Vimos, até aqui, as definicdes de integral indefinida e as principais consequéncias
matematicas que dela decorrem. No entanto, precisamos aumentar nosso arsenal
matematico para utilizarmos nos calculos que estéo por vir. Nesse sentido, langaremos
mao das propriedades da integral indefinida. Assim, sejam fe g duas funcdes reais e k uma
constante, neste caso valem as seguintes propriedades:

a) [k f(x)dx =k [ f(x)dx
b) [(f(x) +g(x)dx = [ flx)dx + [ g(x)dx

Usaremos as propriedades acima elencadas, como ja dito, para desenvolver
integrais ao longo do calculo, mas como é um processo um tanto quanto cansativo, em
muitos casos, podemos utilizar integrais que ja estdo tabeladas, tais como as mencionadas
na figura 23 abaixo.

1) _[a dx = ax

n+l

1
"dx=2—, n#-1 LR [ R TR
2) -[x E=eaat @ |::>‘[1_d1. /x dr = Injz| +C

3) [€de=¢+C

a® .
4) [a*dx = - (a>0,a#1)

5) [senzdr = —cosz+C

6) f coszdr =senz + C

7) [tgzdr = —In|cosz|+C

8) [ cotgzdx = In|senz| + C

9) [seczdr =In|secz + tgz| + C

10) [cossecx dx = In |cossec x— cotg x| + C

11) [ sec?zdzr = tgz + C

Figura 34: tabela de integrais. Fonte: autoria.



, Tabelas como estas estido e/ou mais completas estdo
. disponiveis ao final de grande parte dos livros de
Calculo Diferencial e Integral, ao final deste material,

deixamos alguns nos quais poderdo consultar outros

tipos de integrais.

Exemplo 6.9
Seja a integral dada por [7x* dx, encontre sua primitiva.
Solugdo: Pelas propriedades apresentadas anteriormente e, também, a tabela de

integrais acima temos que:

4+1

f7x4dx:7.fx4dx=7 +C:zx5+C
4+1 5

Exemplo 6.10

Encontre a primitiva de [ 2e* + i dx.

2
Solugéo:

Procedendo como no exemplo anterior:

1 1
J‘Zex+ﬁdx=f2€xdx+ ﬁdx

-2+1
=Zex+§ 2_|_1+C:2e"——+C
/
, Quando temos duas fungées no integrando, podemos
— considerar uma unica constante de integragdo C.

Exemplo 6.11

Encontre a primitiva de | 4€* + sen x + xia dx.
Solugéo:

Facamos entdo

2 1
f4exdx+Jsenxdxfx—3 dx=4ex—casx—;+c

Capitulo 6




Exemplo 6.12

Uma empresa de préteses tem custo fixo de R$5.000,00 e seu custo marginal é
dado pela fungao C'®=0,02x2+0,10x+5. Determine a fungéo custo total.

Solugéo:
Conforme definimos no capitulo anterior, o custo marginal é a derivada da funcdo

custo total entdo para encontra-la devemos integrar C’(x)
x3 x3
—+0,10=—+5x+k
3 3

Como sabemos que a empresa tem um custo fixo de R$ 5.000,00 em x = 0 este é o

C(x) = f 0,02x% 4+ 0,10x + 5 dx = 0,02

valor de k. A fungéo custo total se escreve entio:

Clx) = 0,02§ + 0,10"—: + 5x + 5000.

Muitos sdo os exemplos que podemos enumerar acerca dos processos de

primitivagcéo de integrais. Agora, vamos exercitar um pouco?
Exercicio 6.1

Determine a primitiva das seguintes fungées:

a) f(x) =5x2+7x+2 b) f(x) = x_T5 o) f(x) = 1
xVx

dfx == e) f(x) = e* ) f@) = 3x*

DFE) = & Wi =42 —5x+1  Df(x) =L

Exercicio 6.2

Encontre a primitiva da funcéo f (x) que satisfaca a condicdo dada:
-2 1
a) f(x) =x73 +x tal que F(1) =3

b) xx + e* tal que F(0) = 2

c)f(x) = cosx —senx tal que F(0) =0
Exercicio 6.3

Calcule as seguintes integrais:

x_1/3 +2

e



1
b)]F dx
c) f(4—x —x%)dx
d)fj—cosx dx

e)[2x+exdx

41 INTEGRAL DEFINIDA

Em calculo existem dois problemas fundamentais: encontrar a inclinagéo da curva
num ponto dado e determinar a area sob uma curva. O primeiro problema consiste no
célculo de derivadas como visto no capitulo anterior, desta forma é possivel perceber que

determinar a area sob uma curva é o mesmo que calcular a integral em pontos definidos.

4.1 Area sob uma curva

Como dito anteriormente, o célculo da integral esta relacionado a area abaixo
da curva tragada. Neste sentido, vamos definir uma fungé@o positiva em um intervalo e
descrever o que ocorre em uma regido R contida no grafico da funcéo f (x) num certo

intervalo [a,b].

Assim, observe a figura 35:

0 a h X

Figura 35: area abaixo da curva. Fonte: autoria.



Relembrando alguns conceitos de Matematica basica, a area destacada na figura
anterior compreende a regido R do grafico e, deste modo, pode-se aproxima-la por meio
de figuras geométricas conhecidas, como tridngulos, retangulos, quadrados e assim por
diante. Basicamente, pode-se atribuir a este procedimento uma férmula geral dada por

Area = base x altura, adequando-a ao poligono em questao.

Assim, para calcular a area de uma figura plana qualquer se realiza a aproximagéo
dessa figura por meio de poligonos e métodos de geometria elementar, ou seja, inscrever
poligonos pequenos dentro da figura e somar suas areas.

Formalmente, esse procedimento consiste em desenhar uma particdo P no intervalo
[a,b], ou seja, dividir esse intervalo em n partes menores ou n subintervalos de forma a
obter-se:

x(]! x1|x21 "'lxkl e )x‘n,

os quais sédo escolhidos de modo arbitrario. Entdo pode-se representar o intervalo
como:

a= X <X < X << X < < X, =b

S T ]

ey |
AN e
fe) T

_\\

D=

0

&
Il
>
-
]
1
)
ra
Lr]
w
)
=

Figura 36: Aproximagao da area por meio de particdo. Fonte: autoria.

O comprimento do k-ésimo subintervalo [x,_,, x,], por exemplo, & dado por:

k-17

Axje = Xg = Xg—1

Aideia, entéo, € construirmos ao longo da figura retangulos cuja base mega x,-x, , €

a altura seja f(c,) onde ¢, € um ponto no intervalo [x, ,, X,].



Da figura acima, temos entéo:
Ax,=x,-X,, base do primeiro retdngulo

Ax,=X-X,, base do segundo retangulo

E, seguindo nesta légica, teremos:

Ax,=X,-X, ,, base do k-ésimo retangulo

Ax =x -X_,, base do n-ésimo retangulo

n-1’

Assim, com relac¢do as alturas dos retangulos, temos:

,), altura do primeiro retangulo

,), altura do segundo retangulo, e assim sucessivamente ate,

f(c,), altura do k-ésimo reténgulo, que continua até

)
)
)
)

f(c ), altura do n-ésimo retangulo

n

Portanto a area de cada retangulo fica:

Ax, x f(c,), area do primeiro retangulo
Ax, x f(c,), area do segundo retangulo, ...;
Ax, x f(c,), area do k-ésimo reténgulo, ...;

)
)

Ax, x f(c,), area do n-ésimo retangulo.

Quanto mais retangulos tivermos, melhor fica a aproximacao da area que queremos
calcular. Deste modo, a soma das areas dos n retangulos S é escrita, matematicamente,

por:

Sn = f(€1) x Axy +f(c2) x Axp + ...+ f(cp) x Axy

= ) fa) xAx,

k=0

O simbolo acima representa um somatério e € chamado de Soma de Riemann de f
para uma particdo P, quando n cresce espera-se que essa soma se aproxime da area sob
a curva de f (x). A area pode entao ser definida como:

n
A= lim Zf(ck)xAxk ,
n—oo
k=0

Capitulo 6




Caso esse limite exista, de acordo com o que estudamos na unidade 4 deste
material. Deste modo, esta area ficara determinada.

Q O termo k-ésimo se refere a um numero qualquer entre o e n, para ndo dizermos
décimo, centésimo ou outro qualquer deixamos a forma geral k-ésimo.

Nota Biogrdfica: Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) foi um matematico
alemdo responsdvel, entre outros avangos em matemdtica, por sistematizar as
aproximacées de integrais por somas. Mas ele ndo foi o unico, o matematico francés

Henri Léon Lebesgue (1875-1941) propds uma generaliza¢do ao processo de integragdo.

4.2 Estudando a integral definida

A chamada integral definida est4 ligada ao limite que acabamos de definir,
matematicamente podemos defini-la do seguinte modo. Se f (x) € uma funcao definida no
intervalo fechado [a,b] e se P € uma particéo qualquer de [a,b], a integral de f(x) no intervalo
[a,b] , dada por [f(x)dx é dada por:

[y FGOdx = lim T7_o f(ci) X Axi (64)
Na definicdo 6.4 dada acima, temos 0s seguintes significados:
- f(x) € chamado integrando.
° ae bséo os limites inferior e superior de integracdo respectivamente.
+  Se [f(x)dx existe no intervalo considerado ela é dita integravel nesse intervalo.

E importante ressaltar que a integral ndo significa, necessariamente, a area total da
figura dada, ela pode representar volume, quantidade de individuos de uma populagéo, a
equacéao horaria de movimento entre outros.

O que define sua area, aproximada, é o processo de soma que utilizamos para se
chegar ao limite. Sua formulagdo geral permite intervalos negativos e outras situacbes
como destacaremos a seguir:

+ Se a>b, entdo:

Lbf(x)dx = — Laf(x)dx



Se a = b, entao:

faf(x)dx =0

a

Adentramos num ponto do nosso estudo que precisaremos, num primeiro momento,
recorrer a uma ferramenta muito importante na matematica, os chamados teoremas.

Um teorema, na matematica, equivale a uma regra que é obtida a partir de um
conjunto de consequéncias matematicas que o demonstram. Assim, utilizamos os teoremas,
grosso modo, para calcularmos o que estamos interessados. Deste modo, temos:

Teorema 6.1: Se a funcgdo f{x) é continua no intervalo [a,b] entdo ela é integrdvel nesse

intervalo.

51 PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA

De acordo com o estudado acima, apresentamos nesta secdo as principais
caracteristicas das integrais definidas, dito propriedades. Como ja dito, sua importancia
reside quando estivermos calculando integrais.

P1- Seja f(x) integravel em [a,b] e k uma constante qualquer, entao

[Pkf@dx = k[ fO0dx  (6.5)

P2- Sejam as fungbes f(x) e g(x) integraveis no intervalo [a,b] , entdo f(x)+g(x)
também é integravel nesse intervalo, ou seja,

[Prx) g dx= ["fodx+ [ gtodx  (6.6)

P3- Se a < c < b e a fungéo f(x) é integravel em [a,c] e [a,b] também é em [a,b] e
temos:

b b
[, fdx = [T f)dx+ [ f(xX)dx  (6.7)
P4- Se a fungéo f(x) s6 é integravel para f(x) = 0 para qualquer x em [a,b] , entdo:

[} f)dx > 0 (6.8)

P5- Se as fungbes f (x) e g (x) sdo integraveis no intervalo [a,b] e f(x) = g(x) para
qualquer x em [a,b] , temos:

[} fdx = [ gdx (6.9



P6- Seja f (x) integravel no intervalo [a,b], entdo | f(x) | também é integravel nesse

intervalo:

[, fdx | < [ 1f@dx]  (6.10)

Calcular a integral por Soma de Riemann pode ser, muitas vezes, trabalhoso. Por

este motivo, vamos lancar méao de um teorema-chave do Calculo Diferencial e Integral. O

chamado Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema 6.2 (Teorema Fundamental do Calculo): Se a funcio f (x) € integravel num

intervalo [a,b] e temos F(x) , funcio de f{x) nesse intervalo , entdo:

f: f(x)dx = F(b) — F(b) (6.11)

Este teorema é importante, pois pode-se utilizar a diferenga entre os valores da

primitiva de uma funcgéo f (x) nos extremos como sendo o valor da integral dessa fun¢ao no

intervalo considerado, fato este que facilita, e muito, nossos calculos!
Exemplo 6.13
Calcule a integral dada por foz 3x.
Solugéo:

2
X
A primitiva é F(x):S?, e pelo Teorema 6.2 (TFC) temos:

2 22 02
f 3x = F(2) — F(0) = 3(———) ~6
o 2 2
Exemplo 6.14
) 3.3
Calcule a integral dada por fl x° + 4.
Solugéo:

4
Temos as primitivas F(x)=xT e G(x)=4x, pelo TFC a integral fica:

3
fx3+4—:F(3)—F(1)+{G(3)—G(1)}:%+8=—
1

Exemplo 6.15
21
Calcule a seguinte integral fl FE .

Solugéo:

Dos exemplos anteriores sabemos que a primitiva é F(x)=vx, vamos usar o TFC para

calcular essa integral:
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2 1 , B B
Lﬁ:(\/})ll—ﬁ—ﬁ_ﬁ 1

Repare na notagao F(x) |3, ela é equivalente a F(b)-F(a).
Exemplo 6.16

2
Calcule a integral fg f(x) dx da fungéo quando:

_(x?, 0<x<1
f(x)_{Zx, 1<x<?2

Solugéo:
Podemos usar a propriedade P3 da integral definida e calcular as integrais nos

intervalos [0,1] e [1,2] de acordo com as expressbes dadas para a fungédo f (x) em cada um
desses intervalos:

f:f(x)dx = Jl;lf(x)dx + fjf(x)dx

2 1 2 x3 x2
f f(x)dx = f xzdx+f 2x dx =?|},+2.?|§
0 0 1

10

2 1
Lf(}f)dx:§+3:?

Exemplo 6.17

Para produzir x unidades de um aparelho celular uma industria calculou a fun¢do
100

custo como sendo C(x)=ﬁ

, quando x = 500. Determine o custo para produzir os 100
primeiros aparelhos.

Solugéo:

Para producdo desse numero de aparelhos, o custo total é expresso por:
Clx) =C(1)+C(2)+ -+ C(100)

Mas, agora sabemos usar o Teorema fundamental do Calculo para somas como
essas, assim:

100 100 100
sz C(x)dx:f —dx
0 0o Vx



100 100 100 1
= 100f —a'x = 100f a'x = 100f l2dx

o

=100— %% =200./100 = 2000

Portanto o custo de produgédo de 100 aparelhos é R$2.000,00.
Exemplo 6.18

Uma companhia explora um lencol freatico extraindo um volume de 3000 litros por
més, estima-se que o processo possa durar até 20 anos (240 meses) e que o prego por
litro daqui a t meses é dado pela fungao f(t)=0,01t+5t+3000. Calcule a receita gerada pela
companhia ao longo dos 240 meses.

Solugéo:
Do mesmo modo que fizemos no exemplo anterior, a soma que nos da a receita ao
longo dos 240 meses é expressa por:
R(x) = 3000.R(1) + 3000.R(2) + ---+ 3000. R(240)

Vamos agora calcular a Receita pelo TFC:

240
R = 3000.[ 0,01¢% + 5t + 3000

0

=3000.{0,01— + 5—+3000.x}[§**
= 3000 (414.000 + 144.000 + 720.000) = 3.834.000.000

Portanto, a receita da companhia ao longo de 20 anos sera R$ 8.384.000.000,00.
Exercicio 6.4

Calcule aas integrais a seguir usando o Teorema Fundamental do Célculo:

a) f (7 + m)dx
-5

0.75

b) (1+V2++V3)dx

0.5



3
c)f Sx dx
1
3
d)f (Bx*—2x+ 1) dx
-2

5
/

o) [ “2x —3)G3x + 2)dx
3/2

4
_(2x?, O0=x=<2
f) fo f(x)dx,ondef(x)—{ 4x, 2<x<4

Exercicio 6.5

A Heron Motors construiu uma linha de montagem para seu novo carro a vapor e
espera produzi-los numa razdo de 30Vt automdveis por semana, no final de t semanas.
Quantos automdveis eles esperam produzir durante as primeiras 36 semanas de produgdo?

Exercicio 6.6 2

t°/s

Um fabrica esta despejando poluentes em um lago a taxa de 600 toneladas por

semana, onde t é o tempo, em semanas, desde que a fabrica iniciou suas operagcbes. Apos

10 anos de operagéo, qual a quantidade de poluente despejada no lago pela fabrica?

61 TECNICAS DE INTEGRACAO

Assim como vimos no caso das derivadas, também o célculo de integrais possui
técnicas que nos auxiliam a reconhecer e manipular as fungcdes de modo a conseguir
calcular o seu valor de uma forma mais agil. A seguir, veremos duas das principais formas

de resolver integrais: a integracdo por substituicdo e a integracdo por partes.

6.1 Integral por Substituicao

Veremos agora como realizar o calculo de integrais por substituicdo ou mudanga
de variavel. Suponha duas fungdes f (x) e g (x) que se apresentam na forma f (g (x)), onde
queremos calcular uma integral que esteja na forma:

[ rloe).g'@ax

Temos entéo,

[ Flo).g@ax =@ +c 612
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Vamos utilizar a mudancga de variavel fazendo:

d
u=g() - o= g'(x) - du = g (Wdx

e, substituindo essa ultima igualdade em (6.12) temos:

f F(g®). g'Wdx = f Fadw) = F@) +C

Vejamos, abaixo, alguns exemplos utilizando a técnica de integracao por substituicéo.

Exemplo 6.19
Calcule a integral [(x?+3)° 2x dx.

Solugéo:

Vamos identificar as fungdes no integrando, fazendo x?+3=u e, entao temos:

d—u:2x+Oedu:2xdx.
dx

Reescrevendo a integral:

Fda = [wSdu =" c
[ revae = frea=g

Retomando a variavel x:

ub (x? + 3)6
T HC=
Logo,
Ja+3)52xdx =S 4

Exemplo 6.20

Caloular [ =
alcular | 77—

Solugéo:

Vamos fazer a mudancga de variavel u=11+x® entdo, temos:

W4 342

dx x
onde,

du = 3x%dx

e a integral fica:
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J 3x? —fdu—l||+C
+x ) u ™M

=nlul+C=In|11+x3| + C.

Exemplo 6.21
Calcule a integral [ xVx — 1 dx

Solugéo:

Facamos a mudanca de variavel u = +/x — 1, agora vamos fazer

w=x—-1lex=u*—-1comdx =2udu

Aintegral fica:

fox—l dx =f(u2 +1).u. (2u du) :ZI(u”‘+u2) du

o (w P _(\/X-l)s (\/x—l)g
—2(?+?)+C— 5 + 3 +C

5 3
Portanto, fxv;r —1dx = ('x:) + (ngl) +C

Exercicio 6.7

Calcule as integrais:

Vx
a eS>* dx b f—dx
)f ) Va3 +1
)f X 4 d)f g
c X —— dx
x+ 1 (7 = 5x)3
[z [ =
) x 2 x2Vx? + 4 ¥
f4lnt5dt . J'B X g
9) , ) o X2 +1 x

71 INTEGRACAO POR PARTES

Existem algumas integrais em que a substituicdo néo € possivel, por exemplo [xe*dx,

para casos como esses vamos estudar a integracao por partes. Sejam as fungbes f (x) e a



g (x) definidas num intervalo [a,b], desse modo podemos escrever:

u=fx)ev=_g(x)

Vale a regra operacional do produto, ent&o:

(uw) =u'v + u,

Integrando ambos os membros da igualdade acima:

b b b
J (uv)'dx = f u'vdx — J. uv'dx
a a a

b b
uv :f u’vdx—f uv'dx
a a

b b
f w'vdx = uv | —f uv'dx
a

a

Para a integral indefinida temos:

fudv=uv— fvdu (6.13)

A formula dada por (6.13) é conhecida como integragdo por partes, onde devemos
separar o integrando eu uma parte que chamamos de u, a outra a ser chamada de dv que
acompanha dx. Alguns cuidados devem ser tomados ao escolher u e dv, a saber:

O dv escolhido deve ser facilmente integravel;
[ vdu deve ser mais facil de integrar do que fudv
Vejamos, alguns exemplos.
Exemplo 6. 21
Calcule a integral dada por [xe*dx.
Solugéo:
Sejam u = x e dv=e*dx, temos du=dx e v=e*.

Com a aplicagao da férmula fudv=uv - [ vdu, ficamos com:
[xe"dx = xe* —fexdx

=xeX—e*+C
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Exemplo 6.22

Calcule a integral de [In x dx.

Solugéo:

Fazemos u=Inx e dv = dx, com du = %dx ev=x.

Aplicando a férmula [ udv = uv - [ vdu vem:
1
Inx dx = xIlnx — x;dx

=xinx —x+C

Exemplo 6.23
Calcule a integral [xIn x dx.
Solugéo:

1
Escolhemos u=Inx e dv=xdx, com du==-dxev = Iy

b 2
Portanto,

fl d—lzl 1jzld—1zl 1Jd
xlnx dx =Z5x*nx —5 | x*—dx = Sx*lnx —= | xdx

1, 1x2 1, 1,
—Ex lnx—§7+6 —Ex lnx—zx +C
Exemplo 6.24
Calcule a integral de [e* sen x dx.
Solugéo:
Vamos fazer u=e* e dv=sen x dx, com du=e*dx e v=-cos X.
A integral fica: [e*sen x dx=-e*cosx + [cosx e*dx (6.14),
temos que fazer novamente o procedimento de integracdo por partes.

Escolhemos:

z=e%, edw =cosx dx, comdz = e*dx ew = senx .

Agora temos: | cosx e*dx = e*senx — [ senx e*dx (6.15), substituindo (6.15)
em (6.14), resulta em:

1
[e*senx dx = —e*cosx + e*senx — [ senx e*dx = se*(senx —cosx) +C

Exercicio 6.8

Calcule as integrais a seguir usando a integragao por partes:



a)Je"(x-i—l)2 dx b) flenxdx

c) J‘\/E]nx dx d) fsenzx dx
Inx B
e) de f)fxe “dx

81 INTEGRAIS IMPROPRIAS

Ao definir a integral, caracterizamo-la como um limite que existia em um intervalo
fechado, em particular, aquele exibido via Teorema 6.1, o qual diz que se uma funcao é
continua em um intervalo fechado ela é integravel nesse intervalo.

Porém, pode acontecer de a fungéo néo estar definida em um dos extremos, ainda
assim podemos encontrar um intervalo aberto em que o limite existe e, consequentemente,
também a integral.

A seguir, vamos analisar casos em que podemos obter esses limites. As integrais
que sao definidas desse modo sao chamadas de integrais improéprias.

Para iniciarmos, vamos analisar alguns casos.

b
Caso 1: Seja f definida no intervalo (a,b] , se existe f ¢ f(x)dx para todo te(a,b), a
integral é escrita por:

b b
f f(x)dx:tli@f f(xX)dx ,paraa <t<b
a —atJy

caso o limite exista, pelo contrario a integral ndo existe ou, como comumente
encontramos na literatura, dizemos que nédo converge.



1_1‘

0

X

v

Figura 37: Aproximac&o da &rea por meio de parti¢cdo. Fonte: autoria.

t
Caso 2: Seja f definida no intervalo [a,b), se existe fa f(x)dx para todo t €(a,b), a

integral é escrita por:

b ¢
f f(x)dx = lim f f(x)dx .paraa <t<bhb
a t=b" Jg

caso o limite exista, pelo contrario a integral ndo existe ou, podemos dizer que nao

converge.
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b

0 a b X

Figura 38: Aproximacao da area por meio de particdo. Fonte: autoria.

Caso 3: Sgja f definida em (a,b), podemos escrever :

b c b
ff(@dx: f f(x)dx+ff(x)dx,se a<c<h

quando as integrais no 2° membro existem. Note que sdo as mesmas que definimos
em (6.11) e (6.12).

Caso 4: Se f esta definida no intervalo [a,b] mas é descontinua em algum ponto c €
(a,b) e ndo existe algum limite lateral na vizinhanga de c, entdo vale:

b c b
J‘f(x)a'x: f f(x)dX+ff(x)dx,se a<c<hb

desde que as integrais no 2° membro existam. Note que sdo as mesmas definidas
em (6.11) e (6.12).
b
Caso 5: Seja f definida no intervalo (-, b], se ft f(x)dx para todo t € (-, b),

escrevemos:

b b
f f(x)dx = lim f flx)dx,—o <t <h
-0 t——co J,

quando existe esse limite. Se ndo existir dizemos que a integral ndo existe ou ndo

converge.



Caso 6: Seja f definida no intervalo [a, +%), se fat f(x)dx para todo t € [a, ),

escrevemos:

b t
[ roodr=jim [ reodx - <<

quando existe esse limite. Se ndo existir dizemos que a integral ndo existe ou ndo

converge.

Caso 7: Seja f definida no intervalo (-e0, ), podemos escrever:

f;f(x)dxz J:;f(x)dx+ fmf(x)dx.se —w< <o

se existem as duas integrais do 2° membro que foram definidas anteriormente.

Quando o limite de uma integral impropria existe e é finito dizemos que a integral é

convergente, caso contrario, dizemos que ela é divergente.

Exemplo 6.25
1 dx
Calcule caso exista ), Vi-x°

Solugéo:
Observe que a fungéo f(x) = ‘/IITX nao esta definida em x = 1, vamos usar (2) e fazer:

1

t
lim = limj (1—x) V2 dx
0

t—=1" 0 1—x t—-1"

Usamos mudancga de variavel u=1-x=du=-dx pela técnica de substituicdo

f(l - x)_1/2 dx = — f w2 du=—2u'l2
isto é,
t -1 1
f(1—m lzdx = —2(1—x)"2 |}
0

=-2[1-0"2-1]

Portanto,

lim
t—=1"

- i afa- -]

=-2[0-1] =2



A integral converge e f A
0 V1—-x
Exemplo 6.26
1dx
Calcule se existir ) X2
Solugéo:

1
Note que a fungéo f(x) = s ndo esta definida no ponto x = 0. Pelo caso 1 acima,
temos::

Logo, a integral f 01 i—z diverge ou néo existe.
Exemplo 6.27

Determine, se existir LOOO e” dx.

Solugéo:

Facamos a seguinte,

hmfe dx—lame .

to—co

desde que (-0 <t < 0).

Entao:

lef e* dx = hm(l—e”—l

t——o0
Portanto, a integral converge e f_w e* dx =1.
Exercicio 6.9

Calcule, se existirem as seguintes integrais improprias. Diga se convergem ou
divergem:

a) f e ¥l ax b) J xInxdx

4 dx Ldy
c)f )f 2 o[ Z
«/ — x2 x%2 +16 1y



Exercicios complementares da unidade
L -1
1. Uma primitiva de — é:
X
1
a) —+C
X

1
b) x+1+C

c)x-1+C
d)-x+C

2. A fungédo x°-1 da origem a derivada:
a) 3x2-1

b) 6x-1

c) 3x?

d) 3x

x2
3. Alintegral da fungao 3 2 éigual a:

2
a) ZLi+2+C
3
b) 4x2+ §+C
2
c) 4x+ 2%+C

d) C-2x+C
9

4. A integral, no calculo, representa:
a) uma soma

b) uma multiplicagdo

¢) uma simplificagdo de expressdo

d) um simbolo apenas

5. Quando temos um intervalo definido, sobre o qual desejamos integrar, devemos
utilizar como procedimento o resultado oriundo da (0):

a) definicdo de continuidade de fungbes
b) teorema fundamental do calculo
c) relacdo entre continuidade e derivadas

d) todas as anteriores
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AN

NS Respostas dos exercicios desta unidade

Exercicio 6.1

5 7 -1 -1
a)§x3+zx2+2x+6 b)—4x* +C ¢)—2x2 +C

4x 5

d)In(x — 1) + C &) - +C f)3%+C

DEE+C WAZ+55+x+C 1) 2 - 2nx+x+C

Exercicio 6.2

1 x?
a)F(x):3x3+? +C,C=-3

7
b)F(x):§x5+ex+C,C: 1
¢)F(x) =senx+cosx+C,C =-1
Exercicio 6.3

1
a)lnx+6x3+C

1
by ——+C

2x2

2 43
4y —
c)4x > 3+C

3
d)z senx +C

e)x?+e*+C
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Exercicio 6.4

a)63+91  b)(1+vV2 —+v3)(0.25) )20

41

Exercicio 6.5: 4320

Exercicio 6.6: 33,63 toneladas.

Exercicio 6.7

a) %esx+C
c)% (x—2)0Wx+1+C
e) _7+C
5 2
) 5 (n#)

Exercicio 6.8
a)e*x*+e* +C

3

b ! 3] C

)3x n|x| — 3 +
2 4

c) §x3/2 —§x3/2 +C

X
d)—zcosxsenx+E+C

e) %(lnlxl)2 +C

f)—xe™*—e™+C

88
f)?

b) = (Va® —log(VaF + 1)) + ¢

1

d) 5(7-5x)2

xt+4
4x

f)— +C

h) V10 —1
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Exercicio 6.9

@2 b —% c)g dr  e)oo

Exercicios complementares da unidade

1.A 2.C 3.D 4.A 5.D
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