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PRESENTACION

El presente texto sobre Limites de una Funcién Real de una variable real nace
como la necesidad de implementar una metodologia didactica basada en un desarrollo
de forma explicativa y de proceso, de tal forma que permita ayudar al estudiante analizar,
comprender y practicar los principios de los limites que representa en las funciones reales;
ademas, se quiere mostrar que la teoria sobre limites de una funcién real no presenta
complejidad, cuando se cuenta con conocimientos conceptuales bésicos y del algebra.
Seguidamente, para demostrar su utilidad, presentamos la continuidad de una funcion real
que es uno de los temas posterior a los limites. Los limites son la base para comprender
los temas desarrollados en el Calculo Diferencial e Integral, estudiado con gran énfasis por
los estudiantes de ciencias e ingenierias.

Los Autores
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1. LIMITES DE FUNCIONES REALES

El Calculo Diferencial trata de los cambios infinitesimales o infinitésimos (de
cantidades infinitamente pequefas: “casi, proximo a cero, o convergente a cero”) de las
variables independientes y dependientes de una funcion. Los cambios a que se hace
referencia son explicados matematicamente utilizando los conceptos de limite i continuidad,
pero al final de ello se encuentra una nota que para efectos de calculo se tiene que entender
ciertas ideas para que nuestros procesos sean mas faciles.

1.1 Vecindad de un punto

Sea aeR, se llama vecindad abierta o bola abierta de centro a y radio >0 y se
denota con B(q,d), al intervalo (a-5, a+8), esto es, B(a,5)=(a-5, a+58), como se muestra la

e " N
e

i —r"l'. I a -+ ri

figura:

Se entiende por vecindad a un intervalo tan pequefio (infinitesimal), de modo que a

lo méas contiene un punto y esta al lado de otro punto.
Propiedades:

1. HI;.'_.-';I'-:1:' Al e ﬂ;'.

2. La interseccion de dos vecindades de a[B(a,5,)y B(a,5,)] es una vecindad de
a[B(a,d)], esto es, B(a,8)= B(a,5,)NB(a,5,), donde &=min{&,,5,}

1.2 Limite de una funcion

Sea f:R—R una funcién y a un punto que no necesariamente pertenece a Df pero
que toda vecindad de a contiene puntos de D ; se dice que el limite de f(x) es L, cuando L
tiende hacia a, y se escribe:

hmfixi=1,

cuando:

venl) A= Yye D r2ava-d<x<g+d

sl—g< f{x)=<L+&

En términos de valor absoluto
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e sl 35 = 07y Dy % — a2 F=Mxy= Ll g

Usando vecindades esta definicion es equivalente a:
Ve 35>y e Ma MDD, . x2a

o F{xheE B E)

NOTA: El concepto de limite plantea que, para cualesquier valor x que se aproxime
al valor de a(eso es, x tiende a a, x—aq) en la recta del eje real X, sucede los mismo en el eje
Y, de modo que se encontrara un valor L, como resultado de la aproximacién de cualquier
valor y=f(x); es decir, cuando x llegue a ser o asumir el valor de a, entonces tendra un valor
L, que se encuentra en la recta real Y.

1. Demostrar que si: n—oo, el limite de la sucesién

1

1 1
9T AT

1

es igual a cero ¢ Para qué valores de n se cumple la desigualdad = = * (siendo € un

numero positivo arbitrario)?
Para
a) e=0.1
b) £=0.01
c) €=0.001
Solucién:
Por definicion tenemos que si:

luego,

a) Para €=0.1

]
.
N —p = 8= H

L

b) Para €=0.01

Limites de funciones reales _



c) Para €=0.001
I

phr b
[ R O [ T
I g
2Tl

n
2. Demostrar que el limite de la sucesion *» =7 "7 (n=12,..) cuando n—w es igual
a 1 ;Para qué valores de n>N se cumple la desigualdad Ix -1l<e (siendo £ un ndmero
positivo arbitrario)?. Hallar N para:

a) e=0.1
b) £=0.01
c) €=0.001
Solucion:
Si limx, =1, entonces por definiciéon de limite Ix -1l<e luego remplazando:
i
R I 5 I..
i |
|n-n I .
| RS
|
B
i+
i+ | = I
1
=3 | | = N
&
luego,

a) Para €=0.1

c) Para €=0.001

I
" = N = N =9

3. Demostrar que I|=.11_.l." 4

Solucién:
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Por definicion de limite:

Luego,
a) Para €=0.1

f=2 = (02

b) Para £=0.01

=2 < (L2

c) Para €=0.001

p— 2= 0 IR

l.g.q.d.

1.3 Propiedades de los limites
Antes de dar las propiedades de los limites, tenemos que tener presente algunas de
las propiedades de los numeros reales.
Proposicion 1.3.1: x « X, x = 0 furd guee X < & para fode £ >0, enfonces x =1
Teorema 1.3.1: (UNICIDAD DEL LiMITE) El limite de una funcion, cuando existe,

es Unico, es decir, si
lim fixi=4L v limfAxi={

» Lo=1,

Teorema 1.3.2: (CONSERVACION DEL SIGNO) Si limi fixi= L « i existe una
vecindad B(a,5), tal que: f(x) y L tienen el mismo signo V x € é(la,S),x#a

Teorema 1.3.3: Si I".h iix) = I, existe una vecindad B(a,8) y un numero M>0, tal
que: | flxp= M, Yo e Hio, o) OO0 xo o

Teorema 1.3.4: Si f y g son dos funciones tales que:
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a) (b v Yes Ma e oon v e a

by Hm fizl=L v hmpeishi= M

Entonces L<M, es decir lim f{x} = lim gix]
Teorema 1.3.5: (TEOREMA DE SANDWICH) Sean f(x), g(x) y h(x) funciones tales

que
a) fixiswix)sbix), vre Sla,rboow x 240
3] I_|r_n_."|.u Ly |||:|! flx)=1L

Entonces IH_I1_-='-: )=

Teorema 1.3.6: Sean f y g dos funciones tales que:

ap !I.'III flxp=0

BY 38 =0 raf e | gl II =M. Wy e Bla, ) et ¥ a

entonces limi f{x)gix)=1

1.4 Propiedades operacionales del limite
Teorema 1.4.1: Sean f, g funciones tales que:
limi f{xb= L v limg(x)= M. Entonces:
i) lime = ¢, ¢ constante.

i) fimfe )] = | lim fix) |=cl, ¢ constante.

iii) Ii.'|'||'.'|'||'.|_'li.|| lem fixbzlimeixi=~LE W

iv) lim fl.l.!;.:hl]' lien (e ) Nion gl ) = L0

| 1
v) lim R

= gix) hmgEiry i

i} ||r.|||'|'.| f

vi) lam-
=g lmgiyy M

o M =0

Teorema 1.4.2: Si lim ((x)= 1L entonces "M 3//1x] ;u"|_“|'ﬂ fleh =4 | donde
L=0 y n cualquier entero positivo 6 L<0 y n cualquier entero positivo impar.

NOTA: Ahora bien, al calcular los limites en la mayoria de los ejemplos, se tiene que

considerar lo siguiente:

a. ¢Qué significa x—a?, quiere decir que x debe asumir o ser reemplazado por el
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valor de a, es decir x—a equivale x=qa, la flecha se entiende como una igualdad,
porque se aproxima tanto que esta pegadita o ya es casi a (pero esta sustitucion es
para efectos de célculo).

b. Cuando substituyas el valor de x, por el de a, si te resulta un valor numérico
incluido el 0, ya es una respuesta y en caso de no ser asi, tal vez se genere una
indeterminacion en la forma siguiente, es decir, . . -« w17 «". En este
IF =

caso, tienes que salvar la indeterminacion.

c. ¢, Qué es salvar la indeterminacion? En general la indeterminacion esta generada
por el factor (x-a) que resulta de (x—a), es decir, la flecha de convergencia "—",
ahora significa el signo menos, y lo que tienes que encontrarla utilizando procesos
algebraicos (factorizaciones de aspa simple, Ruffini y otros) y siempre tiene que
estar una en el numerador y otra en el denominador (como fraccion), y luego lo
simplificamos.

d. Una vez simplificada los factores que generan la indeterminacion, no te interese
que valor o términos te queden, finalmente se sustituye el valor de x por el de a, y
tendras un resultado. jjjPracticalo!!!

1.5 Calculo de limites
1. Calcular: lim {{x) donde Flix| r—2
Solucién:

Aplicando diferencia de cuadrados:

y =2 miy=2Yx+2)

{ 2)
lim

i
= b
1114

¥
eliminando (x-2) y llevando al limite (significa reemplazar el valor de x por 2) se

tendra:

limix+21=2+2

1
2. Calcular: liin—;
Solucioén:

Desarrollando los factores (x®-1) y (x®-1)en:

(V= (x=1¥x"4+x x +x&l)
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X =a
3. Calcular: lll‘ﬂ.—_.
LEl el |

Solucién:

Desarrollando los factores (x7-a’) y (x3-a%) en:

i« —a')=(z-a){x" +x'arx'a’ +x'a" +x'a’ + 2’ + ")

(X =a') =1x—r:r]-|:_1'" + ¥ +a=:|

MuBoboando por
oonpUgsaie de Ly rakce
farin o s
T o denamEgeion
L]
T T

P i ! |

tlmﬁ=

TN X —d

iy N Ya+x's + e +x'at +xat +a%)
=i —

(x—al* +ax+a’)
_@rgd sd sd va 1 a2 a _'."ﬂ"_-'r,,n
u" +u'" +¢r" .-'!'JF: i
R [ T e e
4. Calcular: I:rn"IIr S, b :
4 x —dx+1
Solucion:

T ST

= K =+
|"ﬂ':! A \":"JZ‘J-H]I “r:l’ 2% rha\llql FIT-!"
= bym i =
s |.t”-=i.|r~3'||:1.1,1"—].t-!v+~.|'.'r: g -t-ln

ahora, por la diferencia de cuadrados

i I’ =3r+h)—ix +3r-4) ¥

i —INE- Ih{ur.:" —1r—f|-+~,||.x"+'.."_':—t|}

T 1 —————— e~

i -Anw- Ih:'q'l.t" el ~.|r.lr=-l- ?.r-b}

-4
= lim - - =
: "1-r-|||:-..|':-r"-:;+-ﬁ+ 'q.ll:'r"i-lx-ﬁll
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|
) : [
(3= N[ 4f3 = 23wt o J37 4 23) =8

4 4 2 |
(2 I-bebey@et-6) (2HI+H & 3

5. Calcular: |il!l!|1'II."'T;I”'IG':Li|
p—al [.'. H'-

Solucién:

07 -aizea () -4 s (E-2)

limn J - ; limy T
P I.l. -.;I_ " | t"’ H_Il vl 1” HI
I s’ et 2 44
|:u 2] |:u.1 ayy 44} {x-&] i 1
= lim . —i— = =lim - , -
[z =B (¥ + 2% 4 4] T(e-8) (A a2l ea)  (Arded) 1M

Jr-%

yx -4

6. Calcular: Im
bl

Solucién:

Sacando el minimo comun mdltiplo (mcm) de los radicales 2 y 3 se tiene: m.c.m.
(2,3)=6; luego este valor pasa a ser el exponente de la nueva variable “y’, es decir:

x¥=" ademds si x =64 =3 p— 2

S L i
sy =4yt =y =yt

Luego:

oodx=8 . (¥ =8
lirm ":_ = I||nl: - J =
rebl oy —d s
[y=20v" +2v+4) |1"'+21'+-H (=N 2+4) 12 .
= |ai— : : = |gifi = 2 o= =— =7
vl (=N p+2] i e l) {(2+2) 4

.
7. Calcular: Fn-.u.";'rl'._:r_l
X =

Solucién:

Limites de funciones reales _



[1m

|

Sacando el minimo comun mdltiplo (mcm) de los radicales 3 y 4 se tiene: m.c.m.
(3,4)=12; luego este valor pasa a ser el exponente de la nueva variable “y’, es decir:

r=¥" ademaz s5ix == y—l
:}_u'__= ||'__|,|.' =_L_':.l - _1"
= 4y = 4|'_1.l-' = 2=y

luego:
i -:.IF-I RS et R ST |t T S TR B
lim = lim——=lim = Foenn : =
T o e T T T | |
_l4lslsel 4
1+1+1 3
2+ ¥E-2

. I]I]I
8. Calcular: "' -8

Solucion:

lim 2+ ¥ "?:aim{ﬂl;ﬁ'_:.r[‘j?ﬁf:]:
e ™ . E'|[~,|'!--54"IL::|
) (V) -2 _

= '“'!"E_‘. EI[JEI l:n I E:I_

= [lim []-.',.";_.l.|. =

T -at|[-fz=q'}+::|

.

=gl V2ol 42)

- (4fr-2) (¥ +28x+a) )
 (x-8) (V2 i+ 2) U 4245 +4)

|
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{x—8)

ln!l =

2 [ 3}‘-,,""1 tlr"} 1"'1.;";#-1

=l'iT{».l[2+{|';+2H{|r;+2-¥';+4}=

=EM+2][~'¢'§?+E-&'§+J}=

[ I | I
(VZEZa2)(a4202044) (Dd+d+4) 412) 48
Wir+3 —-.I'11.-+

9. Calcular: ||n1 e -
ql'“ :|r+'-'

Solucién:

{HT Vixsl _
liry
- _Jf_ Ix+2
Aumentando y quitando 2 en el numerador, ademas de factorizar el denominador
se tiene:

Jﬁr+3 2-fir+1+3 _

[+ 2)(r 1)

WBxel-2 oo YEeed-2
{3~f'= Jx=1) 3+ 2)(x-1)

Ahora hallando por separado

Parte A:

{-..ﬁ'n.-l-l 1}“’31_'_! 2}
e ) 3)

e (3x+1-4) -
,...{3\,{‘,3]{.‘,"; |:|{ Ix+1+2)

e

M )
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3 -1 +1)
P

—|I1!I'I

, 3 Wx+1) _ 3(Vi+1) |
_JT{}E+:][JH+E}_43ﬂ+2}{m+;r
___ 2 i) 3 3
:3+z]|{4'3,n:| T(5N4) 5N 10

Parte B:

_ (V5x+3-2)( 5w+ 3 + 245w+ 3 +4)
{31";+"-' I:J- }{J:S:rﬂf +245x+3 +4j|
_bm (5x+3-8) B
""{3&&][&—:}{3}(5“3:*+2~5"5_r+3+4]
5(x-1)
[3JE+2}{J_ {1,|||:Sr+3:|+"'-4"5'r+5+4}

(e —1){¥x +1)
[Jﬂu}lf 1)(3fesx+30° +14‘.,|"ﬁr+3+-l]

-1[4_ 1}
[1‘4'?*2 Hiiﬂﬁ} -2:".!'5143 .4]
= S{ﬂr+|} )
(34 +2) s+ 3 + 245053 +)

5(2) o 5(2) |

(+2)({f8) +285+4) (N4+d23) 6
De las partes Ay B, se tiene:

Ix 1 . Yired=2 18=10 1

":w“;n][.r IR Y ) G
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10. Calcular: lim Jx-da
T T

, =l

Solucién:

fim X =Ya _

I |

{«Jr_ w"..'r_l{ilrx" ' lfﬂru" : rﬁu:r"

AT

ke (x- :aiH.r"h.Irn.'r ! 4 8aiy +41"c.r"_ F}

(x=a)

= Ilm

= ﬂ]lrl‘-irx"'+‘n'rﬂ.1" +1.|'I¢:|'r *.. +J¢_—I+F}
J_HW]

= {{ﬂr.:ga I J__-,"‘llil._.l,_'ﬁr-u 2 L ﬂﬂ':a' 7 +...+;ﬁ+{|rﬂ,—.] _

Solucion:

1-43-Jx-1
(2-x-1).48 )
[l—-qii— ' }H-l

Dowicle !
.-Irl:lh.l'x--l}

(1450 4y |

= Im:

o
{{J[a"' + a4 3o +_._+§fF+ﬂF} nifa™

Ademaés, aplicando las conjugadas y simplificando, se tiene:
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[4=(x-1)].8 Siil (5-x).8
[l (3-r=1) |4 i e W

={x=5).8 -{r-ﬁ}ﬂ

[\!"_ 2]{2+J_] S (x=1-4)
-;1-55[“- 3-JITL]+~{3— x-|}:]

= lim T L. 0.
el {x-5) I
12. Calcular: lim yx+7-2
. Calcular: It
¢l i.l.’+?— ﬁ
Solucién:

..Jr_: 1 | :m ?’{,Ii_r&'u' a:-'.n"m“;][ﬁ*ﬁ]
w."'l.+'i" S [J': 1"_.]14".:" ur'“l\lll:xﬂ:l e N 4]

(x+7-8)(FrT o)
- [m—xrt.;l'[n?remuj'

D (147 + &)
[-.f.n'."} qu] (W,_,r“— 3

L
13. Calcular: Hmi- s

Soluciodn:

|I:I'I1}'I|Jl +27=3
ar't{: '

{J:-r‘l- 3[-.||;l+‘-‘.|] +ifx 427 |;3:|+9][:,f#T,.1]
1-|'['|l.|r.l'+iﬁ 'J]{Jx+|¢.+1]{.{|'{nﬁ7] ,,J,_,ﬂ{ﬂfﬂ

(x+27-27)(4+T6+2)
"'{-.n'.nl #][,f[xﬂ'.r]. +é'.fxa.1?13|..q:|
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[:;||1.l'hlf.+'r]14n|5+4]
[-.I'1:+Ii| a)(rein . -ll[lﬁr 27 + s 27.(3)« 'ﬂ}

o (=i ¥x+18+ 2} Vxs1044) 2 () Ye+18+2)(Jrr10+4) .
e 16-16)| flxe 27V 2 v 2T (3)09) T () lxe 27) SR IT(3) 00

_ Ilr 1) ih - a) {2e2)(448) 12

Hh' __I «."i" ST (3. 4| [#Fedeq) 27

14. Calcular: ilm \II__
i LJIIS 3

Solucién:

u'_—-.lﬁ {\"'_ 8= )(3x+2415-3x)

R 3x- 3f5-3x * {1; =2f15- Jr]{snz.ﬂﬁ h-]

{E—E}{E+E][3:+Iﬁ]_
(9 a1 5-3.1-].}{\5 + Jﬁ} -

 (3r-(8-x))[3x + 2J15-3x)
{q; —4015-30))(VAx + B-x)

 (3r-Bax)(3x4 2415-3x)
: ={?; —60+12x)(\Bx +v8-x]

4(x-2)(3x+ 215 -3x)

= 1Jm =

3[11‘+-II1;' "‘ﬂHu"_+ :|

En términos de factores

(3 +4x-20)= (3 +10)(x-2)

4 x- z][snms ix

=lim =

2 3(3x+10)(x-2)(Br 4 B-x)

Aae2fi5-3x) 424 2i5-3D))
3{31+1n}{d'.1_r+.uﬂ] 313;1}+ln][ﬁ+ﬁ}
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d-{f:-+!».||"3' .-_1_”,,.”]] |
6+10)(JB+6) 3(16)[26) 246

, 4+ k- Fi4) |
15. Calcular: lim LU+ 1) L fix)=—
o U x4+4

Solucién:

I |
" (d+hY +4 4 +4
[m. T = TIEEC PRSI,
A-en i
| o
16+8h+h"+4 16+4 _
h

20-(16+8h+h* +4) 20— 16-8h—h' —4

= limy
b-sh

i O+ 8+ 4N20) L (20+8h+HTH20)
[ ||'j [T} _|IJ
i MEEh) Bk
-‘ﬂ'1f'lill-.f|1*"|:l+ﬂh+.l'r i "'“I:-'ﬂ}I:l:H-ﬂﬁl-.I'r |
g =( %40 - g L
{20020+ 80 +0°) (200200 S0
F(=1+h)-f(-1)

f1-2x)=8x"

16. Calcular: lim
&l J}

Solucién:

Sea f(1-2x)=8x?, ademas:

I=2x={z"
-2x={1"1-1
1—(x")
2

&

Que representa a la nueva variable x:

=g
= fixy=g] =X
*

g

,I"L'c:l=m=2lil-2x+x:?
Por tanto:

. fi-1+h)- fi-1
'J”.‘.ﬂ f= =0
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':-1.[-|+::}+;-1mf]-z{l-zi-lm-u’]

= lim —
sl Iy

1+2-2h+1-2n+1"]-2[1+2+1]
; -

=lim
]

2'4-4:”1:3]-3[4] I

= lim
] ll}

. B-Bh+2h" -8
=]r“..l;‘|—=

Nx' +2axc+a’ +x' +la—b)/3-2x—b

17. Calcular: lim
=il Vat+x—x+b

Solucion:
I,m‘-.l'lr:+2:1t+u: +,‘j.t"+|:a—1’:-:|."3—~lr-h
1 - |
A= Jatx=Jx+h
Jirray —2ce-b+ Y +a-b) /3
=lim e
e a+x=vx+b
: u—x—b-l-{ﬂ.r’-i-[ﬂ—-.’ﬂfi
=lim =
Sl Va+x—x+b

=Ijmta—b1+J‘ X' +(@a-b)/3-x _

i Ja+x—Jx+b

{a—h) lim -."|||.IJ+ILH—£?}-"3—.I B

= hm +
ob Sarx—fr+b b Jarx—Jx+b

Limites de funciones reales “




(- m[ﬁJerT}
(.,f.r"ﬂu -b)i3- .r)[d'u+.r+ul':+h]
v {1".::+1:‘ Vx+b|(Vasx+x+h)
:“m{u—ﬁ}[mhuf?ﬁ]
asd (g4 x=(x+b))
H:r'+{a—b]-.-'3—.r}{Jﬂ+.a.'+1".:'+bJ |
(a+x={x+b))

= !i_r.rg[«fa+x+qllx+ !:r]
(m— I}P[-Ju+.r+ -J.t+b}
+lim .

a—sb (a+x-(x+b))P
Donde =

y - b-"rL a-b ; . )
Ml X+ 3 ) +xifl £+ T +1X | que es la conjugada de la raiz
cubica, luego:

:Il‘im[JE:J-J_T}
(x+(a=b)/3-x {m+F}
(a—b)P

(a=b)(Ja+x+x+b) )
a-b) P .

& lim
a—h

+ Ilm

= lim(Ja - 3B ) iy

= E.r::{ﬁ+ﬂ}
(Va+x+ifert)

+lim =

=
3[;” IJ+ﬁ;b\J +'rJ|i I1+a3hJ I:J

~(JErw +J575)
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(VE+3+E75)

T4

(o5} )

3-[3 [.ﬁ]: +x."|l’{.?+f] )
()
I+ +x") .

Jm JE{|+9]':}

D" Oy’

o x4 lx=2—d4
18. Calcular: ]ll‘l; 7=::—-
T E}
Solucién: 4-xix-2

lim -

= M4 xf3x—2

(x=2Mx+2)+Yx-2 _
;‘-I i =2

(=2 (x+ D+ Yx-2 3
!-'|||‘1—T1'r3-1—2
== zh[J{t—ﬂ: (x+2)+ 1]
=i1m
U4 x.,fsr_

= li”"'iiﬁ%"""i‘l‘lhr' 2P (x+ 21+ I}:
reag - [

=JI |:.'r “"][-1-+-rq"'-ln.r_}
{-1 -X “4414'_:

: .J.im“' B4+ i3] J I

|:I{: :r[]n “’_I:I (16-2x" -3x")

={2Jﬁ}+

(2 0F)s

= lln

= lim

Limites de funciones reales “



Factorizando el denominador de la raiz cubica por Ruffini:

J" l.r-z}{-nx-.l'lr-z}_\{ (4+32-2)

el —(x—2)( 3’ +dx+8) —{ 3x* +dr+3}
'J‘i 44_3':.'1_'!'“ -l+f"».‘||]{q]' 2 J4+EI:I] -
2 3o + dx+ B W+ (2148 Y12+8+8

-

19. Calcular: I|m
By =
Solucién:

.r.'+

'.ii‘.';;.r;_
{JE} <3)(4flox)” + ¥ox 349 (Br 43
{'-.l"ﬂ 3}{&!743}{1}{"]:] +u"9_.1'_1-+'-il')

=hm Hr—‘-"‘.’j[.fﬂ+3] -

(3 9;{@2#1&]
= lim F[x--]lu"_ 3} -
" ¥(x- 3}{J?+JEJ+¢}

_33+3) 51&] 0

T (9+9+9) A(#) 3

20. Calcular: lim X +yx-3-9

Solucidn: = l:"III‘l ~xydx-3

Limites de funciones reales “



(A -9)+ -3 (-3 (x+3)+ Y3

= lim =lim =

i Q'I'J—x-ulrdx—S el »}'I‘:‘—xa.lr4x—3

{.,||I 3:||Ix+3}+ x=
s J‘? xdx=3

dﬁ[[b’ﬁ]' (x+ 3:|+|}
Ho—xfaz—3 _

= lim
Tk

r{'r 1}{9+':'\I'F] )=
-11,|| (81— (4x—3)] J{ -

| ‘r: 3) {0+ x4f4x3) Jﬁ 3)[9+ xax=3)

{HI —4x" +3x7) ~[45* - 32 -81)

por Ruffini

4x' —3x° —Bl=dx" - 3x° +0x—El

4 -3 0 &1
3 12 27 81
| 4 9 271 0O

=>4y’ - 35" ~81=(x—3)(4x +9x+27)

Limites de funciones reales “



Luego:

i \{[I 3}{9+I~.H.1r }

(x—3){dx" +9x+ ?T]

fim 94 xofdx -3 9+3(3)
r- ﬂ‘,lf 4x +0x427) | -(36+27+27)

.
“y-90)” VY30 Vo s

T

21. Calcular: lim L -
e —22-3

Solucién:

| = 2x=3

i =

g2 -3

ETI c | (1-V2x=3)(1+ 22 -3)
: {"‘—W][Hu‘""x_}

—mm [1-(2x-3)]
2-fo-Jax-3 ][I+-..|"1':¢_}

(1= E.‘r+]}[4+2-.||;1 3.~,1|'i-;
i (5-94 35 3)[1 44323
..—.r:l_--l+2-..|""-'-‘—~4'2.r—!+.,"'fﬁr—ﬁr—.‘lr]
=1 L ; s
T o)

iy 2(2- :r]..i'.{-..l"’x 5+L:|
= x- '-'“|+-J1‘t j

e

h=[4+2m+m]

luego,

Limites de funciones reales



-2(x-2)A(22-3+1)
2x=2)(1+22-3)

f(a-22)+4)(2)

=lim

o N
) |.1r' =1
22, Calcular: lim =t
= -1+ x|
Solucién:
|_-|:‘-' -|| ||:.r-|}{x:+.1.'+]J|
lim = =

et +le=17 = [e=t(1+fx=1])

|.1r—]]§.1.':+_::--|| - |.1.'-:+.1.'+||l }|!+l+'||
=nm  --————= . . —
vl e=1|(1+[x=1f) = (1e|x=1]) (1+]1=1])

23. Calcular: hrn[ 4-x }[ﬁ-l}

Solucién: ‘.l'r".' +5 N Fx-1-1
|1m[ "_1' \IL 'i_—l]
3-fx +5 |\ Wx-1-1

4-x -
—Iun[ a |lm}"',r I-1_
"l Joft s 5 ) i1 -1

=lim Pﬁf} lim ﬂr_]L
""1|'l'3—~.".'r‘"+5:| ”:Em'ﬂ

)
Desarrollando por partes el producto de limites:

Parte A:

e s)ardees)

Limites de funciones reales m



(4-0) e rs) | (a-w)(3+dies)
[ —(x” +5]|]| e (9-x"-5)
—lim(3 4+ 45 )= (3442745 ) = (3+3) =6

Parte B:

(i)
M)

_ :x j- HH[ T LT Iy +l]:
& [x-1- :}H{x 1y +,f[x 1) .j[r 1) +. +|]

H{z I]"'v‘.:h: |]"’+qiq; 1™ 4. +1)
“‘I )" =) T gflx=1)" 4 +|}

_ ["“IrmT"'W*“-Jf[l}Tt.ﬁl} .

(™ 4 l}?:;fm' “)

= ch—

|{,,'l'-uj w0y +.‘1'u} . +|]

gttt |

= |Iﬂ=’|

= Ilm

EIE

Por ultimo multiplicando A'y B:

L ==

= limi 4-x lim s fowelded. —AH—ﬁ[m} an
el 3 J 45 Sl de-1-1)  \a) a
.:II — .|| —
24. Calcular: lim L s L

S
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Solucioén:

i d-x+yx+3- .'l.lf,-{_r--”l . Jr+3-2
= W _iyal “"'.t"—l':'+1 Mt ygd

~(x-1) g x+3-2
sy 1'.\': —3.'|.'+2 it :Li_]'-' _3_1'4. I

factorizando por aspa simple,

x -Ix+2={x-2)(x-1)
X -2
=1

luego,

B B I s
(P A TP

il el
Fm'u Jj'[r—"“]ir 1].[.4’1-+3+“!}
lim {rl] 4]

“‘,ﬁ[.r—"f} ='-'J[r 2)(x-1){Vx+342 }

i e

1-*:ﬂx -2) ”'J‘lr[r 2)ix-1)(Jrr3e2)

= lim - 4 (¥ I} !
= lim E_[.r— lim 1’“ 2)(x~1) {J;+3+2}

J—Iim1{1_l]: - | =
(x-2) [Jre3+2)

-1 {ﬂ‘f e
= B[t = =—+[-—= =
i {w} g
25. Calcular: I!m —3Nx+1+2
-+ L-’flr.r-fl ?Tﬂ -2

Limites de funciones reales




Solucién:

Yarrt-38fre1+e2 o Ps1-1-34+1+3
Iimi —— i lim = — il
"'"-ﬁ.r-rl* Ai+l=2 a0 '15.1'+l—1+ +1=1

Dividiendo entre "x" al numerador, como al denominador y asociando,

o Y J{-‘Zl'r:—i]

= lim X =

=0 fx+l-1 4_+1 |

X xr

multiplicando las conjugadas para:

¥ _L].f_;{{.’[“n;* e ifx+1) + gflxer)y *...*.L]
|:§|I'IT|—|}-I.".\'{$.|[[J+HS+€"|II[I+1:IJ+§‘J‘{.'r+l}"'+..+1
(T =1) es (1) + )" + (1) 4 o1
(=t es (e o qf(x o))" et 401

talque,

ﬂ':.ﬂ".TFJ«_]'—I:|[,“|r|:.'r+l}L +,“J|f.t+l:|'+...+I}=|.r+|—l}=.1r
(Se=T=1)( e+ 1) +4lre 1) +t1)=(ra1-1)=x

Haciendo

{ﬁ ]}c.:{'m:- 1.=‘|'||||:.1.-,,| i 1.._-]} (x+l=1)=x

(Wt =1) s |:_-',;|'.[.f+|f' 3 x+ 1) +...+|_]=[:+|—1:=.r
_.r'—{f.{[_r+ I]i +;|[{_r-| I':I.I + .. I'I}
H:{d{rﬂ]" 4#{:*]}1 +...+I}

Limites de funciones reales “



['-_{-,:lh rljll + 1.'r|}" r__rl}
ﬂ:[a;ﬁ“l:" Y1) +...+|:|
entonces,

(rt1-1)d 3(Yxe1-1)8

TR x.A x.H =
- (Yxsl-1)c (Sc+1-1)D

x .
x _3x) 1 3
= lim XA x8 = lirm A B _
il i-all | I
+ ~
fC o x D 0D

luego, llevando al limite x—0
a=({floen) o) s.a1)=s
:r:{;g'{uﬂf <gfo+1)' + .,+1)=.-1
C=(qo+1)" riflos )"+ e1) =18

D={-“j|{l]+l]“ +3(0+1)" +___+|] =25

1
i
;_.—% 11 2-5 -3
_T w8 (EXZy 1 135
SN EPEE N T B P T i T

+ +
I8 25 18 25 (25)(18) (5MN9)
1 ]

I +3dx —3x-1

26. Calcular: limy
o .r+3¢f;—}34rx_‘—l

Solucioén:

Limites de funciones reales m



' +34% -3x-1

o r+34'f 3F|
[J"_El —!-{J"} +3x -1 [J;—Ii
[ ) -3(x) +345 -1 [J' )

(V) () (4 )

) () ()

-_||m|:". I:I.[hl'x_:lﬁll:ll:“‘l‘” _EL_——
=1y (V) (=) () 3
R I % T | H+ !

27. Si !|m e ﬂyl o g =3

Calcular Hmiﬂ!

v )

Solucion:

Jix

Si ilm F-_--j- =%, luego:
fixz+2y  lim flx+2)

= lim fix+2)=8 |1:n'|_.|{\.|'—2.|' —.1]

si lim =————— H{T 2) =13 luego:
Bt 1 _4
H[J'ﬁ] }i!q,¢1:+2r

i d)  lim(—4)
= limg{x+2)=3lim|x -4)

Se sabe que si el nuevo x= x +2 =x-2=x, asi que
X—-2=X+2—0

ademas,
limi Fix E]-Hhqu' ik J}—Illl'!_.fur

|||'|I1_;Q'[.r+3:| =3 Ii:'l'l_l:.r'- - -I] = |i|‘_|::: ix)

Limites de funciones reales



luego,

fixp b fix) '-':"m[u"—'-'_x-}

"

||+gu'l ILTngl'ch 1llmlt |

Al 3, (T

u. (-2x-4)
[x-'-].:nz;gJ_HzJ
_3 -2{x+13)
- 2)(xr ) 2e12)
-2 8 -2

Y Wi B YRR T T e

R S !
C3(AN2+2) HZWA) 3

28.8i: flx)=x-z y glx+1)=2"-x calcular

i (Feg)x+l)
e go [ x+2)

Solucion:
(Feg)(x+l)=f[g{x+1)]=x-2

=p(x+l)=2

=x' —x-2=(x-20x+1)
como g(x+l)=1" -x=xlx-1),
entonces g(x)=(x-1x-2)
= g[x)=(x=1){x-2)=r" -32+2
luego,
(gefWxs2)=g[f(x+2)]=5"-2x+2
=[r{xe2)] -3[r(z+2)]e2,
si flx+42)=x=
(ge S/ Nx+2)=x"-3x+2=(x-2Nx-1)
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entonces,

FEFAIEEAN (x=2Hx+1) 3 .
e e T e ]
el fge fx42) ~—{x=2Hx=1) I

1.6 Limites laterales o unilaterales

Cuando se resuelve :“'_“ I'i¥1 el problema se reduce a encontrar el nimero L, al
cual se aproximan los valores de f(x) cuando x tiende hacia a, tanto para valores menores
que a(por la izquierda de a), como para valores mayores que a (por la derecha de a).

1.6.1 Limite por la derecha

Se dice que “_"' f1x) = L siy solo si para cada £>0 existe 550 tal que si bO<x-a<8
entonces |f(x)-Ll<e, L es el limite por la derecha de f(x) en a.

Se tiene que indicar, no hay valor absoluto alrededor de x-a, puesto que x-a es
mayor que cero, puesto que x>a.
1.6.2 Limite por la izquierda

Se dice que II.I.=.| fixl = M sjy solo si para cada >0 existe §>0 tal que si 0<a-x<5
entonces If(x)-M I<e, M es el limite por la izquierda de f(x) en a.

Sea f(x) una funcion definida en un intervalo / c R tal que ael.
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Si lim fixy=L y lim f{x)= M entonces L=M.
Teorema 1.6.1: Sea f una funcion definida en el intervalo / ¢ R tal que ael
bm f{x}= L= lim f{x)=Ly i 11= L que indica el limite de una funcién existe si y

solo si existen los limites laterales y estos son iguales.

1.7 Calculo de limites laterales
Hallar el limite indicado si existe de:

() 1 = xj
1. Si: Jixh I , hallar
4

I limm ()
i. lima J7{x)
Solucion:

i. Para que el limite exista se tiene que cumplir:

lim f{x) = lim fix)= hm fix)

Definiendo la funcion valor absoluto,

| =x &il=320 | |l—-x,5ix5]
¥ =1 ; -
—(1-x).5il=x<0 [=(l-x).5ix>]
de la definicién de valor absoluto, se puede determinar que el limite se encuentra
dentro de 1-x, si x =<1, es donde se encuentra incluido el cero.

a) Para los valores mayores o superiores a "0"

r4]l=t ]
lim f{x)=hm & . 5 = |
x4+ I

b) Para los valores menores o inferiores a "0"

- x+l-x |
him fix)= ||1n\_,—1-_

s
T—u(l A |] I

Por consiguiente, de a). y b). lim fix}=1 existe

ii. Deigualformaquelaprimerparte debe cumplir: limi () == lim (x) = lim {x)

pero, aqui cambia las cosas, porque el punto de tendencia, aproximacién o
convergencia es "1", y no se encuentra en un solo dominio, como se puede apreciar:
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| —x |, sil=x20 | l-x, six<l
I-x|=¢ =5 _
[-(1-x),sil-x <0 1--11-.'.'}.'-4.1.' |

a) Para valores mayores a "1", sera de la forma -(1-x), porque x>1

¥—{i—x) x—l+x . Ix=1 2AD=I
s limm— == lme—=

I
him f{x)=hm : -
-t X+ sl X7 41 G+l P41 2

b) Para valores menores a "1", sera de la forma 1-x, porque x<1

g : X+l-x |
lim fix)= lim ==

r—sl x .I 2

Por consiguiente, de a). y b). “"'! fix)=1 existe

X B X

Tt

2.8i: fix)=+

hallar Iim f{x)
H-2x, 5i x> a2

1.4

Solucién:
a) Considerando los valores superiores a 2(x>2), corresponde el limite

im fi{x)=lim8-2x=8-2(2)=4

I-#a EFl

b) Considerando los valores inferiores a 2(x<2), corresponde el limite

lim f({x)= lim &' ={2)" =4

5

Por consiguiente, de a). y b). m fixl=4 existe.

Limites de funciones reales “



o
24

|3+.-:" L5 x e =2

3. Si: fixj=40  xix==2 hgifar Iirn_|.|'|J|:r
]ll-.l"‘ T

Solucion:

Haciendo de forma mas directa:

a) limll-x"=11-{-2)'=7

1+ -4

b} lim 34x =34(-2y=7

Por consiguiente, de a). y b). II““ FLh =T existe.

.
*l' g ¥
|
|
|
| &
1 F bl Wn |
.I
Ly
..:.l 5
2 B
L]
§
- 1 a N4 =
1
s |
d |
i |
W |
o) |
|

Limites de funciones reales “



¥ -2x'-5x+6

" Kx<3
4. si: flx)= 1'I'_II -I- frallar !Iirg fix)
L; Jmxz3
X+ i
Solucion:

De igual forma de forma directa:

J.:T-1=J3T-l_|

a. lm fix)= lim = —
.-m"“J - ] I+3 i

1 .

oo =2y Sy

t|._ Iim f']";] I||-|-| . ———— :
p-al _L'—j

]

factorizando el numerador

. X =2 =Syl [x=1ly =x=8)
=hm—=lm— =

- x-3 1-a1 =3

po - 3
= T (x-1Hx 3:r|.r+_]=
i} \'-_1

= lim{r—=1Hx+21=(3—=IN3+2)= 10

Por consiguiente, de a). y b). como son diferentes |Ilrrf_!_.“-'l'i = Z no existe

1 s W)
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—.t’—ﬁ six=5
si: gix)= I? (x-4 halfar lim gix)
xr=[2r+315 ; r-ad
———  ,5iX<3
x=25
Solucidn:
-5 |.r—5l|:[+1r.tT-1l|
a I:m ng-hm

_Jx ~"-”’[| N TP e

(r—5)1=x—4) (x—5){0+fr—4)
= |wm - = |u‘|li L=
il ? ll._‘l,"___:r] P=ad -!I\:-i]

= lim= Loy =)= <(1445-4]) = -2

I2x+ 35 ~EHx-7
b him gix)= I||=1 —---f ----- = |im o) ot

x=3 x=5
= lmi{x=Tj=5=T==]

Por consiguiente, de a). y b). como son iguales Iin; glxh= =2 existe
e

E N
1 ¥
x
13 b R ] 13 m
F
"'\..\_\-\. l|'-
i Frarscatny e
o

Gx—-x' L x<2
6.Si: fi(x)=10 ,x=2 fraliar imh(x)

2yf-x=-3 . x32
Solucién:
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g8) limkx)=lim 2x' =x=3=3

b} lim A(x)= lim 6x =3

Por consiguiente, de a). y b). como son iguales ;!iI]_] flr)=1 existe
1-x* ,x3l

7.Si: xl=41 J=xsd halfar lmklx) ¥ limAx)
_|,1.'-'{! x=2 I i

Soluciodn:

i. Determinando cuando x—1

a) limhix)=liml=1
Bk r-af

by lim Aix)= !il!ﬂ—.'.': =1-(I)* =0

Por consiguiente, de a). y b). como son diferentes ]_llT} Mx) A noexiste

ii. Determinando cuando x—2
a) lim Mx)= lim|x-3|=[2-3|=|-]|=1
b} hm ffx)=lim]=1

P r-s}

Por consiguiente, de a). y b). como son iguales 1.||1_11H.1"| | existe.
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f‘\l{}_:\* I ! ! !Ilr

] (/] g 10 i

[ Funcitnh(x)

R

En los siguientes ejercicios hallar el limite indicado, si existe caso contrario justificar

su respuesta:

(ool -':l"_r-_[\|[x”-ll-m
)L

8. Hallar: [ym - -
= | 3t -3+ ¥x-1 =1 x+1)
Solucion:
fim [ Wx—-1-Yx-1 \( 222 =14 Jx—1 "|_
' | 3yt =3 W1 ,|.. J{.‘c—!Hx-o—II- |

Realizando el cambio de variable, previamente el minimo comun de los radicales
(2,9,36) es:

mcn¥2,9,36}=36

ademas, este valor (36), pasa a ser el exponente de la nueva variable "y" x-1=y%

ademas x=y%*+1, entonces,

b1 Il.l’ g, I:II_'I'I" . -_L_;.-. % ¥
'r||__'., I - -||I.1|.:¢- i :I.'-I- L - ll'J
II_1.' —I _ lllr:f. . J_'.l. S -_I_I.L

asi, si x—1* entonces x-1*—0*, es decir y—0*
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e

Jix=THx+1)

= ”'.“ [ 3”1i+_lE -] }{ -jq’;_' .;ﬁ} g

¢ - 3
[I1.~L"'+]] .

_TI.‘.JrJ-':ﬂ _’_1
i { [_u'. -I"'_I I
gy ] iy i A 1
-1I

Wyt +2)+y

|'I |
I I‘I_J—
= lim
IJ.I'IL 3_,-"'[_,.“ 1.3].4._1.

", -
It

—,

= lim
[

) %
T I | 0
-IJ“‘[ = ] [} } y > _|=

i’ 3,'1" ¥ +-.|. +1 ‘_Il .lru‘_z LI _'-'.‘_2
| ¥ YNy +2 |

Multiplicando por su conjugada, al numerador del segundo producto del limite, se
tendra la siguiente relacion:

- (1=9"}
-'~fh—.m-~.::.u]

r

.k.u"[m_a[\ﬁ; +n )2 Fm i

_| | {1=y") J
U::h- ™ +2)+0)

1-"{@}[,}{}-’;+]}: - m...gjl : m,.

Llevando al limite:
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i

-0y |
I[an:n (0% +2)+1) |

o’ I |

{J{|“+|]£,‘I'|:u“+l}" rql'[u"+1]+j}+ ':'.“*EJ

;[ I \l[ ”— - I ];[I]l“-r |
Lo l+1=2) " 2 LW &)
9. Hall IEm"E+ x=1-1
. Hallar: C O —

ptl .H_T:'_]
Solucion:

||rnu|r._l+ufl_: : i'l:
WW ~.||r.1r—l-..|"1+i ~.'r.1r-llal

= lim [1_|]{m} L Wzl 2
P o) e

10. Hallar: ..I.'ﬂ'ﬁ x|+ 3]+ 4

Solucioén:

|in~1l_1,|i.1r| +ilxl+ 4=

Determinando los dominios de las funciones

P
M:{ x,5ixz0

L]
=x,5ix=0

[.’:‘]] =41, 0= x <+, paranuestro caso especial cuando,

P ﬂ.h'] =n.n<ir<m+l

n+

3

Apoyado de esta Ultima relacion:

_v=ﬂ3r]=.u.;—'5.'tc
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3,]5.1.'44-1-

3

4.%1—.1 f;%

Bxl=y 6
S ogre—

3 i
:';_E*C.rc:i

i 3

i _-t; k!
Determinando cuando x | =
L1 a

, superiormente e inferiormente:

a) lim li.r|+|13.1r]--a.l. = lim eSS4 =

— =
oo et Y 132 442

= lim x49= [Z49= [==""
Bl V3 L 3

)

b:l |i|11 .,‘I'i,'l,'| +H3_\'!r 4= |'I|:t1. -q'l:'r+ 4+ -i =

1 B

: 5 29
= limyJr+8= 248 = |==
e | E E
Por consiguiente, de a). y b. como son diferentes i 1.|'i3'| + EEII]LJ 2 (no
existe). 3
11. Hallar: lim_, |'|i.'r| +[3x]+4
Solucion:
Jim, Jaf+ [3x] 4 =
| [ x,5sixz
Dados: x| = .
]—.': JEx =)

E.'c] nasx<n+l
el

_5.'=[.1'|-:l:|=u,%'ﬂ-.r-:.—

Del problema anterior:
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5. %ﬁ.ﬁ'*—:j
[3:]- T
6 2gx<—

k]

-
Los valores para (5/2) se encuentraen < =

= lim I:%'.+E[.b- |Irl' gk
— 1. e 1 (P =y
Nz TNT TR
. NiTaoded = tm Joshed
B) .Il.J"“ J¥ [ .':I 4 Illlrza Wr+h4d
| Crer— '
5 25 5
- I|m ||—' I.” - |I— = ==
- Y2 Y2 42

Aem
=
&

Por consiguiente, de a). y b). como son iguales 11m Y+ [3x] 4

12. Hallar: lim ‘ﬂq‘* 2|

Solucién:

&
s existe
Ty -

Si: [x]=n,n=x<n+1, para nuestro caso especial cuando tiende a “0” las convergencias

por la derecha e izquierda, sera:

sl =r =0=9+5 =9

seguin definido mayvor entero =9 <9+ 1" <10

Sxcll=—-lcy<l=]> _T: =1

segun definido mavor emtero = 9<x" 49 <10

ademas:

[9+x21=9
luego:

a) lim ,i.i'h 'r'l lirmy JO =3

] ' -
L+ |'u1| ,‘It‘:l' - .\"I = limi % =3
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Por consiguiente; de a). y b). como son iguales 1™ -.,-1* <o |2 existe.

-+ 3x=3
13. Hallar: l1m el
=y X |

Solucién:

De acuerdo a la definicién de valor absoluto:

[ x-1,six-120

. ] x=1.s5fx=l
]-[.1' -1y, six=1=<0

=l = = |x=l|=

I_-J’ 1. six<l

determinando cuando x—1 (x converge a 1)

=1 +ix=3
fime————— =
L

\'I—.'I:'.f.:!l'.'—.:!l 1,'r—||1:.1".1-,:|-]
L]

a) hm lir 4
ol x=] sl X
k] 1 2 3
by lim e = lim ! L) =—4
Lol ~x+1 1 —{x—1}

. _ 2-x+3x-3
Por consiguiente, de a). y b). como son diferentes |IFII1 —||
- |y

A (no

existe).

e =x +3x=3|
14. Hallar: I
=it | 'l-_l

Solucién:

=limlx’ +3 =

=l

limf———— =1

 =x +3x=3 . [(x-1x +3)
n—
y--ul - y-ul _r_'l

De acuerdo a la definicién de valor absoluto:

5

- | 43 sy +3z20
X + 45

= |—[x'~ 3y, six” 23 <0

e +3 _gix ==}
= |.1."|.1 q

| (%" +3), six’ <=3
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Determinando, cuando x—1 (x converge a 1), que se encuentra en el primer
intervalo, por tanto:

A= e 3x=3] . [x=1)x'+3
a) lim——" "2 fim RES PP ol
§al’ .T_t 1" I'|_'—|
. [T o 3
b} lim = +ix _-.!= W b Nz +3) _a
a-al z-1 | = ~{x-1)
X =% +3z=3
Por consiguiente, de a). y b). como son iguales ;““ | i =4 (existe).
u’ /
\'\ _,,//I
hixppe'=xs+3x%=-3) |
3 i .| i - L '] %

. X =2 -4x+%8
15. Hallar: hn:-
peng

br =2
Solucioén:
X =3 =4x+ 8
lim =———————=
[ = ..|
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| x=2 mixe2

Iy =N =
3 |=(x~2), six <2
ot —dr+B —2%x -4
aj him *: =2 - = lim b a8
E—+2 _1_'—2 r—+1" ‘-.\'_2
e — Yt —
b) lim = ;jr - 4}-TH hm BN TINE ~3) - =1

142 —{x=2} 1 =(x=2)

Por consiguiente; de a). y b). como son iguales

i 3 .
. X —=2x"—4x+8 _
lirm =10} existe.

S

2 #1]+}x+2]-2
16. Hallar: lim
vedl [3c+2]

Solucién:

: ZI.'r" +I|+|.1.'+ -2
lirm =

yon 3 [3.1.'+2H

De acuerdo a la definicién de valor absoluto:
[ x+2 ,six+220

lr+2|=1 ;
| ={x+2), six+2<0

[ x+2 . siza=2

jr2)-]
| ~(x+2), six<=2

Y de los mayores enteros

.'I: *Ii L dx'+lcd =43 2=xy'ed =

2exr+1<3 2 . 1cx" <2

=43 ,ﬁ&x-:u'i

2, Isx=4f2
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I_:!-1'+11=-5'|' TEie+2<8 =-|T BElysh =

|6 653x4+227 G d=3ix<s

determinando cuando x— wE por la izquierda (x converge a u@ )

; Elx'nlir_rﬂ;'f-;' o XN a(x+ =2
lim . = [im =
-s:JT I.h'+ll‘ = &

dex 4447

= lim
- | fa (2]

17. Hallar: i [:r" - .'h:gni:l.r: - I| - |:|-‘

W=l l

Solucién:
Definiendo previamente
| I, sid=1]=1c0a]¥ =1f<i
Sgn(le <1 =1)=1 0 , s =1]-1=0- | -1]=1
‘I 5 =1 1:-“—}%:" 1§ =1

1 ,5i=lex®=1<l
-_-:J B, six-1=1
| 1 .o {.'r" I;s]ju'[f <=1}

-1 .si0<x<2

=4 ] ,.'.'i'x: =7

1 s {x‘:z}v{:’{u}
-1 ,5i0<x'<2

=4 0 ,s5ix*=2

1 .55 {:r: = Z}V{.'r: . ﬂ}
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|—i ..ﬂ'ﬁ—\&-f.fﬁ‘ﬁ-
=4 [} -L.'I'f.l'z'ﬁ"r".'l.':'dlli
l | ,si f.‘: :--ﬁ}v{:r-c:—ﬁ)

Ahora en el limite esta en la tercera condicién (1):

lim_ |1. — Sgnlx* -1|-1 b -

S [ = 4 1]

18. Hallar: |l!llq'|_|:.1.' - Sgn| (v ~1] =1 ]

L

Solucién:

De acuerdo a la definicion de funcion signo:

, 5 - -u'S <K ﬁ
."_i.'-gu{|,r"—1=—|:'= ] _'S.l',T:—'-.II'E‘-.-"_'E:‘L.'IE
5 {.1'r-urf}v[.n:—ﬁ]

determinando cuando x— /2 por la izquierda.

|i|:|'| :-.1.'; .‘p'g.r.lij.r" || 1”7

Vg =

= lim_[ ' —[:-{*J—] -{1)=3

L)

19. Hallar: I|n1[1.1:+ ‘:-q'n{h .| —IJ-]

L

Solucién:

De acuerdo a la definicion de funcién signo:

i | . si-fI<x<2
il _-.r-r——‘u"_» t-\ll.:
| | ERe. |:.1’ \'I'_P""'I:I"“ -.l"_}

S| ! =1 —I]=

Luego,
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a) |II!'I'I:|-.:|.-.'|.'+.1!|:;"J‘I|:|I? —I|—I]] = hm {3x—1)=-1

b) lim | -+ Sgn (|* ~1|-1) | = lim (3x—1) =1

Por consiguiente; de a). y b). como son iguales Iliii':[.?.ﬂ .':'Eg.l:”_._—f .I?.-I]]_ 1
existe.

20. Hallar: lljmﬁ[x" + 5+ 8gn (v - || —I]]

Solucién:

Del problema 17

| ,si=-f2cxcy2
.‘igﬂ[l.r’—]!—]fa 0, six=—{2vy=+2
8l |:.\".'r-u"_1b'v'[.1: —wE]

a) Ilm_.-_.r:+.‘\—I]=”_.,E:|'.+_¢._| iz.r,

b) lm: !-.l"--rﬂ—‘l-i=[[_ﬁ:|:_,lq_,|]=

Por consiguiente; de a. y b. por ser diferentes
Iimﬁ_\_x’ +5+4 .‘s;ﬂ.l.l“ -1 —]H =
I “iya

I.'I:l

I
21. Hallar: _I“I ] T

Solucién:

>3]

i_"J.H-I-H']

De acuerdo a la definiciéon de la funcién mayor entero:
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I
1 1£=<2
3
% e 3= 5 13
1..II='=_|_' J2s2x<cly =412 HExa—
1 1ig2r <12 T 3
Il .==x<h

- 5

O
al |Jﬂl =L = fip ——=—=—
[h;vm e 12410 22 )

X = .

- 5
b} lhm———=lim =—=—
g [2x]+10 e 11410 21 3

Por consiguiente, de a). y b). como son diferentes i,i",'] | 1.l,] 10 4" (no existe).

22. Hallar: I:m
r] 10

Solucién:

[h] 0

De acuerdo a la definicion de la funcién mayor entero:

1 1 106 52 encuenin e e
ulervaks

l'—"l:d .|r-_'3£<.1 =11 3<xch
0 D=x<3
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[3+]-

16 =¢ encuchina cn osic

! |
.IEJ.-I'{E =*J| _-q-,.{_ intervalo
0 .0=3x<l f

|

] l]'t.t-c:-
3

. I
Determinando, cuando i —& E

12
3] _ o 12=0_12 _ 6
5

a |II:1'| = i = —

) I [3.1.] ¢ it 0-10 =10
12— ‘I : :

I:;. N ) TR - Lol B

[
[h]-lll ,','-“ 0-10 -10 5

&

atl

Por consiguiente, de a). y b). como son iguales Ilrnlq i 0

Six-24342—x

: r+ 2 x-1+6x" -6
23. Hallar: lim -

wol X X

Solucién:

b 5~.,|"t'—'_’41~,.""—'r+'11.|["_t—l+ﬁ1 —L‘r

r-sl x—x

Aumentando 5 y quitando 5, y asociando términos:

= lim - -2 454 w'-l_ hz"’" =

= lurmh

xix—1)

distribuyendo limites:

5(#r-2+1) 3(¥2-x 1)

= lim

wil nmx |l -—| al Hx=1)
_ 2N3x-1-1) 61
+ lim =+ lim — :
¢l .'I."l]'—l:l r—+1 ﬂ.".'—lh

propiedad de limite por una constante

Limites de funciones reales “
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&
. (existe).



=5 liy + 5 lim
i xix—1 vat”{x—1)
1 H
. =11
[V2x-1-1) (#-1)
2 hm = + i [1m =
eal ax=1) s=t” XX =1}

I ]
resolviendo por separado A, B, C, D:

i) Parte A:

. x-2+ II
A=3hIm
‘l x{x-1)
multiplicando por su conjugada, utilizando la siguiente propiedad algebraica:

(a+bNa" =a'bea'h’ —ab’ + " )V=(a" +b").

C[Wx-2+1)a
A=5lIm-—m—om—m-v-—-ou>

il .T"_'I.'—I:Ll"'l.

Donde
A=({r-2)" =iflx-2) + flx =27 =3fx-2) 41)
entonces,

(¥x=2 +1)A
AnStim+— '

i X[x=1].A
o .

R il SR, o |

it E-1A st x[x=1)A

salvando la indeterminacion

A=5im - I - -
xeH .r‘ -:Jrlr—jbl - {(x-2Y +;"I[:—3r —-:,'IIJ-'—EIrli

llevando al limite
=5 I 3
U= (=11 =(=1+1)
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ii) Parte B:

[¥2-x -1)
E=3lim
vl xix-=1)

Multiplicando por su conjugada, utilizando:

{a+bNa’ +ab+k)=(a' -b"):

(42=x |][;‘I.:1. ) +¥2-x4 |:|_

f=3lm .
o .rl.x‘-ll{..'lliz-.\' '+m_||]
(i2=xV I]
f=3lim :

T .ﬂ.‘L‘-]It{"l[i.:—.:'f*-;:'FI-T;—]:I:

(1-x)
ﬂ.\'—]b{.:lljl—x ! +-::.Ir1Tx+|]

salvando la indeterminacion, cancelando términos semejantes

f=3lm

B =3lim —Ax—i)

= alx il[-.'HE .1:}: + 32 x 4 |}

#=3lIm

—~]
- ,L;F+E+Ih

llevando al limite:

iii) Parte C:

(Vix-1-1)

C=2Im>+—
r-al xix—1)

multiplicando por su conjugada como los casos anteriores:

Limites de funciones reales “



(VEx=T-1)ax=T+1) {-,|'1::--|f -|j

C=2k =11 .
T Ax—1){¥2x—1+1} -'T.ﬂ;-1a{1fzx-1 +1)

C=2lm (3%~2) =2 lim alx=1)

v-al” ol x - I][u',.r Ii-|]] v=i” plq= I'||:1.| I+'I]-
o E-IITx[J_HI} ) e
iv) Parte D:

x - AYx+1
1= 6Inn{ JII—Eltm{T Jix+ }
gl X(X=1)  eem xlx=1)

||:.':+I:|= M_.

x 1

I3 =6 lim
Remplazando en la ecuacion (1), tendremos el siguiente resultado:
'-21,|I' 2437 1.r'-'=.l'h' |+’ b
X =3
=l4[=1]+2412=14

. . = T = | " -
24. Hallar: lim SUx+2-44-1-2x 3?"3 #x=2=1=2x +5x+3
m-mall .1:'- -

Solucion:

5%."::41 4i=1= 2x+3-..|"2+x 2J=1 ~2x+5x43 _

- x-x
i At Sy 42 =545 4*‘.4'—]—11.* 444
s X hx X 4x
.!-g"'-'+'r—'1+'1 2-1=2x =242 "'n.r+5"
x4+ ¥ ax ' +_1:,F
; #[J:+1—|:| {120 1)
= lim =
..I,. ez ¥ +x XX
4 32ex-1) 5 2(dH1-2:-1)
.r"r.r+ X4x +J."'+.1.' XX
2 5.\'13J
- + = —
F4E Xk
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5[@—1}_4[#4 ~Ir-1) 3(2ex-1)
wfx+1) x[x+1) x(x+1)
21-2e-0) sxi345-443-2

#(x+1) i (x+l)

: Slx+2~1)
=l ——————
SR ey Y preT
) 4(=1=2x=1)
x|x+ ll{:.]ll—:l ~2x) +gr[—l—1t}" *...+I]J

2+x-1) 2(-1-2x-1) J5x+5

f{x+tj{Jr+l] 'r{x-hl}[q'—l +I] J'['f+ﬂ

- lim S(x41)

o 1{14I}[4‘,]r[x+ 2}. +“,Jr[.r-l 2) 4.4 I!
. 4{=2){x+1)
sx e ) f(-1-25) +4fi-1-2¢) +...+1]
x+l) _ -2)(x+1) +5{.I:-*|}_

+;{"'+1H""E:;+Ii ,r1;+|][1r—|—1;rl} x(x+1)

I'|rr1

H{.HE] .Jr[.r+1‘,| +, +1]
) (-8)
:{;ﬁ-l-z:}" ¢1,‘|| ~1=2zf +-.-+I}
3 (-4) -
':'{JmH] .'I'{v.ll—|_-l-|} R
§ -8 .13 {~4) 5

e D

TENE) -0 02 =0i2) =)
—6-7-10 23

-—]--2--5:'- i
= } oM
25, Hallar: ]im{f_-(_l 2{!'_;.1.4'_;-_!1.1.1[— aF
— [x-1)
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Solucioén:

A e -3
o (x=1)
lJ_ 24 .1r+[} {-.I"_ 3'r+€r I]
(x=1)
) (\er )
' l,-’-'-” |:.t—l}
) M ) |
" (x- :}(JT-I..] (x-1) [-.GH}

= |.|1'n

| {r ]:| -ILI:-

f"'r_ J;H} [\I";-H 9
26. Hallar: lim == Ox -2

r—e=1" '||+1

=

Solucién:

J—E-r-h".;-I:

lim
ppal” x4l

_— JSax =34 dfx41 _ . *E-s*éﬂu]:
r—* (x+1) [ {x+1)  [(x+1)

B P ot R (x+l}
aa -“'”I[‘-.l' -0y - 3] {x+]}1f_ ‘i.||r_+|}
!

3

27. Hallar: lim .
.',"953:1{:—”—:'
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Solucioén:

Previamente, definiendo la funciones. Para valor absoluto
y_ | & .85 20
|'T |_{—.TI g x' <0
|#'| =" (para x =3 por la izquierda)
ahora, para la funcién mayor entero,
.f{3:2{1{35[11= -

asi mismo, para la funcién signo,

=] & x=1=0 |—],ﬂ' x«<]
Sgn(x—-1)=40 .5 x-1=0=3 0 .5 x=|
| .5f x=1=0 { | 5 x=1

Luego,

Fi g B
'!I'T :|-|'l‘[|]—.1:: R ]I‘r‘“ -.-;":.l—_-:" -

1
e

—Elm 3 3l-Ilrn- L A PN [—J_ 3J_I +31'II'_]—Iim i
B J" (o= [ 4345 o Vo
! Al £=
t'v_nﬂ o+ =

s (#-3)(+a-x) e
g -+ (9- ‘][‘-'"_‘3“ e N O-00+x
L NN BT,
ﬁ S =(x=3x+ 3]{-.;_11\!'_!

1 {.‘r"+.’|-.r-r‘:l'|-['-.|' —'I:] 1
_Elhr:i 1143].}'_ J-\lr_' [J+1

- (@ +343p+u]{" } == v
: = i+ :
-"-7 ~(3+3)(¥3 +345) H+’-“ V6 b
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1.8 Limites al infinito

En matemaéticas el simbolo « se lee infinito y se refiere concretamente a una posicién
dentro de la recta de los numeros reales, no representa ningin nimero real.

Si una variable independiente x est4 creciendo indefinidamente a través de valores
positivos, se escribe x—+% (que se lee: x tiende a mas infinito), y si decrece a través de los
valores negativos se denota como x—-% (que se lee: x tiende a menos infinito).

Similarmente, cuando una funcion f(x) crece indefinidamente y toma valores
positivos cada vez mayores, se escribe f(x)—+%, y si decrece tomando valores negativos
escribimos f(x)—-o. |

Un claro ejemplo de este tratamiento podemos apreciar de la funcion )= ¥, para
valores de x positivos muy grandes. Si tomamos x cada vez mayor, f(x) esta cada vez mas
cerca de 0, pero nunca tomara el valor de cero. Si x es suficientemente grande podemos
conseguir que f(x) se acerque a 0 tanto como queramos. Decimos que f(x)—0 cuando

Xx—0©, como se muestra en la siguiente figura.

x Fink
1040 I lxlg
. —
10 000 [ 110
100 000 [ 110
1 000 000 [ 1=10
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Definicién 1.8.1. Sea f:(a+®)—R, una funcién y L € R, se dice que L es el limite de
f(x) cuando x tiende a +=, y se escribe: [.= lim I'ix], siy sélo si, dado £>0,aN>0, tal
T =
que six>N= | f(x)-L | <e¢

Definicién 1.8.2. Sea g:(-»,a)—R, una funcién y L € R, se dice que L es el limite de
g(x) cuando x tiende a -, y se escribe: |.= lim {ix], siy sélo si, dado £>0,IM>0, tal que
six<-M= | g(x)-L | <¢

Proposicion 1.8.1. Si n es un entero positivo cualquiera, entonces

i I
i lim — =1
e

i) lim --l-; =1
i Tl

Proposicién 1.8.2. Sean fy g funciones definidas en (a+%) y (b+%), respectivamente.
Si lim fixi=L v lim &%) =M, entonces:

i) lim [¢ £(x)] = ¢ lim [ F{x)] = cL, c @ una constante.
i) lim | fix)+gixd]= lim fix) £ lim g{x)=L% M
iy I||J|[|'|'r:|_;_-h'||] I Fixy . Lies gixj=L .M

f 1 hm fix)
i) lom | fixl | ~ 8 W =0
¥ ' gix) .! lime gfxch A

1.9 Calculo de limites al infinito

45" + 20 =5

1. Hallar: hm e
s g4 2-8x

Solucién:
Adx’ +2x' =5
L I D - i
2XT =1 y
m ——= im ——& —
Sl o S 5 o ranm po4 F =Ry
~ll
2 5
| e
= I = — = ——
iy ] 3 % b
o e = : -
o
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2x+3

2. Hallar: Ilm
1.'+\.Ir_
Solucion:
. 2x+3 gy g3
I = lim S = lim e = 2
.; |. + ﬁ' -f+ .f T a ';: PR 1
1+ 14 3] —
x 7 P

3. Hallar: lim 32 X dx
- Hallar: R T+ i

Solucioén:

!itn[ix -2 x'-ax) [[_11"—'2] (x-3) ]

Terl - 23 ) | (el) [P s} |
(3x' -2)(x-3) | (3 -2){x-3)
g (2x+1)(x" - dx) 2l (2z+1)[£' - d.r]

L-ndd

. \( Bx-4
4. Hallar: hm |-

Solucion:
Iim fx=4 = 1|m e E—ara—
3=V e2)
B gt
= lim |f—rte—— =l [——rf——=
""'{J—.'qf"::{'-'r.l:J-I' ""'{J—-.l';_:I{-f;+1F
i " g -
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i &

5. Hallar: lim -

Solucién:

= fim X = him x =
e s PR LR 3
.J]+ 1+
x x
1+ 1 + x+3 1+ ! + x+3
B f
" x° . r T
= lim = Iim =
T T—t= 3
I+ I+
X X
1 1
1+ = o=
i - . 4 |
= [im =—=]

6. Hallar: limi (u'_'n:: ~5x+6 —.r]

T=%Fm

Solucién:

(Vo =5+ 6-x)(J¥ —sx+6+x) |
{'H'I.'!': —ﬁ.!r+6+.r) -

[.1.'1-5.1.'+f--.1:: ] [ ~Ax+h ]
= Ililla'lr = I.'.T.", =

11.':—5.1:+ﬁdr J.‘r:-ﬁ.r+h=_r

,“_'T',l:“l-"-l ~Sx 46— .1.':|— = I|_i_I!1_
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r
=5% + B _5+ﬁ
=2 B =i ,1,--—5.1-+-|5.‘.r

x L x

=5 5
22

..5,6

- = lim - 2

= _5::”'&4-! :J'I--‘rﬁ,il
¥ y . A

7. Hallar: Jli'I!'l_ [\Ir:t ++2x - ‘Jr.'h‘ - 'J"E]

Solucioén:

_|ijll1r[urx+ﬁlrﬂ_x—~f:r—-.ﬂ_x]=
{J:l’i-'-lI'E 'J;—JE}H.HJ:TI +Jx_.‘|ﬂ}

= [im =

(J:+JE+J:—E]
[4’[ T P
W—;J_h]_

(x5 x4 )
o M= oy

(245)

et e Vo)

Cf)

[Jﬂm N
&

[~ Ilm

)
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2]
[P
(242]

EE]

(242) ) (242

R

8. Hallar: lim [+ 41—+ |

Solucion

I.|r'n
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I
= lim
1
= lim x =
vy 1'_1:_:. ; II—,'E“}‘
i ‘:,'F

1
= lim - -
1-x"]
-3 -1 m{ I.] ]
¥ {x"-
|
= lim x =

L]
= Ilrn 'i'

T

I+2+3+. .+

9. Hallar: lim -
A+ n"
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Solucioén:

Sabiendo que la suma de los n-términos es:

142434 4R E_J':I“-I!
3

Luego

+24+34+.. .40 =1}
Iim i .
e #l = 2n

1o n=11 o 1Y 1
= lim - |— - i= lirm -| - :=
"':-’I. n P, e L | L :I'

P+ 4
10. Hallar: lm — —,
Pears i

Solucion:

Sabiendo que la suma de los n-términos cuadraticos es:

s+ 2n+1)
"

|' i : i _1|' |
s
Luego:
*+2+3 % _ +0 wil mi o+ LW 2ar+ 1)
lim : fomi ;
ok " e ]
I n+l)f Za+l) T B AT
= bhm ——| — || I=L|n!——L— | |:
vrmfmgl o o el + n oSN oon
1 1 i 2 1
lim —| 1+ | 2+~ |
vsiw iyl g JL ) & 3
- o
11. Hallar el mayor valor de ¢ de modo que lim = e gea finito y calcular el
; . Hoovaid 1 F L
limite. VX +1
Solucion:
I f
c
CX ; '!l-.:- 3 i 2]
. | x
i~ e = [ — e
rsse 1332 T 7.3
3y +1 i+
. o1 ,
Para llevar al limite se debe tratar de obtener la relaciobn —que sera cero cuando
X
x—0, luego:

Limites de funciones reales m



x° . .
De donde dentro del limite se tiene la relacion —, entonces, si asumimos que

=

conveniente es que c=1, asi se tendra:

ol i
. +2 |
ex 4 2 x\x ). 2

lim lim =

Eeh e ||3_T:+J ke ||3+ ll\I ﬁ
-y

v,lr:c1 o Sl N :,lr_&" a1
12. Hallar |im
“"1Ir1' +6x +2 - \,lrr +x+1

Solucién:

lim S ﬂrr'l":'r""'l'] _
1.|'I1. b by -’.".r'-.ral

A =2 £ 1+ x4
= i -.||'1.'_
""-.|'Ir +hx —1-'—'=.|'I.n. —'r+|
Jr'
-.,Ir.'i'—lt"+|+~',|'l.'|:'+|
lim - Jx' — ' (*)

Yt abxt 42 Yo ezl

N

luego:

.la
2 ==~ =1, es decir para los valores c=2, se tendria una indeterminacion, por lo que lo
£
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Jr'usgia L"- -4y para ' +E—;.|r{x +t]

'IJI"I.'_'T"-T '-r'--.lr_ pEIrEI-..I':."‘+
‘lll-‘? =.1:": =.'I":'-" =.I'E:’ =I$.Fp31'3 'ull T +x+1 ='.:F|.[.r7+.'r+!}-l

Por tanto

=241 1||°{I4 L ']:
(*)= lim "II'I_ ¥
L+ .rxﬂ+ﬁx+ .a’{-c +1.'+1]|
F

fr -2x" +1 i-‘i +t
= lim
41 +f|:'+!_IJ[I +.T+]]
I o
\II 2 1 q’x’-—?:‘-ir]
| s, e T -
X X x

= limi | e
§ohaad - i | ] 1 *
4“6_‘_ 2 _,d‘_r +x +I+_:r +2¢ +2x
I X T
B
\If]_h 1=+J,|: +2x' 1|
= lim C. A X -
= W R
AT PRI AR
|
= — =
|
13. Hallar lim X+ x5 +5
Solucién:

rlim WE bx=nr +85=

|:-.|".':"+.': —-J'.':"J-SH:J.':" b X -l--.lrx"ail_
[1.|r.'r‘ I.TI-‘.'I.T."-'ﬁ' -

= tirn:
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A vx) (Mo es)

[w..lr' +x wm}_

(202}
(e ares)

X3
—Ilm

[-.lr:lr L 1.|r.r n‘-]

3 .- 3
= hm

~.,|'|r +'r+‘-.|r'|. +5 _

1+—+ l1+=

14. Hallar I“F'LL x' +427x" + ¥ - UIT]

Solucién:

Utilizando la conjugada cubica directamente se tiene la siguiente relacion

.I'.m.[ I s 427 + Y - QrA‘_J
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A

donde:

= (e e T | o [ile e 7 ) (4
a7 4—:5':--.!."1

= lim -

A
e + 47
lin “”‘T'::'F im0 ()

A
1 .'I'.
Previamente:
1
[.1" + 1.]” Ly el b :I
A 3}
; .T; = .T* =
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J27

Tad | s
L}

15. Hallar lim [-U[_'I_"'—_-._-:_l_j +:.|".1'“—_r’+]}

r—f =

Solucién:
Adicionando y sustraendo una variable X, y resolviendo por separado los limites:

.Il.nl Ue'—x" + —x}a.-{'.}* X =+ x} ]

T4
3
A B

Resolviendo la primera parte, multiplicando con su conjugada cubica:

= .t-if.“.("]'ljj - 1= .-,;-]+ lim {'|'_.r4 - 41 "'-"i']=l"']
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I.-' i
[ (rer)-»
A= lim | =

'”:Lfﬂ-: -x' + ] "T{'\II.T -x' 4 ]+1.'

—x 41
= llm i X =
e [-Jﬂr'—r‘ﬂ} +J‘{q|l _':'1—.':':-1-|}-r.'|‘
3
=]+ ]!
= Illrn' 3 X =
r { r.:. _1' +.|} {II.\"‘_.\.:"'I]
SR A L ] ———— .|.L
¥ X
LY
|
= |||'I'I| =
o ||.':' —-x +IJ [f.l: —x! +E]-1
'il
-1+ E‘. 1 I
= lim — [=—=—=
% 3 3
|(.] 1_i~ -[w |‘11|||
L\ X X ; X X __,"

Resolviendo ahora la segunda parte, multiplicando con su conjugada de quinto
orden:

F = lrm o= - {W]t’-‘
”'|_-:.||:1"-'r"+l] [-,Irr - tlJl'rJ'-urx I.‘l:l [ ! _'r"tl]l."i':'

i - +l+x
i

_ m“r{-;"-lrl‘”{' |-:|l -[-'E.lli" -1 +Ij..:'|: +|_':.Ilr" - |.:|:..'I!! -{'l;l_'l:' -1 4 l:|-.1:'-| I
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g [ J\\E +1 " i: Jr‘};[ 41 ]j[-:l'f Pl

r

R

I+
- -Tr
X —\'al it = 1 ' =x ] x*—art 41
T o _"_E'_' + H -I--_ | __"._ + I
| X | X )
|
I+,
lim i st =
T ' Y k|
1 | 1 1 I |
|J -1+ —|‘ -1+ _';+L' =t | = H-=1+-5 |¥]
RE: X | ¥x x| T T AL ¥

Finalmente operando las parte Ay B:

(*)= |1I!'r'|".,||'|‘ X+ |—1‘]+ lim fofn’ —x +I+':]

L= =i ==

A &
1.1 -5+3 2
ey -
35 15 I3

f; -
16. Hallar lim e o) el R

T -
=i ex" 45
feex o]

Antes determinaremos la funcion mayor entero, para obtener el limite en relaciéon a
los valores de x:

Solucién:

|
Cuando x—+ la funcion mayor entero estara definida por: I—
x

. .1|'.1.'E.1'+a:|—.t
lim == o = =
"".r—u'x + 1
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Multiplicando por su conjugada se tendra la siguiente relacion:

(W) ) o ()

) [ () () o+
) Iﬁﬂhtnn: —x’}[r‘+ o e o (e }] _

(x ' )([Jetx a1 ) +4)

{a.'r]lz.s:"- .r{;'.irx"+.r’}+{-l{x=+.r’ ’J

= lim ] =

T )

{ax) [.r’ +::{Ur:“+ ,-;!‘),,[afﬁ e )J
I {‘-‘f:]“m]ﬂ]

[ A=) (2 Jl

= |im

X

{—I][{ J-“:;E"I-IH]

e
[ D

[W—i[r]]

= lim
E - #=T

T—+|
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— _da 3
= .Ip-.r . - 5 —j——:ﬂ
ol I+ + |
{ :I[ .'r[ .r] J
dr’ + 37 %
17. Hallar | 1
|‘m~[ B +x+2 J
Solucion:
4x' -2x° -5 4.2_5
‘2 - 3 o 4 1
]]m[-‘h.r—_rﬂﬁ]=|i|nlx—q=l|m '; .'|."f ==—=;
B N 5l B Wb B X A2 g gt a3 2
x X x
2x+3Y (3x-2)
18. Hallar ]Il'r‘n|Il ]hl: )
o X +3
Soluciodn:
{}.t+3} (3x- ‘J]
z 45
i 1 3 2
(2x+3) .Ej_r-z]. (E+}J [3_ :]
= lim X =lim> EAN X/
-4 45 T-bw i 3
x' g
_(8)9)_ .,

(2x=3)"(3x+2)
{2:+I]"'

19. Hallar lim
e

Solucién:

2=3)" (3x+2)"
= (2x41)"
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[2x-3)"(3x+2)" (5 "’[MI:I
=lim 1 - fim ¥\ S F A
Toam +2J+I:| reaw il'z '||

';"i' I. X/
2®(3)" 3* (3y"
el
1L -
o =Yx 44
20. Hallar lim
T—#¥ _'l' +|_
Solucioén:

; 2r =3x 44 :,_3_'_4
M =3x+d O
lim == v X = [im e = 2

4 4 [
x +] x +] |+
--.l!.wn."i ¥
21. Hallar |jm :
eres | (fop xaf oy
Solucién:
- -r-l
X x _|I'l
lim = lim = lim =
e |04 xdx 104+ xx m”-E
x ¥ o ox
PV SITENY e
seasm ) JT i}
v+
x X
! T
[ET} -l-+-l
22 Hallar °; o
Solucién:
L& 1 1
ﬁf‘_."+] 1; ] d +1_I.

lim — = lim—%— = lim = =

N —p lt-+.l 14w | T-aw +I

X L}

]

:—'_'ﬂ
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23. Hallar lim ""r;
vy

‘ .r+~.|'.'r+~.|'.;

Soluciodn:

: Jr

I'.r.". e =
.t--ql.rrw.lr;

-4"_
= [|m JT_ ]mln W

I:unJT ‘J[—.

i |
24. Hallar lllm x+a-Jx

Solucién:

- % x

I|m-.,|'1.+.fr -.E-Ilm = lim
-'._,llxilﬂ'l-J'f a-irpe r+.:r+ X

X X

n!

] 0
limn el J- =
]+ﬁ‘_] 1+]1 £

X

25. Hallar lim J’{\.ll.'i" +1 —.'-r}

0

Solucioén:
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Il]: +|—.1.':} z

im |III'I
Rl [ J:: 1 x

X I
lim ! . —l
F=far 3
J]+| l 1 +1
&
26. Hallar |ir'|'|‘-|.Il .L'J+.t'—-.|;_t"+]}
Solucién:
Iim(-.l"r'+.r—-.l|'r“+I]=
x +x—X —l

= lim

.-'“\lr{,r +,:.'] +.|'|| r 1.-.1'} X +1 J{r +I]

= lim
N~
’Er+t J[I+'r x+1 ﬁx-l-l]

1]

= lim X_X -

"’J{r-*_::J’#J[H_:]J(w:.-]w!(ra:.d" |

.il— +.1||-i1+ﬂ}{1+th +,'|||{L+i;|

27. Hallar lim

Solucioén:
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2

Solucioén:

et

[{T]:'];-" -':I
‘-'I';""IL.IlT""{I'I; 1! . ¥
= |||I’| ﬁ = lll:'['l ( } [.JI-":'} =
! Jzn [ x4 J.Exd-l

-
_Lm%‘j;ﬁ'“mﬁ‘rf!-:{ I+:I1|:n -
2+

29. Hallar lim (-;'r:c’ T —}!x}

Solucioén:

IFiml".F.fLﬂ-lw: - 1"1'_ --1.1.'] 4]
= Ii|:||{1.|1  o+3x —.r]—:ﬁ_,:}=

==
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| o]
i
= [im —— 4 |—r =
R I i l_; | [ 2
| I:IJ 1 || g i +1 1|||| £ |
|1||| .'|.'_I 1'|| X | ."
5 o S W
| i l+1=2
l#1+] 1«1 3 2

1.10 Limites infinitos

En esta presente seccidn se considerara, limites que cuando se acerca a un valor
real x—a se pueda encontrar un nUmero tan grande como se quiera .

Definicion 1.10.1

Limite de f(x) es +, cuando x tiende al punto a, y se escribe:

J.i'l'” fX}=+% implica que YN>0, existe 6>0 tal que O< | x-a | <&, entonces
F(x)>N.

Quiere decir, si para cualquier numero positivo N (tan grande como se quiera),
podemos encontrar un numero & tal que, para todos los x dentro del entorno reducido de
| x-a | <& de radio & se cumple que f(x)>N.

Expresado de otra manera: si cualquier nimero positivo N que se considere existe
un entorno reducido | x-a | <& donde la funcién vale mas que N, quiere decir que f(x)
puede hacerse mayor que cualquier nimero con tal de que x, se acerque lo suficiente a a.
Por eso se dice que el limite de f(x) cuando x tiende a a es +%.
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Definicion 1.10.2.
Limite de f(x) es -, cuando x tiende al punto a, y se escribe:
fim f {x) “ | implica que VN>0, existe 5>0 tal que O< | x-a | <&, entonces
f(x)<-N.I I

Quiere decir, si para cualquier numero positivo N (tan grande como se quiera),
podemos encontrar un nimero & tal que, para todos los x dentro del entorno reducido de
| x-a | < & de radio & se cumple que f(x)<-N.

5

Proposicion 1.10.1. Si n es cualquier nUmero entero positivo, entonces
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i':| lim : |

L

)  lm— =<4 S0 ¢S par
repll ¥

: l

i) hm @, &1 ES i
Pl Y

Definicion 1.10.3. Sea f una funcién cuyo dominio es un conjunto A. En el conjunto
A, los dos primeros casos i) y ii), contiene un intervalo de (a,+%); y en los casos ii) y iv)
contiene a un intervalo de la forma (-,a); con estas condiciones establecidas se puede

definir las siguientes relaciones:

B lim fix)s+m o= YN0 IM>0/z>M = fx)=N

YN ED M =02 = flxh=-=-N

Lk

i) bm flx)==xx
iy m fixj=+x o YN20, IM>0/xc=-M = fix)>N
W) m fixy=—w < YN 20, IM=0/3<-M = flxi=-N

Las correspondientes graficas de las relaciones anteriores, se encuentran
consiguientemente:

Proposiciéon 1.10.2: Sea a un nimero real y lim f(zi=10, limgish=c, =0,

entonces se cumple:
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i:l om0 v flx) — 0 através de valoses positivos de

i T), entonces

My %i:e=0 v Fix)— 0 airavés de valores negativos de

Flx), entonges:

i) SfccD y Fix) =0 o trowés de valores positivos de
Jix), enlonecs:

lim £ix) =—or

v+ f(x)

|"||': Sic<l v fixh— 0 através de valores negativos de

Fx), entonces
. Flx)
|I1|-“['r '
—ra {x)

ot T

La proposicion anterior se puede resumir de la siguiente manera:

o E e . e ]
I} == :
i} |—= 5 c<l)
o [=om oD

iy —=+
il |+, & o<l

Las propiedades de limites entre funciones también se cumplen con los limites
infinitos como se puede ver a continuacion.

Proposicion 1.10.3. Sean f(x)y g(x) dos funciones tales que se cumple:

iy lhm fixl==%0 ¥ hm gix)==% enionces:

r=atm

II|_:_rtl[_H.ﬂ-g|x:-] koo I|I-I'_I'I:_[_,I'l.!|':l.j.,'_l.'l."|] joor
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i) lim fix)=LL>0 y lim g{x)=zo entonces:

‘|LII1!|. [J"I:.'L'] + ,E{:».'J.] =ta y .Ii.m. [fl:.'f].fq .':‘]J =4

il m fxi=LL<0 y lim g{x)=%% entonces:

.li.'P. [.J"t.r] i ,1-:{.1.1] stad ¥ _ii‘|]1’ [ﬂ.ﬂ.gi .IIJ =+m

vy lim flx)=-= y  lim g(x) =+ entonees:

N=—$0x

=|i.1I:'I~ [_I"I:.‘r].g{:l.' r] =—m

'-..'] _Ii|!'| _,|".[,'|.'J- = £ L=20 ¥ Iir_|'| 4| Yi=1o0, cmonces:
lim [E =i}
ek |- H*t-l

La proposicion anterior se puede resumir de la siguiente manera; considerando una

constante c arbitraria.
Il c+(+m)=+m
i} df—00)m—m
ill) (+m)+(+m)=+x
) (~=)+(-=)=-m
vl [+m)[4m)=4m
Wi (—=)—=)=+wx
Vi) () —oe )= =
w};—:ﬂ=u
o ) M e . D
w0, §ic>0

et =0, §j ¢
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o, Slo =0
) o f-=) =

., se<i

1.11 Calculo de limites infinito

1. Hallar: lim F+2
7 X =4

Solucién:

fim -5 2 lim Ets |-II11 I | b oo
PO e R 1_‘:+j'||:x-’_"h ft-_ ll'

Ji6—o

2. Hallar: lim —
rad y—4d

Solucién:

lim W16 —lin Jlf:n-.r"1.|'|.tl--.r: _

S TN T

r=1h
= i ————— = il ————= [ :I

= x= 4:|~.IIE|1 x* e [x 4)y16=x )

—(x-4){x+d) I' —(x+4)

S o e

-4 +4) -3

= —— = i

Jthﬁ L

. 1 3
3. Hallar: lim| ——— = =

el x=2 x" =4
Solucién:
] ¥y ] a2 3
lim -l |= i1 -~ |=
il gm2 L =d) if{x-2)(r+2) ¥ -4

x+2-3 | %

T | 11 !='-':
2| -4 | (x4 2)(x-2)

Por qué utilizando limites laterales, tal como:

{1 3 | I T
" r“-m'J.—"' r'”--i] ['ﬁ 0 J (==)=(~=)=-=

Limites de funciones reales m



=2
—2<0

=Xl

e )

A 3
lim| ————=
i) 1[1_2

Luego de i) y ii) se tendra:
-1 )

'uif'?[{.ni][x =,

(3t e 227 -
4. Hallar: Iim | ————

e igb i

>3

[+®)=[+)=+x x=2=0

== r—X

el Dy =3x 45
Solucioén:

I’ +2x° -1 3 2|
1T || e———— X = lim 'T., A X =
e I e - A e - -

\ x ¥ o o
I 1
A+ 22— — Ix+2- 5
= lim £ lim X (=
r o 5 ok
2— j+ . 2- 3 + 5
i S r X

- H-=)+2 —w4+2 -
- > 3

. A 1
5. Hallar:  lim

a2 | 20x" —E000x

e S

Solucién:

e | ]
lmi | —v—ovovo--——|=
! [Eﬂ.rl:r ~a0)

| Sx' 41
= lim

| Z'IJ'[.T—'.*U}I:.T-iEU']:I:

x =20
¥=2=0

= r—20'
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=[ S(5000) + 1 }=¢Lmu] )

20020)(0° ){40) ] O
VLR
6. Hallar: I|m( rg e |
reeml x4 x7 )
Solucion:
x** f
: il : __[_'J 7 ; P
lim | —— |= lim | 4 |= lim | ——5 |=
“"[f f-?"] o Bl Pl o
'r-l-" Llrl." .I'J'I

E-
s
e

[f_l_r]“-l-]""]
7. Hallar: hm | —————

Nt 'q'l‘l|+|c

=" l"'l?'.'l::: _
Jo+1

'?‘ﬂ‘w

Solucidn:
Cox™ ")
T 1 ‘as
IIITIF(&J I+II = lim ’ 3
e Ly B e
1 J:'.'n ]
i F i "
ﬁ+'r o+
J:d- QI-I
= lim r el lirm i] =
I Ly 1_' el
e 5"4'}+|_ -
L X i wr
1
h+—
2 + &
5 1 (+o)+0
sefrms— (Fo)e0
+ a0

T . - . -
8. Hallar:[|n; A+ 2+ A 30+ H-+E..Fr]

Bl +1 =

Solucioén:
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i (i 204+ Y0 <30 +30-8 + 64
v ndh+1-h

[ Ji+2hsa | [da TS +]F:
|mL E ﬁ+|_’} *

1m
&l

e

(e, m}
el w(iat-1) | a(dhet-1)

9. Hallar: lim

(5]

o N
Solucidn:

Para resolver el problema, se debe de probar que:

a) Primeramente resolviendo la parte i)

2 o ),

x o+l 141 X+l J_
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[dz=2)e2)) o

: =0
i (27) +1 5

X2
—g»-2
2—x=0
== 2—x =01
Cuando la aproximacién a dos es por la izquierda.

b) Ahora resolviendo la parte ii)

2-x>0

i N Y | |

Cuando la aproximacioén a dos es por la derecha.

c) De las partes a) y b) podemos concluir:

i lenl_:.ll
Si I||n| | 0" 20" = lim _r
e i 1| J
entonces,
(Ji—%
ls . S 1 . |
| x" 41 )
' 1 Y %
Jiredxt—x +x
10. Hallar: lum . |
i i ¥ +ix=-1 |
Solucidn:
-.I"h--h -5+ |
him | e =
g | * +5x=1
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Nixe+dxy =y +x
lim _ X -
ie-m X +53x=1
o
||3r1-¢1.' -1
lim = =
B-4-m x
¥ ¥ g
||3r -‘I:t'
lim =
.I.' .1."'
\

1

—
[’
=
ol I
=|'T"
[
e;=|+
| =]
n
—_—
(1]
u )
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2. CONTINUIDAD DE FUNCIONES

Una idea sencilla de una funciéon continua en un punto es aquella que no “da saltos”

0 que “sea interrumpida”, es decir aquella que se puede dibujar sin levantar el lapiz del
papel.

Matematicamente la definicion de funcién continua es un poco mas compleja, y dice
asi:
Definicion
Una funcién f(x) es continua en un punto x=a si:
Dado'¥ &£>0, 3F>0 /¥ x |x—a|<d = |[fix)-fla) <&,
6
Yeo={k J5=0 Y oa-0<y<g+o

= fla)—-¢< fix}< fla)+&

Dicho de otra forma, si nos acercamos al punto a, entonces las imagenes se acercan
ala imagen de q, f(a)

Si f(x) no es continua en x=a se dice que f(x) es discontinua en a o que tiene una
discontinuidad en x= a.

2.1 Definicion funcion continua

Se dice que f(x) es continua en x= a si:
|] Exfsre ek

iy  FEuisre lim f(x)
i) Fxisee hm f{x)= fla)

Por otro lado si por lo menos una de las tres condiciones no se cumple para x=a, se
dice que la funcién f(x) es discontinua en a.

Graficamente podemos representar las relaciones anteriores,

mediante los
siguientes casos.

a) Para i) donde la imagen debe existir:

;|

[x* | 8f x =
!-I- Jixz2

Sea la funcion: [1x]

Graficamente se puede representar:
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™ |

f(2) no existe

Como se puede apreciar la funcion f(x) es discontinua por que en x=2 la imagen f(2)
no existe; es decir que la primera condicion de continuidad no cumple.

b) Para ii) donde el limite debe existir:
f(z) ]r sfx=2
Sea la funcion: A )=
L kxz2

Graficamente se puede representar:

Fh

w

[ lim f(x)=4

'l | lim f{x}

Para determinar que el limite existe, se debe calcular usando los limites laterales,
graficamente podemos ver que:

»  Limite por la izquierda:
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im fix)=lmx"=2"=4

Limite por la derecha:

im fix)=lim2=2

como los limites anteriores son diferentes, es decir:
lim fix)=4=22=lim f{x)
Podemos afirmar luego, no existe ﬁ"] f1x), Por tanto la funcién no es continua
en x=2.

c) Para iii) donde el limite no existe:

¥ x<cd

.y P T 1 PRS-, |
Seala funcion: fix)=+3 sl x=12
-

| o |

Graficamente se puede representar:

| Iinll_.l"[ ¥)=1
i __::_:_,:_-'__,--"‘1- .

i

[
|

Primero utilizando los limites laterales podemos determinar que el limite existe,
puesto que:

hm fix)=1=1=hm f{x) = hm f{x)=1

Por otro lado, la imagen de x=1 es f(1)=3

Pero, la funcion es discontinua, porque en x=1 no coincide la imagen con el limite,
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es decir:

ity fF{x)=1=3= fil}

2.2 Calculo de continuidad

1. Dada la funcion.

Sr—3 _ 5f x=]

1 51 r=l

Determinar si la funcion es continua en el punto x=1.

Solucion:

Realizando el calculo de continuidad, utilizando las tres condiciones:
i) Determinando la imagen:

De la definicion de la funcién: si x=1 cumple (1)1

ii) Determinando el limite:

Para averiguar si el liim ['{ ] existe, se debe hacer el calculo usando los limites
laterales, pero en este caso como no hay aproximaciones por la derecha o por la izquierda,
se tiene directamente:

im fix)=lim3x=3=51)=-3=2
iii) Determinado si el limite es igual a la imagen:

lim fix)=2=el=f()

Por tanto como no cumple la condicion iii), se indica que la funcién no es continua
en x=1.
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2. Dada la funcién.

l—x* ., 5 x=<1]
Six)ymg] . 5f xml
I-lel ., 51 x>1

Determinar si la funcién es continua en el punto x=1

Solucion:

Realizando el célculo de continuidad, utilizando las tres condiciones:
i) Determinando la imagen:

De la definicién de la funcion: si x=1 cumple f(1)=1

ii) Determinando el limite:

Para averiguar si el lim f{1h existe, se debe hacer el calculo usando los limites
laterales:

o lim fix)=Iim{l-x")=(1-1"=0

o lim f(x)=lim{1-|x)= lim (1-x)={1-1}=0

Considerando el valor positivo, por que

(x ,xz0
=1

X, x<ll

Luego: Iim f{x)=10
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iii) Determinado si el limite es igual a la imagen:

lim f{x)=0=]

fil)

Por tanto como no cumple la condicion iii), se indica que la funcién no es continua

en x=1.

3. Dada la funcién.

Jix) [
1]

|
{1

Determinar si la funcién es continua en el punto x=-1

Solucién:

p ol A

X

Realizando el calculo de continuidad, utilizando las tres condiciones:

i) Determinando la imagen:

De la definiciéon de la funcion: si x=-1 cumple f(-1)=(-1)2=1

ii) Determinando el limite:

Para averiguar si el lim /{i} existe, se debe hacer el célculo usando los limites

laterales:

. Il_n] fix)= lim (I :_'..'i]-—ln_m[h_a:lf[h[ 1})=0

M Ii|1] fix) |||11|:.1"':| i |||'-
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Luego: lim {1x) no existe

iii) Determinado si el limite es igual a la imagen:
lim f{x)= f{=])

Por tanto como no cumple la condicién ii), se indica que la funcién no es continua
en x=-1.

Graficamente:

4. Dada la funcién.

; ]'r , 5 12z =]
JIXx)} =1
[ si x<=|

bt

Determinar si la funcion es continua en el punto x=-1

Solucién:

Realizando el céalculo de continuidad, utilizando las tres condiciones:
i) Determinando la imagen:

De la definicion de la funcion: si x=-1 cumple f(-1)=(-1)?=1

ii) Determinando el limite:

Para averiguar si el lim f{x] existe, se debe hacer el calculo usando los limites
laterales:
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o lim fix)= lim [I-|g)= lim (14 x)=({1+(-1))=0
o lim fx)= lim (¥ |=( 1} =1

Luego: lim {1}k no existe
iii) Determinado si el limite es igual a la imagen:
lim fix)= f{-1)

Por tanto, como no cumple la condicién ii), se indica que la funcién no es continua
en x=-1.

5. Dada la funcién.

¥4 2 L] ZE X |
f{xl I 5 =l=x=l
=X LY | ¥ 52

Determinar si la funcion es continua en los puntos x=-1 y x=1

Solucién:

a) Realizando el calculo de continuidad para x=-1, utilizando las tres condiciones:
i) Determinando la imagen:

De la definicion de la funcién: si x=-1 cumple f(-1)=x+2=(-1)+2=1

ii) Determinando el limite:

Para averiguar si el lim /{x} existe, se debe hacer el calculo usando los limites

laterales:

¢ hm fi{x)= lim (x+2)={(=1)+2]=1

* !Iirr_'r fxi=lm{l]=1

Luego: lim fix)=1 existe.

iii) Determinado si el limite es igual a la imagen:
im f{x)=1=1= f{-1}

Por tanto, como cumple las tres condiciones, se indica que la funcién es continua
en x=-1.
b) Realizando el calculo de continuidad para x=1, utilizando las tres condiciones:

i) Determinando la imagen:
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De la definicién de la funcion: si x=1 cumple f(1)=2-x=2-(1)=1
ii) Determinando el limite:

Para averiguar si el lim i1} existe, se debe hacer el calculo usando los limites
laterales:

o Im fix)=hmi{l)=]

e hm fix)=lm{l-x]={l=])=]

Luego: lim f{x] =1 existe.

iii) Determinado si el limite es igual a la imagen:

Como Iin] fixi=1=1= f(l}

Por tanto, como cumple las tres condiciones, se indica que la funcién es continua
en x=1.

Graficamente:

L
(e

6. Dada la funcion.

| Csf =32x<l)
fix)m{x=1l & Qcxc?
la-x' s 2<x<2f3

Determinar si la funcion es continua en los puntos x=0 y x=2
Solucién:

a) Realizando el céalculo de continuidad para x=0, utilizando las tres condiciones:
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i) Determinando la imagen:

De la definicion de la funcion: si x=0 cumple f(0)=-1

ii) Determinando el limite:

Para averiguar si el lim [{x} existe, se debe hacer el calculo usando los limites

laterales:

& lim S(x)= lim (=1} |
pre=

« hm f{xh= hm[x-1] |

Luego: lim fii)=~I existe.

iii) Determinado si el limite es igual a la imagen:

lim f{x) | | = (i)

Por tanto, como cumple las tres condiciones, se indica que la funcién es continua
en x=0.

b) Realizando el célculo de continuidad para x=2, utilizando las tres condiciones:

i) Determinando la imagen:

De la definicion de la funcion: si x=2 cumple f(2)=5-x2=5-(2)%=1

ii) Determinando el limite:

Para averiguar si el lim /| x) existe, se debe hacer el célculo usando los limites

laterales:
¢ hm fix)=lm|x=1)={2=1)=]
o hm fi{x)= lim|5=x")|=({5=4]=]

Luego: hm fixh=1 existe.

iii) Determinado si el limite es igual a la imagen:

Como lim fix)=1=1= f(I)

Por tanto, como cumple las tres condiciones, se indica que la funcién es continua
en x=2.

Gréficamente:
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7. Dada la funcién:

r-3x-4
fix)= =4
L , 5 x=d

PR T [ -t

Verifique si es posible determinar un niumero L para que la funcién f(x) sea continua.
Solucién:

Realizando el célculo de continuidad, utilizando las tres condiciones:

i) Determinando la imagen:

De la definicion de la funciéon f(4)=L debe de existir.

ii) Determinando el limite:

el lim /(x) existe, usando los limites laterales:

- | ¥ =3x-4]
o lim fixp= lim | |
s B r—+4" | ¥ 4 !
fr=4fx+]
= lim - I :I=|.ill'||.1+||-=.‘-l
4 |:|_- | -+ "
s |im Fixh= lim . B e |
-'- #4701 r—d .'
y=4j{x=*1
-Iml:—HL I=I|m||.'|-ll=-"-
T} i — ad
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Luego: lim f{x)=3 existe
iii) Determinado si el limite es igual a la imagen: Verificado la Gltima condicién,

para que sea continua:
Ii1.r! Mxy= f{d)

=1
Por tanto para que sea continua en x=4 debe cumplir L=5.

8. Dada la funcién:

¢ .5 x>0
flixy=ql=x" , 5 x<0
i 5i x =1
Verifique si es posible determinar un nimero L para que la funcion f(x) sea continua.

Solucién:
Antes de realizar las condiciones de continuidad, tendremos que representar a la

funcién valor absoluto dentro de su dominio adecuado:
Por definicion:
. sixzll
|=x, six<0

Luego, la nueva funcion queda definido como:

x L8l x>0
Fix)=41-x" ,5ix=<0
. _six=10
Realizando el célculo de continuidad, utilizando las tres condiciones, para x=0:
i) Determinando la imagen:
De la definicion de la funcién f(0)=L debe de existir.
ii) Determinando el limite:

el lim ['1.x} existe, usando los limites laterales:

s lim fix)=lim|l-x")=I

«  |lim fix)= lim(x)=10

Continuidad de funciones




Luego: |_I1ll_ fixy A

iii) Determinado si el limite es igual a la imagen: Verificado la Gltima condicién,
para que sea continua:

Como hm fix] A yademas f(0)=L.

Por tanto, la funcién f(x); no es continua en x=0.

Continuidad de funciones m
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