





Editora chefe
Prof? Dr® Antonella Carvalho de Oliveira
Editora executiva
Natalia Oliveira
Assistente editorial
Flavia Roberta Bardo
Bibliotecaria
Janaina Ramos
Projeto grafico
Camila Alves de Cremo
Daphynny Pamplona
Gabriel Motomu Teshima 2021 by Atena Editora
Luiza Alves Batista  Copyright © Atena Editora
Natalia Sandrini de Azevedo Copyright do texto © 2021 Os autores
Imagens da capa Copyright da edicao © 2021 Atena Editora
iStock Direitos para esta edicdo cedidos a Atena
Edicdo de arte  Editora pelos autores.
Luiza Alves Batista Open access publication by Atena Editora

Todo o contelido deste livro esta licenciado sob uma Licenca de Atribuicdo
@ Creative  Commons.  Atribuicao-Nao-Comercial-NaoDerivativos 4.0

Internacional (CC BY-NC-ND 4.0).

0 conteldo do texto e seus dados em sua forma, correcao e confiabilidade sdo de responsabilidade
exclusiva da autora, inclusive nao representam necessariamente a posigao oficial da Atena Editora.
Permitido o download da obra e o compartilhamento desde que sejam atribuidos créditos a autora,
mas sem a possibilidade de altera-la de nenhuma forma ou utiliza-la para fins comerciais.

Todos os manuscritos foram previamente submetidos a avaliacdo cega pelos pares, membros do
Conselho Editorial desta Editora, tendo sido aprovados para a publicagdo com base em critérios de
neutralidade e imparcialidade académica.

A Atena Editora é comprometida em garantir a integridade editorial em todas as etapas do processo
de publicacado, evitando plagio, dados ou resultados fraudulentos e impedindo que interesses
financeiros comprometam os padrdes éticos da publicacdo. SituagOes suspeitas de ma conduta
cientifica serdo investigadas sob o mais alto padrao de rigor académico e ético.

Conselho Editorial

Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias

Prof. Dr. Adélio Alcino Sampaio Castro Machado - Universidade do Porto

ProF@ Dr® Ana Grasielle Dionisio Corréa - Universidade Presbiteriana Mackenzie

Prof. Dr. Carlos Eduardo Sanches de Andrade - Universidade Federal de Goias

Prof® Dr® Carmen Lucia Voigt - Universidade Norte do Parana

Prof. Dr. Cleiseano Emanuel da Silva Paniagua - Instituto Federal de Educacéao, Ciéncia e Tecnologia de Goias
Prof. Dr. Douglas Goncalves da Silva - Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia

Prof. Dr. Eloi Rufato Junior - Universidade Tecnolégica Federal do Parana


https://www.edocbrasil.com.br/
http://lattes.cnpq.br/4403141053026782
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4138613J6
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4276371U0
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4257027Z4&tokenCaptchar=03AOLTBLRQwYrpUQNUiVQs5GKnu0UEeohCfS4gh6VQg4m9OCJBJGP1ipscv6rWqdQAm2ekIryWPICw4nrsj8zRvhV4KOCu_O7fKg8x16A4Q0frQhC4eXdGXjdlfaKY5_iCNOSxZdXwJf6mvSt7LxNHGYgrH3nvQ2GW02NNUnMijTh0P3XD2EKSRa6CPw-zJpSyX79my81mz0XfDpmLx1gKrLlyJOkZoxVmwZiB8Ef2UhunxkIromTYDmWKj1WB7amYH6FeKqP2g_CrxeS9rrMUCSa_TBvxDeuCGoS639pvbI96P_J6DrHpqui_qr2lwFwRESn0FURO5I0vvaS_eoBsIw0NpHkYMlacZ3AG5LBQ6dZCocE8fSPnNTEYLZ920AIxxvFsOztg4UlnlCxNtyQAlLK8yuUExFbn4w
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4220017Y9
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4138744E2
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4798868A0

Prof® Dr® Erica de Melo Azevedo - Instituto Federal do Rio de Janeiro

Prof. Dr. Fabricio Menezes Ramos - Instituto Federal do Para

Prof® Dra. Jéssica Verger Nardeli - Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho
Prof. Dr. Juliano Carlo Rufino de Freitas - Universidade Federal de Campina Grande

Prof? Dr? Luciana do Nascimento Mendes - Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do
Norte

Prof. Dr. Marcelo Marques - Universidade Estadual de Maringa

Prof. Dr. Marco Aurélio Kistemann Junior - Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof® Dr® Neiva Maria de Almeida - Universidade Federal da Paraiba

Prof® Dr® Natiéli Piovesan - Instituto Federal do Rio Grande do Norte

Prof® Dr® Priscila Tessmer Scaglioni - Universidade Federal de Pelotas

Prof. Dr. Sidney Gongalo de Lima - Universidade Federal do Piaui

Prof. Dr. Takeshy Tachizawa - Faculdade de Campo Limpo Paulista


http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4252050Z6&tokenCaptchar=03AGdBq26OwUjfczJgpok-DhR78-_tg8mCtuc_kzOdu3fww-XkFeIGpZcxeQYR_lQjlru2zoBp9MaSwp6X-5o2KOEi_vtmcyIPkAOaR-MapG54dWG6zdfo1Am2FWOz1PLOuLmRiuW47XqJnozK7mGtmFri7W6RDjlyxm9gEHId_EG1bhArFgeqBA610tCpbHN9QsbtXAhrYqZkvRe4_gd77e_huLOm8x9zsu0tW2qJ6W6D8Y2GP66SDaz1Yh_QKnR8_TZlh9QtcC-OTeKPi3NB06bIFQNdSxHwLmb5B3ZYCiJ3k4p2cpPl6LkeIreU92cL5nLWqC2yOkPsupmW8RZR8Q0lkAleKMY9Hd3XlmAITir63s6d95SHqdoLA75owrR0nma3vrXxQgT9pkc1QvdCr5-B9vQupl7AAg
http://lattes.cnpq.br/0245575611603731
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4463907J8
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4759660E9
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4760729J2
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4760729J2
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4751834Y8
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4537856E4&tokenCaptchar=03AGdBq25h8s4ah6wRNPrjprU34aYFel02dUO8rCfIm5Dqn0zx7x-SOFz8S9Cgi7nVgAOr9BtH4aO4sfkQ-E5jfY7GGAva11Lj54I5Ks81P3cOKDsR2L2bC57MFAdyQ5zkxGhYmdwiH1Ou1aKVPQsQ-PHWu6MVpgVCz4wNpL0wxSE9sCtO3vobB1j0oPGwrvE0YgAfmI2B_4HS3daHhCIVe74EBkUincgIXr2ekTFY3_lGSr3lm2KDnZynPE4OjNXYPSdvAEMZn443NnoKDEpMTl5pYsZYSymhhw9DVjloXcM_aE0VtRXDPCUpoOIFJGXMdh10Ys_CK3XixwjCY1n7Ui_aNUS2NhnIIhrRjabALTJgmg92Tgek1-ZOcY3yQBLsFnK7Rni2elPkXUm_qcZsnSgtUk6FDRiR34B6DWhPSaV96tv8YL8hB3ZFss4gR3HdF6M-vS7-mzr5mrLAbFhYX3q-SMLqRVsBYw
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4235887A8
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4465502U4
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4465502U4
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4794831E6
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?id=K4425040A8

Métodos computacionais de otimizagao

Diagramacao:
Corregao:
Indexagao:
Reviséo:
Autora:

Natalia Sandrini de Azevedo
Maiara Ferreira

Amanda Kelly da Costa Veiga
Os autores

Bruna Alves Ferraz

Dados Internacionais de Catalogagé@o na Publicagao (CIP)

F381 Ferraz, Bruna Alves

Métodos computacionais de otimizagdo / Bruna Alves
Ferraz. - Ponta Grossa - PR: Atena, 2021.

Formato: PDF

Requisitos de sistema: Adobe Acrobat Reader
Modo de acesso: World Wide Web

Inclui bibliografia

ISBN 978-65-5983-783-0
DOI: https://doi.org/10.22533/at.ed.830211012

1. Computagao. 2. Otimizagao irrestrita. 3. Métodos de
otimizacdo. 4. Convergéncia. I. Ferraz, Bruna Alves. Il. Titulo.

CDD 004

Elaborado por Bibliotecaria Janaina Ramos - CRB-8/9166

Atena Editora

Ponta Grossa - Parana - Brasil
Telefone: +55 (42) 3323-5493

www.atenaeditora.com.br
contato@atenaeditora.com.br



http://www.atenaeditora.com.br/

DECLARACAO DA AUTORA

A autora desta obra: 1. Atesta nao possuir qualquer interesse comercial que constitua um conflito de
interesses em relagdo ao artigo cientifico publicado; 2. Declara que participou ativamente da
construcao dos respectivos manuscritos, preferencialmente na: a) Concepcao do estudo, e/ou
aquisi¢ao de dados, e/ou anadlise e interpretacao de dados; b) Elaboragao do artigo ou revisao com
vistas a tornar o material intelectualmente relevante; c) Aprovagao final do manuscrito para
submissao.; 3. Certifica que o texto publicado estd completamente isento de dados e/ou resultados
fraudulentos; 4. Confirma a citacao e a referéncia correta de todos os dados e de interpretacoes de
dados de outras pesquisas; 5. Reconhece ter informado todas as fontes de financiamento recebidas
para a consecugao da pesquisa; 6. Autoriza a edigdo da obra, que incluem os registros de ficha
catalogréfica, ISBN, DOI e demais indexadores, projeto visual e criagdo de capa, diagramacao de

miolo, assim como langcamento e divulgacdo da mesma conforme critérios da Atena Editora.



DECLARAGAO DA EDITORA

A Atena Editora declara, para os devidos fins de direito, que: 1. A presente publicagao constitui apenas
transferéncia temporaria dos direitos autorais, direito sobre a publicacao, inclusive ndo constitui
responsabilidade solidaria na criacao dos manuscritos publicados, nos termos previstos na Lei sobre
direitos autorais (Lei 9610/98), no art. 184 do Cdédigo Penal e no art. 927 do Cddigo Civil; 2. Autoriza
e incentiva os autores a assinarem contratos com repositorios institucionais, com fins exclusivos de
divulgagao da obra, desde que com o devido reconhecimento de autoria e edicao e sem qualquer
finalidade comercial; 3. Todos os e-book sao open access, desta forma nao os comercializa em seu
site, sites parceiros, plataformas de e-commerce, ou qualquer outro meio virtual ou fisico, portanto,
esta isenta de repasses de direitos autorais aos autores; 4. Todos os membros do conselho editorial
sdo doutores e vinculados a instituicdes de ensino superior publicas, conforme recomendacgao da
CAPES para obtenc¢ao do Qualis livro; 5. Nao cede, comercializa ou autoriza a utilizacdo dos nomes e
e-mails dos autores, bem como nenhum outro dado dos mesmos, para qualquer finalidade que nao o

escopo da divulgacao desta obra.



As Leis do Universo, as quais me trouxeram até aqui.



AGRADECIMENTOS

Agradeco aos meus familiares pela compreenséo e apoio durante a minha transigéo
profissional. Agrade¢o aos professores do Departamento de Matematica da Unesp Rio
Claro, pela didatica, pelo incentivo e acolhimento; em especial & minha orientadora, Suzete
Maria Silva Afonso, pela paciéncia e disposi¢do em esclarecer minhas infinitas duvidas.



SUMARIO

] S T 1
L = S I 7 O 2
INTRODUGAO.......cocureecuseseasesssessssesssssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssnssssnssssnsssens 3
11 PRELIMINARES........c oot sessss s s s ss s s s ssssmsssmss s sss e 5
1.1 Convergéncia de SEQUENCIAS .........ccceouiieriiieieiesee ettt 5
1.2 Ordem de CONVEIGENCIA ........ccoiuiiiiiiiiiiieie e s 9
1.3 Revisdo de conceitos e resultados da Algebra LINear..............ccocueveeveeueeueeeeeeceresereeseensnes 11
1.4 Mais alguns conceitos e resultados importantes de Analise N0 R™.........ccccovveevveiveienenne 12
2| INTRODUGAO A OTIMIZAGAO........cuuuermerserssesssssssesssssssssssesssssssssssssssssssssssses 15
31 METODO DE CAUCHY.......omimmmusmmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 18
BT AIGOMIMO ...t r e 18
3.2 CONVEIGENCIA......cueiiiiiieeie e s s e s n e 20
3.3 Velocidade de CONVEIGENCIA........ccueiuiruiruirierieniieieeie ettt bbb 20
41 METODO DE NEWTON......couomrcucureureasessssssesesessessssssssssessessessssssssssssssssssssssasens 24
4.1 Método de Newton para resolugéo de equagles.............ccoooiiiiiieriecic i 24
4.2 Método de Newton para otimizagao imeStrita.........cccerereriririreeee e 25
LI (o ] 1111 TP 25
N @70 01V =T g0 [T o o7 WP 27
5| METODO DA SEGAO AUREA ..........ocreurereneressessessesessssssessessessessssssssssseaseasens 31
5.1 AIGOMTEMO .t r e 36
Lo I2 A 07010 1V/=T g0 =T o o7 - TSP 39
5.3 Velocidade de CONVEIGENCIa..........ccuvuiriiiriiieieee e e 41
L0700 U= 1 o 43
REFERENCIAS .......couieuersssssssssesssssssssssssssss s sssssssss st sssassssssss st ssssssssssssssssaass 44

SOBRE A AUTORA.......cccrmmimmmnnsssisn s s s s s ssss s e msms s nnas 45




RESUMO

Neste trabalho discutiremos alguns métodos classicos para otimizagéao irrestrita, a saber o
Método de Cauchy e o Método de Newton, e analisaremos a convergéncia desses métodos.
Veremos que o Método de Cauchy, que faz a cada iteragdo uma busca unidirecional na
direcdo de méaxima descida, ou seja, na direcdo oposta ao gradiente, tem convergéncia
linear. O método de Newton, por outro lado, minimiza, em cada iteragédo, a aproximagéo
quadratica da funcao objetivo. Nos métodos de busca unidirecional € preciso minimizar uma
funcéo a partir de um certo ponto, segundo uma dire¢cdo dada, que é a direcéo de busca.
Por essa razdo, estudaremos o Método da Secéo Aurea, que fornece uma minimizagéo
exata de uma funcéo real de uma variavel real.

PALAVRAS-CHAVE: Otimizagéo Irrestrita, Métodos de Otimizagéo, Convergéncia.




ABSTRACT

In this work we will discuss some classic methods for unrestricted optimization, namely
the Cauchy Method and Newton’s Method, and we will analyze the conver- gence of those
methods. We will see that the Cauchy Method, that realizes on each iteration a unidirectional
search in the direction of maximum descent, that is, in the direction opposite to the gradient,
has linear convergence. The Newton Method, on the other hand, minimizes, in each iteration,
the quadratic approximation of the objective function. In unidirectional search methods,
one must minimize a function from a certain point in a given direction, which is the search
direction. For that reason, we will study the Golden Section Method, which provides the
exact minimization of a real function of a real variable.

KEYWORDS: Unrestricted Optimization, Optimization Methods, Convergence.



INTRODUCAO

Problemas reais em diversas areas podem ser formulados matematicamente,
dentre os quais: corte de barras e chapas, diagnéstico de doengas, minimizagéo de custo e
maximizacao de lucro. Esses dois ultimos dizem respeito a otimizagéo, ou seja, encontrar
pontos de minimo e maximo de uma funcéo real. Neste trabalho abordaremos alguns
métodos classicos de otimizacdo irrestrita, tais como: Cauchy, Newton e Secdo Aurea. Em
otimizagéo, a solugdo de um problema de minimizar uma fung¢éo é obtida por meio de um
processo iterativo. Consideramos um ponto inicial X,, obtemos um ponto melhor x,, isto é,
que diminui o valor da funcéo objetivo e repetimos o processo gerando uma sequéncia na

qual a fungéo objetivo decresce.

Pode-se dizer que existem trés aspectos pertinentes aos métodos de otimizacdo. O
primeiro consiste na criagdo do algoritmo propriamente dito, o qual deve levar em conta a
estrutura do problema e as propriedades satisfeitas pelas solugbes, entre outras coisas. O
segundo aspecto se refere as sequéncias geradas pelo algoritmo, onde a principal questao
€ saber se tais sequéncias realmente convergem para uma solugéo do problema. O terceiro
ponto a ser considerado é a velocidade com que a sequéncia converge para uma solugéo;
ndo basta que essa sequéncia seja convergente, &€ necesséario que uma aproximagédo do
limite possa ser obtida em um tempo razoavel. Dessa forma, bons algoritmos séo os que
geram sequéncias que convergem rapidamente para uma solucgéo.

Uma forma geral de construir um algoritmo consiste em escolher, a partir de cada
ponto obtido, uma diregédo para dar o proximo passo. A diregdo escolhida no Algoritmo de
Cauchy € a oposta ao gradiente, pois essa € a de maior decrescimento da fungédo. Ja o
Algoritmo de Newton, minimiza, em cada iteragdo, a aproximagao quadratica da fungcéo
objetivo. Quando a direcdo de busca ja € dada e precisamos minimizar uma fungéo a partir
de um certo ponto, segundo essa diregdo, recaimos em um problema de minimizar uma
funcédo real de apenas uma variavel. Um dos métodos que pode ser usado para resolver
esse problema é o Método da Secéo Aurea, que faz a minimizagéo exata dessa funcdo. Os
trés métodos mencionados serdo objeto de estudo deste trabalho.

O texto esta organizado da seguinte forma: inicialmente, revisitaremos resultados e
conceitos importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Entao, antes de entrarmos no
assunto “otimizagao”, teremos um capitulo com os seguintes apontamentos: convergéncia
de sequéncias, ordem de convergéncia, conceitos e resultados de Algebra Linear e Analise
no R". Em seguida, um problema de otimizacgéo irrestrita é formalizado, destacando a
condicdo necesséria de 12 ordem, na qual um ponto pode ser candidato a minimizador
local. Esse capitulo destaca a necessidade de se aplicar um método iterativo para escolher
a diregédo de descida da fungéo, assim como, o tamanho do passo. Os demais capitulos
apresentam os Métodos de Cauchy, de Newton e da Secdo Aurea, seus algoritmos,
exemplos e suas convergéncias.



No final do trabalho, concluimos as respostas que cada método forneceu, seus
comportamentos em relacdo as velocidades de convergéncia, comparando o Algoritmo de
Newton com o de Cauchy e destacando a particularidade do valor de convergéncia do
método de busca exata, o da Secéo Aurea.



11 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos uma breve revisdo sobre conceitos e resultados
béasicosde AnalisenoR" e Algebra Linear. Exporemos resultados, muitos sem demonstracéo,
que serdo relevantes ao longo do trabalho. As principais referéncias utilizadas para a
confeccéo deste capitulo foram [3], [4] e [7].

Consideraremos o espaco euclidiano R" munido de uma norma IL.11.

1.1 CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS

Definicao 1.1. Uma sequéncia em R" é uma aplicacdo x: N - R" que associa a cada

k € Num vetor x € R". Denotaremos uma sequéncia por (x,),., ou simplesmente por (x,).

ken’
Por conveniéncia, consideraremos N ={0,1,2,3,...}.

Defini¢éo 1.2. Um nimero real "a" é dito limite de uma sequéncia (x,), quando, para
todo £ > 0 dado, é possivel obter k € N tal que

kz2k - llx -all<e

Neste caso, dizemos que (x,) € convergente e converge para "a", e escrevemos

lim, x, =aoulim_.x =aoux - a.

Pela Definigéo 1.2, o ponto a € R" é o limite da sequéncia (x,) se, para cada € >0, 0
conjunto N, ={k € N: lIx, - a ll= €} é finito, ou seja, fora da bola B(a,e) ={x € R lIx - a ll <

€} s6 poderéo estar, no maximo, os termos x,,X,, ..., X;_,.

Definicédo 1.3. Dada uma sequéncia (x,), chamaremos de subsequéncia de (x,) a
toda restricdo da fungdo que define (x,) a um conjunto infinito N '= {k k..., k,...} ¢ N.

Escreveremos (X,

k)keN, ou (x,).. ou simplesmente (x,), em que (k). € uma sequéncia

ieN

crescente de numeros inteiros positivos, para denotar uma subsequéncia de (x,). Note que
k ziparatodoi€ N .

Teorema 1.4. Se uma sequéncia (x,) converge para um limite a, entdo toda
subsequéncia (x,) também converge para a.

Demonstracdo. Dado ¢ > 0 existe k tal que, para todo k = k, tem-se I/ x -all<e.
Sendo assim, dado i = 7(, temos k, 2 k; = k. Por conseguinte, Il x,,-a ll <e. O

O limite de uma subsequéncia (x,) é chamado valor de aderéncia ou ponto de

acumulagdo da sequéncia (x,) .

Pelo Teorema 1.4, se uma sequéncia possui dois pontos de acumulacgéo, entao ela

néo é convergente. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 1.5. Considere a sequéncia x, = (-1)¢ +

11 Preliminares _



Para k = 2i, com i ¢ N, temos x, -~ 1 e, parak =2i + 1, comie N, temos x, - -1,
conforme se pode observar na Figura 1.1.

Figura 1.1: Termos da sequéncia na reta.

Temos, pois, que essa sequéncia tem dois pontos de acumulagédo e, portanto, ndo
é convergente.

Exemplo 1.6. Seja (x,) uma sequéncia em R. Se x, -~ a > 0 entéo existe ke N tal
que, para k = k, tem-se x, =°/,

Com efeito, para e =/, existe k tal que, para k = k, tem-se | x, -al </, Entdo, para
k = k, tem-se

ou seja,

de onde segue que x, >¢/,, conforme a Figura 1.2.

Figura 1.2:Termos da sequéncia (x,) na reta.

Defini¢édo 1.7. Uma sequéncia (x,) c R" é limitada quando o conjunto formado pelos
seus elementos é limitado, ou seja, quando existe um numero real M > 0 tal que Il x Il < M
para todo ke N.

Definicdo 1.8. Seja (x,) C R" uma sequéncia limitada. Definimos o limite inferior
da sequéncia (x,) como seu menor ponto de acumulagdo e o denotamos por lim inf
(x,). Analogamente, definimos o limite superior da sequéncia como seu maior ponto de
acumulagdo e o denotamos por limsup (x,).

11 Preliminares _



A seguir enunciaremos alguns resultados importantes da analise de convergéncia
de sequéncias. Para verificar as provas desses resultados, sugerimos ao leitor que consulte
a referéncia [4].

Teorema 1.9. Toda sequéncia (x,) C R" convergente ¢ limitada.
Demonstragdo. Seja (x,) uma sequéncia convergente. Digamos que lim,_ a, = a.
Entdo, dado € = 1, existe k, e N tal que Il x _-all < 1 para todo k >k,

Ser=max{1,lIx, -al,lix,-al,.., Ix,-al} entdo I x_-all<r paratodoke N, ou
seja, Ix, l=r+llall paratodo k e N, de onde segue que (x,) € limitada. O

Teorema 1.10. Toda sequéncia (x,) C R mondtona e limitada & convergente.

Demonstragéo. Seja (x,) uma sequéncia monotona e limitada. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que (x,) seja ndo decrescente. Entéo, x, sx, =X, <... =X, <-. Como
(x,) é limitada, o conjunto X = {x,,X,,X;, ..., X, ...} POssui supremo. Digamos que sup X =a
. Dado qualquer € > 0, temos a - € < a. Pela definicdo de supremo, existe algum k; ¢ N tal
que a-e<x,. Como x, < a para todo k ¢ N, vemos que

kzk,-a-e<x,_sx <sa<a+e
0

uma vez que (x,) é ndo decrescente. Dai, concluimos que x, - Q. d

As demonstracdes dos proximos resultados, Teorema 1.11 e Teorema 1.12, podem
ser encontradas na pagina 17 da referéncia [4].

Teorema 1.11. Uma sequéncia limitada em R" é convergente se, e somente se,
possui um Unico ponto de acumulagéo.

Teorema 1.12 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R" possui uma

subsequéncia convergente.

Teorema 1.13. Uma sequéncia monétona (x,) c R é limitada se, e somente se,
possui uma subsequéncia limitada.

Demonstracédo. E claro que se (x,) € limitada, entéo qualquer subsequéncia de (x,)
também é limitada. Reciprocamente, suponhamos que (x,) seja uma sequéncia monotona

ndo decrescente e (x

Den: SEJ@ UMa subsequéncia limitada de (x,), ou seja, existe uma

K’
constante M > 0 tal que x', <M para todo k'e N'. Como N' & ilimitado, dado ke N, existe

k'e N' tal que k'> k. Como (x,) € n&o decrescente, obtemos

Dessa forma, podemos concluir que x, < x, = M para todo k ¢ N, ou seja, (x,) é
limitada. O
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Teorema1.14. Se(x,) c R & uma sequéncia monétona que possui uma subsequéncia

(X)), CONvergente, digamos , entdo x, - a.

Demonstragéo. Seja (x,) uma sequéncia monotona que possui uma subsequéncia
(X)), CONvergente. Pelo Teorema 1.13, (x,) é limitada porque possui uma subsequéncia
convergente e, portanto, limitada (veja o Teorema 1.9). E, pelo Teorema 1.10, segue que
(x,) é convergente. O

Teorema 1.15 (Teorema do Confronto). Sejam (x,), (v,) e (z,) sequéncias em R. Se

X sy sz paratodokeN,x, - aez - q,entdoy, - q.

Demonstraggo. Seja € >0 arbitrario. Como x, - q, existe k, =k, (€) ¢ N tal que

kzk, ~a-e<x <a+e. (1.1)

De forma analoga, como z, - a, existe k, = k,(€) ¢ N tal que

kzk,~a-e<z <a+e (1.2)

Seja k, = max{k,,k,}. Pela hipotese, por (1.1) e (1.2), obtemos

kzk ~a-e<x sy, sz <a+€-0-£<y,<a+¢
Logo,y, - a. OJ
O proximo exemplo pode ser encontrado, com mais detalhes, na referéncia [6].

Exemplo 1.16. Considere a sequénciar, = , k= 0em que os a's s&o os termos

da sequéncia {1,1,2,3,5,8,13,21,...}. A sequéncia (r,) é dada por:

Por meio do grafico abaixo (Figura 1.3) em que o eixo horizontal indica os termos
a, e o eixo vertical indica os respectivos valores de r,, pode-se perceber que a sequéncia

tende a um valor entre 1.5 e 2.

Figura 1.3: Valores de a, Xr,.
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A sequéncia (r,), k= 0, & dada recursivamente por

Consideremos, agora, as subsequéncias (r,) e (r,, ) de (r,), ou seja, as subsequéncias
de indices pares e impares, respectivamente. E possivel provar por indugdo que (r,) €
crescente e (r, ) € decrescente. E importante observar que (r,) € limitada superiormente
por 2 e (r, ) é limitada inferiormente por 1. Ambas as sequéncias sdo convergentes. Além

2k-1
disso, como satisfazem a mesma relagdo de recorréncia

pode-se concluir que seus limites sdo iguais e, consequentemente, a sequéncia (r,)

converge para esse mesmo limite, que é

O numero r é conhecido como “Numero de Ouro”.

O Numero de Ouro (também conhecido como Razdo Aurea) é representado pela
letra grega phi(¢) em homenagem a Fidias, famoso escultor grego que utilizou a proporgéo
de ouro na construgdo do Partenén, em Atenas. Esse numero irracional (¢ = 1,618...) é
considerado por muitos o simbolo da harmonia. Ele pode ser identificado em muitas obras
de arte, construgdes, objetos e na natureza.

1.2 ORDEM DE CONVERGENCIA

No contexto de otimizacdo, existe outro aspecto importante a ser analisado em

sequéncia: a velocidade de convergéncia. Considere, por exemplo, as sequéncias a seguir:

Todas elas convergem para 0, mas ndo da mesma maneira, conforme se pode

verificar na tabela abaixo.

k X, Y W, z,

0 0,2000 1,0000 1,0000 0,5000

1 0,1667 0,3333 0,5000 0,2500
2 0,1429 0,1111 0,0625 0,0625
3 0,1250 0,0370 1,95-10°% 3,91-10°
4 0,111 0,0123 1,53 -10°% 1,53 -10°%
5 0,1000 0,0041 2,98 - 108 2,33-107
6 0,0909 0,0014 1,46 - 10 5,42 -10%
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Diante disso, é conveniente estabelecer uma maneira de medir a velocidade de
sequéncias convergentes. Considere, entéo, uma sequéncia (x,) C R" que converge para %

e R". Assim, e, = llx_-x Il - 0. O que faremos é avaliar como o erro (e,) tende & 0.

Defini¢ao 1.17. Dizemos que a sequéncia (x,) C R" converge linearmente para X e
R" quando existe uma constante re [0,1) e um nimero k e N tais que

(1.3)
sempre que kK =K.

Vale observar que a condigéo (1.3) implica que x, - X, pois

Ix, -xlsrlx_-xI
0 +p 0

para quaisquerpe N ere[0,1).

Exemplo 1.18. A sequéncia converge para 0, mas ndo linearmente. De
fato:

Exemplo 1.19. A sequéncia converge linearmente para 0, pois

Exemplo 1.20. As sequéncias também convergem linearmente
para 0.

Vejamos agora uma forma mais rapida de convergéncia.

Definicédo 1.21. Asequéncia (x,) C R"” converge superlinearmente para x € R" quando

(1.4)
Veja que a condigéo (1.4) também implica que x, - x.
Note que y, = néo converge superlinearmente. Porém, a sequéncia w, =

converge superlinearmente para 0. Com efeito,

Asequéncia z, = também converge superlinearmente para 0.
Outra forma de convergéncia, ainda mais rapida, sera exposta abaixo.

Defini¢ao 1.22. Suponha que x, - x. A convergéncia é dita quadratica quando existe
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uma constante M > 0, tal que

(1.5)

E importante observar que apenas a condigdo (1.5) ndo implica que X - X

A sequéncia z, = converge quadraticamente para 0, pois,

As demais sequéncias ja exibidas ndo convergem quadraticamente, por exemplo,

Portanto, ndo existe M > 0 tal que =M.

1.3 REVISAO DE CONCEITOS E RESULTADOS DA ALGEBRA LINEAR

Comecaremos esta revisdo com a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, cuja
demonstragédo pode ser encontrada em [3], pagina 169.

Teorema 1.23 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se E é um espago vetorial com

produto interno <,), entdo

Kx,pl< Il xILIl'y Il, para quaisquer x, y € E

emquell x|l = ellyll= . Aigualdade é valida se, e somente se, x e y
séo linearmente dependentes.

A proxima definicdo sera importante para os proximos capitulos.

Definicao 1.24. Seja Ae R™ uma matriz simétrica. Dizemos que A é positiva definida
(respectivamente, negativa definida) quando x™ Ax > 0 (respectivamente, x™ Ax < 0), para
todo x € R"{0}, em que X" é o vetor transposto de x. Tal propriedade é denotada por A >0
(respectivamente, A< 0 ). Se x” Ax = 0 (respectivamente, x" Ax < 0 ), para todo xe R", A sera
dita positiva semidefinida (respectivamente, negativa semidefinida), fato este denotado por

A = 0 (respectivamente, por A < 0).

Cabe salientar que a definicdo geral de positividade de uma matriz ndo exige que

11 Preliminares _



ela seja simétrica. No entanto, no contexto deste trabalho vamos supor a simetria quando
considerarmos matrizes positivas.

Para verificar as demonstragdes dos dois resultados seguintes, sugerimos ao leitor
que consulte a referéncia [3].

Lema 1.25 (Decomposicao de Cholesky). Se Ae R™" é uma matriz simétrica positiva
definida, entdo A pode ser fatorada em um produto GG, em que G € R™ & uma matriz
triangular inferior com elementos diagonais positivos.

Lema 1.26. Se A€ R™ ¢ uma matriz simétrica com N, e A, sendo seu menor e seu
maior autovalor, respectivamente, entdo

A DIx 2= xTAx< A lIx N2,

para todo x € R"

1.4 MAIS ALGUNS CONCEITOS E RESULTADOS IMPORTANTES DE ANALISE
NO R"

Definicao 1.27. Dada uma funcéo vetorial de varias variaveis reais diferenciavel F:
R™ - R", com F(X) = (f (X), ..., f (X)) para X € R™, a representacdo matricial de sua derivada
é denominada matriz Jacobiana de F e é definida como sendo:

Definicao 1.28. Dada uma funcéo real de varias variaveis,f: R" » R, duas vezes
diferenciavel, a matriz Jacobiana (derivada) do gradiente de f (que é uma fungdo vetorial)
é denominada matriz Hessiana de f. Assim,

Vf, denominado vetor gradiente de f, é o vetor cujas componentes sdo as derivadas
parciais de f, ou seja, Vf = . Em notacdo matricial, temos
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Definicao 1.29. Seja f: R" - R uma func&o real de n variaveis. ConsidereaeR" e u
e R" um vetor com llu Il = 1. A derivada direcional de f no ponto a, na direcéo u, é

se esse limite existir.

A Desigualdade do Valor Médio, que sera bastante util em alguns resultados do
Capitulo 4, pode ser encontrada na referéncia [4], pagina 263.

Teorema 1.30 (Desigualdade do Valor Médio). Seja U c R" um conjunto aberto e
convexo. Se f: U - R é diferenciavel e Il J f(x) Il < B para todo x e U, entao f é lipschitziana,
comllf (x)-f(y) I<B . lIx-yll para quaisquer x,y € U.

Definicao 1.31. Seja f : R" — R uma fungéo diferenciavel. Dizemos que a € R" é um
ponto critico ou estacionario de f quando Vf(a) = 0.

Definicao 1.32. Segja f: R" — R uma fungéo diferenciavel. Dizemos que f tem um

maximo (respectivamente, um minimo) local em a € R" quando existe d > 0 tal que

Ivil<d - f (a+V) =< f (a) (respectivamente, f (a) < f (a + V)).

A demonstragdo do proximo resultado pode ser verificada na referéncia [4], pagina
158.

Teorema 1.33. Sgjam f: R" . R uma fungdo duas vezes diferenciavel no ponto
critico a e R" e V2f (a) a forma quadratica Hessiana de f no ponto a.

. Se Vf(a) é positiva, entdo a é um ponto de minimo local;
Il.  Se VBf(a) é negativa, entdo a é um ponto de maximo local;

lll.  Se VBf(a) ndo é positiva, nem negativa, entdo a ndo é ponto de minimo local,
nem ponto de maximo local.

Definicao 1.34. Seja C c R" um conjunto convexo. Dizemos que a fungdo f:R" - R
é convexa em C quando

FA-Yx+ty) =(1-1) f() +tf(y),
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para todos x,y e C e te [0,1].

Geometricamente, podemos dizer que qualquer arco no grafico de uma funcéo
convexa esta sempre abaixo do segmento que liga as extremidades. Veja na Figura 1.4
uma fungdo convexa e outra ndo convexa.

Figura 1.4: Funcdes convexa e ndo convexa.

No préximo capitulo, formalizaremos um problema de otimizacéo irrestrita, tendo

como base as referéncias [2] e [7].
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21 INTRODUGAO A OTIMIZAGAO

Formalmente, um problema de otimizagao irrestrita pode ser escrito como

minimizar f (x) (2.1)

sujeito a x e R"

em que a funcdo f: R" - R, denominada fungdo objetivo, é de classe C'. Ao
considerar tal problema, o objetivo é determinar minimizadores locais de f.

Defini¢ao 2.1. Dizemos que x € R" é um minimizador local de f se f(x) < f(x) para
todo x pertencente a uma vizinhanga de X, ou seja, se existe d > 0 tal que f (x) < f(x) para
todoxe B(x,0)={yeR" ly-xlI<d}

Definicao 2.2. Dizemos que x € R" é um minimizador global de f se f (x) < f (x)
para todo x € R".

No caso em que a fungéo objetivo esta definida sobre um subconjunto Q de R",
determinado por restricbes de igualdade e/ou desigualdade, temos entdo um caso de
problema de otimizacgéo restrita. Esse tipo de problema n&o ser abordado neste trabalho,
entretanto, para estuda-lo, o leitor pode consultar, por exemplo, a referéncia [7], que aborda
o problema geral de Programacédo N&o Linear (PNL).

Em muitas aplicagdes, o interesse é obter o valor de maximo de uma fungéo, como
por exemplo, ho caso em que se considera uma fungéo que representa o lucro de uma
empresa. No entanto, do ponto de vista matematico, nédo existe diferenca relevante entre
minimizacdo e maximiza¢do de uma fung¢do f, uma vez que maximizar f é equivalente a
minimizar -f. Dessa forma, a teoria desenvolvida para problemas de otimizagdo leva em
consideragéo problemas da forma apresentada em (2.1). No entanto, a fim de completar o
presente texto, apresentaremos também as definicdes de maximizador local e global de f.

Definicao 2.3. Dizemos que X € R" é um maximizador local de f se f(x) = f (x) para
todo x pertencente a uma vizinhanga de X, ou seja, se existe d > 0 tal que f(x) = f (x) para
fodo x € B (x, ©).

Definigcao 2.4. Dizemos que x € R" é um maximizador global de f se f (x) = f(x) para

todo x € R".

Para que um ponto x € R" seja um minimizador local & necessario que ele satisfagca
algumas condic¢des, as quais sdo denominadas condi¢des de otimalidade. Vejamos entéo a
condicédo necessaria de otimalidade de 12 ordem, estabelecida no teorema a seguir.

Teorema 2.5. Seja f: R" - R diferenciavel no ponto x € R". Se x é um minimizador
local de f, entdo Vf(x) = 0.

Demonstragdo. Considere d € R"™{0} arbitrario. Como X € um minimizador local,
existe 6 > 0 tal que
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f (X) =< f (x +td), (2.2)

para todo t € (0,0). Pela expanséao de Taylor, temos

fX+td)=f(X) +tVF(X)T-d+r(t), (2.3)
com lim_, = 0. Usando (2.2) e (2.3), vemos que
0 <tVf (X)7- d + r(t). (2.4)

Dividindo a desigualdade (2.4) port (t > 0), obtemos 0 < Vf(x)"-d+ . Passando o
limite quando t - 0, concluimos que

VF(X)T-d =0. (2.5)
Se Vf(Xx) nédo fosse nulo, poderiamos escolher d = -Vf(x) , resultando em

Il VF(®) 12 = -VF(R)T - d < 0

0 que esta em contradi¢édo com (2.5). Logo, Vf(x) =0 . O

Assim, vemos que a condi¢do estabelecida no Teorema 2.5 garante que se um ponto
x for o minimizador local de f, entdo x sera solugédo do sistema homogéneo, na maioria
das vezes ndo-linear, Vf(x) = 0. Os pontos que satisfazem tal condigdo, como ja vimos no
Capitulo 1, sdo denominados pontos criticos ou estacionarios da funcdo f. E importante
observar que esta € apenas uma condi¢do necessaria, mas nao suficiente. Portanto, se
Vf(x) = 0, entdo x pode ser maximizador, minimizador, ou nenhum dos dois. Os pontos
que satisfazem essa condi¢do, mas ndo sdo maximizadores nem minimizadores de f, séo
denominados pontos de sela.

Embora a condigao Vf(x) = 0 seja necessaria, mas nao suficiente, a resolugcao desse
sistema faz parte de muitos métodos de otimizagéo. Porém, dificiimente é possivel resolvé-
lo por métodos diretos, sendo necessario o emprego de métodos iterativos que consistem
em, dado um ponto inicial x,, gerar uma sequéncia de iterandos (x,) c R" na qual a fungéo
objetivo decresce.

Um algoritmo bésico de otimizagéo irrestrita consiste em, a partir de cada ponto
obtido, determinar uma direcao para dar o préximo passo. Como o objetivo é minimizar f,
€ razoéavel que a fungéo decresga na direcéo escolhida. Uma direcdo que apresenta essa
propriedade é denominada dire¢do de descida.

Definicao 2.6. Considere uma fungdo f:R" - R, um ponto x € R" e uma dire¢do d €
R"{0}. Dizemos que d é uma dire¢do de descida para f, a partir de X, quando existe d > 0
tal que f(x + td) < f (x), para todo te (0,3).
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Apresentamos abaixo uma condigéo suficiente para uma direcédo ser de descida.
Teorema 2.7. Se Vf(x)" - d < 0, entdo d é uma diregdo de descida para f, a partir
de Xx.

Demonstragdo. Sabemos que

Pela hipbtese e pela preservagéo do sinal (f é continuamente diferenciavel), existe
© >0 tal que

para todo t € (-5,d), t # 0 . Portanto, f (x + td) < f(x), para todo t € (0, &), e a prova
esta completa. O

Exemplo 2.8. Sejam f: R? ~ R dada por f(x) = 12 (X, - X)) e X = . Afirmamos
que d = -Vf(x) é uma direcdo de descida para f. Com efeito, temos que

Portanto,

e, pelo Teorema 2.7, temos a veracidade da afirmacé&o.

As diregdes que formam um angulo maior do que 90 com o gradiente de f avaliado
em X, sdo diregdes de descida para f a partir desse ponto.

ApO6s escolher a diregcao de descida, € necessario definir o quanto caminhar nessa
direcdo. Pode-se dar um passo completo, ou seja, considerar o tamanho t = 1, no entanto,
essa escolha pode nao ser a melhor. Dessa forma, existem métodos denominados métodos
de busca que podem ser empregados para esse fim.

O que diferencia os métodos de otimizacdo é a escolha da dire¢do de descida d
e a forma com que é calculado o tamanho do passo a ser dado. Nos proximos capitulos
veremos o0 método de busca unidirecional, do tipo exata, que é o Método da Segédo Aurea,
e 0os métodos de otimizacéo irrestrita: de Cauchy (do Gradiente) e de Newton. Ja na
sequéncia estudaremos o Método de Cauchy.
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31 METODO DE CAUCHY

Abordaremos agora um dos métodos para resolver o problema de minimizar uma
fungéo em R".

O Método de Cauchy, também conhecido como o Método do Gradiente, € um
processo iterativo que a cada etapa faz uma busca na diregdo oposta ao vetor gradiente
da fungao objetivo no ponto corrente. A justificativa dessa escolha se baseia no fato de que
o gradiente da fungéo objetivo avaliado em um ponto x aponta para a diregdo de maior
crescimento de f a partir desse ponto. Sendo assim, a diregdo oposta ao vetor gradiente
€ a que fornece um maior decréscimo na fungéo objetivo. De fato, sed =- Vf(x)eve R" é
tal que || v || = d ||, entdo

As principais referéncias para este capitulo séo [1], [5] e [7].

3.1 ALGORITMO

Apresentamos a seguir o algoritmo associado ao Método de Cauchy.

Algoritmo
Dado: x, € R"
k=0
REPITA enquanto Vf (x,) #0
Defina d, = -Vf(x,)
Obtenha t,_> 0 tal que f(x, +1d,) < f(x,)
Fagax,,, = x, +td,
k=k+1

O Algoritmo acima deixa em aberto a determinagdo do comprimento do passo f, e
nessa etapa pode ser usado qualquer algoritmo de busca exata, como o Método da Segéo
Aurea (a ser visto no Capitulo 5), ou de busca inexata, como a busca de Armijo, que nao
serd abordada neste trabalho. Para maiores detalhes sobre métodos baseados em busca
inexata, o leitor pode consultar, por exemplo, a referéncia [5].

Exemplo 3.1. Considere f: R? - R, definida por f(x,x,) = para
(x,x,) € R%

Temos
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Os pontos estacionarios de f sao . Através de
calculos simples, pode-se constatar que V?f nao é positiva definida, nem negativa definida
em X , o que significa que X é um ponto de sela. Além disso, V? fé positiva definida em x*
e x', de onde segue que esses dois sdo minimizadores locais de f (veja o Teorema 1.33).

Vamos fazer uma iteracdo do Método do Gradiente a partir de . Pois bem,
no ponto x°, a direcdo de Cauchy é d° = -Vf(x°) = . Dessa forma, o novo ponto é x' =
X+td0=

Note que se x = , entdo d = -Vf(x) = ef(x+td) =% (1-tPa?

Portanto, a busca exata fornece t = 1 e x* = x + d = x. Ou seja, uma iteragdo do

método de Cauchy encontra o ponto estacionario Xx.

A Figura 3.1 mostra 4 iteragdes do algoritmo com busca exata aplicado para

minimizar uma fungéo quadratica, onde as curvas de nivel desta fungéo séo elipses.

Figura 3.1: Passos do Algoritmo de Cauchy.

Ela sugere duas propriedades do algoritmo. Uma delas, é o fato de duas dire¢des

consecutivas serem ortogonais.

De fato, definindo ¢: R ~ R por ¢(t) = f(x, +td,), temos

o'(t) = Vf(x, +td)'d, = Vf (x_,)"d,
Portanto, como a busca é feita por uma minimizagéo local, concluimos que

(d,,)'d, =-Vf(x,,)d = -¢'(t) =0
A outra propriedade refere-se a convergéncia, que sera discutida na prdéxima sec¢ao.
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3.2 CONVERGENCIA

Teorema 3.2. O Algoritmo de Cauchy, com o tamanho do passo t_calculado pela
busca exata, é globalmente convergente, isto é, para qualquer sequéncia (x,) gerada pelo
Algoritmo de Cauchy e qualquer ponto de acumulagdo x de (x,), tem-se que x e estacionario.

Demonstragéo. Sejam (x,) uma sequéncia gerada pelo Algoritmo de Cauchy e X um
ponto de acumulagéo de (x,) , digamos que

Suponha que X nao seja estacionario, isto é, que Vf(x) # 0. Assim, d = -Vf(Xx) € uma
direcdo de descida, o que garante a existéncia det > 0 tal que f(x +td) < f (X) . Considere
h: R" - R dada por h(x) = f(x) - f (x - tVf(x)). Como h é continua, pois f é diferenciavel,
temos que h(x,) h(x). Chamando h(x) =& > 0, temos que h(x,) &. Assim, paratodoke
N' suficientemente grande, temos que

3.1

como vimos no Exemplo (1.6). Entdo, por (3.1) e pela definicdo de h, vemos que

(3.2)
Mas, como t, foi obtido pela busca exata, a relagéo (3.2) equivale a

Por conseguinte,

(3.3)
para todo k ¢ N' suficientemente grande. Por outro lado, pela continuidade da f,
temos f(x,) f(x). Como a sequéncia (f(x,)),., € monotona decrescente, pois f(x,,,) <
f(x,), o Teorema 1.14 garante que f(x,)  f(X), contradizendo (3.3). O

3.3 VELOCIDADE DE CONVERGENCIA

Os resultados mais relevantes sobre a velocidade de convergéncia do algoritmo de
Cauchy séao obtidos quando a fungéo objetivo € quadratica. Vamos, portanto, considerar

f(x)=%x"Ax +b™x +c,xe R,

em que A e R™ é uma matriz simétrica definida positiva, be R"ece R.

E possivel provar que f é convexa e tem um Gnico minimizador X, que é global e
satisfaz

Vf(X) = AX + b.
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Para verificar uma prova dessa Ultima afirmacéo, veja [7], pagina 38.

Provaremos agora que, usando a norma euclidiana, a sequéncia gerada pelo método
de Cauchy com busca exata converge linearmente para X, com taxa de convergéncia
, em que A, e A sdo o menor e 0 maior autovalor de A, respectivamente.

Inicialmente, note que o passo 6timo & dado por t, = . Com efeito, como

et € o passo o6timo, devemos ter Vf(x,)’d, + 1t (d,)’Ad, = 0. Portanto,

No que segue, para simplificar a notacédo, vamos admitir que x = 0 e f(x) = 0, isto &,

Lema 3.3. Dado xe R", x # 0, considere d = -Ax. Entao,

Demonstragdo. Afirmamos que x’Ax = d"A'd e x"A%x = d"d. De fato,

d’A'd = (-Ax)TA(-Ax) = -(xT)ATA ' (-Ax) = x"Ax

d’'d = (-Ax)T(-Ax) = -(x")AT(-Ax) = x"A%x
Portanto,

(3.4)

Como A > 0, pela decomposi¢do de Cholesky (Lema 1.25), existe G € R™ tal que

A = GGT, em que G é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais positivos.
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Fazendo u = G'd e v = G''d, temos que
«  U'v=(Gd)(G'd) =d"GG'd=d"d;
+ Uu=(G'd)(G'd) =d"GG'd = d"Ad;
- Viv=(G'd)"(G'd) =d"(G")'G'd =d"A'd
Pela Desigualdade de Cauchy- Schwarz, obtemos
(3.5)

De (3.4) e (3.5) segue que

0 que completa a prova. O

Teorema 3.4. Considere a fungdo quadratica

e a sequéncia (x,) gerada pelo Algoritmo de Cauchy, com busca exata. Se y=
, emque\, e\ s&o o menor e o maior autovalor de A, respectivamente, entéo Il x,, Il<ylix,I,

para todo ke N.

Demonstragdo. Como d, = -Vf(x,) = -Ax,, temos

Pelo Lema 3.3, temos que

Como , temos
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Assim,

X, 1B = 11X, 1P - 2t (x)TAX, + (£)%(x)TA%X, < Il X, I - t (x)TAX,. (3.6)

Se x* = 0, entdo ndo ha o que fazer. Suponhamos, entdo, x* # 0. Da relagdo (3.6),
obtemos

(38.7)
Pelo Lema 1.26, sabemos que

Usando isso em (3.7), temos

De acordo com a Definicao 1.17, concluimos que a velocidade de convergéncia da
sequéncia gerada pelo Algoritmo de Cauchy ¢ linear, com constante . O

O teorema precedente tem uma interpretacdo geométrica interessante. As curvas
de nivel de f sé&o elipsoides cuja excentricidade depende da diferengca entre o maior e o
menor autovalor de A. Se A, = A, ent&o as curvas de nivel sdo esferas e a convergéncia
ocorre em um Unico passo. Entretanto, se A, << A_ 0s elipsoides ficam muito excéntricos e

a convergéncia se da de forma lenta. Veja a Figura 3.2.

Figura 3.2: Passos do Algoritmo de Cauchy

No capitulo seguinte abordaremos o Método de Newton Puro.
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41 METODO DE NEWTON

O Método de Newton é uma das ferramentas mais importantes em otimizagdo. Tanto
o algoritmo basico, chamado de Newton Puro, quanto suas variantes, que incorporam busca
linear, séo muito utilizados para resolver sistemas ndo-lineares e também para minimizacao
de fungbes. Neste capitulo estudaremos o Método de Newton “Puro”.

As principais referéncias para este capitulo sao [2], [5] e [7].

4.1 METODO DE NEWTON PARA RESOLUGAO DE EQUACOES

Considere F:R" - R" de classe C' e o problema de resolver o sistema (normalmente
nao linear)

F(x)=0

Como na maioria das vezes ndo conseguimos resolvé-lo de forma direta, os
processos iterativos constituem a forma mais eficiente de lidar com tais situagbes. A ideia
€ aproximar F por seu polinbmio de Taylor de primeira ordem. Dada uma estimativa X,
considere o sistema linear

F(x)+J(Xx)(x-Xx)=0 (4.1)
em que J, representa a matriz jacobiana de F. Caso J.(x) seja inversivel, o sistema
(4.1) pode ser resolvido e fornece
X=X - (J(X))" F(X).
Isso corresponde a uma iteragdo do Método de Newton para resolugdo de equagoes;
veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: Uma iteracéo do Método de Newton para equacdes em R.
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4.2 METODO DE NEWTON PARA OTIMIZA(;AO IRRESTRITA
Agora, vamos considerar o problema de minimizagéo irrestrita
minf(x) e x e R" (4.2)
em que f: R” - R é uma fungdo de classe C? Os pontos estacionarios desse

problema s&o caracterizados pela equagéao Vf(x) = 0. Vamos aplicar a relagéo (4.1) para
F:R" - R" dada por

F (x) = Vf(x)
Seja x, € R" uma aproximagéo de um ponto estacionario X do problema (4.2). A

aproximagéo seguinte x,, € computada como solugéo do sistema de equagbes lineares

VF(x) + Vf(x)(x-x) =0 (4.3)
em relagéo a x € R". Supondo que V2f(x,) seja ndo-singular para todo k ¢ N, obtemos
0 seguinte esquema iterativo:

X =X - (F(x))' VF(x), k=01, ... (4.4)

4.3 ALGORITMO

Com base na relagéo (4.4), podemos formalizar o Método de Newton para minimizar
a fungéo f. Basicamente, temos trés variantes do algoritmo. Uma delas é o Método “Puro”,
onde n&o fazemos busca unidirecional e aceitamos o passo completo (t, = 1 para todo k e
N). As outras duas (Exata ou Armijo) podem ser encontradas em [7].

Algoritmo

Dado: x, € R"

k=0

REPITA enquanto Vf(x,) #0

Defina dk = -(V2f(x,))" Vf (x,)
Determine o tamanho do passot >0
Fagax,,, = x, +td,

k=k+1

Exemplo 4.1. Vamos determinar, usando o método de Newton, a menor raiz positiva
da equacéo 4cos(x) - e = 0, com erro relativo inferior a 102, na vizinhanga do
ponto x, = 1. Temos

f(x) =4cos(x) -e¢ e f(x) =-4sen(x) - e
Portanto,
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de onde segue que

Como devemos ter o erro relativo inferior a 102, busquemos por x,. Com efeito,

O Algoritmo de Newton pode n&o estar bem definido, caso a matriz Hessiana V2£(x,)
seja singular. Alem disso, mesmo que o passo d, seja calculado, essa dire¢do pode néo ser
de descida. Entretanto, se V2f(x,) é definida positiva, entdo o passo d_esta bem definido
e € uma direcéo de descida.

O passo do Método de Newton também pode ser obtido por uma abordagem
diferente da que foi exposta anteriormente. Para isso, considera-se a aproximacao de
Taylor de segunda ordem de f, dada por

p(x) = f(x) + Vf(x )7 (x - x,) + % (x - X) TV 2f(x,) (x - X,).
Com o objetivo de minimizar p, fazemos
VF(x) + V2f(x) (x-x)=Vp (x) =0
obtendo exatamente o passo d, do Algoritmo de Newton (veja a Figura 4.2).
Essa dltima abordagem sugere que se o Método de Newton for aplicado em uma

funcdo quadratica, entdo basta uma iteragcdo para resolver o problema. Com efeito,
considere a fungéo quadrética f(x) = %2 x"Ax + b” x + ¢. Dado x, € R", obtemos:

d, = -(Vf(x,))" Vf(x,) = -A" (Ax, + b) = -x, - A'b
Portanto, 0 minimizador X € obtido em um s6 passo, pois

X, =X, +d;=-A'b =X
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Figura 4.2: Uma iteracdo do Método de Newton.

4.4 CONVERGENCIA

A direcdo de Newton pode n&o ser de descida. Se assim for, ndo garantimos

convergéncia global quando o problema a ser resolvido envolve uma funcgéo arbitraria.

Lema 4.2. Suponha que V?f(x) > 0. Ent4o, existem constantes 6, > 0 e M > 0 tais

que
Vf(x)>0e Il (BF(X)" I <M,
paratodo x€ B (x, 8,).
Demonstragdo. Seja A > 0 o menor autovalor de V 2 f(x). Pela continuidade de
V2 f, dado , existe 8, > 0 tal que

IvV2f(x)-V2fxIls (4.5)
para todo x € B (x, 6,). Assim, dado de R", com l/d Il = 1, temos que

dTV2f(x)d=d"V2f(X)d+d [V2f(x)- V2 fX)]d. (4.6)

Podemos afirmar através do Lema 1.26 que d" V2 f(x) d = A.

Agora, através da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 1.23), podemos
garantir que:

dT[V2f(x)-V2f(®)]d<ldIV2f(x)-V2f®Iidls

Portanto, pela relagéo (4.6), concluimos que

dV2f(x)d=A- = ,
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provando que V2 f(x) é definida positiva para todo xe B ( X, d,). Para provarmos a
desigualdade / (V2 f(x))" < M, tomemos xe B (X, 5,). Chamemos A= V2 f(x) e B =V 2 f(x).

Usando novamente o Lema 1.26, agora aplicado em A2, obtemos:

IIAd I2 = (Ad,Ad) = (Ad)T Ad =d" A'Ad =d"A%d = A2 Il d I? = A2d™d
para todo d € R". Através da relagado (4.5), concluimos que

IBdli=IIAd + (B-A)dIli=zllAdll-lI (B-A)dli=zAlldll- lIidll= 1lidl.

Considere agora y € R", com Il y I = 1. Aplicando a relagéo acima para d = By,

obtemos

1=lyll=IIBB'yl= Byl
Mas,

Entdo, pela desigualdade acima, chamando M = |, segue que
(V2 FO)) ' I=1B" <M
como queriamos demonstrar. O

Lema 4.3. Sejam U c R" aberto convexo e 3 =sup, IV 2 f(x)-V2f({yl.Entdo,

x,yeU

IVF(x) - VE(y) - VEF ) (x-y) I=BlIx -yl
para quaisquer x,y € U.

Demonstragdo. Fixemos y € U e definamos h(x) = Vf(x) - V 2f(y)x. Temos:

1 () =172 f (x)- V2 f (y) <P,

para todo x € U. Usando a Desigualdade do Valor Médio (Teorema 1.30), obtemos

I Vf () - VF (y) - V2 f(y)(x-y) 1= T h(x) - h(y) I < B I x - y I

de onde segue o resultado. O

Lema 4.4. Seja U c R aberto e convexo. Se V2f é lipschitziana com constante de
Lipschitz L, entdo

I VF(X) - VE(y) - V2F(y)(x-y) < Ll x-y [
para quaisquer x,y € U.

Demonstragédo. Fixados x,y € U, definamos B = LIl x-y lle h: R" - R" por h(z) = Vf(z)
-V2f (y)z. Como V2 f é lipschitziana com constante L, temos:
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1@ I =11V2f(2)-V2f(y)llsLllz-yll< Lllx-yll=B
para todo z € [x,y]. Usando a Desigualdade do Valor Médio (Teorema 1.30), obtemos

I1VF (x) - VE(y) - Pf(y) (x-y) I =Th(x) - h(y)li< Blix -yl =LlIx-ylR

0 que completa a demonstragéo. O

Teorema 4.5. Seja f: R" R de classe C?. Suponha que x € R" seja um minimizador
local de f, com V?f(x) definida positiva. Entdo, existe & > 0 tal que, se x, € B (x,8), 0
Algoritmo de Newton, aplicado com t, = 1 para todo ke N, gera uma sequéncia (x,) tal que:

I. V2f(x) é definida positiva, para todo k ¢ N;
Il.  (x) converge superlinearmente para X;

Ill. Se V2f ¢ lipschitziana, entdo a convergéncia é quadratica.

Demonstracdo. Sejam &, e M as constantes positivas fornecidas pelo Lema 4.2 e
U, =B(x,3,). Assim, se x, € U,, 0 passo de Newton esta bem definido e, como Vf(x) =0, vale

Xk - X = (Pf(x))" (VF(X) - VF(x) - VEF(x)(X - X)) (4.7)

Pela continuidade de V2f, para , existe 8, > 0 tal que

para todo x € B(X,8,). Se y € B(X,8,), vale

Entao,

Portanto,supmu IV2£(x) - V2f(y)ll < , em que U = B(x,5) e & = min{d,,5,}. Pelos
Lemas 4.2 e 4.3, concluimos que

X, - XL IE(FO))" IHIEVE (R) - VF(x,) - BF()X - x) < MBIl x, - X I
e, consequentemente,
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Isso prova que a sequéncia (x,) esta bem definida, que x, € U, para todo ke N e que
x, - X . Pelo Lema 4.2, vemos que V2f (x,) >0 e, por conseguinte, comprovamos a validade
dei).

Vamos, agora, provar o item ii), ou seja, que a convergéncia € superlinear. Dado €
>0, considere 5, < & tal que SUP, ey, I1V2f (x) - V2f(y) Il < ,emque U,=B(x, d,) . Tome
k,e N tal que x, e U, para todo k = k. Aplicando novamente os Lemas 4.2 e 4.3 na relagéo
(4.7), obtemos

I, -xlI<elx -xI,
concluindo o desejado.
Finalmente, se V2f é Lipschitziana, podemos usar os Lemas 4.2 e 4.4 em (4.7) para
verificar que
Ix,, -XI<MLIx -%IR,
obtendo iii). O

Na sequéncia, estudaremos o Método da Secéo Aurea, tdo comentado nos ultimos
capitulos.
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5| METODO DA SECAO AUREA

O Método da Secdo Aurea sera apresentado neste capitulo.
As principais referéncias séo [1] e [7].

Dada uma fungéo f: R" - R, um ponto x € R" e uma direcdo de descida d € R",
queremos encontrar t > 0 tal que

f (x+1d) < f(x)
Como deixamos em aberto o tamanho do passo i, precisamos balancea-lo com o
decréscimo promovido em f. Veremos, nas prdximas linhas, a abordagem de uma busca

exata a partir do ponto X segundo a direcéo d.

Figura 5.1: Busca unidimensional exata.

Nosso objetivo nesse caso consiste, entdo, em minimizar f a partir do ponto X na
direcdo d. Mais precisamente, temos que resolver o problema

minimizar f (x + td) (5.1)

sujeitoat>0

Esse problema &, em geral, dificil de ser resolvido de forma exata. Entretanto, para
certas fungdes especiais, existem algoritmos para resolvé-lo. Antes porém, vejamos o
exemplo a seguir, resolvido de forma direta.

Exemplo 5.1. Considere f: R? - R, definida por f(x,,x,) = Y2 (x, - 2 + (x, - 1), para
(x,x,)eRE x = ed= . Facamos a busca exata de um minimizador de f a partir de
X, na diregéo d.
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+ Adirecdo dé de descida, pois Vf(x)'d = (-1-2) =-5<0.

+  Definamos @(t) = f(x + td) = f(1+3t,t) = , CUjo minimizador satisfaz
Q') =11t-5=0.

+ Assimi= ex+id=
Na pratica é claro que os problemas sdo bem mais complexos que o exemplo
anterior e s6 podem ser resolvidos por meio de algoritmos. Ao aplicarmos o Método da
Secao Aurea em funcdes unimodais, obtemos resultados satisfatorios, por isso definiremos
a seguir esse tipo de fungdo. Na sequéncia, veremos o Algoritmo da Segéo Aurea, que
encontra um ponto préximo de um minimizador com a precisdo que se queira (conforme
ilustrado na Figura 5.1).

Uma outra abordagem, que néo sera tratada neste trabalho, é a busca inexata,
através de uma reducgéo suficiente de f que seja de certo modo proporcional ao tamanho
do passo, como por exemplo, o método de Armijo. Essa opc¢éo é bastante Gtil em situacbes
onde ndo convém aplicar a busca exata, ou porque ¢ nao é unimodal, ou pelo alto custo
computacional.

Definicao 5.2. Uma fungéo continua ¢: [0,°) - R é dita unimodal quando admite
um intervalo de minimizadores [t,t,], & estritamente decrescente em [0,t,] e estritamente
crescente em [t,,).

Veja, na Figura 5.2, exemplos de fun¢des unimodais a seguir e note que o intervalo
de minimizadores [t,,t,] pode ser degenerado, como ilustrado no segundo grafico.

Figura 5.2: Fung¢des unimodais.

Para facilitar a descricdo do algoritmo, vamos considerar a Figura 5.3.
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Figura 5.3: Secédo Aurea.

Suponha que o minimizador de @ pertenca ao intervalo [a,b].
I.  Considerea<u<v<bem]l0, «);

Il.  Se @(u) < @(v) entdo o trecho (v,b] ndo pode conter o minimizador e pode ser
descartado;

Ill. Se @(u) = ¢ (v) entdo o trecho [a,u) pode ser descartado;

IV. Particione o intervalo que restou e repita o processo.

Agora, vamos analisar como o intervalo [a,b] deve ser particionado. A obtencéo
desse intervalo, que deve conter um minimizador de @, sera tratada adiante. A estratégia
mais natural é dividir o intervalo em trés partes iguais, ou seja, definir

Dessa forma, descartamos '/, do intervalo a cada iteragdo, conforme ilustrado na
Figura 5.4. Além disso, se o intervalo descartado for o (v,b], temos como novo intervalo
[a*,b*], onde a* = a e b* = v, mas ndo podemos utilizar o antigo ponto u, calculado na
iteracdo anterior, 0 que € uma desvantagem.

Figura 5.4: Intervalo dividido em trés partes iguais.
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Uma outra estratégia é escolher u e v que dividem o segmento [a,b] na razdo aurea,
de acordo com a definicdo dada abaixo.

Definicdo 5.3. Um ponto ¢ divide o segmento [a,b] na razdo aurea quando a
razdo entre o segmento todo e o maior segmento é igual a razdo entre o maior e o menor
segmento. Tal razdo é conhecida como o numero de ouro e vale

Portanto, a maior medida equivale a 1,618 da menor, ou a menor equivale a 0,618
(inverso do numero de ouro) da maior.

Dessa forma, temos que u e v devem satisfazer

(5.2)
Considerando ©, e 6, tais que
u=a+8,(b-a) e v=a+6,b-a) (5.3)
e substituindo u em (5.2), temos:
de onde se obtém
(5.4)
De forma analoga, se substituirmos v em (5.2), obtemos:
(5.5)
Como u,v e [a,b], encontramos ©, = =0,382 e ©2 = ~0,618.

Note que

0,+6,=1 e (8)°=6, (5.6)

Uma das vantagens da divisédo na razdo aurea em relagdo a divisdo em trés partes
iguais é que descartamos mais de 38% do intervalo ao invés de 33,33%. Outra vantagem
€ que podemos aproveitar o ponto u ou o ponto v apés termos descartado o intervalo [v,b]
ou [a,u] na iteracdo anterior. Indicamos por [a*,b*] 0 novo intervalo que sera particionado
pelos pontos u* e v*. Conforme veremos no proximo resultado, o ponto v é aproveitado na
préxima etapa e passa a ser u* quando descartamos [a,u). Assim, o valor da fung¢éo ¢(v) &
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aproveitado para a proxima etapa.
Lema 5.4. Na secgdo aurea, se [a,u) é descartado, entao u* = v.

Demonstragdo. Como [q,u) foi descartado, entdo a* = u e b* = b. Portanto, temos
que:

Da relagéo (5.4) vem que (©,)? = 36, -1. Por conseguinte,

e, por (5.6), concluimos que

A Figura 5.5 ilustra o que foi abordado no Lema 5.4.

Figura 5.4: Particao do intervalo [a,b] - Lema 5.4.

Lema 5.5. Na secdo aurea, se (v,b] é descartado, entdo v* = u.

Demonstragdo. Como (v,b] € descartado, entdo a* = a e b* = v. Das relagdes (5.3)
e (5.4), vem que:

v* =a* +0,(b* -a¥)
=a+06,(v-a)
=a+6,(a + 6,(b-a) - a)
=0+6©7% (b-q)
=a+6, (b-q)
=u,

conforme queriamos demonstrar. O
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A Figura 5.6 ilustra o que foi estabelecido no Lema 5.5.

Figura 5.6: Particdo do intervalo [a,b] - Lema 5.5.

Apresentamos agora o Algoritmo da Secdo Aurea, o qual tem duas fases. Na
primeira, obtemos um intervalo [a,b] que contém um minimizador de ¢. A idéia desta etapa
€ considerar um intervalo inicial [0,2p], com p > 0, e amplia-lo, deslocando para a direita,
até que um crescimento de ¢ seja detectado. Na segunda fase, o intervalo [a,b] é reduzido,
por meio do descarte de subintervalos, até que reste um intervalo de tamanho suficiente
para que uma preciséo ¢ seja alcancada.

5.1 ALGORITMO
Dados:£>0,p>0,0, = ,6,=1-6,
Fase 1: Obtengéao do intervalo [a,b]
a,=0,s,=p, eb,=2p
k=0
REPITA enquanto ¢(b,) <@(s,)
Q,,,=S,S,, =b.eb,_, =2b

k+1 +

k=k+1

a=a,eb=b,

Fase 2: Obtencdo det € [a,b]
a,=a,b,=b
u,=a,+90,(b,-a,),v,=0a,+6,(b,-a,)
k=0

REPITA enquanto (b, - a,) > €
SE@ (u) <9 (v,)

0, =9, b, =v,u, =qa.,+6,0b

SENAO

k+1 - G'k+1)
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=u,b

k1 kPt =

k=k+1

a

Definat =

Na primeira fase, ap6s um nimero finito de etapas, é possivel encontrar um intervalo

[a,b] que contém pelo menos um minimizador de . Isto € o que provaremos na sequéncia.

Teorema 5.6. O Algoritmo da Secdo Aurea, na primeira fase, encontra um intervalo
[a,b] que contém pelo menos um minimizador da fungdo unimodal @: [0, + ©) - R em um
numero finito de iteragbes.

Demonstracdo. Seja [t,,t,] 0 conjunto de minimizadores de ¢.

Inicialmente, afirmamos que o loop da primeira fase do Algoritmo da Sec¢&o Aurea

é finito. Com efeito, suponha que ¢(b,) < ¢(s,) para todo k ¢ N. Ent&o, s, - « quando k -

©, pois §,,, =b, =2b, , =2s,. Assim, existe k¢ N tal que s, =t,. Como ¢ & unimodal, ¢ é
0

ndo-decrescente em [t,, ©), de onde segue que (p(bko) = ¢ (s, ), uma contradi¢do. Portanto,
0

a Fase 1 do algoritmo termina em um certo k ¢ N. Basta-nos verificar que o intervalo obtido
contém, de fato, um minimizador de ¢. Temos dois casos a considerar:

I. Casol:s <t,.
Neste caso, temos que b, >t,, pois do contrario teriamos ¢(b,) < ¢(s,).
Assim,
It,t,] c [s,b] c [a,b].
Il. Caso2:s, =t,.

Neste caso, temos que q, <t, . De fato, note que

(6.7)

Seq, =s,, =t, entédo ¢(b,,) = ¢ (s,,) e a Fase 1 terminaria na iteragéo k -1 ao invés
da iteragéo k. Portanto, temos a, <t, <s, <b,, 0 que implica que t, € [a,,b,].

O primeiro grafico da Figura 5.7 ilustra o primeiro caso da demonstra¢édo e o segundo
grafico ilustra o segundo caso. O
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Figura 5.7: Andlise da primeira etapa do algoritmo da Segéo Aurea.

A seguir, provaremos um resultado que analisa se na segunda fase do algoritmo, ao

descartar um dos intervalos, aquele que sobrou contém um minimizador.

Teorema 5.7. Seja ¢: [0, + «) - R uma funcdo unimodal.

II.  Se @(v) =@ (u) e ointervalo [a,u) € descartado, entéo o intervalo que sobrou
[u,b] contém pelo menos um minimizador.

lll. Se @(v) > @ (u) e o intervalo (v,b] é descartado, entéo o intervalo que sobrou
[a,v] contém pelo menos um minimizador.

Demonstraggo. Considere [t,,t,] o intervalo de minimizadores da fungéo ¢.

I. Suponha que néo exista um minimizador de @ em [u,b]. Portanto, existe um
minimo t* no intervalo [a,u) . Note que t, < u pois do contrario teriamos t, >
b e assim [u,b] c [t*, t,] c [t,,t,], 0 que & uma contradi¢&o, visto que estamos
supondo que néo existe minimizador em (u,b]. Para entender melhor os
argumentos utilizados, veja a Figura 5.8. Como ¢ é unimodal, ou seja, &
estritamente crescente em [t,, ®), temos que t, < u < v implica ¢(u) < @(v), 0
que contradiz a hipbtese.
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Figura 5.8: Analise do item I) do Teorema 5.7.

Il.  Suponha que ndo exista um minimizador de @ no intervalo [a,v]. Entéo,
existe um minimo t* no intervalo (v,b]. Note que t, > v, pois do contrario
teriamos t, < a e assim [a,v] c [t,,t*] c [t ,1,], 0 que &€ uma contradi¢do, uma
vez que estamos supondo que nado existe minimizador de ¢ em [a,v]. Como
¢ € unimodal, ou seja, é estritamente decrescente em [0,t,], temos que u <V
<t, implica @(u) > ¢(v), o que contradiz a hipotese.

O

5.2 CONVERGENCIA

Antes de analisarmos a convergéncia do método, provaremos um resultado auxiliar
que assegura que o tamanho do intervalo [a,,b,], obtido na primeira etapa do algoritmo que
contém o minimizador da fungéo, tende a zero quando k tende a .

Teorema 5.8. Se [a,,b] é o intervalo obtido pelo Algoritmo da Seg¢éo Aurea, entdo
b, -a, - 0, quando k - .

Demonstragéo. Seja r, o tamanho do intervalo [q,,b,], ou sejar, =Db, - a,, . Como o
Método da Secéo Aurea descarta mais de 38% do intervalo [a,,b ], ou melhor, descarta ©,
= =~ 0.382 do intervalo [a,,b], temos que:

b, -a,=r=r-6r=r6,

Repetindo o processo com o intervalo de cada iteracéo, obtemos:

b,-a,=r,=16,-06,(,8, =r0,(1-6,) =r(6,)
b, - a, =r,(8,)
Como r, € uma constante positiva e ©, € (0,1), temos que

Consequentemente,

e a prova esta completa. O
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Podemos afirmar que as sequéncias (a,),(u,), (v,) e (b,) convergem? Pois bem, como
as sequéncias (a,) e (b,) s&o monotonas, limitadas inferiormente por a, e superiormente por
b,, de acordo com o Teorema 1.10, podemos inferir que essas sequéncias convergem. O
préximo teorema estabelece a convergéncia dessas sequéncias para um minimizador de .

Teorema 5.9. Se ¢: [0,%) - ® é uma fungdo unimodal, entédo as sequéncias (a,),(u,),
(v,) e (b,) convergem para um minimizador de ¢ em [t t,].

Demonstragdo. Como (a,) é ndo-decrescente e limitada, entéo (a,) € uma sequéncia
convergente, digamos que a, - a. Da mesma forma, como (b,) & ndo-crescente e limitada,
temos que (b,) € convergente. Digamos que b, - b. Pelo Teorema 5.8, sabemos que a, - b,
- 0.Mas, a,-b, -~ a-b.Logo, d=b. Chamemost=a=b.

Como q, =u, =v, =b,, 0 Teorema do Confronto (Teorema 1.15) garante que

u-t e voi

Afirmamos que f & um minimizador de ¢. Com efeito, seja r, um minimizador de ¢
em [q,,b,]. Pelo Teorema do Confronto, temos que r, » . Como (r,) € uma sequéncia de
minimizadores da fung&o ¢ que pertencem ao conjunto [t,,t,] e ainda, r, - t, temos que t é
ponto de acumulagéo de [t,,t,]. Como [t,,t,] & fechado, concluimos que te [t,,t,]. O

Agora, vejamos um caso particular de fungdo unimodal. Considere que a fungéo
¢ seja quadratica e, portanto, tenha apenas um minimizador x*. Nesse caso, t, = t, = x™.
Conforme sugere a Figura 5.9, provaremos que o minimizador da funcéo ¢ pertence a todo
intervalo [a,,b,].

Figura 5.9: Intervalos que contém o minimizador de uma fungdo quadratica.

Teorema 5.10. Se x* & 0 minimizador da fungdo quadratica ¢, entdo x*€ [a,,b,], para
todo ke N.

Demonstragdo. Suponha que, na primeira iteragdo do Método da Secdo Aurea, o
intervalo [a,,u,) tenha sido descartado - o outro caso é analogo. Pelo Lema 5.4, temos
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que a, =u,eb, =b,. Assim, x* € [a,,b,] c [a,,b,]. Aplicando o algoritmo sucessivamente,
concluimos que

x*ela,b]cla,, b ]lc..cla,b],

para todo k ¢ N, de onde segue o resultado. O

Teorema 5.11. Se (i) € a sequéncia definida por t,_ = e x‘o

minimizador da fungdo quadratica ¢, entdo t_- x.

Demonstragdo. Do Teorema 5.8 segue que b, - a, - 0. E, pelo Teorema 5.10,
sabemos que x* € [a,,b,], paratodo ke N . Como (t) c [a,,b,], concluimos que (t,) converge
para o minimizador x*. O

5.3 VELOCIDADE DE CONVERGENCIA

Provaremos que a velocidade de convergéncia da sequéncia (b,) é linear com taxa
de convergéncia igual ao inverso do numero de ouro. Suponha que o intervalo(v,,b,] tenha
sido descartado. Dessa forma, temos que q,,, =q,, V., =U,, eb,  =v,.

Teorema 5.12. As sequéncias (a,) e (b,) geradas pelo Algoritmo da Segéo Aurea
tém convergéncia linear e a taxa de convergéncia é ©,, ou seja, I b, - x*II< 6,1 b, - x*l
para todo ke N.

Demonstracgo. Considere a fungéo g: [a,,v,] — R, definida por g(t) = . Temos
que

para todo t e [a,v,]. Como g¢' é negativa, segue que g é decrescente.
Consequentemente,

para todo te [a,,v,].

Em particular, para x* € [q,,v,], temos que
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Por conseguinte, a sequéncia (b,) gerada pelo Algoritmo da Secéo Aurea tem
convergéncia linear e a taxa de convergéncia é o valor ©, = 0,618 (inverso do nimero
de ouro). Para provar que a sequéncia (a,) gerada pelo Algoritmo da Segéo Aurea tem
convergéncia linear e a taxa de convergéncia € também o valor ©,=0,618, basta seguir um
procedimento analogo. OJ
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CONCLUSAO

Nesse trabalho conceitos e resultados de Analise no R" e Algebra Linear foram
necessarios para introduzir o estudo de convergéncia das sequéncias geradas por alguns
algoritmos classicos de otimizagéo irrestrita que foram aqui abordados.

O método de Cauchy faz a cada iteragdo uma busca unidirecional na direcado de
maior decrescimento da fungéo, ou seja, na direcdo oposta ao gradiente. A sequéncia
gerada por esse algoritmo tem convergéncia global e a velocidade de convergéncia
€ linear. Se a fungéo objetivo for de classe C? e o ponto inicial estiver proximo de um
minimizador, o método de Newton gera uma sequéncia que converge superlinearmente.
Caso a Hessiana da fungéo a ser minimizada seja lipschitziana, entédo a convergéncia do
método de Newton é quadrética. Portanto, o Algoritmo de Newton encontra o minimizador
mais rapidamente que o Algoritmo de Cauchy.

Nos métodos de busca unidimensional, precisamos minimizar uma funcéo a partir
de um certo ponto, segundo uma direcao dada, que é a direcdo de busca. Esse problema
€ equivalente a minimizar uma fungéo real de uma variavel. Um dos métodos que pode ser
usado para resolver esse problema é o da Se¢éo Aurea, que faz a minimizagédo exata desta
funcdo. Analisamos as etapas desse algoritmo; vimos que na primeira fase o algoritmo
encontra o intervalo com pelo menos um minimizador. Além disso, ao descartar intervalos
em cada iteragéo do algoritmo, o intervalo que sobrou contém pelo menos um minimizador.
Mostramos também que o algoritmo realmente converge para um minimizador. Finalmente,
demonstramos que a sequéncia (a,) ou (b,) gerada pelo Algoritmo da Secéo Aurea
converge linearmente, com taxa de convergéncia de 0,618 (inverso do numero de ouro).
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