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RESUMO

Neste trabalho descreveremos parte da teoria das superficies de Riemann e sua conexao
com a geometria Riemanniana. A teoria naturalmente descreve a transposi¢éo da holomorfia
em uma variavel complexa para o contexto da geometria, que recebe o nome de geometria
complexa. Alguns resultados apresentados vao além da teoria das superficies bidimensionais
e adquirem um aspecto bastante abrangente. O teorema da uniformizacédo de Riemann
sera apresentado, o qual nos permite classificar as diferentes classes dessas superficies.
No final sera apresentada a projecdo canénica de uma métrica Riemanniana sobre sua
correspondente estrutura complexa, bem como algumas de suas propriedades importantes
e aplicagdes.

PALAVRAS-CHAVE: Superficies de Riemann, teorema da uniformizacdo de Riemann,
relacdes entre estruturas Riemannianas e Complexas.




ABSTRACT

In this paper we will describe part of the theory of Riemann surfaces and its connection with
Riemannian Geometry. The theory naturally describes the transposition of holomorphy in
one complex variable to the context of geometry, which is called complex geometry. Some
results presented here go beyond the theory of two-dimensional surfaces and acquire a rather
comprehensive appearance. The Riemann’s uniformization theorem will be presented, which
allow us to classify the different classes of such surfaces. Before finishing the dissertation,
the canonical projection of a Riemannian metric onto its correspondent complex structure will
presented, as well as some of its important properties and applications.

KEYWORDS: Riemann surfaces, Riemann’s uniformization theorem, relations between
Complex and Rieman- nian structures.



INTRODUGAO

A teoria das superficies de Riemann deu-se inicio com o matematico aleméo
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Inicialmente, de uma maneira bastante
heuristica, Riemann prop6s um modelo geométrico para tornar fungdes multivalentes que
naturalmente surgem da teoria da analise em uma Unica variavel complexa (como log(z),
"Vz, tg'(2), tanh-'(2)) em fungdes univalentes agora ndo com dominio em € mas sim nessa
“estrutura” geométrica a qual consistia de “n-cépias” do plano € onde o numero n dependia
exclusivamente da fung@o estudada. Posteriormente, essas copias foram chamadas
de “folhas” que constituiam tal estrutura geométrica. A teoria das fungdes holomorfas &
conhecida por sua rigidez e capacidade de se conectar com outras areas que, a priori, s&o
independentes. A estrutura conforme dessas fungdes pode ser transportada para o contexto
da geometria por meio da estrutura de variedade complexa. Como toda teoria matematica
que surgiu de maneira heuristica, a teoria das superficies de Riemann posteriormente
adquiriu um aspecto abstrato e nos dias de hoje € uma éarea independente da Analise
Complexa no sentido de que usa técnicas de diversos ramos do conhecimento para estudar
seus problemas naturais, como por exemplo, a algebra,a topologia e até mesmo elementos
de teoria dos nimeros. O primeiro passo para essa abstracao foi o advento das fungbes
elipticas. Como caso classico temos a fungdo g de Weierstrass, uma fun¢gdo meromorfa,
com polo duplo e com dois periodos linearmente independentes sobre o corpo de escalares
R, que é dada por

o(u) = %2 + > (ﬁz - I]?)
AeA/{0}

onde A é um reticulado em C.

Neste trabalho apresentaremos a classificacdo das superficies de Riemann por
meio do Teorema da Uniformiza¢cdo de Riemann. Ele afirma, dentro de um certo sentido
(a menos do que chamamos de biho- lomorfismos), que existem apenas trés tipos de
superficie de Riemann: As elipticas, as parabdlicas e as hiperbolicas. Ambos os casos
estdo relacionados a superficies de curvatura constante, que é positiva, nula ou negativa,
respectivamente. O teorema da uniformizagdo em si ndo implica as condi¢coes anteriores,
mas é possivel relaciona-las com a estrutura complexa das superficies de Riemann por meio
do conceito de métrica Riemanniana, que generaliza a no¢do de produto interno euclidiano
para variedades. Para isso é necessario introduzir o conceito de “estrutura complexa”
em uma variedade. Inicalmente isso €é feito definindo um objeto (mais precisamente, um
endomorfismo linear) em um espaco vetorial real V , dim(V') =2n, J: V— V que satisfaz a
condicdo J2 = -Id, e transportar essa propriedade para o espago tangente a uma variedade
Mem um ponto p e M denotado por TpM que naturalmente carrega uma estrutura de espaco
vetorial. Queremos, de certa forma, entender de qual maneira as estruturas complexas e as
métricas Riemannianas estéao relacionadas. Faremos isso no seguinte sentido: dada uma
superficie orientada M, definimos



RM(M ):= espago das métricas Riemannianas sobre M
CS(M):= espaco das estruturas complexas sobre M

e consideramos a aplicagéo J : RM(M ) — CS(M ) dada por y — 7 [y] onde, se em
coordenadas temos

2
v = Z yij drtdet = E(da')? + 2Fdatde?® + G(da®)?. (D
ij=1

entao

. (-F E
IN=Trarm | _y

Nosso objetivo neste trabalho é estudar algumas propriedades de tal aplicagao
com a finalidade de colocar as relagbes entre estruturas complexas e Riemannianas em
superficies sob uma perspectiva, diferente do que usualmente é apresentado na literatura
da area. Podemos listar como as duas principais contribuicbes deste material:

(i) Estudo da diferenciabilidade de 7] [y]: observa-se que CS(M) ndo tem estrutura de
espaco vetorial, pois as operacdes de soma de estruturas complexas e multiplicagéo
de uma estrutura complexa por um escalar ndo necessariamente resultam em
uma nova estrutura complexa. Analogamente para RM(M ). Porém, RM(M ) é
subconjunto do espaco das formas bilineares simétricas sobre M denotado por B(M)
e CS(M) é subconjuto de T,'(M), o espago dos campos tensoriais 1-covariantes e
1-contravariantes. Ambos B(M) e Tﬂ(M ) tem estrutura de espaco vetorial. Isto nos
permite introduzir uma nocao de diferenciabilidade para J. De forma explicita, para b
€ B(M)eJ' =7yl (veja equagéo (3.50)):

2 2
dTh] - b)), = % DAl | T = A bl )
G=1 Je=1

(ii) Mostraremos como transferir o teorema da uniformizacdo de Riemann para o
teorema geométrico da classificacdo de superficies orientadas com curvatura
constante usando 7 . Nesse sentido, o trabalho apresenta o aspecto de reorganizar
fatos conhecidos das geometrias complexa e Riemanniana e reapresenta-los
sobre um novo cenario, conectando-as, no sentido de que quando identificamos
uma métrica Riemanniana com uma estrutura complexa possibilitamos entender
uma superficie Riemanniana com uma superficie de Riemann. Em contrapartida,
mostraremos também que toda superficie de Riemann admite uma métrica
Riemanniana de curvatura constante.

Este trabalho é dividido em trés capitulos. O primeiro é dedicado a uma introdugao
a teoria das superficies de Riemann, isto é, descrevemos seus conceitos elementares e
alguns exemplos. Ja no segundo apresentaremos o teorema da uniformizacéo de Riemann,
bem como as ferramentas para entende-lo. Finalmente no terceiro vamos estudar a
conexdo entre superficies de Riemann e superficies Riemannianas através da fungéo



J. Espera-se do leitor no¢cdes de calculo em uma variavel complexa, topologia basica,
geometria diferencial elementar e uma nocéo de variedade e seus espacgos tangentes. Por
completude, no apéndice A colocamos o que é necessario de calculo tensorial.



CAPITULO 1
INTRODUCAO AS SUPERFICIES DE RIEMANN

Este capitulo corresponde a um primeiro passo na teoria das superficies de
Riemann. A teoria teve origem no estudo de fungdes complexas de uma unica variavel
complexa e, hoje em dia, € um ramo vasto da matematica, com aplicagdes em varias areas.
Inicialmente as superficies de Riemann foram introduzidas para resolver o problema da
descontinuidade das fungbes holomorfas ao longo do semi-eixo real negativo. Funcoes
importantes que naturalmente surgem na teoria da Analise Complexa, como o logaritimo
e a raiz quadrada, possuem este tipo de descontinuidade. Mais do que isso, também
em um primeiro momento, as Superficies de Riemann foram utilizadas para se resolver
os problemas da multivaléncia em fungbes que também aparecem naturalmente do
contexto da Analise Complexa. A ideia das superficies de Riemann, neste entdo primeiro
momento, € a de ndo eliminar o semi-eixo real negativo(pois queremos calcular o valor do
logaritmo e da raiz quadrada, por exemplo, nesses pontos) mas sim introduzir os ramos
que definem as folhas de Riemann. Construir e entender a relacdo dessas folhas, em
geral, ndo é tarefa facil, pois uma mesma funcéo pode perfeitamente admitir mais de uma
superficie de Riemann.

Neste capitulo introduziremos os conceitos iniciais para o entendimento da teoria
das Superficies de Riemann. Iremos entendé-las como casos particulares de estruturas
mais gerais, as variedades complexas.

Assumimos que o leior tem um pequeno conhecimento prévio de elementos da
teoria das fungdes de uma e varias variaveis complexas, e de variedades reais.

Relembramos rapidamente uma definicdo elementar da Topologia Geral que nos
sera util: Consideremos dois espacgos topolégicos Me N e uma fungéo f : M— N. Dizemos
que f é dita ser um homeomorfismo se for continua, inversivel com inversa f ~' também
continua. Dizemos também que a fungdo f € um homeomorfismo local se existir uma
vizinhanca U em torno de cada ponto p € Mtal que a restricao f |lU é um homeomorfismo
de Uem sua imagem f (U) c N.

1.1 FUNCOES HOLOMORFAS

Denotemos por € o conjunto dos nimeros complexos e, para ne N, o espago C" =
R" + iR” como sendo o conjunto das n-uplas de nUmeros complexos

2= (21,00 20) = iy, = (T2, 20), Y = (Y1, Yn) €R™



Sua topologia € induzida do produto hermitiano z- z:=2z2z + ...+ zZ,6 onde Z

n—n’

representa o complexo conjugado (Z,, ..., Z,).

Seja Uc €C"um aberto. Uma aplicagéo f = u+ iv: Uc €C" — C é dita ser holomorfa
em U se para cada z € U, f satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann, isto é,

ou dv v ou
= > = —— o1 =1,....n. 1.1
()=o) ¢ g =-pte) . i=len (R

Podemos generalizar este conceito para fungbes vetoriais da seguinte maneira:

dado um aberto U c C", uma aplicacao

g=(g1,ga): UCC"=C" (1.2)
é chamada holomorfa se cada fungéo g, i € {1, ..., n}, for holomorfa.

Uma condicdo necessaria e suficiente para que uma funcédo seja holomorfa € que
ela ndo dependa da variavel conjugada z. Mais precisamente, definindo

of _of ot
Iz o dxy, lc’)yk (1.3)

onde

of  du . ou ) ﬂ _Ou . du

= — e = — 1.4
dup  Omy | owm, Ay ayk+layk7 a9

entdo f é holomorfa se, e sb se,

or _

k=1, . 1.
9% 0, SERRRL (1.5)

Exemplo 1.1. A funcdo f : C—C definida por z — 1212 ndo pode ser holomorfa pois
|zI2 = zZ, isto é, depende da variavel conjugada Zz.

Exemplos importantes de fungbes holomorfas sdo obtidos a partir de funcbes
elementares ou Liouvillianas, isto &, funcbes de uma Unica varidvel complexa que
s@o combinacdes de um numero finito de operacgdes aritiméticas e composicbes com
exponenciais, logaritmos, trigonométricas, hiperbdlicas e solugbes de equacgbes algébricas.
Tais tipos de funcdes sdo de fundamental importa®ncia na teoria das superficies de Riemann.
Como construiremos superficies de Riemann a partir dessas funcdes, precisamos descrever
suas principais propriedades.

Exemplo 1.2. A fungé@o exponencial exp : C—C é definida por exp(z) = eV := e*e¥=
e*(cos(y) + i sen(y)). Suas principais propriedades séo:

1. exp(z + w) = exp(z)exp(w), Yz, we C.
2.exp(2) #0,V ze C.

3. lexp(2)l = exp(Re(z2)), V ze C.

4. exp(2) é periddico de periodo 2.

5. exp(2) =1 se, e s6 se, z=2mmni para algum ne Z.

Capitulo 1




6. Seja y, um namero real fixo. Considere o conjunto
Ay ={z=x+iy;xeR, y,sy<y,+2m.
Entéo, exp(z) € uma fungao bijetora de A ; em CK0}.
7. Afungéo exp(2) é inteira (holomorfa em todo C) e exp’(2) = exp(z), Vze C.

8. exp(z) = EO w em todo C, em torno de z, = 0.

n=

Exemplo 1.3. Considere o conjunto A :={z=x+ iy € C; x <0, y = 0}. Definimos a
fungéo logaritmo log : C/A — € como sendo log(z) :=log Izl + i onde 8 = arg(2) € (t, t, +
2n), t e R.

Quando arg(z) € (-m, r), diremos que o0 log(z) esta definido em seu ramo principal.

Algumas das propriedades de log(z) séo:

1. A funcéo log(z) € a inversa da fungcdo exponencial exp(z) no sentido de que,
dado um ramo qualquer onde log(z) esta definido entdo, €°9@ = z. Além disso, se
escolhermos um ramo no intervalo [y,, y, + 2r) ent&o, log(exp(z)) = zpara z = x + iy,

com yely,, y, +2n).
2. log(z,.z,) = log(z,) + log(z,) mod 2r7.

3. Em seu ramo principal a fungéo Iowg(z) € holomorfa e log'(2) = 1/z

n

- (71 n—1
4. No ramo principal log(z + 1) = TEU n _“ cujo dominio de convergéncia é o
disco unitario centrado na origem D(0, 1), em torno de z, = 0.

5. O conjunto B = C/A é o maior conjunto no qual podemos definir o ramo principal de
log(z), isto é, dado um conjunto B C C entdo nao podemos definir um ramo principal
para log(z) pois neste conjunto a funcao arg(z) ndo pode ser continua e, portanto,
log(z) também néao é.

Exemplo 1.4. A fungéo poténcia z,# onde z,, z, s&o nimeros complexos, z, # 0, é
z® = ej?mg(zlﬂ. Assim, a raiz quadrada se torna um caso particular de fungao poténcia, z'2=
Vz=lz2 e 2°,

Seja b € Z. Desse modo, dado a € C, a® estd bem definida (tem Unico valor)
independentemente do ramo escolhido. Reciprocamente, se a® estd bem definido entdo
b € Z. Seja agora b € Q. E suficiente considerar o caso em que b = 1/n. Entdo, como
consequéncia da féormula de de Moivre, a'" tem exatamente n determinacdes distintas.
Caso b seja irracional entéo, a® tem um ndmero infinito (contavel) de determinacoes.

Podemos observar que a definicdo de funcéo poténcia € equivalente a

log(27?) = z2log(z1) (1.6)

que, para z, estritamente positivo e z, real, € uma férmula familiar da anélise
real. A definicdo que demos sugere uma extensdo natural da noc¢do de poténcia real de
nameros positivos, que mantém a propriedade descrita acima. Esse fato &€ conhecido
como Principio da Conservacgdo das Propriedades Funcionais, que também foi usado de
alguma maneira para definir as outras fungdes elementares. Este principio € usado muitas



vezes na matematica e aparecera novamente quando falarmos sobre estruturas complexas
em variedades. Além disso, devemos notar que o nimero complexo z, log(z,) € uma das
possiveis solu¢des w de

22 = e, (1.7)

Outras raizes existem e o conjunto formado por elas € dado pelos possiveis valores
de log(z,? ), z, log(z,) + 2k, k € Z. Como o logaritmo € uma fungdo multivalente, z,# &,
em geral, multivalente com o mesmo ponto de “ramificacdo” (no caso, o ponto z = 0) que
o log(2). Tais fatos serdo uteis depois para descrever as superficies de Riemann dessas
fungbes.

1.2 SUPERFICIES DE RIEMANN COMO VARIEDADES COMPLEXAS

As superficies de Riemann sao casos particulares de variedades complexas. Estas,
por sua vez, sao definidas de forma semelhante as variedades reais. Enquanto no caso real
elas sao identificadas localmente com o espago R” e as fungdes de transicéo (fungdes de
mudanca de coordenadas) sdo suaves (de clase C), no caso complexo, sdo localmente
identificadas com C€" com fungbes de transicdo holomorfas. Vemos, portanto, que uma
variedade complexa é um espaco topoloégico que, localmente, pode ser descrito por meio
de um sistema de coordenadas complexas. Mais precisamente:

Definicao 1.1. Diremos que um espaco topologico M &€ uma variedade complexa de
dimensao n se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

1. M é Hausdorff com base topologica enumeravel;

2. Existe uma familia {(U, W.)}.E,, onde / € um conjunto de indices, sendo paracada ie
I, U, um conjunto aberto de M e ¢, um homeomorfismo de U, sobre um aberto V,de
€"com {U;},, cobrindo M, isto &, U, U,= M.

iel iel =i

3. Paratodo j, je I, se U N U/.:t @, a aplicacao

€ holomorfa no sentido de varias variaveis complexas.

Obs 1.1. Para aspectos mais gerais sobre variedades complexas consultar ([6]) ou
([71).

Os homeomorfismos ¢, séGo chamados de cartas ou coordenadas locais e a colegéo
A :={(U, V, 9)},, € chamada de atlas, onde este atlas deve ser maximal, i.e, ele ndo esta
contido em nenhum atlas estritamente maior. Isto quer dizer que qualquer carta que é
compativel com toda carta em A ja esta em A.

Podemos observar que toda variedade analitica complexa possui uma estrutura
subjacente de variedade diferenciavel C* (e mesmo analitica real) pois podemos identificar
C" com R2". Dessa maneira, M possui dimensao real par.



A seguir daremos um exemplo de variedade complexa.

Exemplo 1.5. Da mesma maneira que P (R) (espaco projetivo real de dimensé&o n)
tem uma estrutura natural de variedade diferenciavel, P (C) (espago projetivo complexo de
dimensao complexa n,isto €, o0 espaco das retas complexas passando pela origem de um
espaco vetorial complexo de dimensao n+1) tem estrutura natural de variedade complexa.
As cartas locais séo da forma

(20,0 20) = (22, 2L 2L By 20, (1.8)

Zj Zj ZJ‘ Zj
Obs 1.2. Para mais exemplos de variedades complexas importantes consultar ([12]).

Definimos agora superficie de Riemann e alguns conceitos importantes além de
tratarmos de exemplos concretos.

Definicao 1.2. Uma superficie de Riemann é uma variedade complexa conexa de
dimensao um (e, portanto, dimensao real dois).

Definicéo 1.3. Sejam M e N duas superficies de Riemann com atlas {(U_, Ua, g)re
{(V, V, ¢)}, respectivamente. Uma fungéo continua f : M — N é dita ser holomorfa se para
cada a e i, a composicao

diofouyt (1.9)
€ holomorfa no seu dominio de definicéo.

-1 A = -1 ™7 . ~

Neste caso ¢,o f o @' é uma fungéo de ¢ (U, N f'(V)) em V. Estes conjuntos s&o
abertos em C, e entdo a condigdo de ser holomorfa recai no caso usual de uma variavel
complexa. E um exercicio simples verificar que tal conceito independe da escolha do atlas.

Definicao 1.4. Um biholomorfismo entre duas superficies de Riemann M e N é
uma aplicagdo holomorfa f : M — N que é inversivel e cuja inversa € também holomorfa.
Neste caso dizemos que M e N sdo equivalentes ou biholomérficas. No caso M = N, um
biholomorfismo é também chamado de automorfismo.

Dessa forma podemos ver um biholomorfismo como uma espécie de difeomorfismo
no sentido complexo.

Exemplo 1.6. O plano complexo C, e qualquer subconjunto aberto U de C, é
claramente uma superficie de Riemann. Neste caso, fungdes holomorfas de abertos de
Cem C, como superficies de Riemann, recai no conceito de holomorfia da anélise complexa.

Exemplo 1.7. O disco unitario de centro na origem D(0, 1) ={z€e C; |1zl <1} e 0 semi-
plano superior H = {w e C; Im(w) > 0} séo superficies de Riemann, pois sdo abertos de C.
Eles séo equivalentes devido a aplicagéo

w—1
wt i

(1.10)

zZ =

que é um caso particular de transformacdo de Mobius (um tipo especial de
transformacao de variavel complexa que sera vista mais adiante), chamada de transformada
de Cayley.



Exemplo 1.8. O exemplo classico de superficie de Riemann compacta é a chamada
esfera de Riemann. A construcéo da esfera de Riemann é um fato bastante conhecido
dentro da matematica. Por isso, em vez de fazer a constru¢@o desta vamos apenas destacar
um fato importante: A esfera de Riemann é biholomorfa a esfera usual S2 c R®. De fato,
a esfera de Riemann é definida como sendo € = € U {}. Assim, vemos que a esfera de
Riemann é a compactificagéo do plano complexo € por um ponto ideal no infinito, denotado
por . Um conjunto de cartas para a esfera de Riemann é

{(T,2),(C/{0},1/2)}. (1.11)
Portanto, a fungcéo de transicéo é f (2) = 1/z.

Para mostrar que S2 & uma superficie de Riemann biholomorfa a € basta mostrar
que elas possuem as mesmas fun¢des de transi¢éo ja que, topoldégicamente séo idénticas.
Um conjunto de cartas para esfera S2 é

{(821(0, 0, 1), ¢+), (52 /(0, O, -1), ¢-)} (1.12)

onde ¢+ sdo as projecOes estereograficas em coordenadas complexas nos pélos
norte e sul, dados respecti- vamente por (x,, X,, x;) = (0, 0, 1) e (x,, X,, X;) = (0, 0, —=1) com

T + i ) T + i
! 2 b (1,32, 23) = = 2

] . 1.1
1—a3 © 1423 (1.13)

@+(I],.TQ,373) =

Dado qualquer ponto p = (x,, X, X,) € S? satisfazendo a condigéo x, # 1, entéo ¢-
op,(2)= % como na esfera de Riemann. Logo, qualquer uma das projecdes estereograficas
constituem um biholomor- fismo ao identificarmos o polo em questéo com o infinito. Portanto
C e S? s&o equivalentes.

Apesar de €, H e S2 serem simples exemplos de superficies de Riemann, elas
desempenham um pa- pel importante dentro da teoria pois como veremos posteriormente
estdo diretamente relacionadas com o problema de classificagdo das superficies de
Riemann.

Os dois exemplos seguintes ilustram bem como é feita a construgédo heuristica
de superficies de Riemann a partir de fungdes multivaloradas. A ideia foi criada por
Bernhard Riemann por volta dos anos 1850 e € uma construgdo geométrica que permite
que superficies sejam dominios ou imagens para estas fungbes mul- tivaloradas. Ainda
de maneira heuristica podemos entender essa constru¢ao como o conceito de aplicagéo
definida em uma superficie de Riemann, que pode ser vista como uma generalizagdo do
plano complexo € constituido de mais de uma folha. A teoria criada por Riemann capitaliza
o fato de que uma dada fung&o multivalente associa um Unico valor a cada ponto de uma
superficie dessas. Uma vez obtida uma superficie de Riemann para uma dada funcéo, essa
funcdo estd bem definida na superficie e podemos aplicar a teoria de fungbes univalentes.
Dessa forma, resolvemos as dificuldades decorrentes da multivaléncia por meio de uma
construgdo geométrica. No entanto, a descricdo dessas superficies e a interligacdo das
diversas folhas podem ser bastante complicadas.



Exemplo 1.9. (Superficie de Riemann da raiz quadrada). Denotemos |zl = r. Sem
nenhuma restricdo sobre z = 0 e arg(z), Vz associa dois, e somente dois valores distintos
para cada z. Uma superficie de Riemann para vz é obtida substituindo o plano z com uma
superficie constitiida de duas folhas R, e R,, cada uma cortada ao longo do eixo real
positivo e com R, emendada & R, da seguinte forma: a aresta inferior do corte de R, € unida
a aresta superior do corte de R, e a aresta inferior do corte de R, é unida a aresta superior
do corte de R,. Se um ponto z comega da aresta superior do corte de R, e descreve um
caminho continuo em torno da origem no sentido anti-horario, o angulo 6 cresce de 0 até
2. O ponto passa entdo da folha R, para folha R,, na qual 8 cresce de 2m até 4. Se o
ponto continuar dessa forma, ele retorna a folha R;, em que o valor de 6 pode variar de
4m até 61 ou de O até 2m, e assim por diante. Podemos notar que o valor de vz em um
ponto em que o camiho passa da folha R, para folha R, é diferente do valor de vz em um
ponto em que o caminho passa da folha R, para a folha R,. Dessa forma, constrdimos uma
superficie de Riemann na qual vz é uma aplicacéo injetora dos valores de z ndo nulos.
Nessa construgéo, as arestas das folhas R, e R, sdo unidas em pares de tal maneira que a
superficie resultante é conexa e fechada. Os pontos em que duas arestas sao unidas séo
diferentes dos pontos em que sdo unidas as duas outras arestas. Na visualizagdo de uma
superficie de Riemann, & importante entender como devemos proceder ao alcancar uma
aresta do corte de uma folha.

A origem é um ponto especial dessa superficie, pois € um ponto comum a ambas as
folhas, e uma curva & em torno da origem deve dar duas voltas para poder ser fechada.
Portanto, temos que a origem neste caso € um ponto de “ramificacdo”. A imagem da folha
R, pela transformagéo w = vz é a metade superior do plano w, pois o0 argumento de wem A,
€ 6/2, sendo 0 < 6/2 <. Analogamente, a imagem da folha R, é a metade inferior do plano
w. Assim como no exemplo anterior, posteriormente veremos que em cada folha, a fungéo
que definimos € uma continuagédo analitica da funcéo definida na outra folha, assim como
foi feito para a funcdo univalente vz definido no ramo principal do log(z). Nesse sentido,
a funcéo univalente vz dos pontos da superficie de Riemann é uma fungdo holomorfa em
todos os pontos, exceto na origem. De fato, como log(z) € o inverso da exp(z), que nunca se
anula, entdo ndo € possivel que log(z) seja holomorfo na origem (sequer pode ser continuo,
pois a fungéo arg(z) néo o €).

As ideias heuristicas feitas acima podem adquirir um aspecto mais rigoroso como
se segue.

Seja z=a + bie C fixo. Dado w = x + iy € C, a solugdo da equacéo

w? =z & (z+iy)? = (a+bi) (1.14)

€ dada por z = x(a, b) + iy(a, b) onde

at+ VT B2 Va2 +b2 —a

com p(b) =1,se b >0 e p(b) =-1, se b <0, onde as raizes quadradas acima



sdo consideradas positivas. Assim, precisamente vemos que para cada z a funcdo vz
associa dois, e somente dois valores distintos e, portanto, € uma fungéo bivalorada. Dessa,
podemos entender a fungéo f(z) = vz como solucdo da equagdo w? = z. Porém, para se
obter uma fungéo univalorada de z de modo a ser continua precisamos fazer um corte, i.e,
definir um ramo em seu dominio. Uma maneira de fazer isso é definir f : C/R- — C por

z=re? = f(2) = Vzi=vre"? | 0 =arg(z) € (-7, 7) (1.16)
a qual define a funcgéo raiz quadrada com parte real positiva.

Analogamente, f : C/R* — € como em 1.16 onde 6 = arg(z) € (0, 2m), define a
funcao raiz quadrada com parte imaginaria positiva. Para esta fungdo assim definida nao
existe extenséo continua (e, portanto, holomorfa) para o semi-eixo removido. Quando z se
aproxima de um ponto no semi-eixo por sentidos opostos, os limites dos valores assumidos
por vz diferem por um sinal. Portanto, comegando em um ponto 0 # z, € C dada qualquer
escolha de w/z0 percorrido continuamente em torno da origem uma Unica vez ira passar para
a escolha oposta de Vz . Logo Z, precisa percorrer continuamente duas vezes em torno da
origem para que Vz percorra uma Unica vez. Assim, vemos que na pratica é melhor usar
o simbolo “Vz” para raiz quadrada somente quando sabemos precisamente onde ela esta
definida. De acordo com o que foi estabelecido acima, podemos perceber que a origem 0
€ um ponto “problema”. A ideia neste caso é a de substituir o plano € (como dominio da
funcéo f bivalorada) pelo seu gréafico. Este conjunto (que na verdade sera a superficie de
Riemann de f) é o subconjunto fechado do plano dado por

M = {(z,w) € C*w? = 2}. (1.17)

Assim, a funcdo w = f (2) é a projecao M — € dada por

(z,w) = w=w(z) = f(z) (1.18)
e define uma funcéo biholomorfa entre o grafico de w, M e o plano w. Dessa forma a
superficie de Riemann da raiz quadrada é equivalente ao plano complexo C.

Formalizamos essas ideias da seguinte maneira: Considerando R- como sendo o
conjunto dos numeros reais ndo positivos, definiremos o0s conjuntos

Uy :={(z.w) € M;z ¢ R™, Re(w) > 0}
Uy :={(z,w) € M;2 ¢ R™, Re(w) < 0}

(1.19)
e para

Vi={z=a+bieC; b=0 implica a>0} (1.20)

sejam os sistemas de coordenadas

p1:U3 =V e @o:Us = V. (1.21)

No sistema de coordenadas ¢,, f se escreve como

Capitulo 1




fowi'(z) = fow'(re?) = vreX® (1.22)

onde

0/2, se 0 <0 <.
x(0) = (1.23)
0/2+m, sem < <2m.
Em particular, se Im(z) > 0 entéo f op,7'(2) “=” vz. Além disso, vdo existir sistemas
de coordenadas ¢ e ¢ tais que

Gofop(z)=2% (1.24)

Assim, temos um teorema:

Teorema 1.1. Existe uma Unica fungdo f : M — € holomorfa tal que f op,'(r) = 4
para r> 0. Além disso, f € uma funcéo bijetora. Ainda, M & biholomorfa ao plano por meio
da aplicagéo @ : C — M dada por

z - B(z) = (2, 2%). (1.25)

Resumindo: O modelo apropriado de definicdo para f (z) = Vz é feito introduzindo
outra cépia do plano complexo C e, dessa forma f (z) e z se relacionam por meio da
aplicagéo € — C dada por ¢ — 2. Dado U c CK0} aberto, simplesmente conexo, a fungéo
inversa é dada por ¢ = z'2 e € holomorfa em todos os pontos z€ U.

Como veremos no capitulo 2, o teorema da uniformizacao de Riemann nos garante
que a superficie de Riemann da raiz é um exemplo do que chamaremos de superficie
parabolica.

Exemplo 1.10. (Superficie de Riemann do logaritmo). Se ndo colocarmos restricéo
nenhuma em z e em arg(z) a funcao log(z) &€ multivalente, pois cada z associa um numero
infinito de valores todos adicionais de 2, pois arg(z) = Arg(z) + 2mr, onde Arg(z) € o
argumento principal de z. Para descrever log(z) como uma fungéo univalente, substitiimos
o plano z com a origem omitida por uma superficie em que um novo ponto é identificado
a cada acréscimo ou decréscimo de 21T ou um multiplo inteiro de 2rr no argumento do
namero z.

Tratamos o plano z com a origem omitida como uma folha fina R, que é cortada ao
longo da metade positiva do eixo real. Nessa folha, deixamos 6 variar de 0 até 2m. Depois,
cortamos uma segunda folha R, da mesma maneira e a emendamos com a folha R, da
seguinte forma: unimos a aresta inferior do corte de R, com a aresta superior do corte de
R,. Em R,, o angulo 6 varia de 2rraté 41, de modo que se z for representado por um ponto
de R,, a fungdo componente imaginario de log(z) varia de 2rraté 4r. Em seguida, cortamos
uma folha R, da mesma maneira e a emendamos com a folha R, assim: a aresta inferior do
corte de R, é unida a aresta superior do corte dessa nova folha e assim sucessivamente
com as folhas R,, R,, Uma folha R, na qual 6 varia de 0 até -2 é cortada e unida com



a folha R, de maneira semelhante a que foi feito acima. Portanto, as folhas R,, R, séo
constriidas de maneira analoga. As coordenadas r e 6 de um ponto em qualquer uma
das folhas podem ser consideradas as coordenadas polares da proje¢cédo do ponto sobre
o plano z original, sendo a coordenada angular 6 restrita a uma variagdo definida de 2m
radianos em cada folha.

Considere um caminho continuo qualquer nessa superficie conexa de um namero
infinito de folhas. A medida que um ponto z percorre esse caminho, os valores de log(z)
variam continuamente pois 6, junto a r, varia continuamente, e agora log(z) tem um Unico
valor em cada ponto do caminho.

A superficie descrita aqui € uma superficie de Riemann de log(z). Essa superficie
conexa tem um numero infinito de folhas, arranjadas de tal modo que log(z) é uma fungéao
univalente nesta superficie. Atransformagédo w=1log(z) é uma aplicacéo injetora da superficie
de Riemann sobre todo o plano w. Aimagem da folha R, é a faixa 0 < v<2r. Posteriormente
poderemos observar que log(2), definida na folha R,, representa a continuagéo analitica
da fungéo univalente log(z) com 0 < 6 < 2, para cima através do eixo real positivo. Nesse
sentido, log(z) ndo é s6 uma funcdo univalente em todos os pontos z da superficie de
Riemann, mas é também uma fung¢éo holomorfa em todos os pontos z da superficie.

As folhas poderiam, evidentemente, ser cortadas ao longo do eixo real negativo,
ou, entdo, em qualquer raio a partir da origem, sendo unidas ao longo dos cortes de
maneira apropriada, formando outras superficies de Riemann para log(z). Assim, como dito
anteriormente, uma dada fungéo geralmente admite mais de uma superficie de Riemann.

Da mesma maneira que formalizamos e demos rigor para a construgao da superficie
de Riemann da raiz quadrada no exemplo anterior, poderiamos fazer também com a funcéao
logaritmo. Porém, como muitos dos aspectos usados no caso anterior se mantém intactos
néo o faremos aqui.

Exemplo 1.11. Dado b € CK0}, o cilindro formado pela relagcdo de equivaléncia em
C definida por

Z~W<Z-wW=nb
para algum n e Z, com a estrutura complexa herdada de € mediante a projecao

canénica C — C/Z, é biholomorfo ao plano sem a origem CA0}. Para mostrar isso, tomemos
b =1 sem perda de generalidade e consideremos a aplicacao exp : €/Z — CKO0} dada por

(2] P> 2T (1.26)

e mostremos que ela esta bem definida, isto €, ndo depende do representante da
classe [Z]. De fato, um elemento na classe de [Z] tem a forma z + Z. Logo, 2" = g2min g2niz
= e?" jg que e2™ = cos(2rm) + i sen(2rn) = 1, para todo n e Z. Ainda, f é bijetora. De fato,
& injetora pois dados z, + ne z, + nem C/Z entéo e*"=*" = 2= ge, e 80 se, 21(z, - z,)
= 2km, k € Z. Logo, z, - z, = n e, portanto, z, =z, + n =z, € C/Z. E sobrejetora pois, em
primeiro lugar le®%| = efem2 £ Q e, portanto, €2 # 0, para todo z € C/Z. Além disso, dado
qualquer w € CA0} entdo e = w se, e sb se, z = % + ilog lwl ;—,: 6 = arg(w). Ainda, sua



derivada também nédo depende da escolha do representante da classe [z] e é dada por
(e?™)'= 2mie*™ que € ndo nula para todo z € C/Z. Logo, pelo teorema da fungéo inversa tal
funcao é biholomorfa.

Assim como no caso da raiz, também veremos no capitulo 2, que pelo teorema da
uniformizagcao de Riemann, a superficie do log é também parabdlica.

1.3 PONTOS DE RAMIFICACAO

Nesta sec@o descreveremos fatos importantes sobre pontos de ramificacéo para
funcdes holomorfas entre superficies de Riemann. Este conceito aparece no ambiente da
Andlise Complexa para uma fungdo mul- tivalorada, quando superficies de Riemann sao
constraidas com “ramos” ou “folhas” onde esta funcdo multivalente se torna univalente.
Como exemplos, vimos que a superficie de Riemann de log(z) possui infinitas folhas, pois
o prolongamento analitico desta fungéo consiste em adicionar 27 a cada folha. J& a fungéo
Vz possui apenas duas folhas, cada uma correspondendo a um dos diferentes valores que
sa- tisfazem w2 = z, z # 0. Sem nenhuma restricdo sobre z e arg(z) as fungdes z'?, z'4, . . .,
z'" sdo trivalentes, quadrivalentes,. . .,n-valentes e para cada uma delas suas respectivas
superficies de Riemann sao constitiidas com 3, 4, . . . n folhas, respectivamente.

Definicdo 1.5. Consideremos uma fung¢éo f : U — C holomorfa no dominio® U c C.
A multiplicidade de f em um ponto z; € U € dada por
Kz, (f ) :=min{n=1; f(z)) = 0}, (1.27)

exceto quando f é uma fungéo constante, que neste caso Kz, (f ) = 0.

Proposicédo 1.1. Seja f : M — N uma funcdo holomorfa entre duas superficies
de Riemann e considere (U, ¢) e (V, ¢) cartas em vizinhancas de pe Me f (p) e N. A
multiplicidade def em p definida por

Kp(f) = K, (@o fo ) (1.28)
independe da escolha do sistema de coordenadas, e portanto € um nimero que
depende apenas de f e p.

Demonstracao: Tome §= o f o ¢! e novas coordenadas ( e ¢. A representacéo
de f no novo sistema de coordenadas &

g=gofod'=(Foyg)ogo(pod) (1.29)
Basta enté&o verificarmos que go ® =W o g tem a mesma multiplicidade k em z, para

quaisquer biholo- morfismos ® e W. Mas isso é consequéncia do fato de que para n <k
valem as formulas

(G0 @)™ (20) = G (¢(20) (¥ (20))" € (Wog)™ (20) = ¥(g(20))g"™ (20)- (1.30)

Como @(z)) e ¥(g(z,)) séo néo nulos, o resultado fica provado.

1 Lembramos que por dominio entendemos um subconjunto aberto e conexo de C.



A proposicéo a seguir nos da uma condigdo necessaria e suficiente para que uma
funcao holomorfa f entre superficies de Riemann tenha multiplicidade k em um ponto.

Proposicao 1.2. Uma funcdo holomorfa entre superficies de Riemann f : M — N
tem multiplicidade K = Kp(f) em p e Mse, e sO se, existem cartas ¢ e Y em vizinhancas de

pe f (p) tais que

(Wofop Nz)=2* |, op) =0. (1.31)
Demonstracao: [1]

O nome ponto de “ramificagcdo” (branch point) apareceu anteriormente e, agora,
vamos defini-lo pre- cisamente.

Definicdo 1.6. Um ponto de ramificacdo para uma fungéo entre superficies de
Riemann f : M — N é um ponto p e Mtal que K (f) > 1, isto é, cuja multiplicidade é maior
que 1.

A propriedade descrita na proposicao 1.2 faz com que o conjunto dos pontos de
ramificagcdo p de uma funcdo f : M — N seja discreto. Em particular se f é uma funcao
propria, isto &, f -'(K) é compacto para qualquer K compacto entao

di(@)= > Ku(f) (1.32)

pefa)
esta bem definida. Assim:
Definicdo 1.7. Se f : M — N é uma fung&o propria, entéo d, (g) ndo depende de g€
f (M). Portanto o indice de f esta bem definido como

di= > K (1.33)
pef~tq)

para qualquer ge f (M).

Demonstracao: Considere a fungéo f : C — C dada por

ze f(z)=2" , n>L (1.34)

Podemos observar que para esta f a condicdo descrita acima é verdadeira. O caso
geral para uma fungédo f : M — N pode ser reduzido para o caso particular anterior usando
a proposicdo 1.2 da seguinte forma: Considere um ponto g € N qualquer porém fixado. Em
torno de cada ponto p € f ~'(g) podemos encontrar abertos U, em Me V_ em torno de gem
N de modo que nesse novo sistema de coordenadas f localmente se escreve como z — z*.
Defina V=N V.. Dessa forma, V é uma vizinhanga do ponto g e N ja que o conjunto f ~'(q)
¢ finito, isto &, existe apenas um numero finito de pontos p € f -'(q) . Usando o fato de que
f € uma aplicagao prépria podemos assumir sem perda de generalidade que f (V) cU Up.
Consideremos outro ponto qualquer g'e V. Da mesma maneira que fizemos a construgédo
acima para o conjunto f ~'(q) podemos fazer também para o conjunto f -'(q'). Do caso
especial descrito inicialmente segue que df (9" = df (9). Logo, df (q) é localmente constante



em N. Como N é conexa entéo segue que d, (g) é constante.

Queremos estabelecer o conceito de funcdo meromorfa em superficies de Riemann
de modo a fazer uma analogia e manter certas propriedades em relagcdo ao céalculo de
uma variavel complexa. Isto € obtido se lembrarmos que tais fungdes “tendem ao infinito”
quando estamos arbitrariamente proximos de um polo, diferentemente de uma singularidade
essencial (veja teorema de Casorati-Weierstrass, [13] ).

Definicao 1.8. Uma fungdo meromorfa em M é uma fungéo holomorfa f : M — S?
que nao é identicamente constante igual a . Se f (p) = «, entdo p dito ser um polo de f
em M. Sua ordem & o nimero inteiro k,(p).

Além disso, uma fungdo meromorfa e propria possui um numero finito de polos de
acordo com um fato ja visto anteriormente: Como f é prépria, entdo f -'(*) é compacto e
discreto pela proposicao 1.2, e portanto finito. Assim temos um teorema importante:

Teorema 1.2. Se M é compacto e existe uma fungdo meromorfa em M com um Unico
polo e este é de ordem 1, entdo M é equivalente a esfera de Riemann.

Demonstrag¢ao: Suponha M uma superficie de Riemann compacta e admita que f :
M — &° seja uma funcdo ndo constante meromorfa com um Unico pélo de ordem 1. Vamos
mostrar que f é um biholomorfismo. Como M é compacto e f meromorfa (portanto continua)
entdo ela € uma aplicagéo propria. Logo f (M) = S?, isto €, f é sobrejetora. Pela definicao
1.7, como o célculo do indice independe da escolha de ge f (M) = S2, tomando o ponto
g =% € S? concliimos que df () =1, ou seja, o indice de f é df = 1. Como por hipotese f
possui um unico polo, isto €, existe um Unico ponto em f ~'(«), digamos x € f —1() (e, em
particular sua ordem é K _= 1) ent&o f é injetora. Logo f é bijetora e, portanto, inversivel. A
fungéo inversa f -' € continua pois a imagem f (A) c S2 para um fechado A é compacto e,
portanto, fechado. Dessa forma f € um homeomorfismo e f (z,) # 0 para todo z, € M. Pelo
teorema da fungéo inversa f -' também é holomorfa. Portanto f € um biholomorfismo.



CAPITULO 2
O TEOREMA DA UNIFORMIZAQAO DE RIEMANN

Neste capitulo estudaremos o Teorema da Uniformizag@o de Riemann e os conceitos
necessarios para entende-lo. O Teorema aparece inicialmente na teoria das funcdes de
uma unica variavel complexa. Ele diz que sempre existe um biholomorfismo entre um
subconjunto proprio do plano complexo e o disco unitario centrado na origem. Este teorema
também aparece no contexto das superficies de Riemann e possibilita classifica-las dentro
de um certo sentido. Nesse caso, o teorema diz que toda superficie de Riemann simples-
mente conexa é biholomorfa a um e somente um dos trés tipos de superficie de Riemann:
O plano complexo, o disco unitario ou a esfera de Riemann. Uma consequéncia importante
desse teorema é que uma superficie de Riemann sempre admite uma métrica Riemanniana
com curvatura constante. O caso geral as divide em cinco classes diferentes e também tem
conexdes com questdes de curvatura constante.

2.1 GRUPOS MATRICIAIS, ACOES DE GRUPOS E RETICULADOS

Para entender o enunciado do Teorema da Uniformizacéo de Riemann precisaremos
de alguns conceitos importantes, como as definicbes dos grupos matriciais SL(2, R), PSL(2,
R) e os conceitos de acéo e acao livre de grupos bem como a nogéo de reticulado em C.
Faremos isso a seguir.

Definicao 2.1. SL(2, R) é o conjunto das matrizes quadradas de ordem dois,

A= (ﬂ b) onde a, b, ¢, d e R e com determinante unitario, ou seja, det(A) = ad — bc = 1.
c d

Por exemplo, a matriz A = (f 1) pertence a SL(2, R) pois suas entradas sao reais e
seu determinante € unitario. SL(2, R) tem estrutura de grupo referente a multiplicacao de
matrizes. Ele recebe o0 nome de Grupo Linear Especial.

Definicao 2.2. Chamamos de Grupo Projetivo Linear Especial o conjunto PSL(2, R)
10
0 1)
Assim, neste grupo matrizes opostas séo identificadas, ou seja, dado A € SL(2, R)

= SL(2, R){+/, -I}, onde | é a matriz identidade quadrada de ordem dois, isto &, I =

entao A e —A sdo a mesmas do ponto de vista de PSL(2, R).

Definicao 2.3. Seja G um grupo e M um conjunto. Uma acao (a esquerda) de G em
M é uma fungéo



GxM-—M
(2.1)

(g.p)rg-p
satisfazendo as condicdes:
1. (Identidade). Dado e o elemento neutro do grupo Gentéo e -p=p, Vpe M.
2. (Compatibilidade). Dados g, he G e pe M, onde ghdenota o resultado da operagao
de grupo em G de gcom h, entédo (gh) -p=g - (h-p).
Analogamente poderiamos definir uma acao de grupos a direita.
Definicao 2.4. Dizemos que uma acao de grupos G x M— M ¢ livre se para qualquer
p— M, g-p=pimplica g = e, onde e € a identidade em G. Se M é espaco topoldgico, a
acéo é dita propriamente descontinua se para qualquer p € M existe uma vizinhanga Up
tal que

g#e = Uyn(g-Up)=0. (2.2)

Isto significa dizer que em uma acéo livre de grupos somente a identidade fixa
qualquer p. Dizer que ela é propriamente descontinua € uma forma de garantir que o espacgo
quociente M/G seja Hausdorff, sendo que este é definido pela relagcdo de equivaléncia

p~q < dgeG: p=g-q, (2.3)

com a topologia quociente, i.e., a topologia mais fina que torna a projecdo M — M/G
um mapeamento continuo e aberto.

Exemplo 2.1. Um exemplo elementar de agao livre de grupos é a acao de um grupo
G nele mesmo por multiplicagdo a esquerda L : G x G — G. Se 0 grupo possuir elementos
além da identidade e entdo nao existe elemento h# e em G que satisfaca gh = h, para todo
g#eem G.

Exemplo 2.2. Um exemplo menos elementar que o anterior de agéo livre de grupos
é a acdo de S' em S®c C? dada por

0 ?2) (2.4)

ew.(zl,zg) = (&7, ¢

que da origem ao mapa de Hopf, porém, ndo entraremos nos detalhes aqui.

Definicao 2.5. Considere o grupo dos nimeros complexos € onde a operagéo € a
adicdo. Dizemos que A € um reticulado em C se for um subgrupo aditivo discreto gerado
por dois elementos linearmente indepen- dentes sobre o corpo dos reais. Explicitamente,
escrevemos:

A ={na +maz; n,m € Z},onde{a,, a2} C C ¢éL.I sobre R}. (2.5)

Exemplo 2.3. O conjunto dos inteiros Gaussianos Z[i] ={z = a + bi; a, b € Z} visto
como subconjunto de € é um reticulado.



2.2 AUTOMORFISMOS DO PLANO, DO DISCO E DA ESFERA

O conjunto dos automorfismos de uma superficie de Riemann é denotado por
Aut(M). Este conjunto munido com a operacgéo de composicao € um grupo. Se f : M — Né
um biholomorfismo, entdo a aplicacao

b Aut(M) — Aut(N)

o fopof! (26)
€ um isomorfismo com inversa dada por
®;'(p)=ftopof.
! @.7)

Dessa forma, duas superficies de Riemann tem o mesmo grupo de automorfismos
a menos de um iso- morfismo.

Agora descreveremos o grupo de automorfismos do plano complexo, do disco e da
esfera de Riemann. Para isso precisamos definir uma das classes mais importantes de
fungbes elementares da Analise Complexa: As transformagdes de Mobius.

Definicao 2.6. Dados numeros complexos a, b, ¢, d com ad - bc # 0, dizemos que
uma transformacgéo de Mébius é uma funcéo racional da esfera de Riemann

T:C—C

dada por

LZISI se z # —djc.

T(z) =1 a/e, se z = co. (2.8)

00, se z = —d/c.

Acondicéo ad - bc # 0 ¢ para que T nédo seja identicamente constante (em particular
igual a a/c).

Algumas propriedades que tornam essa clase fungbes importante séo:

1. Dada uma transformacéo de Mébius T(z) = £t5 podemos escreve-la como

a (ad—bc) 1

I(z) = c c cz+d (2.9)

Logo, f, o f,°f,°f,onde f, e f, s&o as translagbes f,(z) =z +% ef,(2) =% +2 f,€
a homotetia £, (z) = % ze f,éainverséo f, (z) =% , para c#0. E claro que em um caso
particular algumas dessas podem se omitir.



2.Se T(z) = gj_‘tg € transformacao de Mdbius entao

T7(2) = - (2.10)

L, . . . b
também é pois —(ad — bc) = 0. Além disso, se T1 = % eT2= g;jisz

transformacgbes de Mébius entdo

sdo duas

(a1a2 + bic2)z + (arbe + bids)

Ty 0T =
1e 2(2) (Cla2 + dlcg)z + (61172 + dldg)

(2.11)

também é pois

(a,0,+b,c)(cb,+dd)-@b,+bd)ca,+dc,)=(@,d -bc)a,d, -bc)z0. (2.12)

3. Uma transformacéo de Mébius transforma retas e circulos em retas e circulos, no
sentido de que um circulo pode ser transformado em uma reta e vice-versa onde um circulo
na esfera C passando pelo ponto o« corresponde a uma reta no plano C.

Para maiores detalhes do item 3 ver [14], Capitulo 3, Sec¢éo 3.

A seguir descreveremos os automorfismos do plano, do disco e da esfera de
Riemann. Faremos demonstra¢des simplificadas para os teoremas que descrevem tais
automorfismos. Para um tratamento mais completo consultar [13], Capitulo 7 ou [2],
Capitulo 5.

Precisaremos de trés resultados classicos da analise complexa: O lema de
Schwarz, o teorema de Casorati-Weierstrass e o terema de caracterizacao das fungbes
meromorfas na esfera de Riemann.

Teorema 2.1. (Lema de Schwarz). Seja D(0, 1) o disco unitario e considere uma
funcdo f : D (0, 1) - D(0, 1) holomorfa satisfazendof (0) = 0. Entao:

1. | f(@)|=]|z|,VzeD,

2. Se para algum z, # 0 ocorrer | f(z)) | = |z, |, entdoexisteaeC, |a|=1tal
que f(z) = az.

Demonstracao: Ver [13] pagina 210 ou [2] pagina 70.

Teorema 2.2. (Casorati-Weierstrass). Suponha que a origem 0 seja uma singularidade
essencial de uma fungéo f e seja D(0, r) um disco centrado na origem de raio r pequeno
onioy S€ia holomorfa. Consideremos U := D(0, r){0}, isto é,
o complemento de 0 em U. Entdo f(U) = C (ou seja, a imagem f(U ) é densa no conjunto

o suficiente de modo que f | D




dos numeros complexos). Em outras palavras, os valores assumidos por fpara quando z
percorre U se tornam arbitrariamente proximos de qualquer niUmero complexo.

Equivalentemente o teorema de Casorati-Weierstrass afirma que se 0 é singularidade

essencial de f entdo para todo w € C existe uma sequéncia de pontos {zneN ¢ C, zn

H—O% 0 tal que f(zn) H—OOM)-

Demonstracao: Ver [13] pagina 168 ou [2] pagina 11.

Teorema 2.3. (Caracterizacao das funcdes na esfera de Riemann). Considere uma
funcdo da esfera de Riemannf : € - €. Entéo:

1. f € meromorfa se, e so se, for uma funcao racional isto é, o quociente de dois
polinémios.
2. f € holomorfa se, e s6 se, for constante.

3. Se f tem um polo no infinito, entdo f é necessariamente um polinémio.

Demonstracao: Para maiores detalhes ver [13] pagina 171.

Teorema 2.4. Uma fungéo holomorfa f : € - C esta em Aut(C) se, e s6 se, f(z) =az
+b para constantes a, b € C, a # 0. Em outras palavras, sdo as tranformacoes de Mdbius
comc=0ed=1.

Demonstracdo: E um exercicio direto verificar que as fungées do tipo 7 (z) =az + b,
a # 0 formam um grupo com a operacao de composicdo de fungdes que, em particular, é
um subgrupo do grupo das transformagdes de Mdbius. Vamos considerarque f: C - C é
uma funcao holomorfa (em particular inteira) e injetiva (ndo necessariamente sobrejetiva).
Definimos F (z) := f (1/z) para z € D(0, 1)40}. Como f é holomorfa e, portanto, uma
funcdo aberta o conjunto f (D(0, 1)) € um aberto de €. Consideremos um ponto qualquer
w e f (D(0, 1)). Sendo f injetora entdo F nunca pode assumir o valor w. Pelo teorema de
Casorati-Weierstrass, F tem a origem 0 como uma singularidade removivel ou um polo
(isto €, ndo pode ser singularidade essencial). Podemos verificar que f € uma funcao
meromorfa na esfera de Riemann e, portanto, uma funcéo racional pelo Teorema (2.3).
Como F tem 0 como singularidade removivel ou polo entdo, podemos verificar que f (z) =
az + b para constantes a,be C, a # 0.

Teorema 2.5. Seja D(0, 1) o disco unitario centrado na origem. Os elementos de
Aut(D(0, 1)) sdo precisamente as transformacdes de Mdbius

.
f) =28 e — e =1 (2.13)

cz+a’

Demonstracdo: E um exercicio verificar que as funcdes descritas por 2.13 formam
um grupo digamos, G com a operag¢ao de composi¢ao de fungdes que, em particular, € um



subgrupo do grupo das transformacdes de Mébius. Sendo

’ ad — be
e =tGyar (2.14)

a derivada de uma transformacéo de Mébius f (z) = S;ig ,comb = Ced= a, entao

um célculo nos mostra que

_ (cz+a)(cz+a) — (az +7¢)(az + ¢) _
lez +al?

1-|f(2))? (1= [z (2)]- (2.15)

A equagdo acima mostra que | f(z) | < 1se, esbdse, | z|<1.Logo, Gc AutD
(0, 1) (mais do que isso, é subgrupo). Consideremos agora g € AutD(0, 1). Dessa forma,
| g(0) | < 1. Podemos encontrar a, ¢ € C satisfazendo |a |? - | ¢|? de tal modo que
g(0) = %’E Vamos tomar f como na equacéo 2.13. Entéo, h := fg e Aut(D(0, 1)) com h(0) =
0. Pelo Lema de Schwarz, (2.1), | h(z) | =| z | . Além disso, h="(0) = 0 e novamente pelo
lema de Schwarz encontramos que | z| =<| h(z)| . Logo, pela segunda parte do Lema de
Schwarz, existe 0 € R tal que h(z) = €z, o que prova o teorema.

Existe uma maneira equivalente de caracterizar os elementos de Aut(D(0,1)):

Teorema 2.6. Seja f:D(0,1) - D(0, 1) um automorfismo do disco unitario e suponha
que f (a) = O para algum a € D(0, 1). Entédo existe ¢ € R tal que
o — 2z

= ¢'? _
U 1-az (2.16)

Demonstracao: Segue diretamente do teorema 2.5.

Corolario 2.1. Se f & um automorfismo do disco que fixa a origem, isto &, # (0) =0,
entdo f (z) = €*z para algum nimero real @, e portanto f € uma rotacéo.

Foi visto no exemplo 1.7, o semi-plano superior e o disco unitario sao equivalentes
por meio da transformacéo de Cayley f (z) = j—;z . De acordo com o que foi estabelecido
no inicio dessa secao a existéncia de um biholomorfismo f : H — D(0, 1) em certo sentido
(a2 menos de um biholomorfismo) determina os automorfismos de H. Assim, podemos dizer
que Aut(H) = f —' o Aut(D(0, 1)) ° f, significando que se ¢ € H entdo ¢ = f~' o f para
algum ¢ € Aut(D(0, 1)). Dessa maneira, podemos dar uma descricao explicita de Aut(H).

Teorema 2.7. Considere



a b
c d

M=

uma matriz 2x2 real com determinante 1, isto €, ad - bc = 1. Seja f,, uma aplicagéo
tal que

az+b
f]\,[(z)zi , =ze€H.
cz+d (2.17)
Entdo f,, € um automorfismo de H, e todo automorfismo de H é da forma f,, para
alguma matriz como M. Além disso, dois automorfismos de H, digamos, f,, e f,, séo iguais
se,esbose, M' =+ M.

Para maiores detalhes ver [13] pagina 217.

Teorema 2.8. Aut(@) = Aut(S?) é precisamente o grupo das transformacbes de
Mobius.

Demonstracao: De acordo com o teorema 2.3 as fungdes meromorfas da esfera
de Riemann sao as racionais, isto €, quociente de dois polinémios, digamos f(z) := 2% .
Sem perda de generalidade, suponha que o grau de p(z) = 2. Dessa forma, f ndo pode ser

injetora. Logo, p(z) = az + b. Analogamente, q(z) = cz + d. Portanto, necessariamente

f(z)= gj_tg ,onde ad - bc # 0, pois caso contrario f seria constante. Isto se observa na

fomula (2.9) se ¢ #0, e 0 Teorema 2.3 se ¢ = 0.

2.3. HOMOTOPIA E ESPACOS DE RECOBRIMENTO

A seguir, iremos falar um pouco sobre homotopia e recobrimento universal. Aqui ndo
desenvolveremos sua teoria geral, mas sim o que € necessario dentro do nosso contexto
de Superficies de Riemann. Daremos também exemplos cléassicos.

2.3.1 Grupos de Homotopia

Denotemos por Q(M, p,, p,) 0 conjunto de todos os caminhos continuos de p, até p,,
ambos pontos do espaco topoldgico' M. Com isto queremos dizer que seus elementos sé&o
aplicagdes continuas do intervalo / = [0, 1]em M.

Dizemos que dois caminhos ¢, ¢, € Q(M, p, p,) sGo homotdpicos se existe uma
fungéo continua F : I x | -~ Mtal que

Ft0)=o,1) e F(t1)=0,),Vtel. (2.18)

1. Para nossos objetivos futuros, o leitor pode tomar M como uma superficie de Riemann.



Afungdo F é chamada de homotopia de ¢, em ¢,. Além disso, se ¢, € um caminho
fechado, i.e., p0 = p1, dizemos que ele é homotdpico a zero se € homotdpico ao caminho
constante. homotopico € uma relagéo de quivaléncia em Q(M, p,, p,).

Considere os caminhos ¢, € QM, p, p,) e 92 e Q(M, p, p,). A operagéo
justaposicéo entre caminhos, denotada por @, » @,, € definida como a seguir:

QM, p, p,) x QM, p,, p,) - QM, p0, p,)

(®,92) - ¢,*0,

dado por

p1(2t), set € [0,1/2].

(o1 % p2)(t) = { (2.19)

p2(2t — 1), set € [1/2,1].

Dado p € M, um lago em p € um caminho fechado ¢ com ¢(0) = ¢(1) = p. O conjunto
dos lagos em p sera denotado por Q(M, p).

Teorema 2.9. O conjunto quociente das classes de equivaléncia de lagos
homotdpicos em Q(M, p) € um grupo com a operacgao de justaposicdo, chamado de grupo
de homotopia de M com ponto base p, denotado por 17,(M, p). Ainda, se existe um caminho
entre p e g, entéo (M, p) € isomorfo a ri,(M, q).

Demonstragcao: Primeiramente, a operacéo de transposicéo estd bem definida em
(M, p), pois se existem homotopias F(t, s) e F,(t, s) como em (2.18) de ¢, em q"ao e, em
c|31, respectivamente, entdo a justaposicdo F,(-, s)+ F (-, s) € uma deformagéo de ¢, »
¢, em q~>0 = @,. Em outras palavras, a justaposicdo ndo depende da escolha na classe de
homotopia de uma curva. A classe de equivaléncia da curva constante e igual a p representa
a identidade e a classe de @(71 - f) a inversa de ¢(t). Para maiores detalhes, veja [5].

Dado o teorema anterior, se M é uma variedade conexa, ou mais especificamente,
uma superficie de Riemann, que por definicdo estamos tomando como conexa, e portanto
conexa por caminhos, entdo todos seus grupos de homotopia em diferentes pontos sao
isomorfos. Seu grupo fundamental &, por definicdo, qualquer grupo isomorfo a um de
seus grupos de homotopia, e sera denotado por r,(M ). No caso em que este € o grupo
trivial, dizemos que M é simplesmente conexa.

Exemplo 2.4. Os espacos vetoriais R" e C" sdo simplesmente conexos.

Exemplo 2.5. A esfera n-dimensional S" é simplesmente conexo para n = 2. O grupo
de homotopia do circulo é r1,(S") =Z .

Exemplo 2.6. Para o espaco projetivo RP" temos:



Z, sen =1
w1 (RP") =

LZJ2Z, sen > 1

2.3.2 Recobrimento

Consideremos dois espacos topolégicos M e N e uma fungdo f : M - N. Dizemos
que f € uma aplicacao de recobrimento se:

(i) Para cada ponto g € N existe uma vizinhanga V que contém p tal que f='(V)
= U, U, para abertos disjuntos Ua c N.

(iArestricdo f | U, é um homeomorfismo entre U_e V.

Definicdo 2.7. Quando existir uma aplicacdo de recobrimento de um espaco
topolégico M em M, diremos que M é um espaco de recobrimento de M. Se M for
simplesmente conexo, diremos que ele € o espaco de recobrimento universal de M.

O préximo teorema nos da condigbes sob um espacgo topolégico para que este
possua um recobrimento universal. Sua existéncia é garantida no sentido de que este sera
construido. Nao faremos a demonstragcdo com todos os detalhes, mas sim daremos as
idéias principais. Para maiores detalhes consultar [5] pagina 369.

Teorema 2.10. Todo espaco topolégico conexo por caminhos tem um espago de
recobrimento universal, que é Unico a menos de um homeomorfismo.

Demonstracao: Seja (M, p) um espaco topoldégico conexo por caminhos e
localmente simplesmente conexo com ponto base p. Consideremos o conjunto Q(M, p)
que é o conjunto constituido pelos caminhos continuos ¢ : [0, 1] -~ M de modo que ¢(1) =
p e considere M como sendo o conjunto das classes de equivaléncia de lagos homotopicos
em Q(M, p). Tome a classe p = [p] e considere a aplicacdo f : (M, p) - (M, p) dada por f
([]) = @(1). Vamos definir uma topologia no espaco M de tal forma que a aplicacdo f se
torne uma aplicagéo de recobrimento. Como M & um espaco localmente simplesmente
conexo, existe uma base ‘B da topologia em M de tal forma que seus abertos sdo conjuntos
simplesmente conexos. Para cada ponto p, € M, para cada vizinhanga basica U € B de p,e
para cada [p] € f~'(p,), vamos definir o conjunto

Ulpl ={[ple M ; @ =¢ ~a, Img(a) c U, a(0) = p,}. (2.20)

Os subconjuntos U[¢] serdo chamados de vizinhancas basicas de M e denotaremos
por B como sendo a familia de todas essas vizinhancas basicas. A demonstragéo agora se
baseia em verificar quatro propriedades:

(p1) Afamilia de vizinhancas basicas ‘B forma uma base para uma topologia em M.

(p2) A aplicacéo f : M — M é& uma funcéo de recobrimento.



(p3) O espago topoldgico M é simplesmente conexo.

(p4) Aaplicagéo f: M - M é uma funcéo de recobrimento universal e, além disso,
um espago de recobrimento f : M — M & isomorfo ao recobrimento universal se, e s6 se,
M for simplesmente conexo.

Para a propriedade (p,) basta provar que a intersec¢do de duas vizinhangas basicas
de M, digamos Um e \7[¢,] € aunido de vizinhancas bésicas. Assim, consideremos a classe
(W] e U[o] N V[®'] e escrevemos [Y] = [ = a] e [Y] = [¢' » a onde a(0) = ¢(1) e a'(0) =
¢'(1), Img(a) ¢ U e Img(a') ¢ V. Considere um conjunto W ¢ (U N V) como sendo uma
vizinhanga simplesmente conexa do ponto y(1). Entdo, segue que W[y] ¢ U[¢] N V[o'].
Como a classe [y] foi considerado como um ponto qualquer em U[¢] N V[¢'] o resultado
segue, isto &, esta intersecgéo é uma unio de elementos de B .

Com menos detalhes, a propriedade (p2) pode ser mostrada concluindo-se que,
nesta ordem, a funcé@o f € continua, bijetora, aberta e finalmente um homeomorfismo.
Mas isso €& consequéncia da propriedade p(7), pois a topologia acima definida é
exatamente para que a aplicacdo f tenha essas propriedades (e consequentemente uma
aplicacéo de recobrimento). Além disso, deve-se mostrar também que U[¢p] n U[w] = @ -
Ul¢] = U[y] (isto &, uma analogia com o fato de que em um conjunto com uma relacdo de
equivaléncia duas classes sdo iguais ou disjuntas). De fato, para uma classe arbitraria [¢
« y] € U[$], vamos mostrar que [¢ « y] € U[w]. Por hipotese, existem caminhos a, B com
Img(a), Img(B) C U satisfazendo as condicdes: a(0) = ¢(1), B(0) = y(1)e[p+ a] = [P~
B]. A ultima igualdade implica que a(1) = B(1). Entéo, considerando um novo caminho y' =
(B = a~") » y e usando a definicdo de conjunto quociente de classes de equivaléncia entre
lacos homotopicos (mddulo com os pontos finais dos caminhos) concluimos que [¢ * Y] =
[w« y7e Uly]. Ainclusdo oposta é provada da mesma maneira.

Brevemente, a propriedade descrita em (p3) pode ser mostrada da seguinte forma:
Dados ¢ € Q(M, p) e 0 <t < 1, definimos

oi(s) = p(ts), 0ss < 1. (2.21)

Entdo ¢(t) = [¢t], 0 =t < 1, & um caminho continuo ¢, Img(¢) € M , emanando a
partir do ponto p, e

f @) =f(et)=¢@®,0sts1. (2.22)

Como este levantamento do caminho ¢ termina no ponto ¢(1) = [¢] e a classe [¢] é
um ponto arbitrario de M, concluimos que o espaco M é conexo por caminhos. Por fim, se
® é um laco em p, ent&o o caminho ¢ sera um laco em p se, e so se, [¢] = [p]. Dessa forma,
consideremos que o caminho y : [0, 1] @ M é um laco no ponto p. Assim a composicéo de
caminhos f oy no espagco M é um lago em p e o caminho y €, por defini¢cdo, o levantamento
de foy. Aconclusao segue novamente usando a definicdo de conjunto quociente de classes



de equivaléncia entre lacos homotopicos mddulo com os pontos finais dos caminhos.

Finalmente, para a propriedade (p4) consideramos }’ M~ M uma aplicagdo de
recobrimento onde o espaco M é conexo. Consideremos um ponto base p € 7' (p)
Queremos definir (no caso a unica) aplicagéo g que torna comutativo o seguinte diagrama:

M

N

M

Considere um ponto [¢] € M e denotemos ¢ como sendo o Unico levantamento do
caminho ¢ até um caminho contido em M com ponto inical p. Definimos uma funcao
g, 9([¢]) = ¢ (1) satisfazendo a condicdo } °og = f. Seum conjunto V varia em B, as
componentes conexas de ]‘_1 (V') variam ao longo da base B para a topologia de M. Vamos
mostrar que a funcéo g é continua. De fato, se Vv € uma componente de }*1(V ), Ve B, as
componentes de g—‘(\7) estao contidas nas componentes de f='(V).

Logo como queriamos g é continua. Portanto, a fungédo f : M - M é a funcéo
de recobrimento universal. A equivaléncia da segunda parte descrita em (p4) pode ser
encontrada na referéncia [5] citada no inicio.

A seguir seguem alguns exemplos de recobrimento:
Exemplo 2.7. O recobrimento universal do n-toro é o R".
Exemplo 2.8. O recobrimento universal do plano projetivo RP" paran =2 é a esfera S".

Exemplo 2.9. O toro € um recobrimento duplo da garrafa de Klein.

Teorema 2.11. Se M é um espaco topoldgio conexo e conexo por caminhos e 1 : M
- M seu recobrimento universal, entao:

(i) (M) é discreto e isomorfo ao grupo de recobrimento I” de M, onde, p el se, e
somente se, ® é homeomorfismo e o ¢ =T

(ii) T induz uma ag&o livre e propriamente descontinua em M com M /I" homeomorfo
aM.

Demonstracao: Para o fato de que mi(M) é discreto, veja ([4]) capitulo 1.
Para os demais fatos consultar ([3]) capitulos 11 e 12.

2.3.3. Recobrimento Universal de uma Superficie de Riemann

Como vimos na subsecéo anterior o conceito de recobrimento é feito no caso



mais geral para espacos to- pologicos. Entretanto, devido a rigidez da teoria das fungdes
holomorfas, no contexto das superficies de Riemann propriedades adicionais surgem e nos
guiam ao entendimento de sua classificacdo. Isso ocorre pois entendendo o recobrimento
universal de uma superficie de Riemann reduzimos nossos problemas de classificacao
para uma classe especifica de superficies: As simplesmente conexas. De fato, uma das
propri- edades descritas no teorema 2.10 é que o recobrimento universal de uma variedade
€ simplesmente conexo. Tais fatos comecam a ser descritos pelo teorema a seguir:

Teorema 2.12. Se M é uma superficie de Riemannentéo seu espaco de recobrimento
universal M também é uma superficie de Riemann e a aplicacdo de recobrimento é
holomorfa. Ainda:

(i) M & Unico a menos de um biholomorfismo.
(i) (M) é discreto e isomorfo a um subgrupo I ¢ Aut(V).

(iii) I induz uma agéo livre e propriamente descontinua em M com M /I" equivalente
aM.

Desta maneira, toda superficie de Riemann pode ser vista como o quociente de seu
recobrimento universal por uma acao de seu grupo fundamental.

Demonstracao: A demonstracdo deste teorema consiste em trazer para o contexto
holomorfo as afirmagdes topoldgicas dos teoremas 2.10 e 2.11. Para verificar que M é uma
superficie de Riemann, tome um atlas complexo {(Ua, ¢a)} de M tal que cada Ua & um
aberto basico do recobrimento 1, sem perda de generalidade. Se ~'(Ua) é a unio disjunta
dos abertos UY) homeomorfos a Ua, entdo um atlas complexo em M é obtido pelas cartas
(U(Ef), wg)) com

@) .= pyor. 2.23)

Representada nesses sistemas de coordenadas, pa o o(¢%)~'(z) = z, ou seja, m é
holomorfa.

Seml :M1 - Me,: M2 - M séo dois recobrimentos universais relacionados pelo
homeomorfismo ®, entdo em coordenadas complexas como definidas acima temos que,
quando bem definido para z € C, wgé odo (npfjfl)*l(z) = z. Logo o homeomorfismo ® é
um biholomorfismo que faz o diagrama abaixo comutar

M,

M (2.24)

Capitulo 2




Portanto M esta bem definido a menos de um biholomorfismo. Para M = Ni1 =
M2 e m = i1 = n2, acabamos de provar que seu grupo de recobrimento I" é formado por
biholomorfismos, i.e., ' C Aut(M). Seguindo a mesma linha de raciocinio, é facil ver que a
afirmagéo de M /I" ser homeomorfo a M no teorema 2.11, aqui se torna M/I" é biholomorfo
a M, provando o teorema.

2.4. 0 TEOREMA DA UNIFORMIZAGAO DE RIEMANN

Astrés classes de superficies de Riemannsimplesmente conexas sdo as equivalentes
ao plano complexo C, a esfera de Riemann S? e ao semi-plano superior H. Este é o
teorema da uniformizagcdo. Para monstrarmos que sdo trés classes distintas, i.e., ndo
existe biholomorfismo entre elas, basta verificarmos que, primeiramente, S? € compacta e
C e H nado sdo. Depois observamos que qualquer biholomorfismo C.-H, compondo com
a transformacédo de Cayley (1.10), nos da uma fungéo inteira de € no disco unitario
que ndo é constante, contrariando o Teorema de Liouville?.

A seguir vamos analizar algumas variantes do teorema da Uniformizacédo de
Riemann mencionadas no inicio desde capitulo. Comegaremos com a versao em C. Este
teorema diz que: Dado um aberto U simplesmente conexo que ndo é o plano complexo C
todo, entdo U é biholomorfo ao disco unitario centrado na origem D(0, 1). De uma maneira
mais precisa, dado um ponto z, € U existe uma fungédo biholomorfa f : U ~ D(0, 1) de modo
que f (z,) = 0. Esta fungé&o é unicamente determinada a menos de uma rotagéo, isto &, e°f
para algum 6 € Rtambém é um biholomorfismo entre U e o disco D(0, 1). Se além disso,
exigirmos que f(z,) > 0 entédo f é unicamente determinada.

Vimos no Teorema 2.6 que os automorfismos do disco D(0, 1) descritos na
~ ~ , 9 Z—Q

equacdo (2.16) séo da forma z - e® 1—az
do biholomorfismo entre U e D(0, 1) com as restricdes descritas acima segue do seguinte
fato: Sejam f e g dois biholomorfismos entre U e D(0, 1) satisfazendo £'(0), g'(0) > 0.
Entédo, f eg=': D(0, 1) - D(0, 1) € um biholomorfismo do disco satisfazendo f og='(0) =
Oe (f eg~")'(0) > 0. Por (2.16) concluimos que f og—1 = Id. Para concluir a demostracao
desse teorema, isto é, garantir a existéncia de tal biholomorfismo, precisamos provar os

lal < 1 e 6 € R. Dessa forma, a unicidade

seguintes fatos:

1. Existem funcdes injetivas que mapeiam U no disco D(0, 1) de tal forma que um
dado ponto z, € U seja levado na origem O.

2. Tal familia de funcdes é relativamente compacta, isto €, dada uma sequéncia de
funcdes nessa famila, existe uma subsequéncia que converge uniformemente nas
partes compactas de U.

3. Aderivada de uma fungéo f da familia em um ponto z,, f(z,) & limitada em modulo.
Toma-se uma sequéncia {f }neN nessa familia tal que | f'(z,) | =% | f'(z) |,
que é o supremo de todos os valores | f'(z,) para f variando na familia. Prova-

2. O Teorema de Liouville afirma que toda fungéo inteira (holomorfa em todo C) limitada deve ser constante.



se que existe um elemento f na familia o qual | f'(z) | é na verdade igual ao
supremo e que de fato € o maximo. Assim, finalmente mostra-se que f fornece o
biholomorfismo entre U e D(0, 1). A prova entao é reduzido ao lema de Schwarz
para derivadas, Teorema 2.1.

Para maiores detalhes da demonstracao de tais fatos, veja [13], capitulo 10, ou [14],
capitulo 7.

Como o semi-plano superior H e o disco unitario centrado na origem D(0, 1) séo

equivalentes pela transformacéao de Cayley z - 2—;; podemos reescrever o teorema da

uniformizagéo de Riemann da seguinte forma:

Teorema 2.13. Seja U um aberto simplesmente conexo em C que nao € o plano
complexo. Entéo existe um biholomorfismo entre U e o semi-plano superior H, i.e., U é
equivalente a H como superficies de Riemann mas néo equivalente a C.

O teorema da uniformizagéo de Riemann néao nos diz como encontrar explicitamente
um biholomorfismo entre um aberto conexo do plano C e o disco unitario (e, portanto, com o
semi-plano superior H). A seguir vamos construir simples exemplos destes biholomorfismos.

Exemplo 2.10. Considere o primeiro quadrante do plano C isto é, o conjunto U :=
{z = x+iy € C;x,y > 0 U &€ um conjunto aberto e conexo que néo é o plano todo.
Afuncdo f : U - H dada por f (z) := z2 € um biholomorfismo. Inicialmente vamos verificar
que f € inje- tora. De fato, dados z, = x, + iy, z,=x, +iy,e Uentdo z2 =22, -~ z =2z, 0U
z, = -z,. Mas o caso z, = -z, ndo pode ocorrer pois contraria o fato de que z, e z, estdo no
primeiro quadrante. Mostremos agora que f é sobrejetora. De fato, se ze U - arg(z) € (0,
) - arg(z?) e (0, 2r). Finalmente vamos mostrar que f é holomorfa com inversa também
holomorfa. Como f € um polinémio entéo ela é derivavel e f'(z)) =2z, # 0, Vz, € U, ja que
0 € U. Logo, pelo teorema da fungéo inversa f~' é também holomorfa.

Exemplo 2.11. Usando o exemplo anterior podemos construir um biholomorfismo
g:U- D(0, 1). Considere T: H - D(0, 1) a transformacéo de Cayley T (z) = (z - i)z +).
A fungéo compostag=T °9f:U - D(0, 1)dada por g(z) :==T (f (z)) = F (z2) = (22 - )/(zZ + i)
€ biholomorfa pois é composicéo de fungdes biholomorfas.

Exemplo 2.12. Vamos mostrar que um setor do disco D(0, 1) € biholomorfo ao
proprio disco. Considere o setor circular S := {z = re®;r e (0, 1), 6 € (2mr)}. Assim, S
€ um aberto conexo que ndo é o plano todo. A funcéo real de variavel real r — r" mapeia
o intervalo (0, 1) em si proprio. Além disso, a funcdo (também real de variavel real) 6-
n@ leva o intervalo (0, %’f) no intervalo (0, 2r). Assim, a aplicagdo f: S - D(0, 1) dada por
f(z) := z" & um biholomorfismo. De fato, f é injetora pois, se arg(z,) = 2rn - arg(z,")
2™ se n # 1. Além disso, f é sobrejetora pois £ (S) ={z=ré®e C; 7€ (0, 1), 6 € (0,

n

=2 #



2m)}. Afungdo f € holomorfa e f/(z,) =nz,~" #0, Vz, e Sja que, 0 € S. Logo, pelo teorema
da fungéo inversa f' é holomorfa.

Exemplo 2.13. Usando o exemplo anterior podemos construir uma equivaléncia

entre um setor S ¢ D(0, 1) e o semi-plano superior H. A inversa da transformacédo de

Cayley T é T':D(0, 1) - H que € dada por T'(z) = z% . Assim, a funcdo composta

g= T'of :S_ Hdada por g(z) =T'(f (z)) =T (z") =@§L% € uma equivaléncia ja que
€ composicao de biholomorfismos.

A seguir enunciaremos a versao compacta da uniformizacdo para superficies de
Riemann.

Teorema 2.14. Seja Muma superficie de Riemann simplesmente conexa e compacta.
Entédo M é biholo- morficamente equivalente a esfera de Riemann S2.

Nossa principal referéncia para esta demonstracéo € [1]. Para entendé-la vamos
precisar introduzir alguns conceitos e resultados que fogem um pouco do nosso contexto.
Por isso indicamos os caminhos desta prova no apéndice B.

Aversao nao compacta da uniformizagéo é dada a seguir. Sua demonstragéo segue
uma linha similar a demonstracdo do teorema 2.14 para superficies compactas. Para
maiores detalhes, veja [1].

Teorema 2.15. Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa e néo
compacta. Entdo M é biholomorficamente equivalente ao plano € ou ao semi-plano superior
H.

Resumindo, segue o teorema da uniformizacéo.

Teorema 2.16 (Teorema da Uniformizacao). Seja M uma superficie de Riemann
simplesmente conexa. Entdo M é biholomorficamente equivalente a uma, e somente uma,
das seguintes superficies de Riemann: o plano complexo C, o semi-plano superior H ou a
esfera de Riemann S°.

2.5 Classificacéo das Superficies de Riemann

Dados os teoremas do recobrimento universal (Teorema 2.12) e da uniformiza¢éao
(Teorema 2.16), uma superficie de Riemann M pertence a uma, € somente uma, das
classes a seguir:

I. M é eliptica: seu recobrimento universal é a esfera de Riemann S?;
Il. M é parabélica: seu recobrimento universal é o plano complexo C;

Ill. M é hiperbolica: seu recobrimento universal é o semi-plano superior H;

Ainda, pelo Teorema 2.12, M é equivalente a M/, onde I é um subgrupo isomorfo
a (M) de automorfismos da sua superficie de recobrimento universal M agindo de forma
livre e propriamente descontinua.



A seguir examinamos cada uma dos trés casos possiveis.

2.5.1 Superficies de Riemann Elipticas

Neste caso, M = S2 e M = S%I, sendo Aut(S?) o grupo das transformacdes de
Mobius.

Teorema 2.17. Se I' é subgrupo de automorfismos de S? que age de forma
livre entéo ele é o subgrupo trivial. Em particular, toda superficie de Riemann eliptica é
equivalente a esfera de Riemann.

Demonstracao: Segundo o Teorema 2.8, o grupo de automorfismos da esfera de
Riemann é formado pelas transformacdes de Mdbius, que sempre possuem pelo menos
um ponto fixo no plano estendido S? = €. Mesmo a transformacgéo z — z + b possui o infinito
como ponto fixo. Logo, se I" age livremente em S?entéo I = {I}.

2.5.2 Superficies de Riemann Parabodlicas

Neste caso, M = C e M ==C/I", sendo Aut(C) o grupo das transformacdes compexas
afinsz- az+b,a be C.

Teorema 2.18. Uma superficie de Riemann parabdlica M é equivalente a uma, e
somente uma, das superficies abaixo:

(i) C, se M é simplesmente conexa;
(i) C-{0} sen(M)=2Z;
(iii) C/A, para algum reticulado A se (M ) =Z? ;
Demonstracao: O primeiro item segue do Teorema 2.16. Supondo I" #{I}, entdo a

hipotese de agéo livre implica que Tb € I, sendo esta a translagéo - T,(z) := z+b, com b #
0. Neste caso T, = (T,)" € [ para todo n € Z. Temos duas possibilidades:

Possibilidade 1: Existe um elemento b e C tal que I é o grupo ciclico gerado por
T,. Neste caso M & um cilindro e (M ) = Z. Segundo o Exemplo (1.11), ele deve ser
biholomorfo ao plano sem a origem.

Possibilidade 2: T néo € ciclico. Se chamarmos um elemento g de um grupo discreto
G de minimal quando nao existir he Gen >Z com n > 1 e g = h", entdo I possui
pelo menos dois elementos minimais distintos, b, e b,, que necessariamente séo R-L.1..
Para verificarmos tal fato, sem perda de generalidade, tome o casoem que b, =1e 0<b,
E facil observar que tanto para b, racional quanto irracional, a agdo de I' ndo poderia ser
propriamente descontinua. Logo dois elementos minimais distintos em I sdo R-L./, 0 que
orennz » M NE€Z. Seja C/N
o toro formado pelo reticulado A. Se existisse b, e I — A, entéo as translagbes T,,, gerariam

implica que " contém o reticulado A formado pelas translages T



uma acéo livre e propriamente descontinua de Z no toro, o que é impossivel. Logo, A =T.

2.5.3 Superficies de Riemann Hiperbdlicas

Neste caso, M= HeM = H/I", sendo Aut(H) = PSL(2,R) = SL(2, R)A#l}, 0 grupo
das transformacgdes especiais lineares projetivas. Determinar seus subgrupos discretos,
que equivalente a de- terminar os subgrupos discretos de SL(2, R), também chamados de
grupos Fuschianos, é assunto bem mais complicado, algo que ndo vamos tratar aqui. De
maneira geral, ndo existe método ou mecanismo universal para se encontrar explicitamente
subgrupos de uma grande classe de grupos.

Como exemplos de superficies de Riemann hiperbodlicas, temos o disco unitario
centrado na origem D e as superficies compactas do bi-toro, tri-toro, etc.



CAPITULO 3

DAS METRICAS RIEMANNIANAS AS ESTRUTURAS
COMPLEXAS EM SUPERFICIES

Neste capitulo definiremos os conceitos de estruturas quasi-complexas e complexas
em uma variedade real, além de uma ligagdo com métricas Riemannianas em superficies
de Riemann. Para isto precisaremos do leitor um conhecimento prévio de analise tensorial
em variedades. Veja apéndice A.

3.1 ESTRUTURAS COMPLEXAS

Vimos no Capitulo 1 que, uma variedade complexa (em particular, uma superficie
de Riemann) € uma generalizagdo do conceito de superficies em R® onde, como espacgo
topolégico pode localmente ser identi- ficado com o espaco vetorial complexo € (no
caso de uma superficie de Riemann, C) e as “fung¢des nela definidas” (mais precisamente,
as funcoes de transicdo) sdo holomorfas. Certa parte da rigidez da teoria das funcdes
holomorfas em C" € naturalmente transmitida para as variedades complexas. Por exemplo,
toda superficie de Riemann é orientada vista como variedade real. Isso ocorre pelo seguinto
fato: Dadas duas cartas complexas (U, U, @) e (V, V, ¢), a funcéo de transicéo f (z) :=
@(Y'(z)) pode ser enten- dida como um mapeamento de um aberto de R? em R2? cujo
jacobiano em um ponto z é simplesmente uma aplicacdo linear dada pela multiplicacao
por um niimero complexo f'(z). E um fato bem conhecido de que o determinante real de
uma aplicag&o linear dada pela multiplicagéo por um nimero complexo z, é igual a |z |2
isto €, 0 mdédulo ao quadrado desse numero, que € estritamente positivo (isto ocorre
como consequéncia das equacdes de Cauchy-Riemann e o fato de que, por definicdo, as
fungbes de transicdo sdo sempre ndo identicamente nulas e, consequentemente, |z, [2>
0). Dessa forma, o atlas complexo é automaticamente um atlas orientado. Isso nos da, por
exemplo, um critério para excluir as superficies ndo orientadas da classe das superficies de
Riemann. Alias, demonstraremos mais adiante que toda superficie orientada admite uma
estrutura que a faz uma superficie de Riemann.

Existem outras maneiras de se pensar uma superficie de Riemann (e, em geral,
variedades complexas). Uma delas é fazendo o uso de certos tipos de “Estruturas
Complexas”. No fundo, é uma das tentativas de se caracterizar variedades complexas
em geral. Vamos descrever brevemente os fatos cruciais sobre essas estruturas, as quais
serdo utilizadas nas proximas secdes.



3.1.1 Estruturas Complexas em Espacos Vetoriais

Definicao 3.1. Uma estrutura complexa em um espago vetorial real E é um
endomorfismo linear J : E - E que satisfaz a equacao

J=-d (3.1)

E

onde /d. é a aplicagéo identidade no espago E.

Podemos tornar um espaco vetorial real Eem um espaco vetorial complexo definindo
a multiplicacéo por um escalar complexo como se segue: Dado um vetor v € E e um escalar
a + bi e C entéo,

(a + bi)v = av + bJv. (3.2)

Assim, vemos que a aplicacao J equivale a multiplicagéo por i € €. A ideia das
estruturas complexas € a de transportar essa propriedade para variedades, isto €, definir
de alguma maneira uma aplicacdo “J’ em uma variedade real de dimensao par de modo
que esta aplicacéo seja “equivalente” a multiplicacdo pela unidade imaginaria i. Seguindo
este raciocinio, vamos descrever todos o0s resultados pertinentes dessa construgéo,
primeiramente no contexto linear.

Proposicao 3.1. Sejam E um espaco vetorial real, dim E = 2n e J uma estrutura
complexa em E. Entao, existem elementos xi € E, 1 <i < n, tais que o conjunto

A={x1, ..., xn, X1, ..., Jxn} (3-3)

forma uma base para E.

Demonstragao: Seja E um espago vetorial real, dim E = 2n. Dada uma estrutura
complexa J em E consideremos a complexificagédo de E por J, E, = (E, J). Logo,
dim,. = n. Assim, existem escalares néo simultaneamente nulos a, + ia

n+1’

a +ia, €C
(consequentemente os a € R, 1 =i = 2n sdo simultaneamente ndo nulos) tais que, para
qualquer x € EC, x = (a, +ia, )x, + ... + (a, +ia,)x .

Mas como J equivale a multiplicagc&o por i, a ultima igualdade é equivalente a

X =ailx1 +... + anxn + an+1Jx1 + ... + a2nJxn (3.4)

o0 que significa dizer que {x,, ..., X, Jx,, ..., Jx } € uma base de E.

O espago R®™ naturalmente carrega a estrutura complexa de €™ por meio da
aplicacéo

Xy or Xs Yoy s Yo) 5 (Vs coer =Y Xy ey X)) (3.5)



Em termos da base candnica de R®™ temos a representagdo matricial

P U
L (3.6)

onde /& a matriz identidade de ordem m. Os dois teoremas a seguir, apesar de
simples, desempenham um papel importante na teoria geral das estruturas complexas.

Teorema 3.1. Sejam V e V’espacos vetoriais e J e J duas estruturas complexas em
Ve V' respectivamente. Olhando para (V, J) e (V’, J”) como espacos vetoriais complexos
entdo uma fungéo f : V V', R-linear &€ C-linear se, e so se,

Jof=fol. 3.7)

Demonstracao: Para provar que f é C-linear, basta provar que f(iv) = if(v), para
todo v eV, ja que, as condicdes
1Lfv+w)=f(v)+ W), Vv=v, +iv, Vw=w, +iw,e V.
2. f(Av) =Af(v), VA=A, +iA,e C, Vv =V, +iv,e V.
sdo consequéncias da R-linearidade de f. Assuma entdo que f : V - V'é R-linear e
que f satisfaca a equacéo 3.7. Entéo, temos as seguintes implicagbes: J20 f = J'o foJ
- —=ldof=J'o foJ_ f=-J'ofoJ. ComoJ eJ' equivalem a multiplicagdo por i, dado
qualquer v € V entéo f (v) = —if (iiv) - if (v) =f (iv), Vve V. Logo f é C-linear. Mostremos
agoraquese f:V - V'é C-linearentdo J'c f = f oJ. Para isso mostremos que J'o f (v)
- foJ(v) =0, Vv e V. Como J equivale a multiplicagédo por i, J' o f(v) — f o J(v) =if (V) = f
(iv) = f (iv) = f (iv) =0, Vv e V . Logo o resultado segue.

Definicao 3.2. Uma funcgéo R-linear f : V - C é dita ser C-antilinear se dada uma
estrutura complexa J : V - V entédo

£ (Jv) = —if (v), Vv e V. (3.8)

Teorema 3.2. SejaA:V - Cuma funcdo R - linear. Entdo A se escreve de maneira
Unica como soma de fungdes C-lineares e C-antilineares.

Demonstracao: Precisamos provar a existéncia e a unicidade de tais fungbes

C-lineares e C-antilineares. (Existéncia) - Defina:
Ao =Lav—ia) e A% = Lt(Av+iA(Jv)

T2 T2 (3.9)

onde A:V - C é R-linear. Dessa forma, A'v + A"v = Av e A'(Jv) = iz (Av — iA(Jv))



e, portanto, A' € C-linear. De maneira analoga mostramos que A"(Jv) = —iA"(v). Logo A"
€ C-antilinear. (Unicidade) - Suponha que existam B'v =1 (Bv — B(Jv)) e B"v = %2 (Bv +
B(Jv)) satisfazendo A = B' + B". Assim, B' & C-linear e B" é C-antilinear. Provemos que A' =
B'eque A"=B". Defato, 0 =A-A=[1 (Av —iA(Jv)) + %2 (Av +iA(Jv))] - [ ¥ (Bv —iB(Jv))
+ % (Bv +iB(Uv))]=1%2Av+ %2 Av - [ Y2 Bv + % Bv]=Av-Bv =(A-B)v. Logo A=Be,
consequentemente, A'=B'e A" = B". Assim, o teorema esta provado.

3.1.2 Estruturas Complexas em Variedades

Relembramos que um campo tensorial do tipo 1-covariante e 1-contravariante é ,
para cada p € M, um endomorfismo linear Jp : TpM - TpM que varia diferenciavelmente ao
longo de M.

Definicao 3.3. Uma estrutura quasi-complexa em uma variedade real M é um
campo tensorial do tipo 1-covariante e 1-contravariante que para cada p € M é uma estrura
complexa linear em TpM, i.e., satisfaz a equagéo

JZ =-ldT M. (3.10)
P

Dizemos que ela € uma estrutura complexa se existir um atlas A ={(V,, 9,); je I},
¢, U < M-V, c RP"tal que, em qualquer um de seus sistemas de coordenadas tenha-se
J representado pela matriz

0 In
ka($)=< ) , VzeV,CR™ (3.11)

onde /& a matriz identidade de ordem m.

Na definicéo de estrutura quasi-complexa Jem M, a matriz 2m x 2m que a representa
em um sistema de coordenadas qualquer tem a forma

J(z) = (A(I) B(I)) (3.12)

com

A2=-BC,D?=-CB,AB+BD=I_,CA+DC=- (3.13)

s

onde A, B, C, D sédo fungbes matriciais de ordem m definidas no dominio do
sistema de coordenadas. Dessa forma, Jp recebe o nome de "quasi-complexa’pois nao
necessariamente ela equivale a multiplicacao por i € C, como o ocorre na definicao de
estrutura complexa J em um espaco vetorial real. Assim, definimos a nogéo de estrutura
complexa J como aquela que, em uma variedade, desempenha o papel da unidade



imaginaria i localmente como descrito no caso linear (3.6). Assim, podemos dizer que
uma estrutura complexa em uma variedade € uma estrutura quasi-complexa com uma
condicao extra de integrabilidade.

Uma pergunta natural que aparece € a seguinte: Dada uma estrutura quasi-complexa
J, ela € complexa? A resposta € sim, para dim M = 2, como veremos mais adiante
no teorema 3.6, e ndo, se dim M = 4. Existe um critério para decidir se uma estrutura
quasi-complexa &€ complexa. Nao abordaremos esse fato aqui, que consiste em definir
um tensor de "tor¢do” para J que a caracteriza como complexa se, e somente se, ele for
identicamente nulo ([6]).

Exemplo 3.1. C" tem uma estrutura complexa canénica J, que coincide com a linear
definida em (3.6).

Exemplo 3.2. S® tem uma estrutura quasi-complexa que ndo €& complexa
(Veja [6], pag.140). Em um trabalho ainda sob o escrutinio da comunidade matematica
no periodo de escrita deste texto, Sir. Michael Atiyah afirma que S® ndo possua nenhuma
estrutura complexa ([9]).

Vamos enunciar agora os dois resultados centrais sobre estrutura complexas em
variedades. O resultado chave para esse fato, junto com os enunciados dos teoremas séo:

Teorema 3.3. Uma fungé@o f : U < €C" - C™ preserva a estrutura complexa de C" e
Cm, isto é,

df o J,=J,0df (3.14)

se, e so6 se, f for holomorfa.

Demonstracao: Esta demonstracéo consiste em um procedimento direto de verificar
que df satisfaz (3.14) se, e somente se, f satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann (1.1).

A definicao estrutura complexa é tomada como ponto de partida para tornar, dentro
de certas condi¢bes, uma variedade de dimensdo 2m em uma variedade de dimensao
complexa m. Isso se deve ao fato de que a estrutura complexa J nos da uma condigéo
para determinar se fun¢des definidas na variedade satisfazem as equacgbes de Cauchy-
Riemann e, assim, temos um critério para verificar se uma diferencial real € uma diferencial
complexa.

Seja Mg uma variedade complexa de dimensao complexa m, entéo ela pode ser
vista como uma variedade real M de dimensdao 2m munida de uma estrutura complexa
J dada pela multiplicagéo local por i definida em uma carta complexa ¢ : U -V < €™ De
forma contraria, se M é uma variedade real de dimensao 2m e J uma estrutura complexa
em M, entdo um atlas em que J assume a forma canénica (3.11) &€ um atlas onde as
mudancgas de coordenadas satisfazem as equagdes (3.14), e portanto, as equagdes de
Cauchy-Riemann. Logo ele & um atlas complexo.



Assim obtivemos que:

Teorema 3.4. Uma variedade complexa Mg é equivalente a uma variedade real M
munida de uma estrutura complexa J, com dim M = 2 dimg M¢.

32A RE,LAQAO ENTRE ESTRUTURAS RIEMANNIANAS E COMPLEXAS EM
SUPERFICIES ORIENTADAS

No restante do capitulo, M sera uma superficie' orientada. Nosso principal objetivo
€ estudar a projecao can0nica do espago das métricas Riemnnianas em M sobre o0 espago
das estruturas complexas sobre M. Para tal, precisaremos recordar alguns conceitos.

Uma métrica Riemannianaem M é um campo tensorial 2-covariante que em cada
ponto p € Minduz um produto interno em T M, i.e., uma forma bilinear simétrica e definida
positiva. Em coordenadas (x', x%) temos suas componentes dadas por

e (22)
K Oxt’ Oz (3.15)

Portanto temos a matriz simétrica e inversivel, ja que y é ndo-degenerada,

(i) = o2 E F
N Vo1 22 F G|’ (3.16)

que também é representada por

2
=1

(3.17)

Sua inversa é denotada por
iy ,)/1 1 712 B 1 G _F
()= A2 422 T EG — F? _F E |’ (8.18)

que define um campo tensorial 2-contravariante tal que, para cada p € M, € um
produto interno no espago cotangente Tp*M (Veja apéndice A). Assim, temos a relacao

2 .,
, 4 1sei # j.

E Vg =08 = (3.19)

k=1 0, set = 7.

1. Uma variedade de dimenséao 2.



Uma métrica Riemanniana y define uma forma de area, que é uma 2-forma que nao
se anula em nenhum ponto de M, segundo a expressao local em coordenadas

wy =/ |yldzt A da?, (3.20)

onde |y | é o determinante da matriz (y), i.e.,

|yl = det(y,) = EG - 7> 0. (3.21)

Ofatode |y | >0 éindependente do sistema de coordenadas adotado e pode ser
estendida para todo M devido sua condi¢é@o de orientabilidade (veja Apéndice A).

Podemos agora definir a proje¢éo candnica J [y] de uma estrutura Riemanniana em
uma complexa na superficie M:

Definicao 3.4. A projecado candnica de uma estrutura Riemanniana em uma
complexa, denotada por J [y], ou simplesmente J quando o contexto estiver claro, &
contravariante em M que satisfaz a relagéo

yp(Jp - u, v) = wy,p(u, v), (3.22)

para todos vetores u, ve T M e todo ponto p € M.

De fato J estd bem definida pela relacdo (3.22) e € um endomorfismo linear em
cada espaco tangente, pois tanto y quanto wy séo bilineares e ndo-degeneradas?. Ela é
unicamente definida. De fato, sejam J, e J, satisfazendo a equagéo (3.22). Entédo, em um
espago tangente qualquer

Y, U V) =y, uv)=0-y(J,-J) uv)=0, (3.23)

para todos vetores u, v € TxM. Comoy € n&o-degenerada, J, -u = J, - u, para
todou,v € T+«M e, portanto, J, = J,. Em coordenadas

k ki
Ji - Z fY Zell ‘fY| (3.24)
)

comel2=-e21 =1eell =e22 =0. Como

1 . o
— =det(yY) = Z Ez’j’YhWQJ (3.25)
el =

2. Uma forma bilinear b em um espaco vetorial de dimensao finita € ndo-degenerada quando a matriz que a representa

em uma base qualquer, (bij ), tem determinante nao nulo.



Podemos verificar diretamente que J? = -Id ou seja,

> Jbg = —df.
i (3.26)

Logo J é uma estrutura quasi-complexa. Explicitamente em termos matriciais,
se Y e sua inversa sao expressas como nas equagoes (3.16) e (3.18), entéo J € dada por

J[W]J%ﬁ(l GF)
. (3.27)

Existem sistemas de coordenadas especiais (x, y) em M, chamadas de coordenadas
conformalmente planas ou isotérmicas (veja [10]). Nelas y satisfaz as relagbes E=G e F
=0, ie.,.

y = E(dx? + dy?). (3.28)

Assim, nesse sistema de coordenadas,

0 1
JMJ(l )~
-1 0 (3.29)

Assim, provamos o importante teorema:

Teorema 3.5. A projecdo canbnica de uma métrica Riemannianay em M é a
Unica estrutura complexa J [y] em M cujas coordenadas complexas coincidem com as
coordenadas isotérmicas de y.

3.3 PROPRIEDADES DA PROJECAO J [T]
Em busca das propriedades da fungéo J [y], fixamos a notagé@o para dois espagos
importantes definidos a partir de uma superficie M, que séo:
* RM(M ) : o espago das métricas Riemannianas sobre M ;
+ CS(M ) : o0 espacgo das estruturas complexas sobre M.

E importante observar que nenhum dos conjuntos acima é vazio, pois em uma
superficie M sempre existe uma métrica Riemanniana® y. Logo, também sempre existe uma
estrutura complexa J [y]em M. Ainversa também é verdadeira, o que segue imediatamente
do teorema abaixo:

3. Esta afirmacéo vale para variedades em geral e € uma aplicagéo direta da existéncia de particdes da unidade. Como

exemplo, veja [4].



Teorema 3.6. A projecéo candnica J: RM(M ) -~ CS(M ) é sobrejetora. Mais ainda,
se J é uma estrutura quasi-complexa em uma superficie orientada M, entdo existe uma
métrica Riemanniana y em Mtal que J [y] = J. Em particular, toda estrutura quasi-complexa
em uma superficie € complexa.

Demonstracao: Primeiramente, como M é orientada, existe uma forma de area w
em M. Sabemos que (det J)? = det(-Id) = 1. Sem perda de generalidade, tomaremos det(J)
= 1. Assim

w(J - u,J-v)=det(J) wu, v) =w(u, v) (3.30)

para todos vetores u, ve TxMtangentes a M em um ponto qualquer. Defina o campo
tensorial 2- covariante

y(u, v) :=-w(J - u,v), (3.31)

Entdo temos que y &€ uma métrica Riemannianaem M com wy = w e J [y] = J. De
fato, y é bilinear pois w é forma de area (em particular uma 2-forma) e J é linear. E simétrica
pois como w € anti-simétrica e J € estrutura quasi-complexa que € preservada de acordo
com a equacao (3.30) entdo, para qualquer (u, v)

YV, u) =-w(J v, u)=-wl2-v,J-u)=-w(-v,J - u)=wv,J-u) =y, v).
E positiva definida pois necessariamente, uma vez que {u, J - u}é L.I. para u =0 (veja
proposicao 3.1), temos ou

y(u,u)=wp(J-u,u)>0 , VpeM,Vue TpM
ou

y(u,u)=wp(J-u u)<0 , VpeM,Vue TpM.

De fato, caso contrario, dado qualquer p € M (que é considerada conexa) com U, u
€ TpM de modo que

op(J-0,0)>0 e wp(-G,U)<0

entdo existiriav eTpM deformaque wp(J v, v) =0, contrariando a ndo degenerescéncia
de w. Portanto, sem perda de generalidade, assumimos que a segunda desigualdade é
satisfeita, implicando que y &€ métrica Riemanniana (caso contrario, trocariamos o sinal da
escolha de orientacdo w).

Tomando um campo vetorial e1 que ndo se anula em nenhum de um aberto U de
M, definimos um “referencial movel” {e,, e,} em Ucom e, :=J - e,, e consequentemente J -



e, = —e,. Assim,

y(el, el) =y(e2, e2) = w12 := w(el, e2) >0
y(el, e2) =y(e2,el) =0
ja que y é simétrica. Portanto, considerando a forma de area definida por y, wy,

wy(e1,e2) = v/y(er, e1)v(e2, e2) — y(er, e2)? = \J/wiy = wia

ou seja, wy = w. Em particular,
y(J - u, v) =wu, v) =wy, v) (3.32)
implicando na equacgéo (3.22). Em outras palavras, provamos que dado J quasi-

complexa, existe métrica y com J [y] = J, implicando que J é complexa (veja discu¢éo na
Secéo 3.2). Comisto J € uma aplicacao sobrejetora.

3.3.1 A Relacdo com a Geometria Conforme

Duas métricas Riemannianas y, e y, séo conformemente relacionadas quando
existe uma funcgéao dife- renciavel ¢ : M - R com

yl=exy2. (3.33)
Explicitamente, em um sistema de coordenadas qualquer,
o= (1),
47 el (3.34)
Teorema 3.7. Duas métricas y, e vy, sdo conformemente relacionadas se, e sé se,
JIy1il=J[v2] (3.35)
Demonstracdo: Denotemos por simplicidade J [y] por J. Suponha que, para alguma
W = Yx y), vl =e*y2 Assim, | y1| =e“|y,]| . Portanto, vInl=¢*vInleys =e 1,

Logo, J(y1) = J(y2).

A reciproca segue do seguinte fato: Se

TE = e/l =D e/l
i [

(3.36)

implica que



ki ki
Z(V(lz) Yyl = v@\/ [ve)lea = 0.
' (3.37)
Porém, se ; w“, =0entdo, w' =0, k i=1,2 Defato,comoe, =¢€,=0e¢€,,=-¢€,
= 1 entao:

w'e,+w?%,=0-w"=0
w'e, +w?%, =0 w?=0
w?e,, + cozze21 =0- w®2=0. (3.38)
w?'e,, + 0?e,, =0 - w?' =0.
Logo, 7% = 1/ 274 . Como o quociente Iz I
apesarde | y1| e | y2| dependerem, temos que Y como na equagdo (3.34) esta bem
definida em M, o que implica y1 = e?*y2.

independe do sistema de coordenadas,

Queremos agora usar o teorema da uniformizagdo para mostrar que qualquer
métrica Riemanniana y em uma superficie orientada M é conformemente equivalente a
uma métrica de curvatura constante. Porém antes, recordemos das noc¢des fundamentais
envolvendo grupos de isometrias.

Uma isometria de uma superficie Riemanniana (M, y) € um difeomorfismo ¢ de
M que deixa a métrica invariante, i.e., *y =y, onde o "pull-back”de um campo tensorial
2-covariante b € definido por

(@°D),(U, V) i= by, (AP(D) - U, dP(P) -v) U, vE TM.
E simples verificar que
(P oy)b=y*(¢*b),

e portanto, o conjunto das isometrias de (M, y) forma um grupo com a operagao de
composicéo, chamado de grupo de isometrias de (M, y), ou simplesmente L(M, y). Dado
a forma de area wy definida por y, o subgrupo de L(M, y) formado pelas isometrias ¢ que
preservam esta forma de area, i.e., *wy = wy, é denotado por LO(M, y).

Teorema 3.8. Seja (Mk, yk) uma das superficies Riemannianas:
* K =0, MO =R? com a métrica Euclideana v, ;

* K =1, M, é a esfera de raio 1 no espaco Euclidiano R® e a métrica y7 dada pela
primeira forma fundamental;

* kK = -1, M, é o semi-plano superior em R? com a métrica de Lobachewsky
= 7 (¢ + ), y>0



A superficie de Riemann (M, J ), com J_:=J[y,], € exatamente uma das trés abaixo:
k=0, ela é o plano complexo C ;

« k=1, ela é a esfera de Riemann S2=C ;

* Kk =-1, ela & o semi-plano superior H ¢ C;

Ainda, se o subgrupo I < Aut(M,, J,) age de forma livre e propriamente descontinua
em M, entédo " c L(M,, vy,), isto &, y é formado por isometrias de y, que preservam sua
orientacgéo.

Demonstracao: Podemos "condensar”as trés métricas acima em uma unica formula:

daz? + dy?
(14 5@ +y2)*

Ve =
(3.39)

que representa a primeira forma fundamental da esfera S? no espaco Euclidiano no
sistema de coordenadas estereograficas se k = 1, a métrica Euclidiana em R?2se k =0 e,
para k = —1, tomando o biholomorfismo anélogo a transformacao de Cayley (1.10),

z—1
z+1i’

P(z) =2

temos que ele é também uma isometria do semi-plano de Lobachevsky sobre
o disco de Poincaré, este definido pelo disco de raio 2 em € munido da métrica acima
comk =-1, i.e.,

1 dz? + dy?
— (da® + dy?) = ¢* (—) :
v’ (1- i@ +y2)° (3.40)

Logo podemos trocar o semi-plano de Lobachevsky pelo disco de Poincaré em
nossa demonstragao.

Podemos observar que y, € um mdltiplo conforme da métrica usual do plano
euclidiano. Portanto, sendo Id a matriz identidade, a representagdo matricial de y,_é

1
o
Ld. Dessa forma,

Como vimos no teorema 2.17, se " é subgrupo da esfera S2 = € que age de forma
livre e propriamente descontinua entédo, I" = {l}, ja que toda transformagcédo de Md&bius tem
pelo menos um ponto fixo em S2.

Ainda, para o caso do plano C, pelo teorema 2.18, vimos que I' agindo de forma



livre e propriamente descontinua necessariamente deve ser constituido das translagées por
b, z > z + b. Obviamente, para esses dois casos " é subgrupo do grupo de isometrias.
Ja para o semi-plano, o grupo de automorfismos coincide com a componente conexa da
identidade do grupo de isometrias, ambos isomorfos a PSL(2, R) (proposicao 2.4.16, [8]).

Obs 3.1. Podemos observar que se T é uma transformagédo de Mdbius que é
uma isometria entdo, dado A # 1, AT possivelmente ndo € uma isometria. Além disso, a
aplicacéo z - z é uma isometria da esfera (que nao preserva orientagcdo) que ndo é
Mobius. De fato, temos “mais” automorfismos na esfera do que isometrias. Além disso,
as Unicas isometrias de S? que preservam a orientagdo séo as rotagdes, que constituem um
subgrupo das isometrias da esfera.

Ainda, as isometrias do plano séo as rotagdes, translacoes e as reflexdes. Porém,
somente as duas primeiras preservam a orientacdo (no caso, as reflexdes invertem a
orientacdo). Ainda, as rotagbes possuem apenas um ponto fixo em R? a saber, a origem
0. Logo, novamente temos que existem “mais” automorfismos no plano do que isometrias.

Corolario 3.1. Toda superficie de Riemann (M, J) admite uma métrica Riemanniana
y de curvatura cons- tante k tal que J [y] =Je:

(i) Se ela é eliptica entédo k = 1;
(ii) Se ela é parabdlica entéo k = 0;

(iii) Se ela é hiperbolica entéo k = -1;

Demonstracao: A demonstracéo deste fato segue do teorema da uniformizagéo e
do teorema 3.8. Fare- mos apenas o caso de curvatura nula k = 0. Analogamente, prova-se
oscasos k=1e k=-1.

Sendo M parabdlica, do teorema 2.18 temos um biholomorfismo ¢ : M - C/I para
dado subgrupo discreto I' de automorfismos de (C, J,). Segundo o teorema 3.8, ' € também
um subgrupo de isometria da métrica Euclidiana y,. Logo podemos definir a métrica y, em
C/I" como sendo a Unica tal que seu “pull-back” com a projecéo candnica de €C em C/T" seja
Y, Assim, y /= ¢*f/0 € uma métrica de curvatura nula em M.

Corolario 3.2. Toda métrica Riemanniana y em uma superficie M é conformemente
equivalente a uma métrica de curvatura constante k, sendok = 7,k = Oou Kk = -1 para
os respectivos casos eliptico, parabdlico ou hiperbdlico.

Demonstracao: Tome a estrutura complexa J = J [y]. Utilizando as notagbes do
Teorema 3.8, como consequéncias do Teorema da Uniformizagao, existe um biholomorfismo
® de (M, J) sobre (M /T, J) para algum k € {-1, 0, 1} e ' subgrupo de Aut(M , J ) agindo
de forma livre e propriamente descontinua em Mk. Tomando y := @*y,, esta define uma
métrica Riemanniana em M de curvatura constante k e tal que J = J [y] = J [y], pois 0s
ternos (M /T, J, v,) e (M, J, Y) séo essencialmente os mesmos mediante identificacéo
com o difeomorfismo ® e, pelo Teorema 3.8, J = J[y,]. Pelo Teorema 3.7, ye Y séo
conformemente relacionadas.



3.3.2 Diferenciabilidade de J [y]

Queremos introduzir uma nogao de diferenciabilidade para a aplicagéo J [y]. Os
espacos RM(M) das métricas Riemannianas sobre M e CS(M) das estruturas complexas
sobre M néo tem estrutura de espaco vetorial, pois nesses caso as operacdes de soma
e multiplicagdo por escalar ndo sdo fechadas nesses espagos. Poréem, RM(M) define
uma condigdo aberta no espaco vetorial das formas bilineares simétricas em M, B(M ) ¢
T°,(M), pois a soma convexa de duas métricas y1, y2 e RM(M) satisfaz

Ay, + (1 -A) v, € RM(M)

para todo A € [0, 1]. Mais do que isto, y, pode ser até degenerada, desde que
"pequena”. Logo podemos tratar RM(M) como um “aberto”de B(M), mesmo néo tendo
entrado na questdo da definicdo exata de sua topologia. Como CS(M) é subconjunto do
espago vetorial T’ (M) dos campos tensoriais 1-covariante e 1-contravariante sobre M,
podemos introduzir uma nocéo de diferenciabilidade para a funcéo J [y] da mesma forma
que temos a diferenciabilidade de uma funcdo de um aberto de um espacgo vetorial em
outro. A seguir vamos relembrar os conceitos elementares dos quais precisamos para fazer
tal analogia.

Em um contexto informal, dados espagos vetoriais* E, F denotamos por L(F ; E)
0 conjunto de todas as transformacgdes lineares L : F - E e notamos que este espaco
tem estrutura de espaco vetorial. Nesse contexto, definimos diferenciabilidade da seguinte
forma: seja um aberto U ¢ F contendo o ponto x. Entdo f : U - E é diferenciavel no ponto x
se existe uma aplicacao linear 8(x) : F - E satisfazendo

f(x+eh)=f (x)+e€d(x)-h+o(e) (3.41)

para todo h em um subespaco denso de F, onde

—=0. (3.42)

Portanto, a definicédo de derivada é feita de modo a dizer que, nas vizinhancas
do ponto x, os valores assumidos por f podem ser aproximados por uma aplicacgao linear
d a menos de um fator aditivo f (x) com um erro dado pelas propriedades de limites das
funcdes o(€) descrita acima. Assim, dado um aberto U ¢ F no qual uma aplicagéo f : U -
E é diferenciavel temos definida uma transformagéo 6 : U - L(V; E), que para cada x e U
temos associada a aplicagéo linear df (x) := o(x) € L(V ; E), que chamamos de derivada
de fem U.

4. Formalmente, sdo espacos vetoriais topologicos completos e localmente convexos, e a derivada € a derivada de

Frechet.



Os exemplos de derivadas que daremos a seguir servem para 0s nossos propositos
ao estudar a nogao de diferenciabilidade para J [y].

Exemplo 3.3. Uma transformacéo bilinear B : R™ x R" - R° é diferenciavel em
cada ponto (x, y) € R™ x R" e sua derivada é a (outra) transformacéo bilinear dB : R™ x R"
- IRP dada por

dB(x, y) - (h, k) = B(x, k) + B(h, y). (3.43)

Exemplo 3.4. Sabemos que o conjunto GL(R") ¢ L(R") dos endomorfismos lineares
inversiveis de R" & um aberto, pois A e GL(R") se, e s0 se, det(A) # 0, ja que a fungéo det:
L(R") - R é continua. Logo, podemos falar de diferenciabilidade para a aplicacéo inversao
f:GL(") - GL(R") dada por

A-f(A)=AT. (3.44)

Ela é diferenciavel em cada ponto A € GL(Rn) e sua derivada df (A) : L(R") - L(R")
€ a aplicagéo linear

H_ -A1HA". (3.45)

Exemplo 3.5. Considere uma matriz quadrada A de ordem 2. Entédo, uma simples
verificacdo nos mostra que

d(det)(A) - H := <% det(A + eH)) = det(A) tr(A™1H) (3.46)
e=0

para qualquer matriz quadrada Hde ordem 2. A expresséo acima faz sentido mesmo
quando det A = 0, pois det(A) A~ também esta bem definida neste caso.

Vamos agora informalmente definir uma noc&o de diferenciabilidade para J [y] da
seguinte maneira: dados uma forma bilinear simétrica b € B(M ) e uma métrica Riemanniana
Y0 € RM(M) < B(M ), entéo a derivada de J em [y,] aplicadaemb &

d
dT00) b= (d— Tho + eb])
e=0 (8.47)

ou equivalentemente, uma aplicagéo linear dJ [y,J € L(B(M ); T',(M )) satisfazendo

To + €b] = To] +edT ] -v+ole) limﬁ =0.
=0 € (3.48)

De forma explicita, temos:



Teorema 3.9. A projecéo J [y] : RM(M ) - CS(M ), y - J [y] é diferenciavel de acordo
com a condicao descrita na Equacgéo (3.48) e sua derivada ¢é a transformacao linear dJ [y]
=dJe L(B(M); T' (M )) dada por

dJh] b= %tr(v’l DTN =y b T
(3.49)

Na notac&o com indices, tomando J, :=J[y], , a formula acima significa

2 2
i1 j i i j
(AT - b)), = 3 E Vb | Jh - § Y by I (3.50)
Jl=1 jl=1

Demonstracao: Assim, determinemos explicitamente sua derivada. Consideremos
wfy]= | v | dx’ A dx?e vamos denotar dw[y] - b = d(w) e dJ[x] - b = 5J, onde por simplicidade
J =J [y]. Vamos reescrever nessa nova notagdo a equacgéo acima 3.48 da seguinte forma:

Jy+eb] =Ty +edT-b+ole) e wy+el=wy]+edw-b+o(e) , lim ole) = 0. (3.51)

e—=0 €

onde

[y+eb]"" =y~ —ey 'by~" +o0(€), Y (J, - U, V) = w(u, v) (3.52)

ou de outra forma

(y + €b)((J + €dJ)u, v) = (w + edw)(u, v). (3.53)
Mas,
Vv e = y/det(yi; +ebij) = /v + €8 b+ ole).
Assim,



(S”f -b

d
%h:o det(~i; + €bij)

(11 + €b11) (11 + €b11) — (712 + €b12)?]

1 d
|E=U
2y/|y] de

1
= (bra1y2o + baoy11 — 2y12D12)

|’\|

l\J|>—‘ Mll—' o]

tr(y~
2
Z JI)U

2 .
Portanto, w[7 + €b] = (1 + 5 (Zl”fubz; v ”f|) + 0(52)) wly]. Logo,
ij=

(“w ) i(o‘”u b; J: ) (3.54)

1 =1

‘Mw

T

Substituindo a expressdo encontrada para dw na expressao para a derivada de J
descrita em 3.51 encon- tramos (3.49).

No proximo resultado vamos descrever o nacleo da aplicagéo derivada dJ [y].

Corolario 3.3. Uma forma bilinear b esta no nicleo de dJ [y] se, e s6 se, ela satisfaz
arelagéao

Vatr(y'b)ld=y" - b, (3.55)

ou seja, em coordenadas

2 2
1 . . )
5 5 by | O = § v by

Hi=1 =1 (3.56)

De forma explicita, a matriz que representa a forma bilinear b em coordenadas é

(¢ F)x
\r EJ E
(3.57)

onde x € uma funcao diferenciavel no dominio do sistema de coordenadas.



Demonstracao: Suponha que b € Ker(dJ [y]), isto é, dJ [y] - b = 0. Multiplicando
ambos os membros da equagéo 3.49 por J [y] =J e usando o fato de que J? = —Id concluimos
que

Y tr(y'b)ld =y'b.

Mas, como

e tomando a representacdo matricial da forma bilinear b como sendo

bl bQ
b=
bg 3)4

obtemos
_ 1 Eby — Fbs Eby — Fby
Y = W
Y\ —Fby +Gbs —Fby + Gt
e (3.58)
onde
tr(yb) = i(Ebl — Fby — Fby + Gby).
I (3.59)

Portanto, a equacgéo 3.55 € equivalente a equacéo matricial
Ltr(y71b) 0 B Eby — Fby  Eby — Fby
0 Ltr(v1b) —Fby+Gby —Fby+ Gby| (3.60)

Dessa forma, temos o seguinte sistema de equacdes

Ebg - Fb4 =0
—Fby —Gb3 =0

(3.61)
Eby — Fby — Fby + Gby = 2Eb; — 2Fbs

Eby — Fbs — Fba + Gby = —2Fba 4+ 2Gby



Em relacédo ao sistema acima podemos inicialmente observar que a soma das
ultimas duas igualdades nos leva a uma identidade. Além disso, resolvendo explicitamente
as duas primeiras equagdes do sistema obtemos as seguintes condi¢cdes:

F
E})lbe4:0:>b2:Eb4

G
—Fb +Gb3=0=b = Fbg

Substituindo os valores encontrados para b2 e b1 na equacéo

Eb, - Fb, = —Fb, + Gb,

encontramos a condi¢céao

y P
= ‘2—‘5’5 = mb;l = b3 = Eb‘l'

ol

Logo, a demonstracao esté concluida.

dada uma pertubagéo de uma métrica Riemanniana y,, i.e., uma curva y, em RM(M)
definida para € € / ¢ R, | intervalo aberto contendo 0, y, = (v,) €=0, diferenciavel no sentido
de que

)= () wew oo

define um campo tensorial 2-covariante e simétrico em M. Assim, podemos escrever
YyeE=Yy+eb+o(€). (3.63)

Aideia de estudar o nlcleo de dJ [y] esta relacionada com seguinte fato: y, reprenta,

em ordem linear em €, uma “pertubagéo conforme” de Y, se, e somente se, b definida por

(3.62) esta no nucleo de adJ [y0], pois pelo Teorema 3.7 e a expansdo em primeira ordem
de J(3.48), temos

Ye é "pertubagéo conforme”de YO ~ J[ye]l=J[y0]+o0(e) ~ beker(dd[y0]) . (3.64)

Em coordenadas, uma pertubacao conforme é dada por

E+eSy F+efy
Ve = " E7 ) +o(e) (3.65)
Ftepx GHex

para alguma funcéo diferenciavel x definida no dominio do sistema de coordenadas.



APENDICES
APENDICE A

Tensores e Campos Tensoriais

De maneira geral, o calculo diferencial nos ensina a aproximar objetos (no caso,
objetos "suaves”) por objetos lineares. A estrutura de variedade diferenciavel nos permite
utilizar a teoria da algebra linear para, também num certo sentido, "aproximar” tais objetos
de maneira independente da escolha do sistema de coordenadas. Assim, surge a idéia de

"tensor”.

Para cada i € {1,..., n}, considere Vi e E espagos vetoriais reais. Diremos
que uma aplicagéo f:V, x...x V - Eé multilinear se para escalares a, a' € R e cada
vie Vi,

fv,...avi+avi',...,vn)=af (v,...,Vi,...,vn)+a'f(v,,...,vi', ..., vn). (A1)

Ou seja, uma fungdo é dita ser multilinear se ela for linear em cada variavel
separadamente. No nosso caso estaremos mais interessados nas fungdes bilineares, isto
€, uma fung¢ao multilinear de duas variaveis. Exemplos classicos de fungdes multilineares
sdo: produto interno em R" e a fungéo determinante, onde a primeira é uma fungéo escalar
bilinear de dois vetores e a segunda uma funcao escalar de n vetores.

Vamos inicialmente definir o conceito de tensor covariante em um espaco vetorial.

Definicao A.1. Seja V um espaco vetorial de dimensé&o finita sobre o corpo R.
Dado um nimero k € N, um k-tensor covariante em V é uma aplicagdo multilinear f : V¥
- R, onde V¥ denota o produto de k copias de V. Se k = 0, um O-tensor é simplesmente um
escalar.

Para k natural ou nulo denotaremos por T%(V) o conjunto de todos os k-tensores em
V. Dados um escalar a e f, f k-tensores quaisquer, o espaco T¥(V) naturalmente tem
estrutura de espacgo vetorial mediante as operacdes

) (af )(vy .. v) = alf Evv V) A2)
F+AV, V) =F (v V) + VYY),

A idéia por tras da definicdo de tensores covariantes € a seguinte: a descri¢cdo
matematica das leis da natureza (podemos pensar por exemplo, em leis fisicas) deve
ser independente do sistema de coordenadas escolhido, isto é ndo existe sistema de
coordenadas preferido. Logo, as equagbes matematicas que desig- nam tais leis devem
agir de maneira covariante, ou seja, invariantes em sua “forma” perante mudanca de
coordenadas.

Dado um espaco vetorial real V denotamos por V* como sendo o espaco vetorial
dos funcionais lineares p : V - R e o chamamos de espaco dual de V.



Exemplo A.1. Uma aplicagéo linear y : V - R & sempre multilinear. Logo,
um 1-tensor covariante é simplesmente um vetor e podemos naturalmente indentificar
T'(V) = V*. Analogamente, um 2-tensor covariante € uma aplicagéo bilinear de dois vetores
e, portanto, podemos identificar o espago T?(V) com o espago das formas bilineares. De
maneira geral, pensando em um determinante como sendo uma funcé&o multilinear de n
vetores, entdo podemos indentifica-lo como um n-tensor covariante no espago euclidiano
R".

Vamos definir agora a idéia de k-tensor contravariante.

Definicao A.2. Considere V um espaco vetorial de dimenséao finita e seja V* seu
espacgo dual. Um elemento do espaco T¥(V*) € chamado de k-tensor contravariante.

Apenas a fim de ilustragcdo daremos o exemplo a seguir.

Exemplo A.2. Considere uma curva diferenciavel parametrizada a:1 - R" em
algum intervalo | = (a, b) < R. O vetor tangente a a em t = t, dado pela derivada
da curva a't) e R” & um 1-tensor contravariante, isto &, um vetor contravariante.

Sabemos que naturalmente podemos fazer a identificagéo V =~ (V*)*. Se dim(V) < oo,

dada uma base ordenada {e,, . . ., e } c V existe uma Unica base ordenada {e’, . .., €"}c
V* tal que
) ) 1sei # j.
<eJ7 el> = 5‘1] = %
0, sei=j.
, set = (A.3)

O simbolo & é chamado de delta de Kronecker'. Além disso, ¢.) denota o
pareamento entre V e V*.

Neste texto ndo precisaremos definiro que € umtensor n-covariante e m-contravariante
para n, m# 1 pois iremos apenas falar sobre estruturas complexas em variedades. Assim:

Definicdo A.3. Um elemento do espago T (V) := T"*'(V*, V) é chamado de tensor
do tipo 1-1, isto é, 1- covariante e 1-contravariante.

Precisamos "transportar” a idéia de tensores para o contexto das variedades.
Comecaremos a fazer isso a seguir.

Definicao A.4. Considere o espaco euclidiano R" e considere um ponto qualquer p
e R". O espaco tangente a R” no ponto p € o espago T R" :={p} x R".

T A" com as operagoes

(p,v)+(,w) =, v+w)eAlp,v):=(p,Av),Vv,ue TpRneVAe R (A.4)

1.Em homenagem ao matematico aleméo Leopold Kronecker (1823-1891).



se torna um espaco vetorial. A projecéo 7 : TPIR” - R" dada por

(p1 V) - 'I'[(p, V) =V (A5)

é um isomorfismo entre T R" e R". Logo, estes espagos podem ser identificados.

Queremos agora definir o espaco tangente a uma variedade M de dimensao n, em
um ponto pe M, TpM. Para isso, o definiremos de modo que TpM tenha estrutura de espaco
vetorial e no caso, podemos identifica-lo com R". Seja | ¢ R um intervalo, 0 € |. Considere
0 conjunto

Cp) ={p :1- M;9(0) =p, 3¢'(0)}. (A.6)

Consideremos duas curvas @1, 2 € C(p). Diremos que @1 e @2 sdo equivalente se
para toda carta i, p € dom(yi), ocorrer

(Y, 29,)'0) = (¥,0 9,)(0). (A7)

Aigualdade acima pode ser verificada para uma carta especifica pois, se vale para
esta carta valera para qualquer outra. Tal relagdo € de equivaléncia e vamos denotar por
[¢] a classe de equivaléncia da curva ¢ € C(p).

Definicao A.5. O espaco tangente a variedade M no ponto p, Tp(M), € 0 conjunto
das classes de equivaléncia [¢] para uma curva qualquer ¢ € C(p).

Vamos mostrar agora que Tp(M) tem estrutura de espacgo vetorial. Consideremos
uma carta qualquer @i, p € dom(yi). A aplicacao

Ddi(p) : ToM — R, [o] '~ (i 09)'0) (A.8)

esta bem definida, isto é, ndo depende da escolha da carta i e é bejetora. Logo
Dyi(p) € um isomorfismo e T (M) pode ser indentificado com Rn. Assim, Tp(M ) naturalmente
carrega a estrutura de espaco vetorial de R".

Denotaremos o espacgo dual de TD(M) por Tp*(M) chamado de espacgo cotangente a
M no ponto p.

Agora podemos definir o conceito de campo tensorial em uma variedade M. Nos
restringiremos ao nosso caso de interesse que s&o 0s campos tensoriais do tipo 1-1, isto &,
campos tensoriais 1-covariante e 1-contravariante.

Definicao A.6. Seja M uma variedade. Um campo tensorial do tipo 1-1 em
M é uma escolha suave (diferenciavel) de um tensor Tp do tipo 1-1 a cada ponto pe M.

Na definicdo acima a palavra "suave” é no seguinte sentido: Podemos enxergar um
campo tensorial do tipo 0-1 como um campo vetorial e um campo tensorial T do tipo 7-0



€ simplesmente um vetor Tp a cada ponto p € M. A diferenciabilidade nesse caso é que
para cada campo vetorial suave X em M a aplicacédo x - Tp(Xp) é diferenciavel. Nesse
caso 0 conceito de campo vetorial suave € o usual, isto €, dado um ponto p e M um
campo o associa por meio do espago tangente TPM a um espaco vetorial de modo que,
em qualquer sistema de coordenadas ¢ sua representagdo é tal que cada uma de suas
funcdes componentes sdo derivaveis. Além disso, devemos observar que se o campo é
diferenciavel em um atlas (U, ¢) < M ele também sera diferenciavel em qualquer outro atlas
(V, ) c M. Isso é o mesmo que dizer que o conceito de diferenciabilidade de um campo em
M como anteriormente esta bem definido, isto €, ndo depende do sistema de coordenadas
escolhido.

Considere M uma superficie. Seja U < M dominio para um sistema de coordenas ¢
= (x', x?). Considere um ponto qualquer p € M. Uma base para o espago tangente Tp(M) é
dada por

o (0), 55 ()} C Ty(M)

(A.9)
onde,
oo (8) = limog @+ 1aD) ¢ () = Fleow @B 4D o) = a0 A10)
As condi¢bes acima podem ser reescritas sob a seguinte forma:
D) = Locog o) + (10 ¢ 5y ) = o™ o B) + (0,0). A
Uma base dual para o espaco Tp*M é
{dx'(p), dx(p)} c T*M (A.12)

onde, paracadai=1, 2, dxi(p) é aderivada da aplicagéo x: U -, R dada pela projecéo

X(q) = i(e(q)) (A.13)

onde 1 :R2 - R étalque (x', x¥%) - X, 1 si<2.

Resumindo o que foi visto nesse tépico, para o nosso contexto de superficies temos

que:
1. (Propriedade de Tensor Covariante). Dados sistemas de coordenadas
(%, 6—5;) e (%, %) o protétipo de tensor covariante € quando este se relaciona por

meio de mudancga de coordenadas da seguinte forma:



0 oxl 9 ox2 0 5] ozt 0 ox2 0

9oU " 9a¥ 0t T 027 022 ¢ Ga? 022 Oul | 027 027 A14)

2. (Propriedade de Tensor Contravariante). Dados sistemas de coordenadas (dx’,
dx?) e (dx'’, dx?’) o protétipo de tensor contravariante é quando este se relaciona por meio
de mudancga de coordenadas da seguinte forma:
oz oz Oz 8%

de'’ = —rda' + ——da? e da? = _pdat + ——da’.
T O T + a2 xr= e dr O T+ 022 T A15)

3. (Interpretacdo Algébrica e Geométrica de Objetos Lineares). Um espaco
vetorial V é identificado com o espacgo tangente a um ponto p de uma variedade M, TpM.
Uma base de um espaco vetorial V, digamos dim(V ) =2, {e1, e2} pode ser geométricamente
interpretado como uma base no espaco tangente {a%(p), 6%2(1))} C T,M. De maneira
analoga para a base dual {e’, €2} ¢ V* podemos interpreta-la geometricamente como uma
base no espaco cotangente {dx'(p), dx3(p)} c T*pM .

Vamos a seguir, para finalizar esse topico, apresentar um exemplo bastante elementar
apenas para ilustrar o que foi feito. Cabe ressaltar que a matriz que representa uma
mudanca de base no contexto geométrico é dada pela matriz jacobiana da transformacao
de coordenadas. Além disso, a matriz inversa dessa mudanca de base € dada pela inversa
da matriz jacobiana da mesma transformacgéo de coordenadas.

Exemplo A.3. (Coordenadas Polares). Considere a fungcéo (que podemos pensar
como um campo vetorial em R?) f : R? . R? dada por (x, ¥) - f(x, y) = (x, y). As
coordenadas polares de x, y sédo dadas respectivamente por x =r cos 6, y = r sen6. A matriz
jacobiana de f em um ponto (r, 8) é dada por

cosf) —r senf
Jp(r,0) =
senf)  rcosf

e seu determinante | Jf (r, 8) | =r e, portanto, positivo se r > 0. Um subconjunto
no qual f é inversivel € U :={(r, 6); r >0, 6 € (0, 2r)}. Nesse caso, a matriz jacobiana de
f' é dada por

(A.16)

1 cosf senf)
Jf (7,5 9) =
' —senf/r cosf/r
(A.17)

Neste caso, f(U) = R?/A, A = {(x,y) e R?;y = 0, x > 0}, isto é, o plano deletado
0 semi-eixo real positivo.



APENDICE B

O Teorema da Uniformizacéao Para Superficies Compactas

Como colocado anteriormente, nossa principal referéncia para demonstracdo do
teorema 2.14 é o livro [1].

Inicialmente relembramos o conceito de n-formas em espacos vetoriais e variedades.
A fim de exemplificacdo, vamos nos restringir ao nosso caso de superficies. Seja £ um
espaco vetorial, dim(E) = 2. Uma 0-forma em E é simplesmente um escalar. Ja uma 1-forma
€ um funcional linear a ¢ E*. Finalmente uma 2-forma em E & uma forma bilinear anti-
simétrica, isto &, dados (u, v) € E e {e’, €} base de E* entdo

(e' A €2 (u, v) =% (e (u)e? (v) - e’ (v)e? (u)) (B.1)

é tal que (e’ A €®)(u, v) = —(e’ A €°)(v, u). No contexto de uma superficie de Riemann
M uma 0-forma é simplesmente uma aplicagéo f : M - R. J& uma 1-forma diferenciavel é
dada por

a =a,(x)dx’ + a,(x)axz. (B.2)

Finalmente uma 2-forma diferenciavel &€ dada por

B = a(x)dx’ A dx. (B.3)

Definimos Q°(M), Q'(M), 2?(M) como sendo os espacos das fun¢des holomorfas,
espaco das 1-formas e espaco das 2-formas em M, respectivamente. Além disso, definimos

H'(M) := ker(d : Q'(M) — Q2(M))/Im(d : Q°(M) - (M) (B.4)

como sendo o grupo de cohomologia de de Rham onde d é a operagéo de derivagédo
exterior.

Sabemos que se uma forma diferencial a é exata entéo ela é fechada. Se M for
simplesmente conexa entédo toda forma fechada a é exata, isto é, H'(M ) = 0.

Agora queremos definir o conceito de formas holomorfas. Consideremos uma
coordenada complexa local z = x +iy. Entdo, dz = dx +idye dz = dx —idy. Assim,
entendemos que uma (1, 0)-forma é localmente expressa como adz e uma (0, 1)-forma
é localmente expressa como Bz para funcdes a, B. Diremos que neste sistema de
coordenadas locais f &€ holomorfa e escreveremos df =df = f'(z)dz se df = 0 significando
que f cumpre as equagdes de Cauchy-Riemann 1.1. Assim, diremos que uma (1,
0)-forma a é uma 1-forma holomorfa se da = 0. Assim, uma 1-forma holomorfa pode ser
expressa como Adz onde A é uma fung¢ao holomorfa.

Vamos denotar por Q'°(M) o espacgo das (1, 0)-formas em M e Q%' o espago das



(0, 1)-formas em M. Em uma coordenada local z = x + iy entenderemos

ﬁ_l(i_,ﬁ) . E_lﬁﬂ-ﬁ)
9z 2'0r oy © 9z 20z Oy (8:5)

como sendo operadores, no caso d em Q%'(M ) e dem Q'O(M).

Definimos agora

H'9(M ) = kerd : Q'° _, (P e H*(M) = cokerd : (° - (. (B.6)

Assim, H'°(M) é o espaco das 1-formas holomorfas e H*'(M ) € um espaco associado
a construcao de funcbes meromorfas. Para maiores detalhes do se segue consultar [1],
capitulo 8 na pagina 114, teorema 6. Temos a seguinte decomposicéo H'(M) = H®'(M) ®
H"9(M). De maneira simplificada esse fato decorre de que a aplicacdo HO,1(M ) ® H1,0(M)
- H1(M ) dada por

(a, 8) > i(a) +i(c—1(8)) (B.7)

é um isomorfismo, onde a aplicacdo o : H1,0 - H® é induzida por a - a.
Para um superficie de Riemann M simplesmente conexa H'(M ) = {0} e, consequentemente
H®'(M ) = {0}, de acordo com a decomposicao descrita acima.

Vamos agora para a demonstracdo do teorema 2.14.

Demonstracao: Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa e
compacta. De acordo com o teorema 1.2, basta mostrarmos que existe uma fungéo
meromorfa em M com um Unico polo de ordem 1. Consideremos a € Q'(M). Assim,
da = Ose, es6 se, a = d¢ para alguma ¢ € F(M). Logo, H'(M ) = {0}. Consideremos
em torno de um ponto p € M um sistema de coordenadas (U, ¢) e uma funcédo f: M - R
suave, isto &, de classe C tal que B = 7 em uma vizinhancape Uc U e B = 0em M/U.
Vamos mostrar entdo a existéncia de uma fungéo f : M - S2 como um Unico polo de ordem
1. Para isso vamos definir

7(2) = 9(=7) + B(5)

(B.8)
onde g € uma fungéo de classe C® e f holomorfa, isto €,
9 105 _,,

A forma o = %g—g tem suporte compacto nas vizinhancas de p e € uma 1-forma
holomorfa ja que da = 0. Em particular, nas vizinhangas de p, a é uma (0, 1)-forma, isto &,



ae Q°"(M ) pois se a(p) = Oentdo @@ = %% . Dessa forma uma tal fungéo g existe, isto
é,g € holomorfa se, e sé6 se, [a] € H°'. Isto é equivalente a dizer que existe solugédo
da equacgéao % = -a se, e s6 se, a classe [a] no espago quociente H°' é a classe nula.
Dessa forma, existe p, € M tal que a = &(% B) em MAp,}. Assim, vamos supor que a(p) := 0.
Logo, ae Q1(M)e da = Oe, portanto, a = —-dg para alguma fungdo g de classe C® em
M, isto é, g e F(M ) pois, como M é simplesmente conexa entdo H*'(M ) = {0}. Portanto,
g+ % B € holomorfa em CAp0}, onde o ponto p, € seu unico polo (em particular de ordem
1). Finalmente, /: M - S2 em um sistema de coordenadas complexas z = x + iy dada por

2 f(z) == g(2) + 5(%) (B.10)

onde g de classe C» em Me a e Q%'(M ) satisfazendo a equagéo g—g =-ae B uma
funcao do tipo “cut- off” em uma vizinhanca de p € M, isto é, uma fung¢éo suave com suporte
em U valendo 1 nas vizinhangas de p, € uma fungdo meromorfa em M com um Unico polo
de ordem 1.
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