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RESUMO

Nesta dissertagcdo apresentamos uma aplicagdo do Teorema do Valor Médio que
consiste em sua restricdo a um caso particular. Este resultado se aplica as funcdes
reais, continuas e derivaveis em um dado intervalo.

Geometricamente esse resultado diz que, dados uma func¢do f continua em [a,b] e
derivavel em (a,b) e dois pontos P(a,f(a)) e Q(b,f(b)) do grafico de f, existe um ponto
(c,f(c) entre os pontos A e B onde a reta tangente a curva possui inclinagdo igual ao
coe ciente angular da reta suporte da corda que une os pontos P(a,f(a)) e Q(b,f(b))
adicionado a um multiplo da distancia vertical entre o ponto (c,f(c) do grafico de fe o
ponto correspondente na reta secante PQ,

PALAVRAS-CHAVE: Numeros reais, intervalos, fungdes, continuidade, derivadas,
tangentes.
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ABSTRACT

In this work we will present a new theorem that consists of the restriction of the Theorem
of the Average Value to a particular case. This theorem applies to real, continuous,
and derivable functions in a given interval. lts application allows us to calculate a
determinated point on a curve where the straight line tangent to this curve has a specific
inclination.

As this theorem is related to the concepts of inclination, tangent and secant, this one
can be applied in the High School to solve problems of Analytical Geometry that involve
such concepts, as we will see in some examples given.

KEYWORDS: Real numbers, intervals, functions, continuity, derivatives, tangents.
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INTRODUCAO

Muitas situacbes relacionadas as mais diversas areas, principalmente, as
ciéncias, podem ser traduzidas, matematicamente, por funcdes reais continuas
e derivaveis em R, ou em um subconjunto de [, estando sujeitas a aplicacdo de
importantes teoremas do Calculo, como o Teorema do Valor Extremo, o Teorema do
Valor Intermediario, o Teorema de Rolle e o Teorema do Valor Médio, por exemplo,
para a obtencao de dados relevantes relativos a essas situagdes. Sao exemplos de
situacbes como essas o calculo da taxa de crescimento populacional de determinado
local ou regido, em Geografia; o decaimento radioativo de elementos quimicos,
na Quimica; a taxa de crescimento populacional de uma cultura de bactérias, na
Biologia; a determinac&o da velocidade de um movel em um dado instante; na taxa
de propagacao de uma doenca, na Medicina; etc.

O Teorema do Valor Médio é um dos mais importantes resultados do Célculo
Diferencial e é usado, principalmente, como ferramenta para a demonstracéo de
outros teoremas e para comprovar afirmagdes acerca de fungdes continuas em um
dado intervalo, utilizando-se de hip6teses locais sobre derivadas em pontos deste
intervalo. Um bom exemplo de sua utilizacdo é visto na demonstracao da relacao
existente entre o crescimento e o decrescimento de uma funcdo e o sinal de sua
derivada. Ele enuncia uma importante propriedade relativa as fun¢des continuas,
assegurando que, em uma fung¢do continua em um intervalo [a,b] e derivavel em
(a,b), tomando-se dois pontos e quaisquer, existe um ponto de seu grafico, entre A
e Bonde a reta tangente ao grafico possui a mesma inclinacéo da reta secante 5.

O Teorema de Rolle, assim como o Teorema do valor Médio, é mais um resultado
do Calculo que também auxilia na demonstracao de outros Teoremas e pode ser
utilizado para comprovacao de algumas propriedades relativas as funcdes continuas
e derivaveis em um determinado intervalo. Este teorema assegura que, para uma
funcdo f continua no intervalo [a,b], derivavel no intervalo (a,b) e tendo f(a)=f(b),
tomando-se dois pontos A e B quaisquer, existe um ponto do grafico de fentre Ae B
onde a inclinagdo da reta tangente ao gréafico é nula. Restringindo-se o Teorema de
Rolle a um caso particular e estendendo o resultado obtido a partir dessa restricao
ao Teorema do Valor Médio, chegamos ao resultado principal deste trabalho, que
consiste em uma aplicagao particular do Teorema do Valor Médio.
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Como o resultado que sera apresentado é aplicado as fungdes reais, continuas
e derivaveis em um dado intervalo, necessitamos antes da compreenséo de alguns
conceitos e propriedades relativos aos numeros e funcgdes reais, limites de fungdes,
continuidade, derivadas, como por exemplo, intervalos, continuidade e tangentes,
para dar fundamentagao necessaria a sua compreensao.

Ainda para estruturacdo do resultado principal, faz-se necessario explicitar
outros teoremas do Calculo que servem de ferramentas auxiliares para sua
construcao e/ou demonstragao.

Observando-se que o teorema que é o resultado principal deste trabalho aborda
conceitos caracteristicos da geometria analitica, apresentaremos ainda, neste
trabalho, algumas sugestdes de problemas que podem ser aplicados no Ensino
Médio, nos quais se utiliza o teorema apresentado em sua solucgao.
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FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serdo abordados os conceitos e propriedades relativos a nUmeros
e fungdes reais, limites de fungdes, continuidade e derivadas, que s&o fundamentais
para a compreensao do resultado principal desta dissertacéao.

2.1 Niumeros Reais

Vejamos, inicialmente, alguns conceitos e propriedades dos numeros reais.

2.1.1 Supremo e infimo

Antes de definirmos supremo e infimo faz-se necessario enunciar outros dois
conceitos fundamentais para a sua compreensao.

Definicao 2.1. (Cota superior): Seja A € R nao vazio. Um elemento u € R é
dito cota superior de Ase a < u, paratodo a € A. Se um conjunto ndo vazio possui
uma cota superior, pode-se verificar que, na verdade, existe uma infinidade de cotas
superiores.

Exemplo: 2.1. No subconjunto M:={x €R; 0 <x < 4}, 4 € uma cota superior.

Definicao 2.2. (Cota inferior): Seja A € IR ndo vazio. Um elemento t € IR é dito
cota inferior de A se @ = t, para todo a € A. Analogamente ao item anterior, se um
conjunto nao vazio possui uma cota inferior, existe uma infinidade de cotas inferiores.

Observacao: 2.1.1. Nem todo subconjunto de R possui cota superior ou cota
inferior. De fato, o subconjunto {x € R;x > 3} ndo possui cota superior.

Definicao 2.3. Um subconjunto dos numeros reais é dito limitado inferiormente
se possui cota inferior. Se possui cota superior este conjunto € dito limitado
superiormente. Se possui cota superior e inferior este conjunto é dito, apenas,
limitado.

Fundamentagao Teérica




Agora vejamos as definicbes de supremo e infimo:

Definicao 2.4. (Supremo). Seja A um subconjunto ndo vazio de R limitado
superiormente. Dado u € R, dizemos que u é o supremo de A, e denota-se por
u=sup(A), se:

i.a < u,paratodo a € 4, isto é, u € uma cota superior;
ii.a < v,paratodo a € A, entdo u < v, isto é, ué amenor das cotas superiores.

Definicdao 2.5. (infimo). Seja A um subconjunto ndo vazio de R limitado
inferiormente.
Dado t € R, dizemos que t é o infimo de A, e denota-se por t = inf(A), se:

i.a =t,paratodo @ € A isto é, t & uma cota inferior:
i. a > s, paratodo @ € A entdo t > s, isto &, té a maior das cotas inferiores.

Exemplo: 2.2. Considere os conjuntos R={x€eR; 2< x < 5} e
S={xeR 2<x<5}

Vamos verificar que R e S tém o mesmo supremo que é igual a 5. De fato,
ambos sao limitados superiormente € 0 5 é a menor das suas cotas superiores pois,
para todo a € R teremos a < 5, paratodo b € S teremos b < 5 e ainda, supondo-
se que exista um numero real v = 5 tal que v é a menor das cotas superiores de
R e também de S, tem-se que % também & uma cota superior tanto de R quanto

S+

de Se —— < v, contrariando a hip6tese de v ser a menor de suas cotas superiores.

Analogamente, verificamos que R e Stambém possuem o mesmo infimo que é igual
a 2, visto que ambos sao limitados inferiormente, tendo 0 2 como a maior das suas
cotas inferiores pois, para todo a € R teremos a = 2, para todo b € S teremos
b = 2 e, admitindo-se que exista s € [, com s a maior das cotas inferiores de R e
também de S, tem-se que % € uma cota inferior de ambos os conjuntos Re Se
s*2 - s, 0 que contradiz a hipétese de s ser a maior de suas cotas inferiores.

Observacao: 2.1.2. Quando se diz que um subconjunto ndo vazio de R tem
supremo e/ou infimo, nada se pode afirmar sobre eles pertencerem ou nao a este
subconjunto.

Agora provaremos que o supremo e o infimo, caso existam, sdo unicos.

Proposicao 2.1. (Unicidade do Supremo): Considere A um subconjunto ndo

vazio de R. Se A possui supremo entao ele é unico.
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Demonstragdo. Seja u=sup(A) e suponha que v=sup(A). Como u é uma cota
superior de A e vdevemos ter ¥ = u. Por outro lado, como v € uma cota superior de
A e v=sup(A), também temos U = V. Essas duas desigualdades implicam que u=v
e, portanto, o supremo € unico (quando existe).

Observacdo: 2.1.3. A prova da unicidade do infimo é analoga a da unicidade
do supremo.

2.1.2 Intervalos

Antes de definirmos intervalo é necessario desenvolver uma nocao mais
precisa do significado de estar entre dois numeros reais. Entenda-se que, dados
dois numeros reais distintos a e b quaisquer, com a < b, sem perda de generalidade,
0 conjunto dos numeros reais que estao entre os numeros a e b € formado por todos
0S numeros reais maiores que ou iguais a a €, a0 mesmo tempo, menores que ou
iguais a b.

Vejamos agora a definicao de intervalo.

Definicao 2.6. Dizemos que I € R e um intervalo se, dados a, hel e c € R
taisquea <c <b,entdoc EI,

Teorema 2.1.1. Seja | um subconjunto dos numeros reais com pelo menos
dois pontos. Entéo, | € um intervalo se, e somente se, tem uma, e apenas uma, das
seguintes formas:

(i) (a,b) = {x]a < x < b} (vi) [a, +90) = {x|x = a}
(if) [a,b] = {x|a < x < b} (vii) (=00, b) = {x|x < b}
iii) (a,b] = {x|a < x < b} (viii) (—o0,b] = {x|x < b}
(iv) [a,b) = {x|la < x < b} (ix)(—00, +00) = R

) (a,+) = {x|x > a}

Demonstrag&o. Dividiremos a prova em dois casos:
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Caso 1 (Intervalos limitados): Suponha inicialmente que / € um intervalo
limitado e seja a:=inf(l) e b:= sup(l). Dado x € I temos que @ < x < b e portanto,
x € |a,b]. Como X é arbitrario em |, isto prova que I < [a, b]. Vamos provar agora
que (a,b) < I. Suponha que exista y € (a,b) tal que ¥ € I. Entao, por de definicao de
infimo e supremo, y < aouy = b e, portanto, ¥ € (a,b), uma contradi¢cdo. Dessa
forma concluimos que (a,b) €I € [a,b]. Para finalizar a prova, consideremos os casos
a sequir:

(I) seag&leb&lentiol = (a,b).

(I) seaeleb€elentiol = |a,b].
(Il) sea &€ leb €lentiol = (a,b].
(IV)sea€leb &lentiol = [a,b).

Caso 2 (Intervalos ilimitados): Suponha agora que / € um intervalo ilimitado e
considere as circunstancias seguintes:

1) Seja I um intervalo limitado inferiormente e seja a:= inf(I). Dado x € I
temos que a < x e, portanto, x € [a, +0). Como X é arbitrario em /, isto prova que
I € [a,+0). Vamos provar agora que (a, +) € I. Suponha que exista ¥ € (a, +)
tal que y € I. Entao, por definicdo de infimo, y < a e, portanto, ¥ € [a, +=), uma
contradicao. Dessa forma concluimos que (a, +w) €I < [a, +). Para finalizar a prova,
consideremos 0s casos a seguir:

(I) se a € I entdo | = (a,+).
() se a € I entdo | = [a,+=).

2) Seja / um intervalo limitado superiormente e seja b := sup(l). Dado X € [
temos que x < b e, portanto, x € (—oo, b]. Como x é arbitrario em /, isto prova que
I € (—,b]. Vamos provar agora que (—o0,b) € I. Suponha que exista ¥ € (—®,b)
tal que Yy € I. Entdo, por definicdo de supremo, ¥ = b e, portanto, ¥ & (—,b),
uma contradi¢cdo. Dessa forma concluimos que (—,b) € I € (—«, b]. Para finalizar a
prova, consideremos 0s casos a seguir:

() se b & I entdo | = (-=»,b)
(I) se b €l entao | = (-w,b]

3)Seja / um intervalo que nao possui limite inferior nem limite superior. Vamos
demonstrar que I = R, e paraisto é suficiente verificarque R € I umavezquel € R
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. Seja y um nimero real arbitrario. Por hipdtese existem p,q € [ taisque » =¥ = ¢
. Como [/ é um intervalo devemos ter y € I. Portanto, [R € [ como esperavamos

demonstrar.
Observacodes: 2.1.1.

[) —oo e +9° sjdo apenas simbolos, e ndo numeros.

ii) Os intervalos (a,b), [a,b], (a,b] e [a,b) sdo limitados, com a e b como extremos
e os intervalos (=, b), (=, b], (a, +), [a, +) e (=0, +®) s&o ilimitados.

iii) O intervalo (—=,a) é a semirreta esquerda, aberta, de origem . Os demais
intervalos ilimitados tém denominagbes analogas.

iv) Os intervalos (a,b),(—,b),(a,+»),(a,+®)e(—0,+0) sgo chamados de
intervalos abertos, os intervalos (a,b], [a,b), (=, b] ¢ [a, +®) sdo chamados de
intervalos semiabertos e o intervalo [a,b] é chamado de intervalo fechado.

v) Quando no intervalo fechado [a,b] tivermos a=b, esse intervalo se reduzira
a um unico elemento, e sera chamado de intervalo degenerado e 0s outros trés
intervalos limitados serdo vazios.

Exemplo: 2.3.
e (—21)
-3 =2 -1 0 1 2
Figura 2.1: Intervalo (-2,1)
e [-21]
T L T T & T
-3 -2 -1 0 1 2
Figura 2.2: Intervalo [-2,1]
* (—21]
T O T T L T
-3 -2 -1 o 1 2
Figura 2.3: Intervalo (-2,1]
¢ [-21)
Li . Li L C T
-3 -2 -1 0 1 2

Figura 2.4: Intervalo [-2,1)
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(2, +00)

[2, +0)

(—,2)

(=0, 2]

L] G L) L ) )

1 2 3 - ] 6
Figura 2.5: Intervalo 2,+)

L) ' L] L L L}

1 2 3 4 ] B
Figura 2.6: Intervalo [2,+)

2 A 0 1 2 3
Figura 2.6: Intervalo (—,2)

Li ¥ T T . T

2 = 0 1 2 3

Figura 2.6: Intervalo (—,2]

2.1.3 Desigualdade triangular

O mébdulo ou o valor absoluto de um namero real x, qualquer, esta associado
ao conceito de distancia desse numero até a origem do sistema e é denotado por
Ixl. Ciente de que a disténcia € uma medida ndo negativa, o médulo de um numero

€ sempre maior ou igual a zero, sendo que € igual a zero somente no caso desse

namero ser o proprio zero.

Temos que:

Proposicdo 2.2. Paratodo x € R temos —< x < |x]|.

Demonstragdo. Com efeito, se x>0 |x|=x e —|x|] =—x.
—|x| <x =lx|. Agora, se x < 0 |x| = —x e —|x| = x. Logo, —|x| = x < |x|.
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Com relacéo ao médulo de um numero real, um resultado importante para este
trabalho & a chamada desigualdade triangular.

Proposicao 2.3. (Desigualdade triangular) Dados a, b € R, temos que:

la + b| = |a| + |b].

Demonstracdo. Da proposicdo 2.2 temos que que —lal<a<|a|l e
—|b] <b < |b|l. Dai, segue que, —la|—|b|<a+b<la|l+|b] se entdo
—(la|l + |b]) < a+ b < |a| + |b], ou ainda, la + b| < |a| + |b.

2.2 Limites de Funcoes

Antes de definirmos o limite de uma funcao veremos alguns conceitos essenciais
para sua compreensao.

Definicdo 2.7. Dado um numero real € > 0, chama-se € -vizinhanca de a € R
o intervalo (a — &,a + €), denotado por V:(a).

Observemos que a condicéo x € V;(a) pode ser escrita das trés formas seguintes:

lx —a| <e¢; —e<x—a<e¢; a—s<x<a+e.

Observacdo: 2.2.1. As vezes interessa considerar uma € -vizinhanca de a,
excluindo-se o proprio ponto , que se chama vizinhanca furada, denotada por

Vig(a) =V (a) —{a} ={x:0 < |x —a| <e.

Definicdo 2.8. Seja A um subconjunto ndo vazio de IR. Dizemos que um
nimero a qualquer é ponto de acumulagcdo de A se, dado € > 0, V'.(a) contém
algum elemento de A.

Observacao: 2.2.2. Indica-se com A’ o conjunto dos pontos de acumulacéo de
A. Portanto, se a € A" entdo a € A —{a}.

Exemplo: 2.4. Seja C=(0,2). Tem-se que 2 é ponto de acumulag¢ao de C pois,
dado € > 0 arbitrario, V'.(2) contém algum elemento de C.

Definicédo 2.9. Sejam A um subconjunto ndo-vazio de R, uma funcdo f:4 - R
e a um ponto de acumulacdo de A (que pode ou nao pertencer a A). Dizemos que
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um namero L é o limite de f(x) quando x tende a a se, dado € > 0 arbitrario, existe
5 > 0tal que, se x EANV's(a) entdo If(x) — L| <e.

Denotamos por lim f(x) = L (lé-se: limite de f(x) com x tendendo a a é igual a
L).

Exemplo: 2.5. Mostre que chilr}(flx —3) =1, usando a degnigéo 2.5.

Solugéo: 2.2.1. Dado ¢ > 0 arbitrario, considere d =7. Se 0< |x—1| <§
entdo [(4x —3) — 1| = |[4x — 4| = 4|x — 1| <44 = ¢, e portanto lim(4x —3) =1

’ x—1

2.2.1 Propriedades dos limites

Apresentaremos as propriedades dos limites necessarias a compreenséao deste

trabalho através da proposicao a seguir.
Proposicao 2.4. Sejam A um subconjunto ndo vazio de

R f,g:A-Ra€d com chin;f(x) =Ly e lim g(x) = L, entdo:
= X=da

i jlcifg(f +g)(x) =Ly + Ly;

ii. limcf(x)=c-Ly,paratodoc € R;

X—=a
i, lim(f - g)(x) = Ly - Ly,
X—=a

iv. limc=c,paratodoc € R.
X—=a

Demonstracgé&o.

(i) Seja € >0 um nuamero real arbitrario. Por hipétese, existe §, > 0 tal
que |f(x) —Lq| <§ sempre que x € AnV's . Da mesma forma, existe 0, > 0 tal
que |g(x) — L,| <§ sempre que x € ANV’ (a). Seja § =min{d;,d,}. Se que
x € AnV's(a), entéo

|(f + @) = (L + L)l = [(F() = Ly) + (900 = LI S [f () = Lyl +1g(x0) = Ly <+ =

Como £ é arbitrario segue-se que

lim(f +g)(x) =L; + L, = lim f(x) + lim g(x).
X—=0 X—=( xX—1

(ii) Dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1 (c=0): Se c=0 entdo, dado € > 0 arbitrario, para todo § > 0 teremos
10 - f(x) —0-L,| =0 sempre que x € AnV's(a).

Caso 2 (c#0): Sejam & > 0 e ¢ # 0 dois nUmeros reais arbitrarios. Por hipbtese,

£

existe § > 0 tal que If(x) = Li| <;- sempre x e AnV's(a) . Se x € ANV'5(a)
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&
— = E&.

[Ccf)(x) —cLy| = lel - 1f (x) = Ly| < lc] -

|c|

Como € é arbitrario segue-se que }l{m; cf(x)=c-Ly.

(iii) Seja um nuamero real arbitrario e=p+k.p >0ek >0, entdo £ > 0.
Por hipotese, existem 63, 0,, 05 > 0 tais que, se x e AnV's (a) entdo |If(x) — L] <1, se
XEAN V'gz(a) entdo [g(x) — Ly| < —— ™ \+1 ese x € ANV's (a) entéo |f(x) — L] < ILzT+1'
Como |f(x) — L,| < 1temos que -1 < f(x) - L; <1, ou ainda, -1+ L; < f(x) <1+ L;. Dai,
teremos f(x) <1+ L, e, destaforma, |f(x)| < |1+ Ly| < 1+ |Ly].

Seja 0 =min{d,,d,,0;} e observando-se que |L,| <|L;|+1 e

iGN

< 1, se
[Lq|+

x € AnV'g(a) entao,

1f () g(x) = Ly Lyl = [f(x) - (9(x) = L) + Ly - (f (x) = Ly)| <
< -1g(x) = Lol + (1Ll + 1) - [f () = Ly | <

+ (L] +1) - <p+k

<IfCl-

k
|L1|+1 |2|'|'1

e, portanto, |f(x) - g(x) —L; - L,| < e.
Como £ é arbitrario segue-se que }lciné(f c9)(x) =Ly L.

(iv) Dado € > 0 arbitrario, para todo § > 0 teremos |c — ¢| = 0 < & sempre que

xeANV'y.
Como £ é arbitrario segue-se que lim¢ = ¢,

2.3 Continuidade

Para definirmos chi_l}; f(x) analisamos o comportamento da fungao para valores
de x proximos de a, mas diferentes de a. Sabemos que chi_t}; f(x) pode existir, mesmo
que a funcao fnao seja definida no ponto a. Uma outra situacao possivel é que, se f
esta definida no ponto a e existe jlcl_l}(ll f(x), pode acontecer deste limite ser diferente
de f(a). Agora, se a funcao f estiver definida no ponto a, existe lim f(x) e este limite
for igual a f(a), diremos que a funcéao f é continua no ponto a. sz;ig precisamente:

Defini¢ao 2.10. Seja A um subconjunto ndo vazio de R. Dizemos que f:A - R
€ continua em a € A se lim f(x) existe e € igual a f(a).
x—=a
Observacao: 2.3.1. Dizemos que f é descontinua em a se f nao é continua
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em a.

Vejamos, a seguir, alguns exemplos de fungdes descontinuas.

2_
Exemplo: 2.6. A fungdo f(x) = % € descontinua no ponto 2, uma vez que nao

esta definida neste ponto.

a 4

xr—2

(@) =

[ e e T T

Figura 2.9: Funcao descontinua em 2

Exemplo: 2.7. A fungdo f:= R —{0} definida por f(x) = é descontinua no

ponto 0, pois xlil'[l}'l_ f(x) # xli%l+ f(x), logo néo existe lim f(x),
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Figura 2.10: Fun¢&o descontinua em 0

Exemplo: 2.8. A funcao f, representada graficamente na figura a seguir, é
descontinua no ponto 1, pois lin}f(x) =2#1=f(1).
X—=

SE

=27 1

Figura 2.11: Funcao descontinua em 1
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Proposicao 2.5. Sejam A um subconjunto ndo vaziodeR ef, g: A - R funcées
continuas em um ponto @ € A. Entado

i. f+gécontinuaema,
ii. cf é continua em a;
ii.f - g € continua em a,

v.f/g,comg(a) #0,¢continua em a.

Observagdo: 2.3.2. A demonstragcdo desta proposicdo é uma consequéncia
direta da definigdo 2.10 e da proposi¢do 2.4.

2.4 Derivada

Antes de definirmos a derivada de uma funcéo, vejamos a definicdo de tangente.

2.4.1 Tangentes

Para determinarmos a tangente a uma curva C de equacao y=f(x) em um
ponto A(a,f(a)), tomamos um ponto B € C,B(x, f(x)), com x #* a, e calculamos o
coeficiente angular da reta AB, ou seja,

Sx)-f(a)
m =
AB —a
Entdo, aproximamos o ponto B do ponto A, ao longo de C, fazendo x tender a a.
Se m, tender a um nimero m, entdo podemos definir a tangente ta curva C como a
reta de coeficiente angular m que passa pelo ponto A, o que implica em dizer que a
reta tangente € a posicao-limite da reta secante AB quando B tende a A.
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fib)

fial

\

\

Figura 2.13: Reta tangente a curva y=f(x) em um ponto

Definicdo 2.11. Dada uma curva de equacéo y=f(x). Areta tangente a esta curva
em um ponto A(a,f(a)) tem coeficiente angular igual a

) = f(a)
m = lim ————,
x—a X—da

caso esse limite exista.
Fazendo h=x-a, temos x=a+h teremos
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. fla+h)-f(a)
m = lim .

h—0 h

2.4.2 Equacéao da reta tangente

Sejam A um subconjunto n&o vazio de IR e uma funcéo f:4 - R continua em

a € A. Areta tangente a curva y=f(x) no ponto P(a,f(a)) sera:
flath)-f(a)

Aretaque passa pelo ponto Petem coeficiente angulariguala m(a) = }lin% .

, caso esse limite exista. Assim, temos a equacéao
y—f(a) =m(x — a).
A reta vertical x=a, se ffﬂw for infinito.

2.4.3 A derivada de uma fungdo em um ponto

Sejam A um subconjunto ndo vazio de [ e uma funcéo f:4 = R continua em
a € A. A derivada de fno ponto a é denotada por f'(a) (Ié-se f linha de a), e seu
valor é

L fla+h)-f(@
@ = =

caso este limite exista.

Fazendo x=a+h, temos h=x-a e, desta forma, h — 0 se, e somente se, X —
. Entdo, uma forma equivalente de denotar a derivada de uma fungédo em um ponto
aé

e S0 = fla)
fr@=lm—a
2.4.4 Derivadas laterais

Definicao 2.12. Sejam A um subconjunto ndo vazio de & e umafuncéo f:4 = R
definida no ponto @ € A, Entéo, a derivada a direita de f em a, denotada por f',(a)
€ definida da seguinte forma:

F' (@ = lim flath—f@ _ . f&)—f(@) |

h—0+ h h-at x—a

caso este limite exista.
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Definicao 2.13. Seja f uma fungao y=f(x) definida no ponto a. Entéo, a derivada
a esquerda de f em a, denotada por /' -(a) é definida da seguinte forma:

fla+h)—f(a) I f(x) = f(a)
= lim —————,

f _((I} - P}L%l‘ h h—a~ X—a

Observacao: 2.4.1. Se as derivadas laterais de uma fungdo f, em um ponto
qualquer, existem e sdo iguais, dizemos que f € uma funcdo derivavel no ponto a.
Caso as derivadas laterais de f existam e sejam diferentes, em um ponto a qualquer,
dizemos que este ponto a é um ponto anguloso do grafico da funcéo f.

2.4.5 Continuidade de fungbes derivaveis

Teorema 2.4.1. Toda fungéo derivavel em um ponto x, € continua nesse ponto.

Demonstracédo. Sejam A um subconjunto ndo vazio de [R, uma funcdo f:A—= R
e um ponto xp € A. Por hipbtese, temos que f é derivavel em x,. Ent&o,

fGao) = i L=
Temos, ainda, que:
lim [f(l’) - f(x[])] = lim (x — xn) . M = lim (I _ xg) - lim ,f(x) - f(xﬂ) _
X=Xy X=Xg X —Xp X=Xg X=X X = Xq

=0-f"(x) = 0.

Portanto, len; [f(x) = f(xy)] = 0.

Desta forma, temos

Jim £(6) = lim ((3) = f(xo) + £ (x0)] = Jim [£(2) = f(x)] + lim £ () = f o)

Observacao: 2.4.2. A reciproca do teorema 2.4.1 ndo é verdadeira. Como
contraexemplo tomemos a fungdo modular f(x)=Ixl, que é continua mas nao derivavel
em 0 pois, como

x,sex =10
f(x) _{—x.s.?xc':{]’
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entdo, f' (0)=x'=1 e f"(0)=(-x)'=-1. Logo, como f' (0) #f' (0), nzo existe f'(0).

2.4.6 Regras de derivacdo

i) Derivada de uma fungao constante.

Seja f:R—=R uma fungdo constante, ou seja, uma funcdo da forma
f(x)=c,c€R. Entdo, sua derivada é f'(x) = 0.

ii) Derivada de uma funcéo poténcia.

Seja f:lR—= R uma funcdo poténcia, ou seja, uma funcdo da forma
f(x) =x™, n € N.Entao, sua derivada é f'(x) =n-x"".

iii) Derivada do produto de uma constante por uma funcgao.

Sejam A um subconjunto n&o vazio de [R, uma constante ¢ € R e as fungcbes
f,g:A =R com g definida por g(x)=cf(x). Se existe f'(x), entdo a derivada da funcao
g € .g(x)=cf'(x).

iv) Derivada de uma soma.

Sejam A um subconjunto ndo vazio de IR, as funcdes f,g:4 = R e huma funcao
definida por h(x)=f(x)+g(x). Se existem f'(x) e g'(x), entdo a derivada da fungcéo h é
h'(x)=f'(x)+g'(x).

v) Derivada de um produto.

Sejam A um subconjunto n&o vazio de IR, as fungdes f,g:A - R e huma funcéo
definida por h(x)=f(x) = g(x). Se existem f'(x) e g'(x), entdo a derivada da funcéo h é
h'(x)=f(x) = g'(x)+f'(x) » 9(x).

vi) Derivada da fungcéao exponencial.

Sejam A um subconjunto ndo vazio de R e uma funcdo f:4 = R definida por
fx)=a*, a > 0ea # 1.Entdo, suaderivada é f'(x) =a*-lna,a>0ea#1,
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CONSEQUENCIAS DA CONTINUIDADE

Veremos, neste capitulo, conceitos e teoremas relativos a continuidade, que
também fundamentam o resultado principal deste trabalho.

3.1 Valores Extremos

Definiremos a seguir os valores extremos de uma funcgao.

Definicao 3.1. Seja A um subconjunto ndo vazio de [R. Dizemos que uma
funcdo f:A € R = R tem:

(i) maximo absoluto (ou maximo global) em c se f(c) = f(x), para todo x € A
. O valor f(c) é chamado valor maximo de fem A.

(ii) minimo absoluto (ou minimo global) em ¢ se f(¢) < f(x), para todo x € A
. O valor f(c) é chamado valor minimo de fem A.

Os valores maximo e minimo de fs@o chamados valores extremos de f.

Definicao 3.2. Sejam A um subconjunto ndo vazio de Re ! € A um intervalo
aberto que contém um ponto ¢, qualquer. Dizemos que uma funcéo f:AS R - R tem:

(i) maximo local em c se f(c) = f(x), paratodo x € I,

(ii) minimo local em c se f(¢) < f(x), para todo x € I.

Exemplo: 3.1. Observe os pontos de maximo e minimo, globais e locais, no
grafico de f(x)=3x*-16x3+18x?, definida em A=[-1,4], conforme a figura 3.1.
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Méxime Global ¢

30

Maximo Local

+" Minimo Glokal

Figura 3.1: Gréfico de f(x)=3x*-16x3+18x?, definida em A=[-1,4]

3.2 O Teorema do Valor Extremo

Apresentaremos, agora, o Teorema do Valor Extremo.

Teorema 3.2.1 (Teorema do Valor Extremo). Seja f:[a,b] - R uma fungdo
continua, entdo f assume um valor maximo absoluto e um valor minimo absoluto no
intervalo [a,b].

Antes de demonstrarmos este teorema, apresentaremos um resultado
fundamental para sua demonstracado que consiste no teorema a seguir.

Teorema 3.2.2. Se uma funcéo f:[a,b] = R é continua, entao f é limitada.

Demonstragdo. Suponhamos que fseja ilimitada. Entéo, existe uma sequéncia
(x ) tal que If(x )l tende a oo. Por outro lado, como (x ) € uma sequéncia contida
no intervalo [a,b], pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, existe (n].) tal que a
subsequéncia (xn}_} € convergente, ou seja, existe x, € [a, b] tal que (xn}_) converge
para x,. No entanto, como f é continua, temos que }L“Q‘o |f(xnr. )| = = f(x,), 0 que é um
absurdo! Logo, fé limitada.

Agora demonstraremos o Teorema do Valor Extremo.

Demonstragcdo. Como f & continua, pelo Teorema 3.2.2, temos que f é limitada
e, portanto, existem sup(im(f)) e inf(im(f)), de modo que

inf (im(f)) < f(x) < sup(im(f)),

para todo x € [a,b].
Seja K=sup(Im(f)). Suponhamos f(x)#K para todo x € [a,b] e considere uma
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funcéo g, definida por

1
R EYIC)

Como f(x)<K, paratodo x € [a, b], entdo k-f(x)>0, e assim, temos que é continua.
Logo, pelo Teorema 3.2.2, g é limitada.
Mas, se g € limitada, entao para algum k, teremos

1
D{k——m{k

e, portanto, f(x)<K-1/k<K para todo X € [a,b], contrariando o fato de K ser
supremo de (im(f)). Portanto, deve haver d € [a, b] tal que f(d)=K.

Analogamente, seja W=inf(im(f)), com f(x)#W para todo x € [a, b]. Tomemos
uma funcéo

1
h(x) = f—{x) W

Como f(x)>W, para todo x € [a, b], entdo f(x)-W>0, e assim, temos que h é
continua. Logo, pelo Teorema 3.2.2, h é limitada.
Por outro lado, se h é limitada, teremos assim, para algum w,

1

D{)C(JS)——W{W

e, portanto, f(x)>W+1/w>W para todo x € [a, b], 0 que contradiz a hipétese de W
ser infimo de (im(f)). Portanto, deve haver ¢ € [a, b] tal que f(c)=W.

O Teorema de Bolzano-Weierstrass pode ser visto em [7] (p.36)

O Teorema do Valor Extremo esta ilustrado logo abaixo, na figura 3.2.
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fid),

Figura 3.2: Teorema do Valor Extremo

3.3 O Teorema do Valor Intermediario

Teorema 3.3.1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja uma fungédo f:[a,b] = R
continua em um intervalo fechado [a,b] e d um numero qualquer entre f(a) e f(b),
onde f(a)#f(b). Entao existe um numero ¢ € (a, b) tal que f(c)=d.

Antes de provarmos o Teorema do Valor Intermediario, apresentaremos um
resultado que fundamenta a sua demonstragao.

Teorema 3.3.2 (Teorema do anulamento). Seja uma fungéo f:|a,b] = R continua
em [a,b] e derivavel em (a,b) e se f(a) e f(b) tiverem sinais contrarios, entdo existira
pelo menos um ¢ € |a, b] tal que f(c=0).

Demonstragcdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que f(a)<0 e f(b)>0
e considere um conjunto 4 = {x € [a,b]; f(x) < 0}. Como a € [A, A é ndo vazio e como A
esta contido em [a,b], A é limitado logo, fpossui um supremo. Seja c=sup A. Entéao,
existe (x JEA que converge para ¢. Como f é continua, entdo lim f(x,) = f(c).
Como f(x )<0, para todo n, entéo f(c) <0. e

Por outro lado, se x>c, entdo f(x) = 0. Tomando-se (y,) € (c,b] tal que (y,)
converge para ¢, entdo Alﬁ fy) = f(c) 2 0. Logo, f(c)=0.

Agora demonstraremos o Teorema do Valor Intermediario.
Demonstracdo. Suponhamos f(a)<d<f(b). Consideremos a funcao

gx)=f(x)—d,x €a,b].

Como f e continua em [a,b], temos que g também o é. Temos, ainda, que
gla)=fla)-d<0eg(b)=f(b)—d>0.
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Logo, como g é continua, existe ¢ € [a, b] tal que g(c)=0, entado, g(c)=f(c)-d,
ou seja, f(c)=d.

flb) - -

Figura 3.3: Teorema do Valor Intermediario (f(c)=d)

O Teorema do Valor Intermediario determina que uma funcéo continua assume
todos os valores intermediarios entre os valores assumidos para f(a) e f(b).

Pensando-se em uma fungdo continua como aquela cujo grafico ndo possui
falhas nem quebras nem buracos, torna-se facil admitir a veracidade do Teorema
do Valor Intermediario. Em uma visao geométrica, o Teorema estabelece que se for
dada uma reta horizontal qualquer y=d entre f(a) e f(b), como na figura 3.3, entdo o
grafico de f ndo pode pular sobre a reta, e sim, precisar interceptar y=d em algum
ponto.

Vejamos, a seguir, alguns exemplos da aplicagdo do Teorema do Valor
Intermediario.

Exemplo: 3.2. Mostre que a equacgao x3+x-1=0 possui uma raiz entre O e 1.

Solucao: 3.3.1. Seja f(x)=x3+x-1.Queremos encontrar uma solu¢do da equagao
dada, isto €, um namero ¢ € (0,1) tal que f(c)=0. Portanto, tomando a=0, b=1 e d=0 no
Teorema do Valor Intermediario, teremos
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f(O)=0*+0-1=-1<ef(l)=1*+1-1=1>0.

Assim, f(0)<0<f(1) ou seja, d=0 e um numero entre f(0) e f(1) Uma vez que fé
continua por ser polinomial, o Teorema do Valor Intermediério assegura que existe
um numero c € (0,1) tal que f(c)=0, o que equivale a afirmar que a equacgao x3+x-1=0
tem pelo menos uma raiz centre O e 1

Pode-se verificar a existéncia desta raiz no grafico da funcéo f(x)=x3%+x-1,
ilustrado na figura 3.4.

Y, T

Figura 3.4: Grafico da fungéo f(x)=x3+x-1

Exemplo: 3.3. Usando o Teorema do Valor Intermediario, mostre que a equacéao
x2018+3x+1=0 possui alguma raiz negativa.

Solucao: 3.3.2. Tomando-se a fungao f:R — R, definida por f(x)=x2°"¢+3x+1,
temos que f(0)=1 e f(-1)=-1.

Desta forma, como esta fungéo é polinomial, temos que ela e continua em [-1,1]
e, 0 € [-1,1]. Entdo, pelo Teorema do Valor Intermediario, garantimos que existe
c € (1,0) tal que f(c)=0, o que nos leva a concluir que existe um negativo que é raiz
da equacao x°'°+3x+1=0.

Exemplo: 3.4. Dada a equacgao 9x*-10x%+1=0.
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a) Verifigue que esta equacao tem pelo menos uma raiz no intervalo (0,1)

Solucao: 3.3.3. Seja f(x)=9x*-10x?+1, a funcédo f & uma funcdo polinomial e,
portanto, fé uma funcao continua em .

Como [0,1] € Dom(f)=R, temos que f é continua em [0,1] Sabemos que
(0; 0,9) € (0,1) e, ainda por ser polinomial, fé continua em [0;0,9] Sendo
f(0)=9-0*=10-02+1=1>0¢ f(09) =9-(09"*-10-(09)%*+1=-1,1951 <0,

e, entao, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € (0;0,9) tal que f(c)=0,
0 que nos permite afirmar que existe ¢ € (0,1) tal que f(c)=0, pois (0;0,9) < (0,1). Logo,
existe pelo menos uma solugéo da equacao 9x*-10x?+1=0 no intervalo ) < (0,1).

Observe, abaixo, no gréafico da funcao f(x)=9x*-10x?>+1, que este polinébmio
possui 4 raizes reais.

=14

-2

Figura 3.5: Grafico da fungéo f(x)=9x*-20x2+1

Verifique que esta funcao é par e que -1 e 1 sdo raizes de f. Além disso, veja
neste grafico que as outras raizes estdo no intervalo (0,1) (conforme pedido para
verificar no item a)) e no intervalo (-1,0)

Solucao: 3.3.4.

(i) A funcao f(x)=9x*-10x?+1 € uma funcao polinomial de grau 4 e vemos em seu
grafico que ela possui 4 interseccdes com 0 eixo X, logo possui 4 raizes.
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(i) Observe que, pelo menos no intervalo representado neste gréafico, temos
uma simetria em relagcéo ao eixo y. Temos que:

(1) Dom(f)=IR, logo -xEDom(f) sempre que x&EDom(f);

(2) f(-x)=9(-x)*-10(-x)2+1=9x*-10x2+1=f(x), Vx € Dom(f) = R.

Entao, por (1) e (2) concluimos que fé uma fungao par.

(i) f(-1)=9(-1)*-10(-1)?+1=0 e f(1)=9+14-10-12+1=0.

Logo, -1 e 1 sdo raizes de f.

(iv) J& sabemos que -1 e 1 séo raizes de fe que fpossui 4 raizes reais. Vemos
no grafico de f que nos intervalos (-1,0) e (0,1) existem intersec¢des com 0 eixo X,
logo as outras duas raizes estao nestes intervalos.

(c) Calculando um valor aproximado de fpara alguns valores de x encontramos:

x | =09 | <08 [ <0F [ =06 | =08 [ =04 [ <03 [ =62 [ =9
f(x)| —1,1951] —1,7136| —1,7391| —1,4336] —0,9375| —0,3696| 0,1729| 0,6144| 0,9009

Com estas informacgdes, lembrando que -1 e 1 sdo raizes de f, quais séo os
menores intervalos abertos onde podemos encontrar as outras duas raizes? Por
que?

Solucao: 3.3.5. Com as informagdes dadas, vemos que 0os menores intervalos
onde podemos encontrar as outras duas raizes, sao (-0,4;-0,3) e (0,3;0,4). O porqué
de tal afirmacé&o se deve ao fato de, sendo f uma fungcao polinomial e, portanto,
continua em IR, entado suas raizes podem ser identificadas ao observar-se a mudanca
de sinais dos valores que a fungcdo admite, de positivo para negativo ou de negativo
para positivo. Como fé uma funcéo par, entéao

£(0,3)=f(-0,3)=0,1729>0 e (-0,4)=-0,3696<0.

Demonstre formalmente que essas outras duas raizes realmente se encontram
nos intervalos encontrados no item c.

Demonstragdo. Temos que:

(i) fé continua em [-0,4;-0,3];

(ii) f(-[0,4)=-0,3696<0 e f(-0,4)=-0,3696<0.

Entao, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe c&(-0,4;-0,3) tal que f(c)=0.
Portanto, f possui pelo menos uma raiz no intervalo € (-0,4;-0,3) e, como f

€ uma funcéo par, temos que ftambém possui pelo menos uma raiz no intervalo
(0,3;0,4).
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Exemplo: 3.5. Um alpinista inicia a escalada de uma montanha as 6h e chega
ao cume a 18h, passa a noite descansando, e inicia a decida as 6h do dia seguinte,
chegando de volta a base da montanha as . Prove que existe um ponto do trajeto em
que o alpinista estara, na mesma hora do dia, tanto na subida quanto na descida.

Demonstracdo. Consideremos as seguintes fungées continuas,

s:[6,18] » Re d:[6,18] - R,

as quais nomearemos, respectivamente, por funcao subida e funcao descida.
Assim, s(t) representa a posi¢céo do alpinista no instante durante a subida, enquanto
que d(t) representa a posicao do alpinista no instante t durante a descida. Tomemos
uma fung¢éo continua f:[6,18] = R definida por
f(t)=s(t)-d(t),
Podemos considerar, sem perda de generalidade, 0 (zero) como a posi¢cao na
base da montanha e C a posi¢cdo no cume da montanha. Assim,

s(6)=0,s(18)=C,d(6)=C e d(18)=0.
Desta forma,
f(6)=s(6)-d(6)=0-C=-C<0 e f(18)=s(18)-d(18)=C-0=C>0

Portanto, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe t €(6,18) tal que f(t,)=0,
entao s(t,)-d(t,, ou seja s(t))=d(t,).
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O TEOREMA DE ROLLE

4.1 O Teorema de Rolle

Importante resultado publicado pelo matematico francés Michel Rolle
(1652-1719) no livro Méthode pour résoudre les égalitéz, em 1691. Consiste em
determinar os pontos do grafico de uma fung¢ao continua e derivavel em um dado
intervalo em que a reta tangente possui inclinagdo igual a (zero). Vejamos, a seguir,
0 que enuncia o teorema.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Rolle). Seja uma fungéo f:[a,b] = R continua em
e derivavel em (a,b) com f(a)=f(b). Entao, existe um ponto c€ (a,b) tal que f'(c)=0.

Demonstragdo. Como f € continua, pelo Teorema do Valor Extremo, f assume
um valor maximo absoluto e um valor minimo absoluto em [a,b]

Sejam M e m, respectivamente o maximo absoluto e o minimo absoluto de f.
Entéo, se ffor constante, teremos M=n=f(a)=f(b), e consequentemente f'(x)=0, para
todo x€[a,b]. Logo, qualquer nUmero entre a e b pode ser tomado para c.

Suponhamos agora que M=m. Entdao, como f(a)=f(b) devemos ter M=f(c),
para algum c tal que a<c<b. Entdo para x<c teremos x-c<0 e também f(x)-f(c) <0 e,
portanto,

f-r@_,

xX—c
Como f é derivavel em (a,b), temos que

im L:f(c) = f'(c) = 0.

li
X—=c~ X C

Do mesmo modo, se x>c teremos x-c>0 e também f(x)-f(c)<0 e assim,

I =F@

X—=cC
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Dai, temos

im 01O _ g <o

x=ct X —

Portanto, como f'(c) 20 e f'(c) <0 a tnica possibilidade & f'(c)=0.

Os gréaficos a seguir exemplificam fungdes que cumprem os requisitos que
possibilitam a aplicacdo do Teorema de Rolle, ou seja, a determinag¢do do(s) ponto(s)
do grafico de uma funcédo em que a tangente ao grafico € uma reta horizontal e,
portanto, f'(c)=0.

fla)=1(b) . * y

a ¢ b

Figura 4.1: Teorema de Rolle (fungédo constante)

Figura 4.2: Teorema de Rolle (func&o polinomial do 2° grau, a<0

O Teorema de Rolle




f(a) = f(b) \\ e,

a c b
Figura 4.3: Teorema de Rolle (fung¢éo polinomial do 2° grau, a>0

Y A

Figura 4.4: Teorema de Rolle (func&o polinomial em [a,b])

Exemplo: 4.1. Considere a funcdo s=f(t), onde s representa a posicdo de um
objeto no instante t. Tendo estado o objeto na mesma posicdo em dois instantes
diferentes t=a e t=b, ou seja, s(a)=s(b), pelo Teorema de Rolle podemos afirmar
que existe algum instante t=c, c€(a,b), onde s(c)=0, o que equivale a dizer que no
instante t=c a velocidade € 0. (Em particular, essa afirmacao é facilmente verificada
qguando algum corpo é atirado diretamente para cima.)

Exemplo: 4.2. Prove que a equacgao x®+2x-1=0 tem exatamente uma raiz real.

Demonstragcdo. Aplicamos, inicialmente, o Teorema do Valor Intermediario para
verificar a existéncia de umaraiz. Seja f(x)=x3+2x-1. Entao, f(0)=1<0 e f(1)=2>0. Como
f & uma funcao polinomial, ela é continua; logo, o Teorema do Valor Intermediéario
garante a existéncia de um numero c€(0,1) tal que f(c)=0. Portanto, a equacao dada
tem uma raiz.
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Paramostrarque estaraiz € Unica, aplicamos o Teoremade Rolle e demonstramos
por contradicdo. Suponhamos que existam duas raizes, a e b, da equacédo dada.
Entao, f(a)=f(b)=0 e, como fé uma funcéo polinomial, &€ continua em [a,b] e derivavel
em (a,b). Logo, pelo Teorema de Rolle, existe um niumero c€(a,b) tal que f(c)=0. Mas
f'(x)=8x2+2=2 para todo x, pois x2=0, portanto, f(x) nunca pode ser zero. Isso nos
traz a uma contradicéo. Por conseguinte, a equacao nao pode ter duas raizes.

Exemplo: 4.3. Considere a funcdo f definida por f(x)=x(x-1)%'¢, Usando o
Teorema de Rolle verifique que existe ce(0,1) tal que a reta tangente ao gréafico de f
no ponto (c,f(c)) € paralela ao eixo x. Determine o valor de c.

Solucao: 4.1.1. Temos que:

1. f(x)=x(x-1)*"® & uma funcéo polinomial e, portanto, f & continua em Dom(f)=
R, Em particular, f é continua em [0,1];

2.

f'(x)=(x-1)2018+x-2016(x-1)2°1%1=(x-1)2°16+2016x(x-1)2°"5=
=(x-1)2"5((x-1)+2016x)=(x-1)2°15(2017x-1),

para todo x € R. Em particular, fé derivavel em (0,1);

3. f(0)=0+(0-1)20"%=0 e f(1)=1+(1-1)2"6=0.

Portanto, pelo Teorema de Rolle, existe c€(0,1) tal que f'(c)=0.
Se f'(c)=0, entédo (c-1)%°'*(2017c-1)=0, ou ainda,

(c—1D®5=0, oqueresultaemc=1¢ (0,1)

1 .
-1) = =——€ (01
(2017¢ — 1) = 0,0 que resulta em ¢ 2017 (0,1)

Exemplo: 4.4. Mostre que a equacao x*+x+c=0, cER, ndo pode ter mais de
uma raiz real.

Demonstragao. Seja f: R = R uma fungao definida por f(x)=x3+x+c. Suponhamos
que fpossua duas raizes reaisr, er,. fé polinomial e, portanto, fé continua e derivavel
em R, em particular, fé continua em [r_,r,] e derivavel em (r,,r,). Suponhamos que f
tenha duas raizes reais, r, e r,, ou seja, f(r,)=f(r,)=0, com r.<r,. Entéo, pelo Teorema
de Rolle, existe c&(r,,r,) tal que f'(c)=0. Logo, como f'(x)=3x>+1+#0, para todo xE R,
entédo concluimos que fnéo pode ter mais de uma raiz real.
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UMA APLICACAO PARTICULAR DO
TEOREMA DE ROLLE

Neste capitulo apresentaremos uma aplicacao particular do Teorema de Rolle
qgue se consiste em sua restricao a um caso particular.

5.1 Uma aplicacao Particular do Teorema de Rolle

Da aplicacao do Teorema de Rolle que acabamos de ver, no capitulo anterior,
vejamos o0 seguinte exemplo.

Exemplo: 5.1. Dada a funcéo f(x)=2x2-8 continua em e derivavel em (-2,2),
determinar ce(-2,2) tal que f'(c)=0.

Solucao: 5.1.1. Temos que fé continua em [-2,2] e derivavel em (-2,2) e, ainda,
f(-@)=f(2)=0. Logo, pelo Teorema de Rolle, deve existir ce(-2,2) tal que f'(c)=0. Visto
que f'(x)-4x, temos f'(x)=0, logo, x=0, e, portanto, vemos que c=0.

Vejamos, agora, 0 seguinte caso particular.
Seja g(x)2x3-8 e f(x)=g(x) e **.ainda temos f & continua em [-2,2], derivavel em
(-2,2) e f(-2)=f(2)=0. Mas,
f'(x)=g'(x)e**-2g(x)e>*=[g'(x)]e**.
Pelo Teorema de Rolle, existe ce(-2,2) tal que f'(c)=0. Como e?+0, para todo
xER, temos que c deve ser a raiz de
g'(c)-2g9(c)=0, ou seja, g'(c)=29(c).

A interpretacdo gréafica deste resultado € que, entre os pontos (-2, g (-2)) e
(2, g(2)) do grafico de g, ha pelo menos um ponto cuja tangente tem declividade
igual ao dobro do valor de g nesse ponto. Para determinacéo desse ponto, teremos
g'(c)-2g(c)-2g(c)=0, o que resulta em 4c-2(2c2-8)=0, ou melhor, -c2+c+4=0, e assim,

teremos ¢ = 1i§ﬁ.

1—+17
2

Porém, c deve estar em (-2,2), entdo =
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Figura 5.1: Teorema de Rolle (Reta tangente a curva y=2x3-8, em c=%ﬁ)

Por generalizacao, se g(x)=2x3-8 e tomarmos f(x)=g(x)e**, kER, obtemos ce
(2,2) tal que
g'(c)-kg(c)=0.
Com base neste resultado, enunciamos o seguinte teorema formalizando esta
aplicacéao particular do Teorema de Rolle.
Teorema 5.1.1. Seja uma funcéo g:[a,b]- R continua em [a,b] e derivavel em
(a,b). Se g(a)=g(b)=0, entdo para todo k 2 R, existe cE (a,b) tal que

g'(c)=kg(c).

Observacao: 5.1.1. Como uma aplicagdo particular do teorema de Rolle,
este teorema esta relacionado a inclinagdo da reta tangente a uma curva qualquer,
observando-se assim que uma das condigbes necessarias é que a fungéo que define
a curva seja diferengavel apenas no intervalo aberto (a,b), o que equivale a afirmar
que a funcdo tem que ser diferengcavel apenas nos pontos interiores do intervalo
[a,b], ou seja, diferengcavel em int[a,b].

Demonstracdo. Seja g uma funcao continua em [a,b] e derivavel em (a,b).
Tomemos, arbitrariamente, um numero real k e uma fungéo f, definida por f(x)=g(x)
e**. Temos que fé continua em [a,b], pois é o produto de duas fungbes continuas em
[a,b], conforme o item (iii) da proposicao 2.5, e ftambém & derivavel em (a,b), pois &
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um produto de func¢des derivaveis em (a,b), conforme o item (v) da subsecéo 2.4.6
Como e*#0, para todo x€ R, as raizes de f(x) sdo as mesmas de g(x), 0 que nos
permite afirmar que f(a)=f(b)=0. Vemos, assim, que a fungéo f satisfaz as condicdes
de aplicacédo do Teorema de Rolle. Entao, existe um niamero c€(a,b), tal que f'(c)=0.
Mas
f'(x)=g'(x)e™*-kg(x)e™*,
dai, temos
f'(c)=g'(c)e’*-kg(c)e™=(g'(c)-kg(c))e*"

de onde se conclui que, analogamente ao que decorre das raizes de g(x) e f(x),
existe pelo menos uma raiz de f(c), o que verifica-se quando g'(c)-kg(c)=0, ou seja,
g'(c)=kg(c), o que comprova a afirmacéo previamente enunciada.

O fato de termos tomado k arbitrariamente nos possibilita afirmar que, para todo
k € IR existe um numero c€ (a,b) tal que f'(c)=kf(c), sem explicitarmos a generalidade
da relacao entre c e k. Geometricamente, podemos visualizar este resultado como a
garantia de que no grafico de uma funcéo g, que satisfaca as condicdes de aplicacéao
do Teorema de Rolle, existe pelo menos um ponto entre (a,g(a)) e (b,g(b)) cuja
tangente possui declividade igual a um mdltiplo arbitrario do valor admitido por g
nesse ponto.

Exemplo: 5.2. Verifigue se existe algum ponto do grafico da fungdo g:R - R
definida por g(x)=x3>-3x+2 onde a sua derivada é igual ao quintuplo do valor da
funcao, neste mesmo ponto. Caso exista, determine este ponto.

Solucao: 5.1.2. Os zeros desta fungdo sdo x=1 e x=2, ou seja g(1)=g(2)=0. Por
ser polinomial, temos que a fungdo g € continua e derivavel em [R; em particular,
temos que g é continua em [1,2] e derivavel em (1,2). Logo, pelo Teorema de Rolle,
deve existir ¢ €(1,2) tal que g'(c)=0. Visto que g'(x)=2x-3, temos g'(x)=0, de onde se
tem x=2 e, portanto, vemos que c=§.

Tomemos, agora, uma funcéo f:R - R definida por f(x)=g(x)e**. Temos que f é
continua em [1,2], derivavel em (1,2) e f(1)=f(2)=0. Mas,

fi(x)=g'(x)e*-5g(x)e**=[g'(x)-5g(x)]e"".

Pelo Teorema de Rolle, existe ¢ €(1,2), tal que f'(c)=0. Como e-5x+#0, para todo
x € |, temos que ¢ deve ser a raiz de g'(c)-5g(c)=0, ou seja, g'(c)=5g(c).

Interpretando graficamente este resultado, temos que, entre os pontos (1,g(1)) e
(2,9(2)) do grafico de g, ha pelo menos um ponto cuja tangente tem declividade igual
ao quintuplo do valor de g nesse ponto. Para determinagcdo desse ponto, teremos

17++/29

g'(c)-5g(c)=0, isto é, (2c-3)-5(c?-3c+2)=0 0 que resultaem ¢ = . Mas, devemos

ter c € (12), entdo, — 17=V29.
10

Uma Aplicagao Particular do
Teorema de Rolle




Figura 5.2: Teorema de Rolle (Reta tangente a curva y=x2-3x+2, em c=%’)

Exemplo: 5.3. Determine, caso exista, o ponto do grafico da funcdo g:R-R
definida por g(x)=x2-1 onde a sua derivada é igual a metade do valor da funcéo,
neste mesmo ponto.

Solucao: 5.1.3. Temos que g(-1)=g(1)=0 e, por ser polinomial, temos que a
funcdo g é continua e derivavel em [R; em particular, temos que g e continua em
[-1,1] e derivavel em (-1,1). Logo, pelo Teorema de Rolle, deve existir ce(-1,1) tal
que g'(c)=0. Visto que g'(x)=2x, temos g'(x)=0, logo x=0, e portanto, vemos que c=0.

Tomemos, agora, uma fungcéo f:R — R definida por f(x)=g(x)e—§x. Temos que f
€ continua em [-1,1], derivavel em (-1,1) e f(-1)=f(1)=0. Mas,

1 1
Fi) = g @e =2 ge s = g7t — 3 900 e 2

Pelo Teorema de Rolle, existe cg(-1,1), tal que f'(c)=0. Como e_%x # 0, para
todo x € R, temos que c deve ser a raiz de g'(c) —9(c) = 0, isto &, ¢g'(c) =3 9(c).

Interpretando graficamente este resultado, temos que, entre os pontos (-1,9(-
1)) e (1,9(1)) do gréfico de g, ha pelo menos um ponto cuja tangente tem declividade
igual a metade do valor de g nesse ponto. Para determinacao desse ponto, teremos
g'(c) —5g(c) = 0, ou seja, 2c —(c? —1) = 0 0 que resulta em ¢ = 2+ V5. contudo,
devemos ter ¢ € (-1,1), entdo, ¢ = 2 - /5.
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Figura 5.3: Teorema de Rolle (Reta tangente a curva y=x2-1, em c=2-y/5)
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O TEOREMA DO VALOR MEDIO

6.1 O Teorema do Valor Médio

Teorema 6.1.1 (Teorema do Valor Médio). Seja uma fungdo f:|a,b] = R
continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Entdo existe um numero c € (a,b) tal que:

o < fO=f@
b—a
Ainterpretacdo geométrica deste teorema estabelece que, se uma funcéo y=f(x)
€ continua em [a,b] e derivavel em (a,b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre
0s pontos a e b onde a reta tangente a curva é paralela a reta suporte da corda que
une os pontos P(a,f(a)) e Q(b,f(b)), conforme a figura abaixo.

B(h, f(b))

Ala, fla))

il

i C h

Figura 6.1: Tangente a curva y=f(x) paralela a reta secante PQ

Observacao: 6.1.1. Como o teorema do Valor Médio esta relacionado a
inclinagdo da reta tangente a uma curva qualquer, vé-se que uma das condicées
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necessarias é que a fungdo que define a curva seja diferencavel apenas no intervalo

aberto (a,b), o que equivale a afirmar que a fungcédo tem que ser diferencavel apenas

nos pontos interiores do intervalo [a,b], ou seja, diferengcavel em int[a,b].
Demonstracdo. Dados P(a,f(a)) e Q(b,f(b)). A equacéo da reta PQ é

y- @ =TOTD g

Fazendo y=h(x), teremos h(x) = M(

—a) + f(a).

Como a funcgao h(x) € polinomial, ela € continua e derivavel em K.

Tomemos uma funcao g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical
entre um ponto (x,f(x)) do gréafico de fé o ponto correspondente na reta secante PQ@.
Temos, assim:

glx) = f(x )-M( —a) - f(a).

Observemos que a funcéo g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle em
[a,b]. Com efeito,

(i) f(x) e h(x) séo continuas em [a,b], logo g(x) é continua em [a,b].

(i) f(x) e h(x) sao derivaveis em (a,b), logo g(x) é derivavel em (a,b).

(ii)) g(a)=g(b)=0, pois

b= f(b) - 2L (b - 0) - f(a)

Logo, existe ¢ € (a,b) tal que g'(c) =f'(c) - f(b) f(a)

(g < [0-1@
fi(e) ="

=0, assim, segue-se que

Exemplo: 6.1. llustraremos a aplicacdo do Teorema do Valor Médio em uma
funcéo especifica.

Solucao: 6.1.1. Consideremos a funcéao f(x)=x3-2x, a=0 e b=2. Como f &
polinomial, temos que ela é continua e derivavel em [R; particularmente, fé continua
em [0,2] e derivavel em (0,2). Portanto, o Teorema do Valor Médio nos garante que
existe ¢ € (a,b) tal que

o _f@-fO
f 2-10 '

Mas, f(0)=0, f(2)=4 e f(x)=3x2-2. Entéo, temos
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3c2-2=2=2, ou seja, 3¢2-2=2 0 que resulta em c=+=" r

No entanto, devemos ter ¢ € (0,2), logo ¢ = ?

Figura 6.2: Reta tangente em ¢ = % paralela a reta secante OB

Exemplo: 6.2. Em cada caso, verifique se a funcdo cumpre as condi¢des de
aplicacao do Teorema do Valor Médio. Caso cumpra, determine o ponto em que isso
ocorre.

a)

SSex * 2

flx) = { [1.2].

l,sex =2

Solucao: 6.1.2. Observemos que

i G = Jip S = o 0 = Jim 2 = lim 1),

Logo, ndo existe lim f(x) e, portanto, fnao é continua em x=2, de onde se conclui
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que fnao é continua em [1,2], ndo cumprindo, assim, as condi¢des de aplicacado do
Teorema do Valor Médio.

b)

xlsex<1
= = 1,2].
g(x) {Zx sex:>1’[ ]

Para x<1, g'(x)=(x?)'=2x;
Para x>1, g'(x)=(2x)'=2;

Para x=1,

g )= ;}H’g‘-f(l + h})1 f(1)
(1+ h)?—12

h—=0~ h
14+2h+h*—-1

h—=0- h

h(2 + h)

h—0~ h

fip @+ k)

= 2

g (1) = tim LA =D

h—=0% h

20+h)-2-1

iii. g'(1)=2:1=2;

O Teorema do Valor Médio




iv. g'_(1)=g'(1)=g'(1)=2
Logo, g € continua e derivavel em R.

Em particular, g é continua em [0,2] e derivavel em (0,2). Entao, pelo Teorema
do Valor Médio, existe ce(02,) tal que

, _9‘(2)—9(0)_2*22—02_2
9O =" =70 "

Agora, basta determinarmos os valores de x para os quais temos g'(x)=2. Assim,
temos

(1) para todo x<1, g'(x)=2, ou seja, 2x=2, entao x=1.
(2) para todo x>1, g'(x)=2, entdo 2=2.
Logo, por (1) e (2), concluimos que c=1.

Exemplo:6.3. Sejaumafuncio f: R = R continua e derivavelem [R. Suponhamos
que f'(x)<3 e, para todo x € R. Qual o maior valor que f(3) pode assumir?

Solucao: 6.1.3. Como f é continua e derivavel em IR, em particular, temos f
continua em [0,3] e derivavel em (0,3). Entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe
¢ € (0,3) tal que

f'e) =%, ou seja, f'(c) = @ ou ainda, f(3)=3f'(c)-1.

Como f'(x)<3, para todo x € R, tem-se que f'(c)<3. Multiplicando ambos os
lados dessa igualdade por 3, temos 3f'<9, logo f(3)f'(c)-1<9-1=8.

Portanto, o maior valor que f(3) pode assumir é 8.

Existem muitos outros tipos de teoremas de valor médio que sao menos
conhecidos. Vejamos, por exemplo o teorema de Flett.

Teorema 6.1.2 (Teorema de Flett). Sejam A um subconjunto ndo vazio de R e
uma fungéo f:A - R continua em [a,b] e derivavel em (a,b), com f(a)=f'(b). Ent&o,
existe um ponto c € (a,b) tal que f(c)-f(a)=(c-a)f'(c).

A interpretacédo geométrica desse teorema é que, Se a curva y=f(x) tem uma
tangente em cada ponto em (a,b), e se as tangentes em (a,f(a)) e (b,f(b)) séo
paralelas, entdo ha um ponto intermediario c tal que a tangente em (c,f(c)) passe
pelo ponto (a,f(a)).
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y= fla) + f'(c)(x — a)

Figura 6.3: Teorema de Flett

Podemos estender o Teorema de Flett para fungdes reais, a um resultado que
nao depende da hipdtese f'(a)=f'(b), enunciando o seguinte resultado, a partir do
teorema de Flett.

Teorema 6.1.3. Sejam A um subconjunto ndo vazio de R e uma fungédo f: A - R
continua em [a,b] e derivavel em (a,b), com f'(a)=f'(b). Entdo, existe um ponto tal que

F@) = (e~ af () -3 D oy 4 pa.

a

Demonstracdo. Consideremos a funcdo auxiliar h:[a,b] = R definida por
) = £ =3 H5 T (-

Temos que h & continua em [a,b] e derivavel em (a,b), e h'(x)=f'(x)-L2L@

b-a

x-a).
Dai

© (i) h@)=f(@)- 2L D (a.a)=f(a),

+ (i) N(b)=f(b) L LD b-)=f(a)

De (i) e (ii) temos que h'(a)=h'(b)=f'(a), condicdo que associada ao fato de h
ser continua em [a,b] e derivavel em (a,b) nos permite aplicar o Teorema de Flett em

h. Dai, obtemos h(c)-h(a)=(c-a)f'(c), para algum c €(a,b). Reescrevendo h e h' em
termos de f obtemos o resultado esperado.

Exemplo: 6.4. llustraremos a aplicagcdo do Teorema 6.1.3 em uma funcéo

especifica.
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Solucao: 6.1.4. Consideremos a fungao f(x)=x3>-1, a=-1 e b=1. Como f é
polinomial, temos que ela é continua e derivavel em IR; particularmente, fé continua
em [-1,1] e derivavel em (-1,1). Portanto, o Teorema 6.1.3 nos garante que existe c
€(-1,1) tal que

f(c)-f(-1)=(c-(-1))f'(c)- 2 L2V (c-(-1))2, e assim,

2 1-(-1)

f(c)=(c+1)[f'(c)-(c+1)].

De fato, tomando-se uma funcao auxiliar h:[a,b]— R definida por
h(x)=f(x)-§w(x-a)2, substituindo f(x), a e b, teremos
=a

h(x)=(x?-1)-(x+1)2.

Temos que h é continua em [a,b] e derivavel em (a,b), e h'(x)=2x-2(x+1). Dai,

(i) h'(-1)=2(-1)-2(-1+1)=-2.
(i) h'(1)=2+1-2(1+1)=-2.

De (i) e (ii) temos que h'(-1)=h'(1)=f'(-1), pois f'(x)=2x, logo f'(-1)=2(-1)=-2.
Portanto, a funcdo h satisfaz as trés condicdes de aplicacdo do Teorema 6.1.3, que
ao ser aplicado resulta em

h(c)-h(1)=(c-1)f'(c), ou seja,

[(c?-1)-(c+1)2]-[((-1)%1)-(-1+1)?]=(c+1)-2c,

0 que resulta em c=1.
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UMA APLICACAO PARTICULAR DO
TEOREMA DO VALOR MEDIO

7.1 Uma Aplicacao Particular do Teorema do Valor Médio

Partindo-se do capitulo anterior temos que, se uma fung¢éo fé continua em [a,b]
e derivavel em (a,b), o Teorema do Valor Médio afirma que existe um nimero c€(a,b)
tal que

ey =D 1@
b—a
0 que, geometricamente, estabelece que, se uma funcéao y=f(x) é continua em
[a,b] e derivavel em (a,b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre os pontos a
e b onde a reta tangente a curva e paralela a reta suporte da corda que une dois
pontos quaisquer P(a,f(a)) e Q(b,f(b)). Como exemplo, tomemos a funcao f(x)=x-9 no
intervalo [-3,3]. Entao, por ser polinomial temos que f € continua em [-3,3], derivavel

m (-3,3). O Teorema do Valor Médio nos assegura que deve existir ce(-3,3) tal que
o FB)-F@) _ f@3)-f(=3) _ ((32-9)-[(-3)2-9]\ _
fi(c)= b-a  3-(=3) _( 3+3 )_0
Como f'(x)=2x, temos f'(x)=0, ou seja, 2x=0, ou ainda, x=0 e, portanto, vemos

que c=0.

Agora atentemos para o seguinte caso particular enunciado no teorema a seguir.

Teorema 7.1.1. Seja f uma funcdo continua em [a,b] e derivavel em (a,b),
A(a,f(a)) e B(b,f(b)) dois pontos do grafico de f e h(x) a funcdo que define a reta
AB secante ao grafico de f. Seja g(x)=f(x)-h(x) a funcdo que determina a distdncia
vertical entre um ponto (x,f(x)) do grafico de f e o ponto correspondente na reta
secante AB. Entdo, dado c (a,b) real existe um numero c €(a,b) tal que:
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fh) — fla)

Ala. fla)) e ks

H(c. hie))

]

Figura 7.1: Teorema 7.1.1

Observacao: 7.1.1. Como uma aplicagédo particular do teorema do Valor Médio,
este teorema esta relacionado a inclinagdo da reta tangente a uma curva qualquer,
observando-se assim que uma das condicbes necessarias é que a fungdo que define
a curva seja diferencavel apenas no intervalo aberto (a,b), o que equivale a afirmar
que a funcdo tem que ser diferengavel apenas nos pontos interiores do intervalo
[a,b], ou seja, diferengavel em int[a,b].

Demonstracdo. Sejam uma curva y=f(x) e uma reta secante a essa curva nos
pontos P(af(a)) e Q(b,f(b)). A equacéo da reta PQ, conforme o capitulo anterior, é

y— fla )_f() f( J( _a)
e, fazendo y=h(x), teremos:
bh) —
fo0 =TT oy 4 o,

que é uma funcao polinomial e, portanto, continua e derivavel em RR.

Tomemos uma funcao g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical
entre um ponto (x,f(x)) do gréafico de f e o ponto correspondente na reta secante P¢
. Temos, assim:

9@ = fo - LD o) fa)
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Observemos que a fungéo g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,

(i) f(x) e h(x) séo continuas em [a,b], logo g(x) é continua em [a,b].

(ii) f(x) e h(x) sao derivaveis em (a;b), logo g(x) é derivavel em (a,b).

(iif) g(a)=g(b)=0, pois
9(@) = f(@ -T2 (- ) - fla) = 0 g(b) = f(b) - 22 (b - 0) - f(a) =
Portanto, pelo Teorema 6.1.1, existe um ponto c€(a,b) tal que g'(c)=kg(c).
Como
g'() = £ — 2L emos
g'(©) = f(e) - L@ @ = kg(c) e desta forma

0 que, geometricamente, quer dizer que existe um ponto ¢ entre 0s pontos a e
b onde a reta tangente a curva possui inclinagdo igual ao coeficiente angular da reta
suporte da corda que une os pontos P(a,f(a)) e Q(b,f(b)) adicionado a um multiplo da
distancia vertical entre o ponto (c,f(c)) do gréafico de f e o ponto correspondente na
reta secante PQ.

Exemplo: 7.1. determine k € R em funcdo de um ponto ¢ qualquer entre os
pontos -1 e 1 onde a reta tangente a curva f(x)=x3-2x-1 possui inclinagao igual ao
coeficiente angular da reta suporte da corda que une os pontos P(-1,f(-1)) e Q(1,f(1))
adicionado a um multiplo de k da distancia vertical entre o ponto (c,f(c)) do gréafico de
f e 0 ponto correspondente na reta secante PQ.

Solucao: 7.1.1. Por ser polinomial, temos que f é continua e derivavel em R;
em particular, f &€ continua em [-1,1] e derivavel em (-1,1). Sabendo-se que f(-1)=2 e
f(1)=-2, a equaoao da reta secante a essa curva nos pontos P(-1,f(-1)) e Q(1,f(1)) é

y=f)=EER (x - (-D) 2y -2 =2 (x4 D3y -2= -2 -2y = -2

e, fazendo y=h(x), teremos h(x)=-2x, o que é uma funcao polinomial e, portanto,
continua e derivavel em K.

Tomemos uma funcao g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical
entre um ponto (x,f(x)) do gréafico de f e o ponto correspondente na reta secante PQ.

Temos, assim

g(x) = f(x) = h(x) = g(x) = (¢* = 2x = 1) - (~2x) = g(x) = * — 1.

Observemos que a funcéo g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,
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(i) f(x) e h(x) sédo continuas em [-1,1], logo g(x) é continua em [-1,1].
(ii) f(x) e h(x) sao derivaveis em (-1,1), logo g(x) e derivavel em (-1,1).
(iii) g(-1)=g(1)=0, pois g(-1)=(-1)*-1=0 e g(1)=1%-1=0

Portanto, existe ce (-1,1) tal que

f'(c) = f“” f +kg(c):>f(c)—%+kg(c)=>2c—2—

—-2=- 2 _ T
=2c-2=-2+k(c 1)=>k—cz_1.

Exemplo: 7.2. Determine o ponto c entre os pontos 0 e 2 onde a reta tangente
a curva f(x)=x2-4x+3 possui inclinacdo igual ao coeficiente angular da reta suporte da
corda que une os pontos P(0,f(0)) e Q(2,f(2)) adicionado ao triplo da distancia vertical
entre o ponto (c,f(c)) do grafico de f e o0 ponto correspondente na reta secante PQ.

Solucao: 7.1.2. Por ser polinomial, temos que f e continua e derivavel em R
; em particular, f € continua em [0,2] e derivavel em (0,2). Sabendo-se que f(0)=3 e
f(2)=-1, a equacgéao da reta secante a essa curva nos pontos P(0,f(0)) e Q(2,(2)) é

y—=f(0)= (x-0)=>y-3= x=2y—3=-2x=y=-2x

f(2) - f(0) -1-3
2-0

e, fazendo y=h(x), teremos h(x)-3=-2x=h(x)=-2x+3, que € uma fung¢éo polinomial
e, portanto, continua e derivavel em IR.
Tomemos uma funcao g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical
entre um ponto (x;f(x)) do grafico de f e o ponto correspondente na reta secante PQ.
Temos, assim:
g(x)=f(x)-h(x)=>g(x)=(x?-4x+3)-(-2x+3)=>g(X)=Xx3-2x.

Observemos que a fungéo g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,

(i) f(x) e h(x) séo continuas em [0,2], logo g(x) é continua em [0,2].

(ii) f(x) e h(x) sao derivaveis em (0,2), logo g(x) e derivavel em (0,2).

(iii) g(0)=g(2)=0, pois g(0)=0%-2:0 e g(2)=22-2:2=0.

Portanto, existe um ponto c€(0,2) tal que

1) =29 1 k(o) = () = LELD 1 kg(e) » 20 - 4= T2 +3(c2 - 20) =

=>2c-4=-2+3c>-6c=23c*-8c+2=0=>c=

44410
.
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No entanto, devemos ter ¢ € (0,2); logo, ¢ = %ﬁ.

T T T T T T T T
-4 -3 =g =] 0 v 4 5 6
_1 -

'
ra

Figura 7.2: Reta tangente & curva y=x-4x+3 no ponto c=*=1°

Exemplo: 7.3. Encontre o ponto ¢ entre os pontos 1 € 3 onde a reta tangente
a curva f(x)=-x2+3x-2 possui inclinagao igual ao coeficiente angular da reta suporte
da corda que une os pontos P(1,f(1)) e Q(3,f(3)) adicionado ao dobro da distancia
vertical entre o ponto (c,f(c)) do grafico de f e o ponto correspondente na reta secante
PQ.

Solucao: 7.1.3. Por ser polinomial, temos que f é continua e derivavel em R
; em particular, f € continua em [1,3] e derivavel em (1,3). Sabendo-se que f(1)=0
e f(3)=2, a equacéo da reta secante a essa curva nos pontos P(1,f(1)) e Q(3,f(3)) é

f() f()

y—f@ =2 sy 02T 'O(x-n:,y:-xﬂ.

e, fazendo y=h(x), teremos h(x)=-x+1, que € uma funcéo polinomial e, portanto,
continua e derivavel em R.

Tomemos uma funcéo g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical
entre um ponto (x,f(x)) do gréafico de f e o ponto correspondente na reta secante Pg.

Temos, assim:

g) =) =h(x) = g0) = (x*+3x-2) - (~x+ 1) 2 g(x) = —x* + 4x - 3.
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Observemos que a fungéo g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,

(i) f(x) e h(x) séo continuas em [1,3], logo g(x) é continua em [1,3].

(ii) f(x) e h(x) sao derivaveis em (1,3), logo g(x) e derivavel em (1,3).

(i) g(1)=g(3)=0, pois g(1)=-12+4-1-3=0 e g(3)=-32+4-3-3=0.

Portanto, existe um ponto ¢ €(1,3) tal que

£ =T 4 k()= 1) =T hg0) 2 -2 +3= 20+ 22+ e -3) =

:>—2c+3:—1—2c2+8c—6:c2—5c+5:ozc:%g.

Porém, devemos ter ¢ €(1,3); logo, ¢ = —

. R -5
Figura 7.3: Reta tangente a curva y=-x?+3x-2 no ponto c=> > s

Exemplo: 7.4. Seja a curva definida por f(x)=x2-x. Determine o ponto ¢ ente os
pontos -2 e 2 onde a reta tangente a esta curva possui inclinagéo igual ao coeficiente
angular da reta suporte da corda que une os pontos P(-2,f(-2)) e Q(2,f(2)) adicionado
a terca parteda distancia vertical entre o ponto (c,f(c)) do grafico de f e o ponto
correspondente na reta secante PQ.

Solucéo: 7.1.4. Como f é polinomial, e continua e derivavel em IR; em particular,
f & continua em [-2,2] e derivavel em (-2,2). Sabendo-se que f(-2)=6 e f(2)=2, a
equacao da reta secante a essa curva nos pontos P(-2,f(-2)) e Q(2,f(2)) é
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2—6
2+2

f2)=f(=2)

y=f=2) =——= =)

(x—(-2))=>y-6= (x+2)=2y—6=—x—2.

e, fazendo y=h(x), teremos h(x)-6=-x-2=h(x)=-x+4, que é uma fung¢ao polinomial
e, portanto, continua e derivavel em R.

Tomemos uma fung¢ao g(x)=f(x)-h(x), que determina a distancia vertical entre
um ponto (x,f(x)) do gréafico de f e o ponto correspondente na reta secante Pg.

Temos, assim:

9(x)=f(x)-h(x)=g(x)=(x*-x)-(-x+4)=g(x)=x*>-4.

Observemos que a funcao g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,

(i) f(x) e h(x) sédo continuas em [-2,2], logo g(x) é continua em [-2,2].

(i) f(x) e h(x) sao derivaveis em (-2,2), logo g(x) e derivavel em (-2,2).

(i) g(-2)=9g(2)=0, pois g(-2)?-4=0 e g(2)=22-4=0.

Portanto, existe um ponto ¢ €(-2,2) tal que

oy _ f)~f@ oy f@f(-2) 276 1.,
file)==———+kglc)=f'(c) = o T kg(c)=>2c-1= ot ;=4 =

2
52 -1=-14+=-22c2-6c-4=02c=3+VI3.

Entretanto, devemos ter ¢ €(-2,2); logo, c=3-V 13,

Figura 7.3: Reta tangente a curva y=-x>+3x-2 no ponto c=3-v13
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APLICAGCAO DO TEOREMA 7.1.1
NO ENSINO MEDIO

8.1 Aplicacao do Teorema 7.1.1 no Ensino Médio

Como se pode observar no capitulo anterior, 0 Teorema aborda conceitos da
Geometria Analitica, como coeficiente angular, equacéao da reta tangente e distancia
entre dois pontos.

Desta forma, o Teorema pode ser aplicado no Ensino Médio, nas turmas de
terceiro ano, na solugcao de alguns exercicios especificos que envolvem tais conceitos
de Geometria Analitica.

Vejamos a seguir alguns exemplos de exercicios que podem ser aplicados nas
turmas de terceiro ano do Ensino Médio, onde se aplica o Teorema .

Exemplo: 8.1. Determine o ponto entre os pontos -1 € 1 onde a reta tangente a
curva f(x)=x2-2x+1 possui inclinagao igual ao coeficiente angular da reta suporte da
corda que une os pontos P(-1,f(-1)) e Q(1,f(1)) adicionado ao quadruplo da distéancia
vertical entre o ponto do grafico de e o ponto correspondente na reta secante PQ.

Solucgao: 8.1.1. Por ser polinomial, temos que f € continua e derivavel em R;
em particular, f € continua em [-1,1] e derivavel em (-1,1). Sabendo-se que f(-1)=4 e
f(1)=0, a equacao da reta secante a essa curva nos pontos P(-1,f(-1)) e Q(1,f(1)) é

y—=f(-1) = ﬂi{l)l}(x =>y- 0-—(x—l):y_—Z(x—l)=>y——2x+2

e, fazendo y=h(x), teremos h(x)=-2x+2, o que € uma funcado polinomial e,
portanto, continua e derivavel em [R.
Tomemos uma funcéo g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical
entre um ponto (x,f(x)) do grafico de f e o ponto correspondente na reta secante PQ.
Temos, assim

g)=fx)-h(x)=2gx)=x*-2x+1)-(-2x+2)=
Sg(x)=x*-2x+14+2x-2=>gkx) =x*-1.

Observemos que a funcao g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,

(i) f(x) e h(x) sdo continuas em [-1,1], logo g(x) € continua em [-1,1].

(i) f(x) e h(x) sao derivaveis em (-1,1), logo g(x) e derivavel em (-1,1).
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(iii) g(-1)=g(1)=0, pois g(-1)=(-1)>-1=0 e g(1)=12-1=0.
Portanto, existe ce(-1,1) tal que

F(©) = L0T@ 1 4ge) = f1(0) = LTy gg) 2 2c -2 = T a2 - 1) =

1-(-1)
:26—2:—2+4c2—4=»4c2—26—4=0=>c=1ijﬁ-
No entanto, devemos ter ce(-1,1); logo, ¢ = kjﬁ
=4 =3 =2 2 3 -I ] £
=1 1

Figura 8.1: Reta tangente a curva y=x2-2x+1 no ponto c= —I_I{ﬁ

Exemplo: 8.2. Determine o ponto ¢ entre os pontos -1 e 1 onde a reta tangente
a curva f(x)=2x2-4x possui inclinacao igual ao coeficiente angular da reta suporte
da corda que une os pontos P(-1,f(-1)) e Q(1,f(1)) adicionado ao dobro da distancia
vertical entre o ponto (c,f(c)) do grafico de fe o ponto correspondente na reta secante

—

PQ.

Solucao: 8.1.2. Por ser polinomial, temos que f é continua e derivavel em R;
em particular, f € continua em [-1,1] e derivavel em (-1,1). Sabendo-se que f(-1)=6 e
f(1)=-2, a equacgao da reta secante a essa curva nos pontos P(-1,f(-1)) e Q(1,f(1)) é

y— =02 - sy - (-2 =

1-(-1) 1 x—1D=2y+2=—4(x—-1)=>y=—4x+2

e, fazendo y=h(x), teremos h(x)=-4x+2, o que € uma funcado polinomial e,
portanto, continua e derivavel em R.
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Tomemos uma funcao g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical
entre um ponto (x,f(x)) do grafico de fe o ponto correspondente na reta secante Pq .
Temos, assim

g(x)=f(x)-h(x)=g(x)=(2x2-4x)-(-4x+2)=
=0(X)=2x2-4x+4x-2 g(x)=2x2-2.

Observemos que a funcéo g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,

(i) f(x) e h(x) sédo continuas em [-1,1], logo g(x) é continua em [-1,1]

(ii) f(x) e h(x) sao derivaveis em (-1,1), logo g(x) e derivavel em (-1,1).

(iii) g(-1)=g(1)=0, pois g(-1)=2:(-1)2-2=0 e g(1)=2:12-2=0.

Portanto, existe ce(-1,1) tal que

—-2-6

s _ S(B)=f(@) ron _ F=F(=D) o .
f'(c) = PP 2g(c) = f'(c) = D +2g(c)=>4c—4 = 1 T 2(2c 2) =
Sdc—4=—4+4c2 4> 42 —4c—4=0=c="25

No entanto, devemos ter c€(-1,1); logo, ¢ = 2= .
4 3 2 0 1 2 3 4 5
. . 1-+/5
Figura 8.2: Reta tangente a curva y=2x3-4x no ponto ¢ = —

Exemplo: 8.3. Determine o ponto ¢ entre os pontos 0 e 2 onde a reta tangente
a curva f(x)=3x2-12x+1 possui inclinacao igual ao coeficiente angular da reta suporte
da corda que une os pontos P(0,f(0)) e Q(2,f(2)) adicionado ao triplo da distancia
vertical entre o ponto (c,f(c)) do grafico de fe o ponto correspondente na reta secante
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—

PQ.

Solucgao: 8.1.3. Por ser polinomial, temos que f é continua e derivavel em R;
em particular, f é continua em [0,2] e derivavel em (0,2). Sabendo-se que f(0)=1 e
f(2)=-11, a equacéo da reta secante a essa curva nos pontos P(0,f(0)) e Q(2,f(2)) é

-11-1
2

y—f0) =L )=y -1=""Fr sy 1=—6r=y=—6x+1

e, fazendo y=h(x), teremos h(x)=-6x+1, o que € uma funcédo polinomial e,
portanto, continua e derivavel em RR.
Tomemos uma funcao g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical
entre um ponto (x,f(x)) do grafico de f e 0 ponto correspondente na reta secante Pq.
Temos, assim
g(x)=f(x)-h(x)=g(x)=(3x>-12x+1)-(-6x+1)=
=g (X)=3x2-12x+1+6x-1=g(x)=3x2-6x.

Observemos que a funcéo g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,

(i) f(x) e h(x) s&o continuas em [0,2], logo g(x) é continua em [0,2]
(ii) f(x) e h(x) sao derivaveis em (0,2), logo g(x) e derivavel em (0,2).
(ii)g(0)=g(2)=0, pois g(0)=3-02-6-0=0 e g(2)=3-22-6-2=0.

Portanto, existe um ponto c€(0,2) tal que

-1

£1(0) = T2 1 3g(0) = £(c) = L2 1 39(c) » 60 - 12 =

1-1 2 _
P - —+ 3(3¢c“ - 6¢) =

4+y10

2560—-12=—-6+9%-18¢=29c%-24c+6=0=>c=

4—+/10
No entanto, devemos ter c€(0,2); logo, ¢ = :_
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Figura 8.3: Reta tangente a curva y=3x3-12x+1 no ponto ¢ = 3

Exemplo: 8.4. Determine o ponto ¢ entre os pontos 0 e 2 onde a reta tangente a
curva f(x)=x2+8x-3 possui inclinagao igual ao coeficiente angular da reta suporte da
corda que une os pontos P(0,f(0)) e Q(2,f(2)) adicionado ao quintuplo da distancia
vertical entre o ponto (c,f(c)) do grafico de f e o ponto correspondente na reta secante
Pq.

Solucao: 8.1.4. Por ser polinomial, temos que f € continua e derivavel em R;
em particular, f € continua em [0,2] e derivavel em (0,2). Sabendo-se que f(0)=-3 e
f(2)=5, a equacao da reta secante a essa curva nos pontos P(0,f(0)) e Q(2,f(2)) é

y — f(0)

~ f(2) - 1(0) 5—(-3) 5+3 B
-~ ¢ 5 x=>y=4x—-3

=—"0 x—0)=2y—-(-3)= > x=>y+3=
e, fazendo y=h(x) , teremos h(x)=4x-3, o que & uma funcé&o polinomial e,

portanto, continua e derivavel em R.
Tomemos uma funcao g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical

entre um ponto (x,f(x)) do gréafico de f e o ponto correspondente na reta secante Pg.
Temos, assim

g(x)=f(x)-h(x)=g(x)=(-2x?+8x-3)-(4x-3)=

=g (X)=-2x%+8x-3-4x+3=0g(X)=-2Xx>+4X.

Observemos que a fungéo g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,
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(i) f(x) e h(x) sé&o continuas em [0,2], logo g(x) é continua em [0,2].
(ii) f(x) e h(x) sao derivaveis em (0,2), logo g(x) e derivavel em (0,2).
(i) g(0)=g(2)=0, pois g(0)=-2 02+4-0=0 e g(2)=-2-22+4-2=0.

Portanto, existe um ponto ce(0,2) tal que

£ =109 4 5000) = £1(0) = L2TD 4 5(0) = —te +8 = D 4 5(=2c +40) =
o
> —4c+8=4-10c% +20c = 10c? - 24c +4 = 0 = ¢ = 2210

12—+/104
10

No entanto, devemos ter ce(0,2); logo, ¢ =

12—+104

Figura 8.4: Reta tangente a curva y=-2x2+8x-3 no ponto c= m

Exemplo: 8.5. Determine o ponto c entre os pontos 1 e 3 onde a reta tangente
a curva f(x)=-x2+6x-4 possui inclinagao igual ao coeficiente angular da reta suporte
da corda que une os pontos P(1,f(1)) e Q(3,f(3)) adicionado a metade da distancia
vertical entre o ponto (c,f(c)) do grafico de f e o ponto correspondente na reta secante
Pq.

Solucao: 8.1.5. Por ser polinomial, temos que f é continua e derivavel em IR
em particular, f é continua em [1,3] e derivavel em (1,3). Sabendo-se que f(1)=1 e
f(3)=5, a equacéo da reta secante a essa curva nos pontos P(1,f(1)) e Q(3,f(3)) é

y—m):%(x—n:y—hSgl(x—nny:Z(x—1)+1:y:2x—1
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e, fazendo y=h(x), teremos h(x)=2x-1, o que € uma funcao polinomial e, portanto,
continua e derivavel em R.
Tomemos uma funcao g(x)=f(x)-h(x). Essa funcéo determina a distancia vertical
entre um ponto (x,f(x)) do gréafico de f e 0 ponto correspondente na reta secante PqQ.
Temos, assim
g(x)=f(x)-h(x)=g(x)=(-x*+6x-4)-(2x-1)=
=0(X)=-X2+6x-4-2x+1=3g(X)=-x>+4x-3.

Observemos que a funcao g(x) cumpre as hipéteses do Teorema de Rolle. Com
efeito,
(i) f(x) e h(x) sé&o continuas em [1,3], logo g(x) é continua em [1,3]
(i) f(x) e h(x) séo derivaveis em (1,3), logo g(x) e derivavel em (1,3).
(ii)g(1)=g(3)=0, pois g(0)=-12+4.1-3=0 e g(3)=-32+4-3-3=0.
Portanto, existe um ponto ce(1,3) tal que
f(3)-f(1)

oy fB)-f@) 1 o 1 S 1 g
fllO=———+59()>f () =———+59(0) > -2c+6="—+-(-*+4c-3) >

c? 3
=>—2c+6=2—E+2c—§:>—4c+12=4—c2+4c—3:>c2—8c+11=0:>

=2c=4+45.

No entanto, devemos ter c€(1,3); logo, c=c=4-V5.

2 -1 7/1 2 3 a '5\ &
14

Figura 8.5: Reta tangente a curva y=-x>+6x-4 no ponto c=4-V5
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresenta uma ferramenta que permite calcular um determinado
ponto de uma fungdo continua onde a tangente a curva tem uma inclinacéo
especifica, desejada. O resultado apresentado pode ser utilizado como ferramenta
para resolucdo de exercicios de calculo, associado a outros resultados como 0s
teoremas que lhe servem de base.

Todos os conceitos, propriedades e teoremas abordados nos capitulos 2, 3,
4, 5 e 6 fundamentaram nosso estudo para que pudéssemos chegar ao resultado
apresentado no capitulo 8.

O Teorema 7.1.1, que é o resultado principal deste trabalho, pode ser aplicado
no Ensino Médio associado ao estudo da geometria analitica.

Como sugestao para trabalhos futuros deixamos a possibilidade de estender
esta aplicagcao particular para outros espag¢os métricos.

Consideragdes Finais
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