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APRESENTAGAO

Esta obra intitulada “Prospeccdo de problemas e solugdes nas ciéncias
matematicas” contém um aporte tedrico vasto no que refere-se ao ensino,
aprendizagem e solugcao de problemas nas ciéncias matematicas.

Em tempos atuais esta ciéncia tem ocupado um papel de grande importancia
na sociedade, ja que representa uma grande ferramenta em mundo repleto de
informacdes expostas pelas midias, capaz de auxiliar todo cidadéo a analisar e
inferir sobre tais informacoes.

Varios temas aqui sdo abordados, interdisciplinaridade, pensamento
matematico, modelagem matematica, formacdo de professores, dentre outros
que permeiam as discussdes acerca das ciéncias matematicas. Alguns conteudos
especificos também aparecem nesta obra de uma maneira muito significativa,
trazendo relatos e estudos relacionados ao ensino e aprendizagem de tais
conteudos em diversas etapas de estudo.

Cabe ressaltar ainda, o viés interdisciplinar deste e-book, apontando a
direcdo para pesquisas que buscam a contextualizacdo da matematica e a sua
aproximacao com outras areas de ensino, bem como a modelagem de problemas
reais, prospectando problemas e solu¢gbes nas ciéncias exatas, por meio da
pesquisa e da tecnologia.

Ao leitor, desejo um bom estudo e que ao longo dos capitulos possa perceber
a importancia da matematica na solugao de problemas que envolvem a sociedade.
E que também possa fomentar ainda mais o desejo pelo desenvolvimento de
pesquisas cientificas que movem o conhecimento nas ciéncias matematicas, assim
como fazem os autores que compdes esta grandiosa obra.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 1

O ENSINO E APRENDIZAGEM DE ESTATISTICA
NO ENSINO FUNDAMENTAL: ATIVIDADE
INTERDISCIPLINAR ENVOLVENDO TEMAS

Data de aceite: 23/03/2020

Felipe Antonio Machado Fagundes
Goncalves

RESUMO: O presente artigo caracteriza-se
comoum estudo de campo, jaque, busca apontar
alguns caminhos com relacdo ao Ensino de
Estatistica e a interdisciplinaridade no Ensino.
Para tanto, desenvolveu-se junto com alunos
do 9° ano do Ensino Fundamental de uma
escola particular da cidade de Ponta Grossa,
uma pesquisa relacionada aos transtornos
alimentares, os padrbes de beleza estabelecidos
pela sociedade e a influéncia das redes
sociais. Os alunos realizaram uma pesquisa
com sete perguntas através do aplicativo de
mensagens whatsaap conseguindo de volta 72
questionarios respondidos. Com o objetivo de
conscientizagao, ao final da pesquisa os alunos
realizaram uma apresentacdo dos resultados
para o restante da escola, buscando destacar
a influéncia que as redes sociais podem trazer
para os adolescentes. Com a conclusdao da
proposta, pdde-se observar a motivacdo dos
alunos com a realizacao das atividades, pois
relaciona temas de seu cotidiano e diferencia-
se da maneira como vém sendo ensinados.

Prospeccao de Problemas e Solu¢ées nas Ciéncias Matematicas

RELACIONADOS A SAUDE

PALAVRAS-CHAVE:
Interdisciplinaridade;

Estatistica;
Educacdo e saude;

Transtornos alimentares.

TEACHING AND LEARNING STATISTICS
IN FUNDAMENTAL EDUCATION:
INTERDISCIPLINARY ACTIVITY INVOLVING
HEALTH RELATED TOPICS

ABSTRACT: This article is characterized as
a field study, its objective seeks to point out
some paths regarding Teaching of Statistics
and interdisciplinarity in Teaching Education.
To this end, it was developed together with 9th
grade students from a private school in the city
of Ponta Grossa, a research related to eating
disorders, the beauty standards established
by society and the influence of social medias.
Students conducted a devem questions survey
through whatsaap messaging app, getting back
72 answered questionnaires. With the objective
of raising awareness, at the end of the research
the students created a presentation showing
the results to the rest of the school, seeking to
highlight the influence that social medias can
bring to teenagers. Coming with the proposal
conclusion, it was possible to observe the
students’ motivation with the activities, since it
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lists topics from their daily lives and differs from the way they have been taught.
KEYWORDS: Statistic; Interdisciplinarity; Education and health; Eating disorders.

INTRODUGCAO

Pode-se perceber que em tempos atuais todo cidadéo é exposto a uma gama
de informacgdes através das midias- televisédo, radio, internet e entre outros- para
tanto ndo se sabe o0 quéo preparado esta este cidadao para analisar e interpretar
tais informag¢des que nem sempre séo fieis e de boa intengéo.

Sabemos que séo varias as situacdes em que a Estatistica € primordial para
todo cidaddao na sociedade em que vivemos. Assim, faz-se necessario que na
Educacédo Basica os alunos possam adquirir o conhecimento Estatistico necessario
para a sua atuacao na sociedade, dai a grande importéancia do trabalho deste tema
na Educacao Matematica.

Aliado a isto, através de experiéncias praticas em sala de aula observa-se
gue o ensino como vem sendo desenvolvido atualmente n&do vem surtindo efeito,
através de disciplinas que sdo desenvolvidas separadamente. A interdisciplinaridade
€ também um tema muito discutido no ambito educacional, j& que se mostra uma
alternativa para romper as barreiras entre disciplinas, mostrando aos alunos a
aplicacéo dos conteudos no seu dia a dia e em outras areas de ensino.

Paratanto este artigo busca descrever osresultados obtidos do desenvolvimento
uma atividade pratica em sala de aula envolvendo um assunto relacionado a
saude: “A influéncia das redes sociais na determinacéao dos padrdes de beleza e ao
desenvolvimento de transtornos alimentares, como a anorexia, bulimia e vigorexia”.

Com base neste tema os alunos puderam trabalhar os conteudos estatisticos
na disciplina de Matematica através de uma pesquisa, onde se tornou possivel
oportunizé-los além da aprendizagem dos conteudos em uma abordagem
interdisciplinar, a discussao sobre 0 assunto que permeia os adolescentes em fase

escolar.

O Ensino de Estatistica

Percebe-se que a Estatistica esta presente no cotidiano das pessoas de
diversas formas, a todo tempo se deparamos com a exposi¢cdo de informacdes
pela midia, jornais, revistas, que buscam na estatistica uma maneira de levar as
informacdes até o espectador. Chamando a atencéo para o fato de quao preparado
esta este cidadao para compreender e analisar tais informacgdes, e quais os impactos
gue a ma interpretacdo pode causar na sua vida e na sociedade em que vive.

No que se refere ao Ensino de Estatistica, cabe ressaltar a importancia do
trabalho de tal conteudo na Educacgao Bésica, ja que € neste momento que os alunos

Prospecc¢ao de Problemas e Solugdes nas Ciéncias Matematicas Capitulo 1




tém a oportunidade de refletir sobre temas que podem inferir sobre a sociedade. “A
utilizacdo da Estatistica para descrever e interpretar dados especificos do cotidiano
faz dela uma poderosa ferramenta, quer para a solugcdo de problemas reais, quer
para a fundamentacédo de decisbes” (FERREIRA; et. al, 2013, p.1).

Por esta razdo a Estatistica faz parte dos curriculos da Educacéo Basica,
sendo indispensavel e presente em diversas areas de ensino, nado ficando restrita
a disciplina de Matematica, a prova disto é a presenca da Estatistica na grade
curricular de diversos cursos de graduacado, que fazem uso da Estatistica como
ferramenta para tratar e analisar os dados. Para Walichinski e Santos Junior (2013,
p. 35) “cabe ressaltar a necessidade de se propiciar ao aluno a construcéo de tais
conhecimentos desde o ensino fundamental”

Pode-se notar também uma rapida mudanca na sociedade, que se movimenta
rapidamente em torno da tecnologia e globalizagcéo, necessitando ainda mais cada
cidadao estar preparado para tais mudancas. Lopes (2008) verifica o objetivo de
desenvolvermos a capacidade critica e autbnoma dos alunos de Educacao Basica,
para que este exerca sua cidadania, ampliando possibilidades de éxito pessoal e
profissional.

E importante que se possibilite aos alunos o confronto com problemas variados
do mundo real e que tenham possibilidades de escolherem suas proprias estratégias
para soluciona-los (LOPES, 2008). A Estatistica neste caso é ferramenta de
fundamental importancia, ja que trabalha com as incertezas e previsdes de dados,
auxiliando na resolucéo de problemas.

E indispensavel no Ensino de Estatistica que exista uma relacdo com o mundo
real, ja que tal contetdo nao faz sentido quando desvinculado de um problema
contextualizado que ao menos simule uma situacéo cotidiana. Para Pereira (2017,

p.11)

Todas as informacdes divulgadas nos meios de comunicacéo social referentes
a assuntos politicos, econbmicos e sociais, sdo extraidas de amostras de
determinada populacédo, 0 que exige do cidaddo compreensdo ampla desses
dados estatisticos.

Visto isto, pode-se inferir que o Ensino de Estatistica na Educacéo Basica vai
além da aprendizagem de contetdos desenvolvidos na disciplina de Matematica,
pois objetiva também capacitar os alunos a melhor se posicionarem diante dos
problemas advindos da sociedade, analisando com consciéncia questdes que
envolvem diversos assuntos de responsabilidade social.
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A INTERDISCIPLINARIDADE COMO FACILITADORA DO ENSINO E
APRENDIZAGEM DE ESTATISTICA

Para elucidar as possibilidades de agcdes interdisciplinares no ensino, teceremos
aqui algumas considerag¢des a cerca da interdisciplinaridade e também com a sua
estreita relacdo com o Ensino de Estatistica.

A Estatistica esta presente em diversas areas do conhecimento,ja que e
essencial para o tratamento dos dados e também para a veiculagao de informacdes,
pra muitos autores existe uma natureza interdisciplinar nos conteudos de Estatistica.
Batanero (2001) reforca a ideia da natureza interdisciplinar da Estatistica, que faz
gue os conceitos estatisticos aparecam em diversas disciplinas.

Ao quantificar as produgdes académicas (dissertacbes) dos mestrados
profissionais voltados ao desenvolvimento de propostas interdisciplinares para o
Ensino de Estatistica e Probabilidade, Gongalves e Santos Junior (2016) afirmam
que dos trabalhos pesquisados que envolvem a Estatistica e Probabilidade quase
61% reconhece esta natureza interdisciplinar intrinseca a Estatistica, esta busca
foi realizada a partir dos cursos recomendados pela Capes (Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior) na area de Ensino no Brasil. Foram
pesquisados 49 programas de instituicbes de Ensino Superior do pais, através do
site de cada instituicao entre os anos de 2006 a 2014.

Ateoria a cerca da interdisciplinaridade ainda € muito incipiente, alguns autores
se diferem ainda em conceituagcées que dizem respeito a interdisciplinaridade.
Para Fazenda (2014) a interdisciplinaridade tem uma relacdo de reciprocidade, de
mutualidade, de interacdo, que possibilita o didlogo entre os interessados, para a
autora, depende de uma mudancga de atitude perante o problema do conhecimento,
da substituicdo de uma concepc¢ao fragmentaria pela unitaria do ser humano.

Ainda sobre a conceituacéo interdisciplinar Piaget (1972, p.166) registra que

A interdisciplinaridadetrata de um “segundo nivel” de colaboracéo entre
disciplinas diversas, ou entre setores heterogéneos de uma mesma ciéncia, que
conduz a interacBes propriamente ditas, isto €, certa reciprocidade dentro das
trocas, de maneira que ai haja um total enriquecimento mutuol...]

E necesséario considerar naturalmente as situacdes de hierarquizacdo, néo
por simples superposicao de niveis, como quando se atem aos observaveis,
mas pelas articulages estruturadas comparaveis as reagdes entre grupos e
subgrupos, destacando-se ai, por exemplo, as relagcdes interdisciplinares entre
a quimica e a fisica, podendo se esperar uma integragdo analoga da biologia na
mesma hierarquia.

Percebe-se entdo que a interdisciplinaridade concebe-se em um patamar
que vai além da justaposicao de disciplinas, ficando evidente a necessidade de
troca entre as areas e interacéo entre elas. Reynaut (2011, p.103), ainda afirma: “a
interdisciplinaridade é sempre um processo de dialogo entre disciplinas firmemente
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estabelecidas em sua identidade teGrica e metodoldgica, mas conscientes de seu
limite e do carater parcial do recorte da realidade sobre a qual operam.”

No que diz respeito ao Ensino, a interdisciplinaridade vem se fazendo muito
presente, no discurso, e também no curriculo das escolas. No nosso pais encontra-
se em vigor os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), os quais estabelecem os
conteudos, metodologias e aportes para a educacéo basica nacional.

Nos PCN a interdisciplinaridade €& trazida de uma maneira muito ampla.
Para o BRASIL (2000), a interdisciplinaridade e contextualizacdo sao recursos
complementares para ampliar as inumeras possibilidades de interacdo entre
disciplinas e entre as areas nas quais as disciplinas venham ser agrupadas.

Alguns autores como Fazenda (2014) e Gacia (2008) colocam-se avessos as
concepcgoes interdisciplinares contidas nos PCN. Garcia (2008) faz uma analise
textual’ nos PCN e afirma encontrar a interdisciplinaridade exposta nos documentos
oficiais com varios sentidos; como abordagem epistemoldgica; modo de articular
conteudos; forma de contribuicdo das disciplinas; forma de organizar as disciplinas
em projetos; perspectiva de reorganizagcdo curricular; instrumento para articular
conhecimento e processo de integragao das disciplinas.

Para Fazenda (1995), a teoria interdisciplinar ainda encontra-se em construcao,
e também aponta a existéncia de projetos que se julgam interdisciplinares, mas que
pouco dialogam com a literatura existente.

O numero de projetos educacionais que se intitulam interdisciplinares vem
aumentando no Brasil, numa progressdo geométrica, sejam em instituicées
publicas ou privadas, em nivel de escola ou de sistema de ensino. Surgem da
intuicdo ou da moda, sem lei, sem regras, sem intencdes explicitas, apoiando-se
numa literatura provisoriamente difundida (FAZENDA, 1995, p.34).

Pensando nesta discusséo interdisciplinar, e sua real concepcao para
o Ensino, Petraglia (1993, p. 35) coloca que “para um projeto educacional
interdisciplinar desenvolva-se é fundamental que seja iniciado pela prepara¢édo do
corpo docente”. Isto nos mostra a necessidade das universidades focarem em um
processo de aprendizagem sobre a abordagem interdisciplinar durante a graduacéao
e poés-graduacao, assim os futuros professores poderdo desenvolver com mais
propriedade, acdOes interdisciplinares no Ensino.

Segundo Greco (1994, p. 161), “Aiinterdisciplinaridade € um tema novo de algo
antigo”, afirmando que varios fatos antigos como a construgdo das piramides do
Egito dos farads s6 foram possiveis através de um trabalho interdisciplinar.

Japiassu (1976, p.43) coloca que a interdisciplinaridade apresenta-se como
trés protestos:

1. O autor utiliza um método de investigacéo proposto por Coombs e Daniels (1991) que, segundo ele, fornece uma
interessante alternativa para investigar o significado de um conceito em um texto ou em um conjunto de textos.
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a) contra um saber fragmentado, em migalhas, pulverizado numa multiplicidade
crescente de especialidades, em que cada uma se fecha como que pra fugir
ao verdadeiro conhecimento; b) contra o divércio crescente, ou esquizofrenia
intelectual, entre uma universidade cada vez mais compartimentada, dividida,
subdividida, setorizada e subsetorizada, e a sociedade em uma realidade
dindmica e concreta, onde a “verdadeira vida” sempre é percebida como um todo
complexo e indissociavel [...];c) contra o conformismo das situacfes adquiridas e
das “ideias recebidas” ou impostas.

Logo, a interdisciplinaridade mostra-se uma real alternativa para a quebra de
paradigmas a que se procura integrar as disciplinas, de modo a mostrar aos alunos
a relacéo existente entre as mesmas. No que se refere a constru¢do deste trabalho
a interdisciplinaridade foi a forma de abordagem do conhecimento, objetivando
ensinar os conteudos de Estatistica de uma forma diferenciada, na qual os alunos
poderdo ser agentes da sua propria pratica e construtores do seu conhecimento.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O presente trabalho caracteriza-se como estudo de campo, ja que procura-se
atestar através da observacao da pratica a elucidacao dos fatos e assim dialogar
com a literatura que trata deste tema.

Do ponto de vista da forma de abordagem do problema esta pesquisa
caracteriza-se como qualitativa, de cunho descritivo e interpretativo, pois objetivou-
se descrever os resultados interpretando-os a fim de cumprir com os objetivos
propostos.

A coleta de dados se deu através da observacao do pesquisador e também
através da construcdo de um diario de observacédo que foi preenchido durante a
aplicacéo das atividades do projeto.

Participaram das atividades cinco alunos do 9°ano do Ensino Fundamental
Il em uma escola particular da cidade de Ponta Grossa, a escolha destes alunos
se deu devido ao numero reduzido dos alunos desta turma, podendo assim, o
professor-pesquisador observar mais atentamente os resultados obtidos. Para
Frasson e Oliveira Junior (2009, p.83) “o pesquisador é central nesse processo,
pois participa, compreende e interpreta os dados pesquisados”.

RESULTADO E DISCUSSAO

As atividades realizadas com os alunos pressupdem uma atividade diferenciada
para o Ensino de Estatistica, buscou-se entre tanto, estabelecer uma proposta de
Ensino pautada nos moldes interdisciplinares para o Ensino de Estatistica.

A primeira etapa para a realizacdo do trabalho foi a discussédo para o
estabelecimento do tema. Juntamente com os alunos o professor relatou a forma
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como se daria o trabalho, através de uma pesquisa onde eles seriam responsaveis
por toda a coleta e analise dos dados. Porém, o tema surgiu em conjunto, aos
poucos foram se direcionando para o assunto “Redes Sociais” e aliado a isto os
problemas relacionados a saude.

O tema definido para a pesquisa entdo denominou-se “A influéncia das redes
sociais na determinacao dos padrdes de beleza e ao desenvolvimento de transtornos
alimentares, como a anorexia, bulimia e vigorexia”, e com base nele foram criadas
7 perguntas, sendo 6 perguntas fechadas e 1 pergunta aberta.

A coleta de dados se deu através de um questionario virtual, através do
aplicativo de mensagens “Whatsapp”, assim os alunos puderam utilizar o aplicativo-
muito comum entre os jovens- para fins educativos, mostrando-se uma grande
alternativa para a aplicacao de questionarios, ja que possui uma veiculacao rapida
e instantdnea. Os alunos digitaram as questdes na forma de mensagem e assim
remeteram para o seu grupo de contatos. Assim como mostra a imagem a seguir:

Az mensagens que vock enviar & as ligagdes que vocé fizer nesta conver: as com criptografia de ponta-a-ponta. Cligue

para mais informacoes

As informagdes da pesquisa sdo confidenciais e obrigada pela sua
colaboragio | |

Figura 1: Questionario da pesquisa enviado pelo aplicativo de mensagens “Wathsapp”

Fonte: Alunos

Neste momento da aula péde-se observar a grande motivacdo dos alunos, o
gue nos mostra uma das grandes vantagens do uso de tecnologias no Ensino.

A seguir em uma segunda etapa, os alunos realizaram a analise dos dados
de sua pesquisa, primeiramente computando o nimero de respondentes e também
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as respectivas porcentagens das respostas, comecando ai o trabalho com alguns
conteudos de Estatistica- porcentagens, e distribuicdo de frequéncias relativas.

Os alunos contaram com a resposta de 72 pessoas, estes dados foram usados
e analisados através de tabelas e graficos que foram construidos usando o software
de planilhas eletrénicas “Excel”.

A primeira questédo da pesquisa buscava descrever qual a idade do publico
alvo da pesquisa, e os resultados encontram-se na tabela abaixo:

Idade Frequéncia
10 - 20 79,72 %
20 + 30 946 %
30 +~40 4,06 %

40 ou mais 6.76 %

Tabela 1: Distribuicéo de frequéncia. ldade dos respondentes da pesquisa

Fonte: alunos

Buscado perceber o conhecimento do publico alvo da pesquisa sobre o
assunto, os alunos formularam a segunda questao: “Vocé sabe o que é Anorexia,
Bulimia e Vigorexia?”. E o resultado da pesquisa mostrou que 15% dos respondentes

desconhecem o assunto assim como mostra o gréafico a seguir:

Vocé sabe o que é Anorexia, Bulemia e
Vigorexia

#SIM uNAO
28%

Figura 2: Resultado percentual em resposta a questéo 2

Fonte: alunos
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Mesmo sendo um assunto muito recorrente nas midias podemos perceber
através do resultado da pesquisa que algumas pessoas ainda desconhecem este
assunto, ficando alheias a influéncias externas, como o das redes sociais.

A terceira questdo buscava verificar se os entrevistados tinham acreditavam
que as redes sociais podem influenciar estes transtornos alimentares de alguma
maneira. A questéo foi formulada da seguinte maneira: “Vocé acha que as redes
sociais influenciam nos padrdes de beleza?”. O resultado mostrou que também
15 % dos entrevistados acreditam que nao existe tal influéncia, discordando dos
demais entrevistados.

Visando observar qual o posicionamento dos entrevistados em uma questao
pessoal, os alunos formularam a quarta questdo buscando verificar se os
entrevistados consideravam-se dentro dos padroes de beleza.

Vocé acha que se encaixa no padrao
de beleza

69%

27%
4%
[ |
SIM NAO NAO SEI

Figura 3: Resultado percentual em resposta a questao 4.

Fonte: alunos

Nota-se com os resultados apresentados acima, que grande parte das
pessoas entrevistadas acredita na existéncia de um padrdo de beleza ao qual
nao pertencem, totalizando 69% das pessoas que responderam ao questionario.
Aliado a esta mesma questao através da questao 5 pdde-se perceber que 53% das
pessoas afirmaram né&o estar satisfeitas com o seu corpo, fato preocupante, visto
que uma grande parte dos respondentes sao adolescentes, sujeitos que estao mais
suscetiveis aos transtornos alimentares e também aos meios sociais.

Sabe-se também que a anorexia e bulimia, s&o doeng¢as muito presentes em
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meio as meninas, pois tal género tem uma preocupag¢ao maior com o corpo, sendo
mais vaidosas que 0s meninos. Porém, em tempos recentes pesquisas apontam
para um quadro um pouco deferente, verificando muitos casos da doenca entre os
meninos. Ja a vigorexia, o transtorno em que a obsessao € por um corpo musculoso
e definido se faz presente em sua maioria entre 0s meninos, que geralmente em
uma fase da adolescéncia busca um corpo ideal, visionando exemplos que em geral
encontram entre os meios sociais.

Os entrevistados em resposta a questdao 6- vocé acha que os mais afetados
por esses padrdes de beleza sdo 0s meninos ou as meninas?- posicionaram-se em
78% das respostas que as meninas sao mais afetadas, seguido de 4% que afirmou
ser 0s meninos e ainda 14% acredita que os dois sexos sao afetados.

A questao que finalizou o questionario, buscou identificar se os entrevistados
acreditavam que as redes sociais podem de alguma forma influenciar os transtornos
alimentares- anorexia, bulimia e vigorexia. Assim, 77% dos respondentes acreditam
que sim, que as redes sociais muito presente na vida das pessoas pode ter forte
contribuicado para o estabelecimento de padrdes de beleza e assim forcar as pessoas
a buscarem tais atitudes contra o seu préprio corpo.

Ao fim do trabalho com a pesquisa os alunos produziram uma apresentacéo
para o restante da escola, expondo os resultados de sua pesquisa. Este momento
caracterizou-se como momento de avaliacdo para o professor, ja que, com esta
atividade os alunos puderam expressar a sua interpretacao sobre os resultados,
mostrando aos demais alunos o que se pode inferir através dos resultados obtidos.

Durante este processo pbéde-se perceber a relevancia da realizagdo de um
trabalho comviés interdisciplinar, o fato das aulas ocorrerem de maneira diferenciada,
abordando temas que ndo dizem respeito s6 a matematica, motivam os alunos
através da curiosidade.

Um fator observado também como um ponto positivo, que contribui para o ensino
como um todo, mas especificamente para o Ensino de Estatistica, é a utilizacao
de temas do cotidiano dos adolescente, o uso de celulares, computadores, redes
sociais, metodologias como estas, podem ser usadas a favor do ensino facilitando
a aprendizagem dos alunos.

CONSIDERACOES FINAIS

Observou-se ao fim do trabalho realizado que a contribuicdo de um Ensino
pautado em moldes interdisciplinares pode contribuir de uma maneira muito
significativa para o Ensino de Estatistica, e de uma forma geral para o Ensino Bésico.

Observou-se também ao fim da presente pesquisa, que a relevancia de
atividades como esta vao além do aprendizado escolar, questdes como esta, que
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envolvem saude, devem ser abordadas mais vezes na escola, a fim de conscientizar
os adolescentes e prevenindo problemas futuros.

Com relacédo ao Ensino de Estatistica, assim como delineado no referencial
tedrico, os conteudos de estatistica estdo presentes de uma maneira muito rica
dentre as areas do conhecimento, facilitando a aproximagao com outras disciplinas
e também o desenvolvimento de acdes interdisciplinares.

Por fim cabe destacar a escassez de propostas de cunho interdisciplinar no
Ensino Basico, logo, com este trabalho objetiva-se além dos objetivos ja expostos,
fomentar acbes e projetos interdisciplinares para as diversas areas, visto a sua
relevancia e contribuicao para a Educacao.
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RESUMO: Essa pesquisa tem como objetivo
evidenciar indicios do Pensamento Matematico
Avancado (PMA) em questdes da matematica
elementar. Foram propostas quatro questdes
sobre fungdes a doze alunos do Ensino Médio
queestaose preparandoparaoprocessoseletivo
de ingresso em um curso de graduacgao na area
de exatas. Utilizando a teoria apresentada por
Tommy Dreyfus, é possivel verificar que alguns
alunos conseguiram realizar todos os processos
do PMA. Outros tiveram certas dificuldades.
O principal obstaculo encontrado por alguns
alunos foi no processo de sintetizagéo.

PALAVRAS-CHAVE: Pensamento Mateméatico
Avancado; Fungdes;Abstracédo; Representacgao.
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NO ENSINO MEDIO

ADVANCED MATHEMATICAL THINKING
FROM ISSUES ON ELEMENTARY SCHOOL
FUNCTIONS

ABSTRACT: This
evidence of Advanced Mathematical Thinking

research aims to show

(AMT) in matters of elementary mathematics.
Four job questions were proposed to twelve
high school students who are preparing for the
selection process for entering an undergraduate
degree in the exact field. Using the theory
presented by Tommy Dreyfus, it is possible to
verify that some students were able to perform
all the processes of AMT. Others had certain
difficulties. The main obstacle encountered by
some students was in the synthesis process.
KEYWORDS: Advanced Mathematical Thinking;
Functions; Abstraction; Representation.

11 INTRODUCAO

A pesquisa sobre o pensamento
matematico avancado se consolidou na
década de 80, durante o encontro anual
do International

Group for Psychology

of Mathematics Education, a partir da
constituicdo do grupo Advanced Mathematical

Thinking Group. A proposta desse grupo seria
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o aprofundamento das questdes relativas ao ensino e ao aprendizado da matematica
por alunos adultos (PINTO, 2002).

Alguns pesquisadores se destacaram no busca de explicagcbes relacionadas
ao pensamento matematico avangado, dentre eles estdao Dreyfus (2002), Tall (2002),
Grey et al. (1999) e Resnick (1987).

As pesquisas decorrentes mostram que o Pensamento Matematico Avancado
traz ingredientes adquiridos na educacao basica e que todo o processo para que 0
aluno consiga alcancgar o estagio avancado do pensamento matematico pode ser
estimulado antes mesmo dele ingressar no ensino superior.

ParaDreyfus (2002), ndo ha uma nitida distincao entre muitos dos processos dos
pensamentos matematicos elementar e avangado, embora a matematica avangada
seja mais focada na abstracdo da definicdo e deducdo. O pesquisador acredita
que é possivel pensar sobre topicos da matematica elementar de modo avancgado,
assim como também é possivel pensar sobre topicos da matematica avancada de
modo elementar, pois a diferenca entre eles estd apenas na complexidade e no
tratamento de cada tépico.

Professores da educagcdo basica podem buscar desenvolver uma maior
capacidade de abstracdo do aluno, mesmo utilizando objetos considerados da
matematica elementar, de maneira a minimizar o impacto sofrido no momento do
ingresso nos cursos de graduacao.

Nasser (2013) afirma que a abstracdo em matematica € uma habilidade que
nem sempre € dominada pelos alunos ingressantes no Ensino Superior, e seu
desenvolvimento deve ser estimulado pelos professores das disciplinas basicas.

Esse processo de estimulo trara ao aluno um novo conhecimento, que podera
se somar ou entrar em conflito com aquele conhecimento que o aluno ja possuia.
Moreira e David (2016) destacam que é um processo de contradi¢cao dialética que
se estabelece entre o conhecimento “novo” e “antigo”. Os autores acrescentam
qgue o conhecimento anterior do aluno pode servir de obstaculo para o avanco
no aprendizado, por outro lado, é indiscutivel que os processos de abstragdo e
generalizacao se desenvolvem essencialmente com esses conhecimentos.

Nesse sentido, a presente pesquisa foi realizada com alunos do Ensino Médio,
que estdo se preparando para realizar sele¢cao de ingresso em cursos de graduacéao
na area de exatas, cujo objetivo é analisar o pensamento matematico avangado
desses alunos sob as orientacdes tedricas de Tommy Dreyfus, a partir de tdpicos
da matematica elementar.
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21 PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

O pensamento matematico avancado, para Dreufys (2002), esta relacionado a
interacao entre diversos processos mentais, tais como representacao, transformacao,
visualizacéo, generalizacdo, entre outros. Dois processos ganham destaque: a
representagao e a abstragao.

Dreyfus (2002) explica que o0s processos envolvidos na representacéo
se subdividem em trés outros processos: a representacdo, a mudanca entre
representagoes e a modelagao.

1) A representacdo, por sua vez, divide-se em representacdo simbodlica e
representacao mental.

1.a) Arepresentacao simbolica € responsavel por explicitar, através de simbolos,
o conhecimento implicito do aluno.

1.b) A representacdo mental corresponde a um esquema interno que o aluno
utiliza com o intuito de interagir com o mundo exterior.

2) A mudanca entre representacdes sugere a capacidade do aluno de transitar
entre as diversas representacdes do objeto em estudo, conforme a conveniéncia
para a solugao do problema. Sendo assim, destaca-se a relevéancia de conhecer
as diversas representacdes de um objeto, a fim de flexibilizar o uso do objeto na
solucdo de um dado problema.

3) A modelagao corresponde a encontrar uma representacao matematica para
um objeto que ndo é matemético.
J& os processos envolvidos na abstracéo séo divididos em dois pré-requisitos,
somados arepresentacao, segundo Dreyfus (2002): a generalizacédo e a sintetizacéo.
1) Generalizar é tomar um caso particular, verificar semelhangas com outros
casos e expandir validades.

2) Sintetizar é combinar objetos matematicos distintos com o intuito de solucionar
um problema.

Nessa perspectiva, dentre os processos relacionados ao pensamento
matematico avancado, o mais importante &€ a abstracdo. Dreyfus (2002) afirma
qgue, ao conseguir desenvolver a habilidade de fazer conscientemente abstracdes a
partir de situagcdes matematicas, o aluno alcanga o nivel avancado do pensamento
matematico. Dessa forma, os professores da educacdo basica devem estar
engajados em contribuir com o desenvolvimento dessa capacidade de abstracéao
do aluno, sendo o objetivo principal daqueles que visam a educagcdo matematica

avancada.
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31 ASPECTOS METODOLOGICOS

A presente pesquisa, de cunho qualitativo, foi feita com doze alunos do Ensino
Médio que estéao se preparando para realizar selecdo para ingressarem em cursos
de graduacéo na area de exatas. Essa investigacéo visa fazer uma analise, a partir
de temas da matematica elementar, sobre o estagio de abstracdo desses alunos
e, consequentemente, 0 quao avancado esta o nivel do pensamento matematico
desses alunos, segundo o olhar de Tommy Dreyfus (2002).

A intervencdo consiste em quatro questdes discursivas entregues
simultaneamente aos alunos, sem quaisquer restricbes quanto a consultas,
discussdes entre discentes ou métodos de resolugcdo. O tempo estimado para
realizacdo das atividades foi de uma hora e quarenta minutos, sendo uma média de
vinte e cinco minutos por questéo. As quatro questdes abordam o tema de Funcdes,
nas suas diferentes representacdes. As trés primeiras questdes envolvem temas
contextualizados de Funcao Afim, enquanto a ultima questdo envolve temas gerais
de Funcao.

A primeira questao divulga dados no seu enunciado e, ao mesmo tempo, por
meio do grafico. Cabe ao aluno interpretar o enunciado e o gréafico para tracar sua
estratégia para a solugéo do problema.

Abaixo, esta apresentada a primeira questao da atividade:

Questao 1: O grafico abaixo mostra a posicdo do CARRO 1. em funcao do tempo. a partir da cidade A até a
cidade B. que distam 600 Km uma da outra. Um segundo carro. o CARRO 2. saiu da cidade C. situada entre
as cidades A e B e distante 150 Km de A, no mesmo instante em que o CARRO 1 iniciou o seu deslocamento.
Considerando que o CARRO 2 também estd indo para a cidade B, determine a velocidade média adotada por
ele para chegar na cidade B no mesmo instante que o CARRO 1.

S (Km) /

o

t(h)

Figura 1 — Primeira questéao da atividade de intervengéo (Fonte: autor)

J& a segunda questdo traz poucos dados no seu enunciado. Os principais
dados estdo expostos no grafico. Dessa forma, o aluno deve conseguir extrair os
dados do gréfico para solucionar o problema. Cabe ressaltar que a interpretacéo do
enunciado é sempre de grande importancia no Pensamento Matematico.

O enunciado da segunda questao esta apresentado a seguir:
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Questio 2: Uma empresa fabrica um determinado modelo de copo de vidro para venda. Os graficos abaixo
representam as funcdes G(x) e R(x). que indicam. respectivamente, o gasto e a receita desta empresa em
funcdo da quantidade de copos vendidos. Supondo que todos os copos fabricados sejam vendidos. determine a
quantidade de copos de vidro que a empresa deve vender para que o seu lucro seja maior que R$1.000.00.
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Figura 2 — Segunda questao da atividade de intervengéo (Fonte: autor)

A terceira questao traz uma proposta diferente da anterior. Aqui, o aluno nao
tem o artificio do grafico para extrair os dados. Ele conta apenas com a interpretacao
do enunciado para tragcar sua estratégia de solugao do problema.

Abaixo, segue 0 enunciado da terceira questao:

Questiio 3: Duas lojas oferecem planos para aluguel de maquinas de café expresso. O plano da loja A consiste
em uma taxa de adesdo de R$1.150,00 mais uma taxa mensal de R$320,00. Ja o plano da loja B consiste em
uma taxa de adesdo de R$500.00 mais uma taxa mensal de R$450.00. Se uma empresa ira adquirir um plano
com pagamento da taxa de adesdo e da primeira taxa mensal em abril, a partir de que més o plano A passa a

ser mais favoravel?
Figura 3 — Terceira questao da atividade de intervengéo (Fonte: autor)

Ja a quarta questédo é estritamente algébrica. N&do ha contextualizagcéo. O
aluno devera se valer de todos os objetos que compdem uma fung¢do para poder

solucionar a questéo.
O enunciado da quarta questédo segue abaixo:

. -5 -5 . . .
Questio 4: Sejam as funcoes [(x) = ,:Tx eg(x) = 1% E possivel afirmar que f{x) = g(x)? Justifique.

Figura 4 — Quarta questao da atividade de intervengéo (Fonte: autor)
A andlise de dados sera feita a luz do olhar de Tommy Dreyfus (2002) sobre

o Pensamento Matematico Avancado (PMA), conforme o fluxograma a seguir,

elaborado de forma resumida para facilitar a compreensao.
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41 DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

A partir dos dados coletados, foi observado que todos os alunos acertaram a
primeira questao. De acordo com os processos do PMA envolvidos narepresentacao,
€ possivel fazer a seguinte analise:

| — Representagdo: Todos os alunos utilizaram a simbologia matematica de
forma a contribuir para a solugdo do exercicio;

Il — Mudancas de Representagdes: Todos os alunos conseguiram transitar entre
as representacdes algébrica e gréfica, tendo também interpretado corretamente
o enunciado que estava em linguagem natural.

[l — Modelac&o: Apenas cinco alunos descreveram as posi¢cdes dos carros
como fungéo polinomial do 1° grau, tendo como incégnita o tempo t.

Fazendo uma analise conforme os processos do PMA envolvidos na abstracéo,
€ possivel destacar:

| — Generalizacdo: De acordo com os dados apresentados sobre o deslocamento
de ambos os carros em pontos especificos, todos os alunos foram capazes de
identificar que se tratava de objetos em Movimento Uniforme. Porém, apenas
cinco conseguiram associar o Movimento Uniforme a Fungao Afim.

Il — Sintetizagc&o: Todos os alunos foram capazes de utilizar diferentes conceitos
para a resolugdo do problema. Sete alunos utilizaram as férmulas de fisica
como ferramenta para solucionar a questao, trés utilizaram o conceito de taxa
de variagdo média, analise de gréafico e as informac¢des do enunciado para
construcéo das funcgdes e dois utilizaram os pontos do grafico e as informagdes
do enunciado para construgcéo das fungoes.

Abaixo, segue um exemplo da solugéo de um aluno:
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Figura 5 — Solugao da questao 1
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Na solucao apresentada na Figura 5, o aluno transita entre as representacoes

algébrica e grafica, utiliza o conceito de taxa de variagcdo média para determinar

a velocidade média do carro 1, fazendo a prova real por meio da representacéo

algébrica da fungao afim. O aluno demonstra algebricamente que depois de 6 horas

o carro 1 percorre os 600km e utiliza o conceito de taxa de variagcdo média para

encontrar a velocidade do carro 2.

A segunda questao apresentou um numero de erros significativo. Foram cinco

solugdes erradas e sete corretas. A maioria dos erros foi devido a ndo visualizagéo

da inequacdo como ferramenta para resolver a questdo. Vamos fazer uma analise

sobre os processos do Pensamento Matematico Avancado na representacéo

observados questao:

| — Representacao: De uma maneira geral, os alunos conseguiram interpretar as
representacdes graficas como funcdes afins, utilizando esta simbologia como
forma de iniciar a solucéo.

Il — Mudancas na representacdo: Os alunos conseguiram transitar entre as
representaces grafica e algébrica para possibilitar o desenvolvimento da
questao.

[l — Modelacao: Os alunos conseguiram escrever algebricamente as funcdes
Gasto e Receita. Diferente da questdao anterior, nenhum aluno utilizou o
conceito de taxa de variacdo média para determinar os coeficientes angulares
das fungdes. A determinacéo das funcdes foi feita a partir das coordenadas dos
pontos dados nos gréficos.

Vejamos agora a analise dos processos do Pensamento Matematico Avangado

na abstragcédo observados na segunda questéao:
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| — Generalizagéo: Os alunos conseguiram, a partir das caracteristicas dadas,
generalizar as caracteristicas da funcéo afim para as fungdes Gasto e Receita.
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Il — Sintetizac&o: Todos os alunos utilizaram as propriedades das fungdes afins
nesta questdo. Porém, apenas sete alunos conseguiram utilizar corretamente
0 conceito de inequagcdo como ferramenta para solucionar a questédo e cinco
usaram de maneira incorreta essa ferramenta, ndo conseguindo assim chegar

a resposta devida.

Abaixo, ha duas solugbes que serdo apresentadas, sendo uma correta e outra

incorreta.
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Figura 6 — 12 Solucao da questao 2

Na figura 6, o aluno utiliza as coordenadas dos pontos apresentados no
grafico para construir algebricamente as funcdes Gasto e Receita. Ao interpretar
corretamente que o lucro é a diferenca entre a Receita e o Gasto, o aluno langa mao
da inequagao para chegar ao resultado pedido.

Na solugcéo apresentada na Figura 7 é possivel observar que o aluno consegue
fazer a mudanca de representacao das fungcdes Gasto e Receita: da grafica para
a algébrica. O aluno identifica a necessidade de utilizacdo da inequagédo como
ferramenta para a solucdo da questdo, mas nédo a emprega de maneira correta,

obtendo entdo uma resposta incorreta.

Prospecc¢ao de Problemas e Solugdes nas Ciéncias Matematicas Capitulo 2



rs 4

T | AT et TR
€ O soa ‘ - -

100 | =r7ta, Ao

X (quantidade de copos)

Figura 7 — 2% Solucédo da questéo 2

A terceira questdo apresentou dez acertos e dois erros. Trés alunos néao
resolveram a questéo utilizando o conceito de fungéo afim. Esses alunos calcularam
0 quantitativo pago em cada plano més a més e fizeram a comparacédo. Vamos
analisar o desenvolvimento dos processos do Pensamento Matematico Avangado
na representacéo observados nessa questéao.

| — Representacéo: Todos os alunos utilizaram a simbologia matematica para
solucionar a questéao.

Il — Mudanga na representacdo: Nove alunos converteram os dados da
linguagem natural para a representacdo algébrica. Trés alunos transitaram
entre a representacao de linguagem natural e a representacéo aritmética.

[l — Modelagao: Apenas nove alunos conseguiram escrever os valores pagos
em cada plano como fungéo do més.

Em relagdo aos processos do Pensamento Matematico Avancado na abstragéo,
€ possivel fazer a seguinte anélise:

| — Generalizacdo: A partir dos dados divulgados no enunciado, nove alunos
conseguiram generalizar as propriedades da fungcdo afim para os planos de
ambas as empresas. Observou-se que trés alunos podem ter apresentado
dificuldade de generalizagdo do valor pago em cada plano por terem optado
por uma solucéo aritmética em detrimento da algébrica. Cabe ressaltar que
esses alunos nédo apresentaram dificuldades conceituais sobre Fungéo Afim
nas questoes anteriores.

Il — Sintetizacdo: Nove alunos utilizaram os conceitos de funcéo afim e de
inequacéo para resolver a questdo, enquanto trés alunos utilizaram operacdes
basicas de aritmética como ferramenta para solucdo. Dentre aqueles que
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utilizaram os conceitos de inequacgao, dois nao atingiram a resposta correta por
inconsisténcia no intervalo ao qual pertence a incognita x.

Abaixo, segue um exemplo de solugcao da terceira questao:
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Figura 8 — Solugéo da questao 3

Note que o aluno representa corretamente como fungdes afins os valores pagos
em cada plano por més e utiliza a inequacao como ferramenta para resolucéo do
exercicio. Porém, x > 5, logo a resposta seria “a partir do 6° més”.

Na quarta questdo, cinco alunos conseguiram desenvolver a solucao
corretamente. Sete ndo chegaram a resposta correta, sendo que um deixou em
branco, cinco tiveram problemas para encontrar os dominios de alguma das funcdes
e um aluno fez atribuindo valor a incégnita e concluindo a igualdade.

A seguir, sera feita a anélise dos processos do Pensamento Matematico
Avancado na representacgao:

| — Representacdo: Com excecao do aluno que deixou a questdo em branco

e do aluno que atribui valor a incégnita, os demais conseguiram expressar
algebricamente as condicbes dos dominios das fungdes f(x) e g(x).

Il — Mudancas de representacado: Os cinco alunos que acertaram a questao
transitaram entre arepresentacao algébrica das inequacgoes e as representagdes
na reta real. Dentre os alunos que erraram a questéo, apenas dois utilizaram
desse artificio.

[l — Modelac&o: Entendemos que esse processo nao se aplica a essa questao,
tendo em vista que ela é puramente algébrica.

Agora, vamos fazer uma analise dos processos do Pensamento Matematico
Avancado na abstracdo que foram observados nessa questao:

| — Generalizagéo: Os cinco alunos que acertaram integralmente essa questao
e 0s cinco que tiveram problemas para encontrar os dominios das fungbes
conseguiram generalizar a condi¢cdo de igualdade para todas as fungoes, isto é,
a lei de formacé&o, o dominio, o contradominio e o conjunto imagem devem ser
todos iguais. O aluno que atribuiu valor generalizou de maneira incorreta, sem
o formalismo matematico.
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Il — Sintetizacdo: Os cinco alunos que acertaram a questdo utilizaram os
conceitos de inequacgao e conjuntos para resolver a questdo. Os cinco alunos
que tiveram problemas para a construgcdo dos dominios das funcgdes tiveram
problemas exatamente na operacao entre conjuntos, obtendo assim o dominio
incorreto.

A seguir, seguem duas soluc¢des da quarta questao:

& \MPoosiveL UM M

€

Figura 9 — 12 Solugéo da questéo 4

Na Figura 9, € possivel observar que o aluno utiliza a inequacgao para o calculo
de ambos os dominios, sendo que no caso da funcgéo f(x) o aluno faz a converséo
para a representacdao geométrica com intuito de melhor analisar a questéo. No caso
da funcao g(x), o aluno entende que € necessario fazer a interse¢cao dos conjuntos
obtidos para determinar seu dominio. Como a intersec¢do é vazia, ndo ha numero

real que satisfaca o valor de x.

Figura 10 — 22 Solug¢éo da questéo 4
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Ja na segunda solucdo apresentada, o aluno comete um erro ao fazer a
analise dos conjuntos obtidos para determinar o dominio de g(x). Ao invés de
fazer a operacao de intersecdo entre os conjuntos, o aluno faz a unido entre eles,
determinando dessa forma o dominio errado para a fungéo g(x).

51 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desta pesquisa foi evidenciar que ha indicios do Pensamento
Matematico Avancado, mesmo se tratando da Matematica Elementar, sem salientar
o carater comparativo entre os alunos. Foram propostas quatro questdes de temas
elementares de funcdes para doze alunos do Ensino Médio que estédo se preparando
para o processo seletivo de ingresso em curso de graduacao na area de exatas.

Todos os alunos acertaram a primeira atividade, mas sete néo fizeram a
generalizacdo do movimento uniforme como uma funcdo afim. Esses alunos
utilizaram férmulas prontas da fisica nas suas solu¢des. Sendo assim, ndo foi
possivel identificar de generalizagcédo ou se, o fato deles utilizarem os conhecimentos
aprendidos na disciplina de fisica, foi uma questao de estratégia.

A segunda questdo apresentou cinco solucdes incorretas devido as
inconsisténcias nas inequagdes utilizadas como ferramenta para solucionar o
problema. Isso demonstra a deficiéncia na capacidade de sintetizagdo do aluno.

A terceira questao apresentou apenas duas solucdes erradas em virtude de
inconsisténcias nas inequacgdes e, assim como na questao anterior, evidencia uma
deficiéncia na capacidade de sintetizacdo do aluno. Houve também o fato de que
trés alunos optaram pela solugdo aritmética em detrimento da algébrica. Nao foi
possivel identificar se isso se deve a dificuldades de generalizacédo ou se foi uma
estratégia de solucéo.

A quarta questdo apresentou seis solucdes incorretas e uma em branco.
Dentre as seis incorretas, em uma o aluno tentou generalizar por substituicdo de
valores, mas a falta do formalismo ocasionou uma inconsisténcia matematica. As
cinco solucgdes restantes trouxeram problemas na operacao entre conjuntos, o que
evidencia deficiéncia na capacidade de sintetizagdo do aluno.

Sendo assim, foi possivel evidenciar que em todas as questbes houve
alunos que conseguiram realizar os processos do PMA. A abstracao foi o principal
problema comprovadamente apresentado por alguns alunos, sendo mais evidente
no processo de sintetizacdo. A necessidade de utilizacdo de diversos objetos
matematicos na mesma questao pode se tornar um grande obstaculo para os alunos
do Ensino Médio. Em alguns casos, nao foi possivel identificar se houve deficiéncia
na capacidade de generalizacdo dos alunos. Foi possivel notar que aqueles alunos
que tiveram problemas de abstracéo, tiveram também problemas na modelacéo.
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RESUMO: A matematica financeira nao pode
ser exclusiva de profissionais de financgas, ela
deve ser de dominio de todos os cidadaos.
O trabalho tem como objetivo apresentar
diferentes metodologias para se trabalhar os
contetdos de matematica financeira no ambito
da educacédo basica. Utilizou-se nesse artigo
uma abordagem qualitativa, bibliografico, de
cunho descritivo e exploratério. Para isso foi
realizado um questionario online para apurar
dados sobre o ensino financeiro nas escolas de
educacao basica no estado de Rondobnia. Foi
verificado que o conteudo esta sendo aplicado,
porém de uma forma engessada sem despertar
o interesse de ir além sala de aula. Ha ainda
um grande desafio, precisamos desengessar
0 processo de ensino, buscando nos apropriar
de metodologias que auxiliem no processo
formativo, buscando assim vencer a barreira do
ensino formalista e proporcionando assim uma
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formacéo dindmica a qual atrai a atenc&o dos
alunos e nédo acabe sendo algo que o alunos
verdo e deixardo de lado. Entre as diversas
formas de proporcionar essa evolugcdo na
area da educacao é mostrar aos professores
metodologias que podem ser utilizadas por eles
durante o processo de ensinar os conteudos de
matematica financeira.

PALAVRAS-CHAVE: Educacédo Financeira;
Matematica

Financeira; Metodologias de

ensino.

11 INTRODUCAO

Quando uma sociedade possui o0
pleno dominio dos conhecimentos de cunho
matematicos, torna-se possivel haver uma
grande revolugdo. Como na matematica
financeira, por exemplo, que pode trazer esse
novo olhar para os estudantes, mostrando
0 poder de bons investimentos, isso pode
acarretar em um futuro mais proéspero para o
pais.

O conhecimento financeiro ndo pode ser
limitado apenas para profissionais na area de
financas como: administragdo, contabilidade e
economia. Pois ndo sdo apenas essas pessoas

que lidam com dinheiro, todo o cidadéao lida
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com esse recurso. Ele esta inserido em toda a vida desde das etapas pré-operatoria
até a morte.

Dentre o rol de conhecimentos que estdo inseridos na grade de conteudos
da educacgao basica, destaca-se o conteudo de matematica financeira. Embora a
grande relevancia desse conteudo, muitas vezes temos que néo é dado a devida
atencdo ao mesmo, porém, assim como os demais conteudos de matematica, a
educacao financeira popularmente denotada como matematica financeira deve ser
trabalhada nas salas de aula, visto que, a partir da mesma, torna-se possivel formar
um cidadao critico e capacitado para lidar com as condicdes diarias.

O desafio consiste em mostrar para os estudantes como lidar com as financas de
uma forma interessante para eles, ou seja, o professor deve buscar contextualizar a
forma de ensinar podendo apresentar o papel da financas fora do ambiente escolar,
com respeito a isso os Parametros Curriculares Nacionais (PCN'’s) apresentam:

Em um mundo onde as necessidades sociais, culturais e profissionais ganham
novos contornos, todas as areas requerem alguma competéncia em Matematica
e a possibilidade de compreender conceitos e procedimentos matematicos é
necessario tanto para tirar conclusées e fazer argumentacées, quanto para o
cidadéo agir como consumidor prudente ou tomar decisfes em sua vida pessoal
e profissional. (Brasil. 1999).

Assim torna-se importante que o professor crie metodologias que visam
mostrar a importancia da educacéao financeira para a formacéo dos alunos. Este
trabalho tem como objetivo apresentar diferentes metodologias para se trabalhar
os conteudos de matematica financeira no dmbito da educacédo basica, visando
assim a formacéo de cidadaos criticos e conscientes. Sendo a escola um agente
transformador, os estudantes obtém conhecimentos cognitivos e técnicas que
proporcionam a administrar sua vida financeira e a realizagdo de propostas e
escolhas. A educacéo financeira é entendida como uma ferramenta que interage
com as diversas componentes curriculares do sistema de educacao béasica, que
desenvolvido em sala de aula possibilita ao estudante a materializar sonhos em
realidade.

Buscando verificar a forma como € trabalhada a matematica financeira nas
escolas publicas e particulares do estado de Ronddnia, realizou-se uma pesquisa
de campo com professores de educagao basica em escolas particulares e publicas
do estado de Rondénia a fim de apurar como se € aplicado esses conteudos e de
que forma é apresentado.

2 | INADIMPLENCIA DAS FAMILIAS BRASILEIRAS

Muitas familias no Brasil estdo em uma situacao financeira dificil, segundo
pesquisa realizada pela PEIC (Pesquisa de Endividamento e Inadimpléncia do
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Consumidor) 60,7% das familias brasileiras estdo inadimplentes, deste percentual
10% afirmam que ndo possuem meios para quitar as dividas. Ou seja, mais da
metade das familias ndo possuem o poder de compra.

De acordo com pesquisa realizada em 2017, pela PEIC, o maior percentual
das dividas € do cartdo de crédito, representando 76,7% seguido dos carnés com
15,7% e dos créditos pessoais que representam 10,3%. Evidenciando, assim, a
falta de conhecimento de financeiro das familias brasileiras. Segundo professor
economista Ginez Leopoldo Rodrigues de Campos em uma entrevista realizada
pela UPF em 2018, afirma que “NOs temos essa caréncia educacional hoje no Brasil,
que é a organizacéo da vida financeira pessoal.”

31 EDUCACAO FINANCEIRA

A evolucéao do sistema capitalista com a valorizagao da propriedade privada e
a livre exploracgé&o dos recursos de producéo baseada na lei da oferta e da demanda,
obrigou as pessoas a compreenderem melhor o conceito de dinheiro e suas variaveis
mais complexas. Exigiu ainda a divulgacdo informacdo que as ajudassem a gerir
seus bens e rendimentos de forma adequada e eficaz.

A educacéo financeira surge entdo, como resposta para orientar a tomada de
decisdes financeiras, com informacdes sobre desejos de consumo, necessidades,
poupanca e renda.

Dito de outra forma, a educacéo financeira pode ser entendida como:

Um processo de transmissédo de conhecimento que permite o desenvolvimento de
habilidades nos individuos, para que eles possam tomar decisdes fundamentadas
e seguras, melhorando o gerenciamento de suas financas pessoais. Quando
aprimoram tais capacidades os individuos tornam-se mais integrados a sociedade
e mais atuantes no ambito financeiro, ampliando o seu bem-estar (SAVOIA; SAITO
e SANTANA, 2007, p. 2).

O termo “educacgado”, no mundo das finangas, significa o conhecimento de
termos financeiros, de habilidades, de praticas, de normas para compreender e
executar atividades ligadas ao uso do dinheiro e mais ainda, a educacéo esta
relacionada também a conhecimentos e habilidade com a matematica financeira,
qgue é uma ferramenta racional de grande utilidade para tomar decisdes financeiras
inteligentes.

A educacéo financeira promove a investigacao sobre a importancia do dinheiro
e a forma de administra-lo adequadamente ao longo do tempo. Sendo assim, a
educacdo financeira é fundamentada na administrac&do do dinheiro. Disso resulta
na execucao de um planejamento financeiro pessoal, que consiste em programar
€ seguir certa estratégia, seja de curto, médio ou longo prazo, com a finalidade
de garantir o bem-estar econémico e financeiro das pessoas. (SAVOIA; SAITO e
SANTANA, 2007, p. 2).
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Mas afinal, qual é a serventia da educacéao financeira? A pergunta pode ser
respondida da seguinte forma: familias, pessoas, dos mais diversos niveis de renda
compartilham aspiragdes semelhantes, tendem a suprir suas necessidades basicas,
educar filhos, adquirir casa e carro proprios, consumir uma diversidade de bens e
servigcos ofertados pelo mercado. Viver em situacdo de baixa renda, implica em
nao possuir condicdes suficiente para atingir tais objetivos, e para que este grupo
de individuos possam melhorar suas condi¢cdes e até mesmo poupar, ainda que
quantias pequenas, este grupo de consumidores carece acesso a conhecimentos
e informacdes que Ihes possibilite 0 melhor manejo de seus recursos financeiros.

Comoensino de boas praticas para o gerenciamento de finangas emrelagéo aos
ganhos, gastos, poupanca e investimento, a educacéao financeira pode possibilitar
a populacéao de baixa renda, ou mesmo de outras faixas de rendas, melhor gestéao
de seus recursos financeiros e consequentemente, a melhoria de qualidade de vida.

De forma geral, os objetivos da educacgéo financeira consistem na apropriacéao
e utilizacdo, pelos individuos e seus grupos sociais das tecnologias inerentes
a matematica financeira, de planilhas eletrénicas, dos conceitos do dinheiro. E,
portanto um trabalho de alfabetizac¢ao financeira para tornar possivel que as pessoas
sejam capazes de gerenciar suas proéprias vidas

No Sistema Educacional Brasileiro, ainda sdo poucas as acdes que consolidam
a educacéao financeira como ciéncia a ser trabalhado no conjunto das demais
ciéncias desenvolvidas no interior das escolas.

Autores como Domingos (2012, p. 20) classificam a educacao financeira como
uma das interfaces das ciéncias humanas “que busca autonomia financeira
fundamentada por uma metodologia baseada no comportamento, objetivando a
construcdao de um modelo mental que promova a sustentabilidade, crie habitos
saudaveis e proporcione o equilibrio entre o ser, o fazer e o ter”. Contudo, na escola
a educacao financeira ndo tem status de ciéncia, ficando sempre a cargo dos
professores e professoras de Matematica.

Por outro lado, os Parédmetros Curriculares Nacionais — PCNs acenam
positivamente para e educacédo financeira ao preconizar a contextualizacdo do
ensino, pressupondo um processo de aprendizagem apoiado no desenvolvimento
de competéncias para inclusdao dos estudantes na vida adulta através da
multidisciplinaridade, do incentivo ao raciocinio e da capacidade de aprender
(BRASIL, 2000a).

41 MATEMATICA FINANCEIRA NAS ESCOLAS

Uma das tentativas de institucionalizar a educacéo financeira no Brasil foi
a criagcao do Comité de Regulacao e Fiscalizacao dos Mercados Financeiros, de
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Capitais, de Seguros, de Previdéncia e Capitalizacdo — COREMEC, pelo Decreto
5.685 de 25/01/2006. Ficou a cargo deste Comité estabelecer diretrizes para a
implantagcdo de uma educacéo financeira ampla.

Neste contexto, através da Deliberacédo n° 5, de 26 de junho de 2008, o
COREMEC estabeleceu as diretrizes e objetivos para a implantacéo da Estratégia
Nacional de Educacéo Financeira - ENEF. O documento estabelece que em seu:

Art.2° Ficam definidos como objetivos da Estratégia Nacional de Educacéo
Financeira:

| - promover e fomentar a cultura de educacéo financeira no pails;

Il - ampliar o nivel de compreensao do cidaddo para efetuar escolhas conscientes
relativas & administragcao de seus recursos; €

[Il - contribuir para a eficiéncia e a solidez dos mercados financeiro, de capitais,
de seguros, de previdéncia e capitalizacédo (BRASIL, 2008).

Com a criagcdo desta deliberagcdo, a Educacao Financeira torna-se algo
mais tangivel, possuindo objetivos claros e estratégias determinantes para seu
prosseguimento. Esta medida incentiva que a educacao financeira seja trabalhada
nas escolas brasileiras, isto € o que preconiza o Decreto n® 7.397, de 22 de dezembro

de 2010, o qual define em seu Artigo 1° que:

Fica instituida a Estratégia Nacional de Educag¢&o Financeira — ENEF com a
finalidade de promover a educacgao financeira e previdenciaria e contribuir para o
fortalecimento da cidadania, a eficiéncia e solidez do sistema financeiro nacional
e atomada de decisBes conscientes por parte dos consumidores (BRASIL, 2010).

Apos acriacaoda ENEF com afinalidade e promovertanto a educacgao financeira
quanto a previdenciaria, foram criados também o Comité Nacional de Educacéao
Financeira — CONEF e o Grupo de Apoio Pedagoégico — GAP, ambos no ano de 2010
para auxiliar na permanéncia e fortalecimento da educacéao financeira. O grupo
de trabalho estabelecido pela ENEF criou um material didatico com a finalidade de
proporcionar suporte e conteudos especificos voltados para essa tematica.

A escola tem o “dever” garantir uma formacao financeira para esses alunos,
pois tem como seu principal papel formar um cidadao critico, ciente de seus
direitos e deveres, assim a partir de uma boa educacéao financeira, a escola gera
oportunidades para gerar um cidadao ativo na sociedade.

Deve garantir-lhe autonomia de pensamentos, capacidade de tomar iniciativa e
de desenvolver o pensamento critico, para viver em uma grande sociedade em
constante e acelerado processo de crescimento e transformacé&o. (Giovanni e
Giovanni Jr.2.006)
Buscando metodologias que tornem o ensino de conteudos de matematica
mais interessantes, nesse caso metodologias para ensinar educacéo financeira de

maneiramais pratica, onde o alunotenhaapossibilidade de vivenciar situacbes diarias
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e nao apenas teoria. Assim o aluno tem a possibilidade de aplicar conhecimentos
adquiridos na escola no seu dia-a-dia, e o professor tem a possibilidade de aproximar
0 ensino de matematica a uma realidade que torna-se pratica ao aluno, influenciando
assim o desejo de aprender.

Segundo Dantes 1999,

A oportunidade de usar conceitos matematicos no seu dia-a-dia favorece o
desenvolvimento de uma atitude positiva do aluno em relacdo a Matemaética,
ndo basta fazer mecanicamente as operacdes de adicdo, subtracio e diviséo.
E preciso saber como e quando auxilid-los convenientemente na resolucéo
de situagBes problemas, aprenderem a resolver problemas matematicos deve
ser o maior objetivo da instru¢do matemética, certamente outros objetivos da
Matematica devem ser procurados mesmo para atingir o objetivo da competéncia
em resolucéo de problemas. (DANTE, p.14)

Aproximar o ensino de matematica a realidade do aluno traz diversas
possibilidades que vao além de trabalhar a educacéo financeira, o fato € que o
aluno ao ter a possibilidade de sair da teoria para uma situacdo na qual o aluno ja
vivenciou no contexto de sua realidade faz com que o aluno se aproprie melhor do
conteudo.

Ao realizar essa ponte entre o conhecimento tedrico e o conhecimento pratico
o professor esta criando mecanismos capazes de colocar em pratica o artigo 2.° da
Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo —LBD N° 9394/96, evidencia que uma nova

educacéo:

Almeja criar ambientes que possam preparar e educar cidadaos criticos, atuantes
e livres, que liberem energia em atividades em grupo; no pensar € no fazer
modernos, que sejam questionadores, que participem de uma educacédo mais
humana e fraterna com o emotivo e o artistico presente; enfim, que os futuros
cidadaos sejam atuantes e reflexivos em nossa sociedade. (p. 15)

Entre as ferramentas pode-se utilizar panfletos de lojas locais onde encontra-
se precos a vista e a prazo, elaborar o calculo para saber qual a porcentagem de
juro foi aplicada e encontrar a diferenca de uma forma de pagamento para a outra.
Como também fazer pesquisas dos empréstimos e financiamentos em bancos e
seguradoras de crédito e analisar se é viavel ou néo, quanto de juros sera aplicado
e qual o valor final a ser pago. Pesquisas em jornais e revistas na area financeira
como por exemplo, a Bolsa de Valores de Sao Paulo, inflacdo, taxa Selic, entre
outros, e a importancia desse conhecimento para os jovens. Fazer simulagdes de
aplicacdes financeiras e analisar a porcentagem aplicada e fazer comparacdées com
diferentes bancos e seguradoras de crédito. Fazer anélise de gastos mensais da
familia, buscando o senso critico de saber 0 que é necessario € 0 que nao € dentro
das despesas familiares, buscando assim, mostrar aos alunos que aquilo que lhe foi
apresentado em sala tem relevancia no cotidiano.
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51 METODOLOGIAS PARA O ENSINO DA MATEMATICA FINANCEIRA

Dentre as distintas metodologias que o professor pode fazer uso, temos as
tendéncias da educag¢ao matematica, dentre o universo das tendéncias da educacao
matematica destacam-se as tecnologias de informacdo e comunicacédo — TIC’s e
0s jogos — banco imobiliario e monopolio, softwares — utilizar o Excel para fazer
planilhas e calculos, como também fazer uso de ferramentas como e o site do
Banco Central que tem conteudos voltados a aprendizagem do estudo financeiro.

Segundo Pereira, Pereira e Cardo, em 2012:

A informatica, o uso constante do computador tornou-se uma necessidade
do mundo globalizado em que vivemos, a instituicdo de ensino, na missdo de
preparar e ser responsavel pelo individuo para a vida sente a necessidade de
nao fechar os olhos para a realidade em que vivenciamos (PEREIRA, PEREIRA;
CARAO, 2012, p. 05).

Em um mundo onde as tecnologias estdo tao presentes na vida do cidadao,
fazer uso destas tecnologias no processo de ensino e aprendizado pode auxiliar ao
compreendimento por parte dos alunos sobre esse tema téao relevante.

Em relacéo a utilizacdo de jogos os PCN’s enfatizam que:

Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois permitem
que estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade
na elaboracao de estratégias de resolucao e busca de solucdes. Propiciam a
simulacéo de situaces-problema que exigem solugdes vivas e imediatas, o que
estimula o planejamento das acfes; possibilitam a construgcédo de uma atitude
positiva perante os erros, uma vez que as situacdes sucedem-se rapidamente e
podem ser corrigidas de forma natural, no decorrer da acéo, sem deixar marcas
negativas (BRASIL, 1998, p. 46).

Outra opcao de trabalhar a matematica financeira nas escolas € por forma de

competicées e/ou gincanas. Os professores podem fazer questionarios e trabalhar
esse conteudo de uma forma descontraida.

Outra forma de incentivar professores e alunos é por meio da realizacdo de
concursos de educacéo financeira. Na Espanha, um concurso de conhecimentos
financeiros € realizado anualmente com alunos e professores, no formato de jogo
de perguntas e respostas. Além de terem as despesas pagas para participar da
final em Madri, as duas melhores equipes recebem diploma individualizado para
cada participante, visita guiada ao Banco de Espafia e ao Palacio de la Bolsa
de Madrid e prémio em dinheiro para aquisicdo de material pedagdgico para
a escola. A iniciativa, que ja esta na 6% edicéo, é considerada como ferramenta
eficaz para gerar engajamento de alunos e professores no tema da educacéo
financeira e pode servir de inspiracdo para o Brasil. (BANCO CENTRAL DO
BRASIL, 2018)

Esse método pode ser adaptado de acordo com a realidade de cada escola ou
turma. A ideia € mostrar que é possivel, sim, trabalhar o conteudo da matematica
financeira de uma forma ndo mondétona para que nao seja esquecido facilmente e
que faca despertar um maior interesse. Mostrar a importancia que esse contetudo
tem na vida dentro e fora da escola.
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6 | ASPECTOS METODOLOGICOS

Esta pesquisa é de abordagem qualitativa, bibliografico, de cunho descritivo
e exploratério, definida por Bogdan e Biklen (1994) como aquela em que o
pesquisador € o principal instrumento; os dados coletados s&o em sua maioria
descritivos; a partir de preocupag¢des com o processo e com o produto através de
uma analise indutiva. Partindo disso, foi realizado uma pesquisa com questionario
com professores de matematica em 5 escolas de educagdo basica no estado de
Rondénia, nos municipios de Jaru, Ji-Parana e Porto Velho, com o intuito de apurar
como o ensino de matematica financeira esta sendo aplicado nas escolas.

No que se refere ao cunho descritivo, uma vez que amesma visou aidentificacao
de metodologias que auxiliassem ao professor no processo de ensino, buscando
assim proporcionar um ensino mais significativo, onde possibilita ao aluno torna-se
ativo e participante do processo de ensino e aprendizado.

Pesquisa bibliografica, pois buscou em diferentes recursos bibliograficos
evidenciar metodologias de ensino de matematica financeira, a sua importancia e o
historico de ensino durante os anos.

Método de pesquisa exploratério, pois buscou novas metodologias de ensino
da matematica financeira para serem aplicadas com o intuito de fazer com que esse

conteudo desperte maior interesse nos alunos.

7 | ANALISE DOS RESULTADOS

Foi realizado um questionario com professores de matematica nas escolas
publicas e particulares de educacéao basica de ensino no estado de Rondbnia. Esse
questionario buscou em suas perguntas entender como o ensino de matematica
financeira esta sendo realizado e sua relevancia, questionando sobre métodos de
ensino e postura do professor em sala ao aplicar os contetudos de sobre financgas.
Todos os professores que participaram da pesquisa trabalham o contetdo de
matematica financeira, mostrando assim que esse conteudo esta sim sendo
aplicando de acordo com as diretrizes. A maioria dos professores que participaram
da pesquisa estao atuando no ensino médio, ou seja, na fase final da educacéao
basica, onde a escola tem papel fundamental na formacdo dos cidadaos para
ingressarem no mundo do trabalho e do controle de suas financas. Apenas um dos
professores entrevistado ndo atua no ensino médio.

Quando questionados, os professores, sobre a forma de aplicar o conteudo
foi observado que a maioria aplica esse conteudo de maneira tradicional com o
livro didatico. Evidenciando assim que o ensino de matematica financeira ainda
estd estagnado em uma metodologia ultrapassada e que ndao chama a atencéo
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dos jovens da atualidade. Porém foi observado também que algum professor além
do método tradicional também utiliza outras metodologias tais como, resolucdes
de problemas, dinamicas em sala e jogos, que como mostrado traz um melhor
aprendizado. Nenhum dos professores que participaram da pesquisa utilizam as
TICs como metodologia de ensino, evidenciando assim a forma “engessada” de
ensino no estado de Rondoénia.

Método tradicional (com livro

0,
didatico ... 5(83,3%)

Dinadmica com auxilio de
modelagem Matem...

Jogos
Solugdes de problemas

TICs

Figura 1: Gréafico 1 — Metodologias utilizadas

Fonte: Elaborado pelos autores

Quando questionados sobre a sua avaliagcdo pessoal quanto a ensino de
matematica financeira cerca de 60% responderam que o0 ensino é bom 16% acha
regular e outros 16% julga ser 6timo. De acordo com esses resultados foi possivel
observar que o ensino na visdo desses educadores esta de bom, mas esse resultado
pode ser bem melhor se aplicados outras metodologias. Quando questionados
sobre como é a sua postura referente a mostrar o conteudo além sala de aula, ou
seja, buscar exemplos que fazem com que os estudantes tenham uma visdo ampla
de como esse conteldo sera importante em suas vidas futuras. Foi observado que
houve um empate entre as alternativas apresentadas. Ou seja, alguns professores
tém real consciéncia da importancia de buscar uma visao além sala de aula, porém
outros apenas apresentam quando surgi oportunidades, outros ndo buscam ir além

dos conteudos propostos.

® Sim
® N3zo
Quando surgi oportunidades

Figura 2: Grafico 2 — Aplicagédo do ensino “além sala de aula”

Fonte: Elaborado pelos autores
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8 | CONSIDERACOES FINAIS

Educacao Financeira pode ser entendida como um processo de ensino-
aprendizagem que permite desenvolver a capacidade financeira dos individuos,
para que esses possam tomar decisdes com seguranca e fundamento, dotados de
competéncia financeira e assim sejam integrados a sociedade, com uma postura
proativa na busca de seu bem-estar.

Na educacéo brasileira ainda existe muita caréncia sobre o tema, pouca ou
nenhuma acéo de forma efetiva. Pouco interesse do Estado em promover politicas
publicas que possam modificar a forma de se entender o tema e a consequente
diminuicdo das desigualdades sociais através da Educacao Financeira. Contudo,
embora o tema Educacéo Financeira seja relativamente novo no Brasil, comeca a
surgir preocupacédo em fornecer suporte e informacédo a populacéo, preparando-a
para convivéncia em uma sociedade onde a manipulacéo consciente do dinheiro &
importante.

A partir da pesquisa realizada foi possivel observar que a educacéo financeira
esta sim sendo aplicada em sala nas escolas de Rondénia, porém de uma forma ainda
engessada, uma boa parcela dos professores ainda ndo tomaram a consciéncia da
importancia de aplicar esse ensino de forma atraente e que traga maior significado
nas vidas dos alunos, para que eles nao fagam parte das estatisticas de inadimpléncia
em suas vidas adultas. A aplicacéo da educacdo financeira traz beneficios a vida do
estudante que vao além da sala de aula. A sua aplicagcao de maneira dinamica atrai
maior interesse fazendo com que o aluno veja a sua aplicacdo em varias areas da

vida e como pode auxiliar em uma melhor qualidade.
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RESUMO: Este capitulo aborda o tema do
ensino das transformacdes geométricas nos
anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino
Médio. O principal objetivo é apresentar os jogos
de blocos de montar como recursos didaticos
que podem ser explorados pelos professores a
fim de criar cenarios de aprendizagem ludicos,
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capazes de despertar o interesse dos alunos.
Metodologicamente, este capitulo é resultado
tanto de uma revisdo de literatura quanto
de uma reflexdo critica sobre o emprego dos
blocos de montar no ensino da Geometria. Ao
final, pondera-se que os blocos de montar, por
serem materiais concretos, manipulaveis e
ludicos, contribuem para a superacéo do ensino
da Matematica (em especial da Geometria)
fundamentado meramente na abstracdo e
podem participar de um cenario propicio para
0 ensino e a aprendizagem das transformacoes
geométricas.

PALAVRAS-CHAVE: Jogos. Blocos de montar.
Geometria. Transformacbes geométricas.

TEACHING GEOMETRIC
TRANSFORMATIONS WITH BUILDING
BRICKS

ABSTRACT: This chapter addresses the theme
of teaching geometric transformations in the final
years of elementary school and high school. The
main aim is to present building bricks as didactic
resources that can be explored by teachers to
create playful learning scenarios, capable of
arousing students’ interest. Methodologically,
this chapter is the result of both a literature
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review and a critical reflection on the use of building bricks in the teaching of Geometry.
In the end, we highlight that the building bricks, as they are concrete, manipulable and
playful materials, contribute to overcoming the teaching of Mathematics (especially
Geometry) based merely on abstraction and can participate in a propitious scenario for
teaching and the learning of geometric transformations.

KEYWORDS: Games. Building bricks. Geometry. Geometric transformations.

11 INTRODUCAO

A Geometria pode ser considerada como uma area da Matematica que
“envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos necessarios
para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do conhecimento”
(BRASIL, [2017], p. 271). A Geometria relaciona-se diretamente com os campos das
artes, do design e da arquitetura, entre outros, e contribui para o desenvolvimento
da percepcgéo espacial. Portanto, o ensino da Geometria se mostra extremamente
relevante na formacéo dos alunos da Educacéao Basica.

No entanto, diversos autores, tal como relatado por Rossi (2009), afirmam
que o ensino da Geometria na Educacao Basica encontra muitas dificuldades. De
acordo com Rossi (2009, p.20), generalizando, “as grandes dificuldades dos alunos
na compreensao de conceitos geométricos” advém “de uma pratica pedagdgica
baseada unicamente na memorizacédo de conteudos e, tendo o quadro verde e giz
como unica ferramenta pedagogica utilizada”.

Diante desse quadro, este capitulo se debruca sobre a seguinte questao: Como
os professores de Matematica (em especial os de Geometria) podem contribuir
para a construgcdo de cenarios educativos inovadores que busquem superar 0s
obstaculos existentes no processo de ensino e aprendizagem da Geometria na
Educacéo Basica? Vislumbra-se que parte da resposta para essa questao encontra-
se na utilizacdo de material didatico concreto, manipulavel e ludico, que seja capaz
de ressignificar o espaco da sala de aula.

Portanto, a busca por materiais didaticos que sensibilizem os alunos e
auxiliem na conformacdo de um ambiente favoravel para a constru¢do de novos
conhecimentos apresenta-se como um desafio para os licenciados em Matematica.
Assim, a utilizacdo de material didatico que extrapole o quadro de giz (e as suas
variacOes) deve ser assimilada como uma constante na pratica docente.

Partindo-se dessa premissa, este capitulo tem por objetivo principal
apresentar os jogos de blocos de montar como material didatico para o ensino das
transformacdes geométricas, objetos do conhecimento pertencentes, segundo a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), aos anos finais do Ensino Fundamental
e ao Ensino Médio.
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2 | MATERIAIS E METODOS

Este capitulo é fruto de uma pesquisa predominantemente qualitativa, de cunho
exploratério, e € resultado de parte de uma pesquisa de pds-doutorado realizada
no Programa de Pos-Graduagdo em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT),
na Universidade Tecnologica Federal do Parana (UTFPR), no campus de Toledo,
cujo objetivo geral é investigar o ensino na Geometria para os cursos de Engenharia
Civil e de Arquitetura e Urbanismo, a partir de uma perspectiva de didlogo com a
Educacéo Basica.

Levando-se em conta os procedimentos de coleta de dados, bem como as
fontes consultadas, este capitulo € decorrente de uma pesquisa bibliografica e
documental. A revisao de literatura incluiu, principalmente, trabalhos cientificos que
versam sobre o ensino das transformacdes geométricas na Educacéo Basica e a
utilizacao de material didatico concreto, manipulavel e ludico. A pesquisa documental
contemplou a legislacdo (e suas disposicoes normativas complementares) que
diz respeito a educacéo brasileira, sobretudo aquela vinculada ao Ministério da
Educacéo (MEC).

Paraailustracédo das possibilidades do estudo das transformag¢des geométricas,
foram utilizadas as pecas de um jogo de blocos de montar semelhante ao LEGO,
intitulado Block Mania da marca Alfem Plastic. A versao utilizada é comercializada
em uma embalagem (balde de14 cm altura e 16 cm diametro) contendo 104 pecas de
polipropileno atdxico e reciclavel (referéncia 6.000). As pecas s&o monocromaticas,
porém, no conjunto, ha pecas das seguintes cores: azul, vermelho e amarelo (cores
primarias), verde (cor secundaria), preto e branco (cores neutras) (Figura 1).

48cm

Figura 1 — Pecas do jogo de blocos de montar Block Mania.
Fonte: Dos autores.

Essas pecas foram utilizadas devido ao seu menor custo, quando comparado
com as pecas de LEGO, o qual possui valores consideravelmente mais elevados,
podendo inviabilizar o seu uso como material didatico. No entanto, cabe destacar
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que, ao se comparar as pecas das duas marcas citadas, as da Block Mania
apresentam maiores deformacgdes, menor rigor no acabamento e menor rigidez.
No entanto, essas caracteristicas ndao comprometem sua utilizacdo como material

didatico para fins do ensino das transformacdes geométricas.

31 AS TRANSFORMACOES GEOMETRICAS E A BNCC

A partir de uma analise de conteudo, pode-se verificar que, ao se buscar, no
texto da “Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional” (LDB), a Lei n. 9.394,
de 20 de dezembro de 1996, pela quantidade de vezes que aparece a palavra
“geometria”, encontramos o resultado nulo. Ou seja, a palavra “geometria” néao
esta presente no referido texto. No entanto, pode-se admitir que a Geometria esta
subliminarmente contemplada quando se menciona, de maneira geral, o estudo da
Matematica, bem como, indiretamente citada quando se aborda “o conhecimento do
mundo fisico” (BRASIL, [2019]). Também deve-se ressaltar que, tal como na LDB,
o termo “geometria” ndo se encontra nas “Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais
da Educacao Béasica” (BRASIL, 2013).

Ja nos documentos vinculados ao MEC para a educacao brasileira, a palavra
geometria se faz presente na BNCC. Cumpre salientar, inclusive, que a Geometria
também esta consideravelmente contemplada no “Referencial curricular nacional
para a educacéo infantil” (BRASIL, 1998), nos Parametros Curriculares Nacionais
da Matematica para o Ensino Fundamental (BRASIL, 1997) e para o Ensino Médio
(BRASIL, [1999]), especialmente no documento intitulado “PCN Ensino Médio +:
orientacdes educacionais complementares aos Parametros Curriculares Nacionais:
Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias” (BRASIL, [2002]).

Na terceira versdao da BNCC, o vocabulo “geometria” € mencionado 50 vezes.
As variacoes “geométrica(s)” aparecem nesse documento 55 vezes e as variacoes
“‘geométrico(s)”, 17 vezes. Como pode-se observar, as questbes vinculadas a
Geometriaganhamumagrande importanciana BNCC, onde, além de ser considerada
um campo da Matematica, esta explicitamente presente no campo de experiéncias
“Espacos, tempos, quantidades, relagdes e transformacdes” da Educacéo Infantil
— quando é mencionado o “reconhecimento de formas geométricas” (BRASIL,
[2017], p. 43) — e é entendida como uma das cinco unidades tematicas da area da
Matematica do Ensino Fundamental.

Sobre a unidade tematica Geometria, a BNCC para a etapa do Ensino
Fundamental afirma que “estudar posicao e deslocamentos no espaco, formas
e relagdes entre elementos de figuras planas e espaciais pode desenvolver o
pensamento geométrico dos alunos” (BRASIL, [2017], p. 271). Por sua vez, no texto
da BNCC do Ensino Médio, o radical “geom-” esta presente 23 vezes. A Geometria
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€ explicitamente mencionada nos textos explicativos dos seguintes pares de ideias
fundamentais: “Certeza e incerteza”, “Movimento e posicao” e “Relagdes e inter-
relacdes” (BRASIL, [2018]). Também, de acordo com esse documento, sdo, entre
outras, competéncias especificas de Matematica e suas tecnologias para o Ensino
Médio:
3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus
campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade
e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver problemas em

diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacéo
das solugdes propostas, de modo a construir argumentagao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional
etc.), na busca de solugdo e comunicacao de resultados de problemas, de modo
a favorecer a construcéo e o desenvolvimento do raciocinio matematico (BRASIL,

[2018], p. 5283, grifos nossos).
Sobre o topico especifico do ensino das transformag¢des geométricas, a BNCC
Ihe atribui um carater “funcional”, afirmando que deve estar presente no Ensino
Fundamental, sobretudo ao que diz respeito ao estudo das simetrias, o qual “deve
ser iniciado por meio da manipulagdo de representagdes de figuras geométricas
planas em quadriculados ou no plano cartesiano, e com recurso de softwares de

geometria dinamica” (BRASIL, [2017], p. 271 e 272). Esse topico esta explicitamente

mencionado na BNCC conforme o quadro a seguir:

Ano

Objetos de conhecimento

Habilidades

7° ano

Transformagbes geométricas
de poligonos no plano
cartesiano: multiplicacéo

das coordenadas por um
namero inteiro e obtencéo
de simétricos em relagéo aos
eixos e a origem

(EFO7MA19) Realizar transformacgdes de poligonos
representados no plano cartesiano, decorrentes da
multiplicagéo das coordenadas de seus vértices por
um numero inteiro.

(EFO7MAZ20) Reconhecer e representar, no plano
cartesiano, o simétrico de figuras em relacao aos
eixos e a origem.

7° ano

Simetrias de translagéo,
rotacéo e reflexéo

(EFO7MA21) Reconhecer e construir figuras obtidas
por simetrias de translagao, rotacao e reflexao,
usando instrumentos de desenho ou softwares

de geometria dindmica e vincular esse estudo a
representacdes planas de obras de arte, elementos
arquiteténicos, entre outros.

8° ano

Transformagbes geométricas:

simetrias de translagéo,
reflex@o e rotacéo

(EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas
por composicdes de transformacdes geométricas
(translagao, reflexdo e rotacao), com o uso de
instrumentos de desenho ou de softwares de
geometria dindmica.

Quadro 1 — Habilidades da area de Matematica — Unidade tematica “Geometria”

Fonte: Brasil ([2017], p. 308 e 308; p. 314 e 315).

Com relacdo a BNCC do Ensino Médio, as transformagdes geométricas
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aparecem no par de ideias fundamentais intitulado “Movimento e posicao”, o qual
contempla as “transformacdes geométricas isométricas (qQue preservam as medidas)
e homotéticas (que preservam as formas)”, e no par denominado “Relacdes e
inter-relagdes”, que inclui “os movimentos de figuras, como as reflexdes em retas,
rotacOes e translagdes, [que] podem ser expressos por funcdes, em trabalhos no
plano cartesiano, por exemplo” (BRASIL, [2018], p. 521). Também estao relacionadas
a seguinte habilidade vinculada a Competéncia Especifica 1: “(EM13MAT105)
Utilizar as nocdes de transformagdes isométricas (translacéo, reflexdo, rotacao
e composicdes destas) e transformacdes homotéticas para analisar diferentes
produg¢des humanas como construcdes civis, obras de arte, entre outras” (BRASIL,
[2018], p. 525).
Ainda relacionado a esse tépico, a BNCC do Ensino Médio menciona que

em relacdo ao pensamento geométrico, eles desenvolvem habilidades para
interpretar e representar a localizac&o e o deslocamento de uma figura no plano
cartesiano, identificar transformacdes isométricas e produzir ampliacbes e
reducdes de figuras. Além disso, séo solicitados a formular e resolver problemas
em contextos diversos, aplicando os conceitos de congruéncia e semelhanca
(BRASIL, [2018], p. 517).

Como se vé, o tépico sobre as transformacdes geométricas se faz presente
de forma explicita, tanto nos anos finais do Ensino Fundamental quanto no Ensino
Médio. Portanto, a busca por materiais didaticos que visem superar as estratégias
baseadas unicamente no pensamento abstrato se faz necessaria e se apresenta

como um desafio para os licenciados em Matematica.

41 TRANSFORMACOES GEOMETRICAS E O USO DOS BLOCOS DE MONTAR

Mabuchi (2000) apresenta umatrajetdria historica, epistemologica e mateméatica
das transformacbes geométricas, recuperando diversos nomes de pensadores que
contribuiram para o desenvolvimento desse topico, lembrando-se da forte relacéo
entre as artes e a Matematica, por exemplo, no Renascimento.

De forma geral, pode-se dizer que as transformag¢des geométricas dizem
respeito as transformacdes que, quando realizadas, a partir de uma forma geométrica
inicial, chega-se a outra forma geometricamente igual ou equivalente, podendo-se,
por exemplo, ser preservadas as medidas ou as formas. Translagoes, reflexdes,
rotacdes, ampliacdes e redugdes sdo exemplos de transformagcdes geométricas.

Constata-se que o ensino das transformacdes geométricas tem feito parte das
preocupacdes dos professores de Mateméatica. Silva (2017) apresenta o estado
da arte das transformagdes geométricas ou da geometria das transformacgdes no
Brasil, a partir de algumas das pesquisas de mestrado e doutorado mais recentes

que abordam esse tema.
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No que dizrespeito as abordagens que consideram o ensino das transformacdes
geométricas na Educacdo Basica, verifica-se a adocdo de diversos materiais
didaticos e estratégias pedagogicas, tais como o0 uso do Cabri-Géometre, do Cabri
3D e do GeoGebra. E dentro dessa mesma perspectiva que se vislumbra, neste
capitulo, o uso dos jogos de blocos de montar como material didatico.

Deve-se recuperar que 0s jogos de blocos de montar foram amplamente
explorados pela pedagogia construtivista de Montessori (BRAIDA et al., 2015) e
que, sejam eles de encaixe ou de sobrepor, sobretudo aqueles que possuem formas
volumétricas primarias ou simples, prestam-se muito para o ensino da Geometria.
Vele também mencionar que, em 1980, George Stiny publicou um artigo intitulado
“Gramaticas do Jardim de Infancia: projetando com os blocos de montar de Froebel”
(“Kindergarten Grammars: Designing with Froebel’s Buildings Gifts”), em que utilizou
os blocos de Froebel no estudo da Graméatica da Forma, evidenciando algumas das
potencialidades dos blocos de montar no estudo das transformacdes geométricas
(STINY, 1980).

Assim, €& dentro dessa perspectiva que se vislumbra a ado¢cédo dos blocos
de montar como recurso didatico, dentro de uma abordagem que privilegia a
utilizacao de materiais concretos, manipulaveis e ludicos nos processos de ensino
e aprendizagem da Geometria.

5| RESULTADOS E DISCUSSAO: O USO DOS BLOCOS DE MONTAR COMO
RECURSO DIDATICO PARA O ENSINO DAS TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS

Recorrentemente, as transformac¢des geométricas sdo ensinadas a partir da
manipulacaodefigurasplanas.AprépriaBNCCpropdequeoensinodastransformacdes
inicie por meio do trabalho com as figuras geométricas planas (BRASIL, [2017], p.
272). No entanto, para além da construcdo geométrica, utilizando-se instrumentos
de desenho a méo e computadores, devem ser empregados materiais concretos e
manipulaveis. E nesse sentido que os jogos se destacam como materiais didaticos
pertinentes, pois, além de serem manipulados pelos alunos, podem contribuir para
a construcao de um ambiente de ensino e aprendizagem ludico. O uso do Tangram,
entendido como material didatico manipulavel (SCOLARO, [s.d.]), por exemplo,
pode ser empregado para o estudo das transformacdes geométricas no plano.

No entanto, a utilizacdo de formas espaciais pode agregar um maior grau de
complexidade, além de contribuir para o desenvolvimento do pensamento espacial,
mais proximo da tridimensionalidade do mundo fisico. Portanto, os blocos de montar
do tipo LEGO podem ser empregados em sala de aula em exercicios que explorem
as transformacbes geométricas, associando-se formas volumétricas e o uso das
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cores nos processos de transformacé&o geométrica no espaco.

Com os jogos de blocos de montar, podem ser elaboradas composi¢cdes que
contemplem as translacoes, reflexdes, rotacdes, ampliacdes e redugdes (Figura 2).
Trabalhando em pares, por exemplo, pode-se solicitar que os alunos reproduzam
as composi¢des uns dos outros de forma espelhada, fazendo-os empiricamente
introjetar a nocao de simetria. Assim, a constru¢do do conhecimento te6rico pode

advir do exercicio pratico.

&

Figura 2 — Transformacg®es: reflexéo, rotacao, translacdo e ampliacao.

Fonte: Dos autores.

Ressalta-se que nao se tem a pretensado, neste capitulo, de apresentar um
rol de atividades possiveis. No entanto, o que se propde € a evidenciacdo dos
blocos de montar como recursos didaticos concretos e possiveis para o ensino das
transformacdes geométricas.

Vale recuperar a afirmacéo de Braida e Fonseca (2017):

A construcao do conhecimento por parte dos alunos se realiza na dialética entre a
pratica e ateoria, entre o saber individual e o coletivo, entre o concreto e o abstrato.
Assim, a proposicdo de materiais concretos se apresenta como uma via possivel
para se chegar a construcdo dos conceitos de forma plenamente introjetada.
Como se sabe, dificilmente um contetudo é assimilado se ndo for verdadeiramente
construido conciliando-se a abstragdo a experimentacdo empirico-material.

O uso dos blocos de montar como recurso didatico conecta os alunos ao
mundo real e palpavel. E com essa finalidade que os professores devem esforcar-
se para levar para as salas de aula diversos materiais, a partir dos quais se
explorem os conceitos matematicos e geométricos, ampliando as possibilidades
de um pensamento indutivo (da pratica para teoria) em oposi¢cado ao prevalecente
pensamento dedutivo (da teoria para a realidade).

Os jogos de blocos de montar podem ser entendidos também como materiais
manipulaveis. De acordo com Silva (2017, p. 37), “os materiais didaticos manipulaveis
podem ser ferramentas Uteis ao processo de ensino-aprendizagem de matematica”.
“De fato, os materiais podem tornar as aulas de Matematica mais dinamicas e

compreensiveis, uma vez que permitem a aproximacao entre a teoria matematica
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e a constatacéo na pratica, por meio da agcado manipulativa (SILVA, 2017, p. 37). De
acordo com Leandro, Barbosa e Oliveira (2016, p. 1), “os materiais manipulaveis
e concretos ganham relevancia, sobretudo, no ensino da geometria, que deve
basear-se na experimentagdo e na manipulagéo, privilegiando o desenvolvimento
da capacidade de visualizacao espacial’.

Deve-se também ponderar que os blocos de montar funcionam como jogos
ludicos, que facilitam a construcéo de um cenario de ensino-aprendizagem divertido.
Alguns autores, dentre os quais destacam-se Alves (2015), Burke (2015) e Huizinga
(2007), apontam para as qualidades que 0s jogos proporcionam no meio social.
Ja autores como Alexandre e Sabbatini (2013) e Volpato (2002) versam sobre o0s
beneficios dos jogos no contexto da Educacéo.

De acordo com o professor de Geometria Gildo Montenegro, “pode-se ensinar
por meio de jogo, a aula pode ser alegre e divertida e vocé pode aprender assim.
Por sinal, aprende mais” (MONTENEGRO, 2007, p.128). Também Santos (2014,
p.109), por exemplo, defende a utilizacdo dos jogos em contexto de ensino,
como ferramenta pedagogica e afirma que “... 0os jogos, o ludico e as brincadeiras
devem ser parceiros do professor, que deve valorizar os aspectos positivos que
atividades ludicas podem trazer aos alunos que participam delas”. Nesse sentido,
0s jogos (de montar), dentro de uma perspectiva construtivista, funcionam como
poderosos instrumentos pedagdgicos (MACEDO; PETTY; PASSOS, 2008), o qual
também pode estar a servico do ensino da Geometria e, mais especificamente, das

transformacbes geométricas.

6 | CONSIDERACOES FINAIS

Como foi recuperado neste capitulo, o ensino das transformacdes geométricas
esta previsto na BNCC, especialmente para os anos finais do Ensino Fundamental e
para o Ensino Médio. O conhecimento sobre esse conteudo da Geometria contribui
para o desenvolvimento de habilidades e competéncias relacionadas ao julgamento
estético, tdo requerido pelos campos das artes, do design, da arquitetura e das
engenharias, entre outros. Portanto, os professores devem esforgar-se para que,
de fato, sejam incorporados tais conhecimentos em suas disciplinas, sobretudo
propondo sequéncias didaticas ludicas e atividades que levem para a sala de aula
recursos didaticos diversificados.

E dentro desse contexto que os jogos de blocos de montar do tipo LEGO se
apresentam como material que pode ser empregado no ensino das transformacoes
geométricas que ultrapassem a exploracédo de figuras planas, mas que incorpore
formas volumétricas e o uso das cores. As possibilidades de uso dos jogos de
montar como materiais didaticos para o ensino da Geometria sdo inumeras. O

Prospeccao de Problemas e Solugcbes nas Ciéncias Matematicas Capitulo 4




que se buscou neste capitulo foi evidenciar os blocos de montar no contexto do
ensino das transformacdes geométricas, entendendo-os como materiais concretos
e manipulaveis.

Por fim, destaca-se que a manipulacéo dos jogos de montar aliada ao uso de
outros recursos didaticos e estratégias de ensino das transformacdes geométricas
pode fazer com que esse conteudo seja verdadeiramente introjetado pelos alunos,
fazendo com que o conhecimento geométrico seja construido a partir da interface
entre a pratica e a teoria.

7 1| OBSERVACOES/ RECONHECIMENTO
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RESUMO: No momento atual
curriculares tém sido objeto de estudo de

as reformas

muitos pesquisadores do campo educacional

que intentam compreender as funcbes
educativas dos conteldos escolares e também
0s processos de insercdo de novos métodos
didaticos para o desenvolvimento desses
conteudos nas instituicbes de ensino. Além
disso, o ensino do conteudo transformacdes
geométricas tém sido enfatizado pelos
educadores matematicos como um recurso

didatico importante para o desenvolvimento do
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ensino da Geometria, pois possibilita para os
alunos construir alguns conceitos geométricos
associados a congruéncia e a semelhanca
de figuras planas. As pesquisas referentes ao
ensino das disciplinas escolares nas reformas
educacionais motivam o0s pesquisadores a
realizar estudos no campo da cultura escolar
e dos estudos curriculares. No entanto, as
pesquisas bibliograficas que se inserem nesses
campos de estudos s&o limitadas e ndo podem
indicar para os estudiosos se as orientacdes dos
programas curriculares sao de fato introduzidas
as praticas docentes. Por meio desse trabalho
procuramos descrever as principais orientacoes
do curriculo de Portugal para o estudo das
transformagdes geométricas no Ensino Médio.
Os procedimentos metodolégicos adotados
em nosso estudo consistem na consulta do
programa curricular de matematica mais recente
de Portugal para o Ensino Médio e na analise
das orientacbes didaticas do curriculo para o
ensino das transformacdes. As indicacdes do
programa curricular de Portugal para o estudo
das transformacbes nos mostram que as
atividades de simetrias de reflex&o, de rotacao
e de translagcdo devem ser desenvolvidas pelos
professores do Ensino Médio, a fim de fazer
com que os estudantes possam estabelecer
relacbes entre a Algebra e a Geometria,
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além de compreender os conceitos de Geometria Projetiva. Esperamos que nosso
estudo possa incitar reflexdes dos educadores no que concerne a necessidade de
reformulac&o do ensino da Geometria via transformacades.

PALAVRAS-CHAVE: Transformagbes Geométricas. Reforma Curricular. Curriculo
Prescrito. Geometria. Ensino Médio.

TEACHING GEOMETRIC TRANSFORMATIONS IN SECONDARY EDUCATION:
PRINCIPLES OF THE PORTUGUESE MATHEMATICS CURRICULUM REFORM

ABSTRACT: At this present moment curricular reforms have been object of study
for many researchers from the educational field with the intent to understand the
educational functions of school contents and also the processes of integration of new
didactic methods to the development of such contents in the institutions of education.
In addition, the teaching of geometric transformations content has been emphasized
by mathematics educators as an important didactic resource for the development of
Geometry teaching, because it allows for the students to build some of geometric
concepts associated with congruence and similarity of plane figures. Researches
concerning by teaching of school subjects in educational reforms motivate researchers
to carry out studies in the field of school culture and of curriculum studies. However,
bibliographical researches that are inserted in these study areas are limited and
cannot indicate to researchers if curricular programs guidelines are in fact introduced
to teaching practices. Through this work we look for describing of the main curriculum
guidelines in Portugal for geometric transformations study in Secondary Education. The
methodological procedures adopted in our study consist in the consulation of the most
recent mathematics curricular program in Portugal on Secondary Education and on
the analysis of the teaching guidelines of this curriculum for the teaching of geometric
transformations. The indications of the curricular program in Portugal for the study
of the transformations indicate that the reflexion, rotation and translation symmetry
activities must be developed by secondary school teachers, in order to make students
establish relations between Algebra and Geometry, besides to understand concepts
of Projective Geometry. We hope that our paper might incite reflections of educators
regarding to the need to recast of Geometry teaching by transformations.
KEYWORDS: Geometric Transformations. Curricular Reform. Prescribed Curriculum.
Geometry. Secondary Education.

11 INTRODUCAO

O presente trabalho se insere na linha de Estudos relacionada a Formacgao
Docente. Esse estudo tem como finalidade descrever e analisar as indicacdes
metodoldgicas do atual programa curricular de Portugal para o Ensino Médio no que
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tange ao desenvolvimento do ensino das transformag¢des geométricas. Optamos
pela andlise da reforma curricular de Portugal devido aos recentes avangcos que
esse pais vem atingindo nas avaliacdes do PISA.

Nesse contexto, a fim de conduzirmos nossos procedimentos investigativos foi
consultado o curriculo prescrito intitulado “Aprendizagens Essenciais: articulacéo
com o perfil dos alunos” (2018) para o Ensino Médio, em especifico, no bloco de
conteudos das disciplinas Matematica A, Matematica B e Geometria Descritiva A.

Dessa forma, procuramos alicercar nossas convicgdes nas teorias de
Dominique Julia (2001) com relacdo ao campo da cultura escolar e nos principios de
Gimeno Sacristan (2013) e de Antbnio Vinao (2007) para debater as finalidades dos
curriculos escolares no campo educacional. Nossa expectativa é que esse trabalho
possa motivar reflexdes dos educadores a respeito da importancia da utilizacao de

novos procedimentos e de recursos didaticos no ensino da Geometria.

2 | FUNDAMENTACAO TEORICA

A cultura que se produz no contexto escolar e que contempla as praticas
educativas relacionadas aos processos de ensino e de aprendizagem, tem sido
atualmente investigada por estudiosos que intentam compreender o desenvolvimento
do campo educacional.

Em sua pesquisa, Julia (2001) salienta que essa cultura € constituida pelas
relacbes que sdo determinadas entre um conjunto de regulamentos e de praticas
educativas por meio dos quais 0s conhecimentos pertinentes ao ensino escolar sao
definidos.

[...] Para ser breve, poder-se-ia descrever a cultura como um conjunto de normas
que definem conhecimentos a ensinar e condutas a inculcar, € um conjunto de
praticas que permitem a transmissdo desses conhecimentos e a incorporacao
desses comportamentos [...] (JULIA, 2001, p. 10).
As disciplinas do contexto escolar se constituem como producdes especificas
das instituicbes de ensino que possibilitam aos pesquisadores analisar os

pressupostos dos sistemas educativos.

A andlise precedente remete-nos a um estudo daquilo que hoje se chama
disciplinas escolares: estas ndo s&o nem uma vulgarizagcdo nem uma adaptacao
das ciéncias de referéncia, mas um produto especifico da escola, que pde em
evidéncia o carater eminentemente criativo do sistema escolar [...] (JULIA, 2001,
p. 33).
Acultura escolar esta presente nas diversas fungcdes educativas das instituicoes
de ensino, as quais interagem de maneira efetiva na reestruturacéo do seu trabalho.
Portanto, as modificacdes dos programas curriculares pelas quais sao reformuladas

as disciplinas constituem-se por meio de novos pressupostos culturais do ensino
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escolar. (JULIA, 2001).

Em nossa pesquisa investigamos as finalidades pelas quais o ensino das
Transformacdes Geométricas é indicado pelo curriculo portugués de Matematica
do Ensino Médio, com o intuito de motivar reflexdes dos educadores com relacéo
a elaboracdo de novas reformas curriculares. Assim, procuramos fundamentar
nossas conviccdes no campo dos estudos curriculares, um campo de pesquisa
que possibilita aos pesquisadores compreender a dindmica de funcionamento do
contexto escolar, bem como os principios dos processos de ensino.

O curriculo contempla os preceitos do campo educacional, adequando o trabalho
pedagdgico ao contexto social no qual é concebido. As reformas curriculares sé&o
implementadas mediante principios sociopoliticos distintos, os quais determinam
as finalidades do campo disciplinar. Essas reformas motivam questionamentos nos
pesquisadores referentes as fungdes do contexto escolar no ensino dos conteudos.

Os curriculos escolares representam fontes de estudos imprescindiveis as
pesquisas referentes ao campo educacional. A analise dessas fontes possibilita aos
pesquisadores compreenderem a consolidagdo dos processos organizativos que
gerenciam as atividades do campo educacional, bem como o desenvolvimento do
ensino disciplinar. As disciplinas escolares constituem outra forma de investigar os
pressupostos dos programas curriculares que contemplam os sistemas educacionais.

Para Gimeno Sacristan (2013), os programas curriculares possuem dupla
fungdo no contexto escolar, sendo sistematizadores e unificadores dos processos de
ensino e de aprendizagem. Os curriculos determinam novas finalidades educativas
para as disciplinas escolares. Logo, esses documentos representam recursos que
promovem o controle externo do contexto escolar, no qual se constrdi uma cultura,
orientando o seu funcionamento e o seu ensino. E através dos curriculos que o0s
educadores podem planejar as atividades das disciplinas e determinar projetos
adequados para o aprimoramento dos processos de ensino.

Seja por bem ou por mal, o fato é que 0 ensino, a aprendizagem e seus respectivos
agentes e destinatarios — os professores e alunos — tornaram-se mais orientados
por um controle externo, uma vez que este determinou a organizagcdo da
totalidade do ensino por meio do estabelecimento de uma ordem sequenciada.
Um dos efeitos desse regramento foi o reforco da disting&o entre as disciplinas
e a determinacéo concreta dos contedudos que os professores deveriam cobrir,
bem como o refinamento dos métodos de ensino. Dessa maneira, o conceito de
curriculo delimitou as unidades ordenadas de conteldos e periodos que tém um
comeco e um fim, com um desenvolvimento entre esses limites, impondo uma
norma para a escolarizagdo. Ndo é permitido fazer qualquer coisa, fazer de uma
maneira qualquer ou fazé-la de modo variavel (SACRISTAN, 2013, p. 18).

Os contetdos de ensino constituem elementos culturais que possibilitam a
construcao dos conhecimentos na escola. No campo cultural ha diversos significados
para os elementos que alicercam o ensino. E através do processo de interatividade
desses elementos que se constr6i 0 conhecimento. Os programas curriculares
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nao sao documentos que definem ou organizam as realidades escolares, mas sao
recursos essenciais no campo educacional devido ao fato de possibilitarem nesse
campo a introducéo de principios culturais na construcdo do ensino. (SACRISTAN,
2013).

Segundo Sacristan (2013), os pressupostos das reformas curriculares sao
insuficientes para aprimorar o trabalho educacional se os educadores nao possuem
conhecimentos e habilidades para auxiliar os estudantes no desenvolvimento de
suas capacidades cognitivas de aprendizagem.

As diversas concepg¢oes dos educadores referentes as fungdes das reformas
curriculares nos sistemas educacionais atribuiram outras finalidades para o trabalho
pedagobgico no ensino das disciplinas, tal como a constru¢do de competéncias
relacionadas aos processos de aprendizagem.

Em seu trabalho Vifnao (2007) enfatiza que os sistemas educacionais se
desenvolvem por meio de um processo de interagcdo entre as diversas culturas
escolares e as reformas curriculares o qual define como “gramética escolar”. Por
meio dessa interac&o o contexto escolar passa a seguir um direcionamento no qual
se define, em conjunto com docentes e reformadores do curriculo suas fungdes
educacionais. Dessa maneira os sistemas educacionais, ao serem modificados,
alteram o funcionamento da escola.

Essas transformacdes podem se manter vigentes durante muitos anos quando
sao provenientes do contexto sécio-educativo ou podem ser instauradas de maneira
parcial nas escolas devido a uma necessidade de reestruturacdo curricular. Tais
mudancgas se desenvolvem nas escolas de forma integrada e ambas devem ser
analisadas pelos pesquisadores que analisam as relacdes entre os principios das
reformas curriculares e suas relacbes com a cultura escolar.

Os curriculos prescritos sao documentos que seguem uma cultura distinta
daquela que provém das praticas escolares. Trata-se da cultura das autoridades
reformadoras que visam estruturar os programas curriculares mediante aos seus
interesses administrativos.

Para Vifao (2007) as macroreformas, no momento em que s&o implantadas
promovem modificagcbes na cultura do contexto escolar. Os educadores, por
desconhecerem a cultura reformadora nédo conseguem compreender as prescricdes
dos curriculos e integra-las ao seu trabalho. Dessa forma as reformas sofrem
problemas em sua aplicacdo, seus pressupostos sdo muitas vezes ignorados
pelos professores que, por conta de sua inaptidao cultural, decidem seguir funcdes
burocraticas e diante desses fatos essas macroreformas se deparam com o

insucesso.
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As macroreformas estruturais e curriculares elaboradas desde a consolidagao
dos campos politico e administrativo modificam, pois, a cultura das instituicdes
escolares. Em plena supremacia, no geral elas se opdem — por sua caracteristica
e natureza omnicompreensiva — esta Ultima, assim como, de modo particular, a
cultura académica docente, todo 0 conjunto de crencas, mentalidades, praticas
de interacdo e de trabalho adquiridas no decurso do tempo, enraizadas e
transmitidas, mas ndo imutaveis, que passam de uma gerac¢do para outra, contra
as acOes dos professores diante de suas tarefas cotidianas, em suas aulas
ou fora delas no modo de conceber e aplicar no seu trabalho as prescricdes
e orientagdes administrativas. E dai que surgem os atrasos na aplicagédo das
reformas, a desvalorizacdo dos seus objetivos iniciais, sua substituicdo por
procedimentos formais burocraticos e por ultimo o evidente fracasso de todas
elas. (VINAO, 2007, p. 11, traduc&o do autor)

Em consequéncia das pressdes que os docentes sofrem para cumprir 0s
pressupostos dos curriculos e do desconhecimento de politicas educacionais eles
alegam nao haver disponibilidade de tempo adequado para discutir ou para seguir
as recomendacodes das reformas curriculares.

31 0 ENSINO SECUNDARIO EM PORTUGAL

O Ensino Secundario constitui um ciclo com duragéo de trés anos, sendo esse
ciclo equivalente ao Ensino Médio no Brasil. Esse nivel de ensino é destinado para
estudantes dos 15 aos 18 anos de idade. O nivel Secundario possui sete modalidades
de cursos especificos que sé&o os seguintes: cursos cientifico-humanisticos, cursos
profissionais, cursos cientifico-tecnologicos, cursos artisticos, cursos de teorias e
procedimentos de aprendizagem, cursos preparatérios para o ingresso no Ensino

Superior e também educacéo secundaria na modalidade de ensino recorrente.

41A REFORMA CURRICULAR DE PORTUGAL E O ENSINO DAS
TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS NO ENSINO MEDIO

Areforma educacional do Ensino Médio, intitulada “Aprendizagens Essenciais”,
foi instituida pelo Decreto n° 55/2018 de 6 de Julho, sendo implantada pelo primeiro
ministro Augusto Ernesto Santos Silva no ano de 2018. Trata-se de um documento
oficial que explicita para os educadores as finalidades do trabalho pedagogico
relacionado ao ensino das disciplinas escolares do Ensino Secundario.

Nessa reforma a matematica é concebida como uma parte indissociavel de
diferentes contextos culturais e que contribui para que os alunos possam escolher
com autonomia os campos profissionais em que pretendem atuar ao término
dos estudos secundarios, além de auxiliar os estudantes no desenvolvimento de
competéncias de aprendizagem para que eles possam se adaptar as diversas
transformacdes tecnoldgicas da atualidade. (PORTUGAL, 2018)
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O ensino de matematica também contribui no desenvolvimento de habilidades,
por parte dos alunos, relacionadas a comunicagao viabilizando a interpretacao, a
compreensao, a escolha, a integracédo e a avaliacdao de informacdes essenciais a
apreciacao de diversos campos do conhecimento. (PORTUGAL, 2018)

O estudo dos conceitos da matematica escolar pode auxiliar os estudantes a
compreenderem de maneira significativa as relacdes entre os elementos da natureza
e possibilitam a interpretacdo e a compreensao da realidade, fazendo com que os
alunos sejam capazes de intervir em diversas situagdes do contexto sociocultural.

Dessa maneira, o ensino de matematica no Secundario possui as seguintes

finalidades:

Usar a Matematica como instrumento de interpretag&o e intervengao no real.

Desenvolver as capacidades de formular e resolver problemas, de comunicar,
a percepcgao espacial e geométrica, assim como a memdaria, 0 rigor, o espirito
critico e a criatividade.

Contribuir para uma atitude positiva face a Matematica.

Capacitar para uma intervencéo social pelo estudo e compreensao de problemas
e situacBes da sociedade atual e bem assim pela discussdo de sistemas e
instancias de decisao que influenciam a vida dos cidad&os, contribuindo desse
modo na formacgao para uma cidadania ativa e participativa. (PORTUGAL, 2018,
p. 88)

Para verificar como se desenvolve o ensino das transformacées geométricas
no Ensino Secundario portugués analisamos a reforma curricular com relagcao aos
blocos de conteudos das seguintes disciplinas: Mateméatica A, Matematica B e
Geometria Descritiva A.

Adisciplina Matematica A é destinada para os cursos de Ciéncias e Tecnologia
e para os cursos de Ciéncias Econdmicas. Essa disciplina abrange os trés anos
do Ensino Secundario. Através dessa disciplina os alunos estudam Funcgdes
e Geometria Analitica no 1° ano, Funcdes, Estatistica e Geometria no 2° ano e
Funcbes, Numeros Complexos e Probabilidade no 3° ano.

No bloco de conteudos da disciplina Matematica A para o0 1° ano do Secundario
o estudo das transformacgdes esta presente no ensino de funcgdes. As indicagdes do
documento sugerem para o professor propor para os alunos representar, interpretar
e analisar os graficos de fung¢des reais no plano e suas propriedades geométricas,
bem como as representag¢des algébricas dessas fungdes, utilizando as diferentes

representacdes das funcdes em problemas de modelagem.
Reconhecer, representar e interpretar graficamente fungées reais de variavel

real e funcdes definidas por expressdes analiticas e usa-las na resolucdo de
problemas e em contextos de modelacéo;
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Reconhecer e interpretar as propriedades geométricas dos graficos de funcdes e
usa-las na resolucéo de problemas e em contextos de modelagem; (PORTUGAL,
2018 p. 95-96)

Em seguida, os alunos devem ser motivados a identificar e analisar a paridade
das fungdes reais e as simetrias presentes nos graficos de fung¢des pares e impares,
entre outras propriedades das fungdes, tais como monotonia, extremos relativos
e extremos absolutos para utilizar esses conceitos em problemas que envolvem

modelagem.

Reconhecer e interpretar a paridade; as simetrias dos graficos das funcdes pares
e das fungdes impares; os intervalos de monotonia de uma funcéo real de variavel
real; os extremos relativos e absolutos e usa-los na resolucéo de problemas e em
contextos de modelagem; (PORTUGAL, 2018, p. 96)

Depois disso, os alunos devem explorar as transformacodes de fungdes no plano
de maneira algébrica, por meio das modificacbes dos parédmetros das expressdes
que representam as funcoes.

Reconhecer e interpretar graficamente a relacdo entre o grafico de uma funcéo
e os graficos das fungdes a.f(x), f(b.x), f(x c) e f(x) d sendo a, b, ¢ e d numeros
reais, a € b ndo nulos e usa-las na resolucdo de problemas e em contextos de
modelagem; (PORTUGAL, 2018, p. 97)

Assim, os estudantes podem observar que os deslocamentos das funcdes no
plano s&o obtidos de acordo com as operacgdes algébricas realizadas. As reflexdes,
as rotacdes, as translacdes e as dilatacées dos graficos das fungées podem ser
melhor compreendidas pelos alunos quando eles conseguem transformar as funcoes
manipulando os coeficientes de suas expressdes analiticas.

No bloco da disciplina Matematica A para o 2° ano do Ensino Médio o curriculo
prescreve o ensino de Geometria com énfase no estudo de razdes trigonométricas
no circulo unitario, na resolugcao de equacdes trigonométricas, na construcéo de
angulos entre vetores, na determinacao de lugares geométricos, na utilizacdo de
equacOes vetoriais de retas e de equacgdes cartesianas de planos em diversos
contextos e na resolucédo de problemas que envolvam posicOes relativas entre
planos e retas.

Para o 3° ano o bloco de conteudos da disciplina Mateméatica A abrange o
ensino dos numeros complexos com énfase nas representagdes dos complexos no
plano e na exploracéo das propriedades geométricas dos complexos.

NUMEROS COMPLEXOS
[...] Representar geometricamente nimeros complexos [..]

[...] Explorar geometricamente as operacdes com nimeros complexos e resolver
problemas envolvendo as propriedades algébricas e geométricas dos numeros
complexos [...] (PORTUGAL, 2018, p. 105)
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A utilizac&o das transformacgdes geométricas € fundamental para desenvolver
nogcdes e conceitos relacionados ao ensino dos numeros complexos. Por meio do
estudo das transformacdes os alunos podem compreender a invariancia geométrica
entre as propriedades dos complexos, identificando e analisando as transformacgodes
de poligonos e de quadrilateros no plano complexo, as quais sao obtidas através de
operagdes entre complexos.

A disciplina Matematica B é destinada para os alunos dos cursos de Artes
Visuais e também é uma disciplina opcional para estudantes de outros cursos.
Essa disciplina abrange o 1° ano e o 2° ano do Ensino Secundario. Para o 1° ano
os conteudos curriculares da disciplina Matematica B estdo organizados em trés
blocos: Geometria, Funcdes e Estatistica.

Em Geometria o estudo das transformacgdes esta presente na exploragcdo de
padrdes geométricos do plano, isto €, na exploracdo de frisos que sdo padrbes
que se repetem de maneira indefinida e que apresentam simetrias de translacéo
com a mesma direcdo. Além disso, os alunos devem estudar as composicdes e
decomposi¢des de figuras geométricas no espaco e diversos problemas geométricos
de cunho historico.

GEOMETRIA

Resolver problemas de geometria no plano e no espacgo (alguns padrbes
geomeétricos planos (frisos),estudo de problemas de empacotamento, composicao
e decomposicao de figuras tridimensionais, um problema histérico e sua ligacao
com a Historia da Geometria). (PORTUGAL, 2018, p. 116)

Depois dessa etapa, o programa curricular prescreve o estudo das
transformacdes no bloco da disciplina Matematica B no ensino de fun¢des lineares
e quadraticas com o objetivo de capacitar os alunos a identificar e analisar, além
de outras propriedades, as simetrias das fungdes através de suas representacoes
graficas no plano. Os estudantes também devem estar aptos a analisar as
transformacdes da funcédo quadratica no plano por meio das modificagcdes dos
parametros dessa fungdo em sua representagao algébrica.

Reconhecer propriedades das fungdes e dos seus graficos, tanto a partir de um
grafico particular como usando calculadora grafica, nomeadamente dominio,
contradominio, pontos notaveis, monotonia, extremos e simetrias. Analisar e
compreender os efeitos das mudancas de parametros com particular incidéncia
nos graficos da familia das fungdes quadraticas. (PORTUGAL, 2018, p. 117)

Por meio das atividades de construcéo de graficos da fungdo quadratica os
alunos podem observar as transformacdes desses graficos no momento em que
eles modificam os pardmetros da funcéo na sua forma algébrica.

No estudo da translacdo da funcdo quadratica os estudantes devem ser
capazes de analisar a transformacéo dos graficos quando modificam os valores do
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parametro b ou do parametro c. Os alunos devem perceber que, quando os valores
do coeficiente b se alteram os gréaficos da funcéo sao transladados horizontalmente
em relacdo ao eixo x e quando os valores do parametro c se alteram os graficos séo
transladados verticalmente em relagdo ao eixoy.

Além disso, os alunos podem verificar que os graficos se deslocam no plano de
acordo com as unidades representadas pelos valores numéricos que os parametros
b ou ¢ assumem durante a aplicacao da transformacédo. Objetiva-se fazer com que
os alunos sejam capazes de concluir que os eixos de simetria dos graficos obtidos
por meio de translacéo vertical ndo se alteram, mas os eixos de simetria dos graficos
obtidos por meio de translacao horizontal sdo modificados.

Esse trabalho tem como finalidade fazer com que os alunos sejam capazes de
utilizar as transformacodes de fungdes em contextos de modelagem matematica, a
partir dos quais podem identificar e analisar determinados fendmenos fisicos e as
variagdes dos mesmos.

No ensino de fungcdo exponencial o estudo das transformagcdes geométricas
também estéa presente. As indica¢des do curriculo sugerem para o professor propor
para os alunos que identifiquem as relagdes entre as transformacgdes dos graficos de
uma determinada funcéo e as transformacgdes da familia de fungcdes exponenciais no
plano com o auxilio de tecnologias digitais, para que os alunos possam analisar as
propriedades geométricas dessas fungdes, bem como os padrdes e regularidades
obtidos através das transformacgdes dos seus graficos.

Usar a tecnologia para interpretar uma funcéo e esbocar o grafico em possiveis
mudancas dos parametros na familia de funcdes y a.b*. Descrever regularidades
e diferencas entre os padrdes lineares e exponenciais. (PORTUGAL, 2018, p. 125)

E importante que os alunos se familiarizem com as transformacdes de
diferentes tipos de fungcdes no plano e suas relagdes para compreender melhor
as principais caracteristicas dessas funcbes e utilizar suas transformacdes em
situacdes de aprendizagem que abrangem problemas de modelagem em diversos
campos do conhecimento.

A disciplina Geometria Descritiva A abrange o 1° ano e o 2° ano do Ensino
Secundario. Nessa disciplina é fundamental que os professores procurem fazer
com que os alunos desenvolvam habilidades de aprendizagem relacionadas
a visualizacdo e a percepcao espacial. Os contetdos dessa disciplina estéao
relacionados ao estudo da Geometria no Espago, com énfase no estudo dos
principais aspectos da Geometria Projetiva.

Para o 1° ano os conteudos da disciplina Geometria Descritiva A abrangem
o estudo de nogdes e conceitos da Geometria no espaco, no que se refere as
definicbes de ponto, reta e plano e no estudo das posi¢oes relativas de retas e de
planos no espaco. Além disso, os alunos devem estudar os conceitos da geometria
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projetiva, a fim de que sejam capazes de identificar os principais elementos que
caracterizam uma projecdo. A caracterizacdo das representacdes diédricas
pelos alunos é fundamental no estudo das propriedades geométricas dos solidos
tridimensionais e também das superficies conicas.

No bloco da disciplina Geometria Descritiva A o estudo das transformacdes
€ indicado pelo curriculo com a finalidade de capacitar o estudante a explorar as
transformacdes das projecbes de entes geométricos no espacgo. As indicacoes
do documento enfatizam para o professor explorar com os alunos as rotacdes de
pontos, retas e de planos de projecao. Os alunos devem ser capazes de aplicar o
teorema de Desargues para identificar os eixos de rotacdo das projecdes obtidas

por transformacéao.
Mudanca de Diedros de Projecéo

Mudanca de diedros de projecdo (casos que impliquem
apenas uma mudanga) para transformar as projegoes:

de um ponto;

de uma reta;

dos elementos definidores de um plano.
Rotacdes

Rotacdes (casos que impliguem apenas uma rotagao) para
proceder:

a rotagcédo de um ponto

a rotacao de uma reta

a rotacéo de um plano projetante:

ao rebatimento de planos de perfil

ao rebatimento de planos verticais

ao rebatimento de planos de topo.

[..] Identificar o eixo de rotag&o ou charneira do
rebatimento como eixo de afinidade, por aplicagao do

teorema de Desargues. (PORTUGAL, 2018, p. 143)

Para o 2° ano do Secundéario o estudo da transformagcao geométrica rotacéo é
prescrito pelo curriculo no bloco da disciplina Geometria Descritiva Acom a finalidade
de fazer com que os alunos sejam capazes de transformar entes geométricos
contidos em planos nao projetantes. Nesse estudo enfatiza-se a composicédo de
rotacdes, o que também pode ser utilizado pelos estudantes para produzir simetrias
de reflexdo em pontos, retas e figuras contidas em um plano que nao possui
propriedades geométricas de projecao.

Ja no ensino de geometria projetiva as transformacdes séo utilizadas com
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o intuito de habilitar os estudantes a identificar as principais caracteristicas e
propriedades dos elementos geométricos que constituem planos bidimensionais e

tridimensionais.

51 CONSIDERACOES FINAIS

Por meio da analise das prescri¢des da reforma curricular de Portugal para
o Ensino Médio, podemos notar que o estudo das transformacdes geométricas foi
prescrito pelo curriculo com o objetivo de fazer com que os alunos possam identificar
e analisar, de forma minuciosa, as propriedades das curvas representadas no plano,
bem como para desenvolver 0 seu pensamento geométrico através da exploragao
das aplica¢6es das transformacgdes de pontos, de retas e de planos de projecédo em
contextos diversificados.

No estudo das curvas no plano o curriculo do Secundario enfatiza o aspecto
funcional das transformacbes. Os estudantes devem realizar transformacgdes de
retas, pardbolas, curvas exponenciais, logaritmicas e trigopnométricas de maneira
algébrica.

Na abordagem de geometria projetiva o curriculo prescreve o estudo das
transformacdes a fim de fazer com que os alunos possam identificar as principais
caracteristicas do plano projetivo.

Muito embora a analise dos pressupostos do curriculo de Portugal para o
ensino das transformacgdes geométricas nas escolas secundarias tenha explicitado
as intencbes dos reformadores do curriculo em promover um ensino diferenciado
dos conceitos de Geometria e de Algebra, ndo se pode afirmar que o ensino das
transformacdes tenha sido adotado pela cultura dos professores e integrado ao
ensino escolar, devido as divergéncias culturais existentes entre os docentes e os
legisladores que elaboram os programas curriculares seguindo os principios das
politicas publicas.

REFERENCIAS

JULIA, D. A cultura escolar como objeto historico. Historia da Educacdo, Campinas/SP, n. 1, p. 10-
47, jun. 2001.

PORTUGAL. Ministério da Educacao. Aprendizagens essenciais: Articulacdo com o perfil dos
alunos. Lisboa, p.75-167, jul. 2018.

SACRISTAN, J. G. Saberes e incertezas sobre o curriculo. Porto Alegre: Penso, 2013.

VINAO, A. Culturas escolares y reformas (sobre la natureza histérica de los sistemas e
instituciones educativas). Historia de la educacién, Mdrcia, v. 9, n. 13, p.1-25, set. 2007.

Prospecc¢ao de Problemas e Solugdes nas Ciéncias Matematicas Capitulo 5




CAPITULO 6

ALGUMAS DISCUSSOES SOBRE O TEOREMA DE
LAGRANGE E OS TEOREMAS DE SYLOW

Data de aceite: 23/03/2020
Data da submissdo: 02/01/2020.

Adina Veronica Remor
Universidade Tecnolégica Federal do Parana

Toledo- Parana
http://lattes.cnpq.br/0248330031742746

Wilian Francisco de Araujo
Universidade Tecnolégica Federal do Parana

Toledo- Paranéa
http://lattes.cnpq.br/7249767497977388

RESUMO: O presente artigo tem como objetivo
apresentar o estudo que foi desenvolvido no
PICME - Programa de Iniciacdo Cientifica e
Mestrado, na areade Algebra - Teoria de Grupos,
sob orientagéo do professor Wilian Francisco de
Araujo. Apds estudar varios topicos referentes
a Teoria de Grupos, que serdo apresentados
neste trabalho, alguns questionamentos
surgiram. Sabemos, pelo Teorema de Lagrange,
que a ordem de um subgrupo sempre divide
a ordem do grupo. Mas dado um numero que
divide a ordem do grupo, nem sempre existe
um subgrupo com esta ordem. Entdo, sera
que é possivel determinar em quais casos é
possivel garantir a existéncia de subgrupos

com uma dada ordem? Assim apresentamos
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neste trabalho os Teoremas de Sylow, cujos
resultados estdo préximos de responder o
guestionamento acima e, além disso, fornecem
outras caracteristicas importantes a respeito do
grupo e seus subgrupos.
PALAVRAS-CHAVE:

Teorema de Lagrange; Teoremas de Sylow.

Teoria de grupos;

SOME DISCUSSIONS ABOUT LAGRANGE’S
THEOREM AND SYLOW’S THEOREMS

ABSTRACT: This article aims to present the
study that was developed PICME- Scientific
Initiation Program and Master’s degree, in
the area of Algebra- Group Theory, under the
orientation of professor Wilian Francisco de
Araujo. After the study of various topics about
Group Theory, which will be presented in this
paper, some questions appeared. We know
from Lagrange’s Theorem that the order of a
subgroup always divides the order of the group.
However given a number that divides the group
order, there is not always a subgroup with this
order. So, is it possible to determine in which
cases it is possible to ensure the existence
of subgroups with a given order? Thus, we
present in this paper the Sylow’s Theorems,
which results are close to answering the above
question, and furthermore they provide other

Capitulo 6



http://lattes.cnpq.br/0248330031742746
http://lattes.cnpq.br/7249767497977388

important characteristics about the group and its subgroups.
KEYWORDS: Group Theory; Lagrange’s Theorem; Sylow’s Theorems.

11 INTRODUCAO

A Teoria de Grupos é uma das ferramentas mais utilizadas na linguagem
moderna. Podemos encontrar tal teoria presente em iniUmeras areas, como teoria
quéntica de campos, as estruturas atbmicas e, em particular, cristalografia, além
da algebra abstrata, onde esse conceito € fundamental para o estudo das demais
estruturas algébricas, como anéis, corpos e espacos vetoriais, que séo construidos
a partir do conceito de grupo.

A Teoria de Grupos teve origem por meio das ideias do matematico francés
Evariste Galois (1811-1832), a partir da tentativa de resolver equacgdes algébricas
de grau maior ou igual a 5 por meio de radicais. Mas ao longo do tempo outros
matematicos renomados contribuiram nessa area, como o suico Leonard Euler
(1707-1783), o alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), o francés Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) e o britanico Arthur Cayley (1821-1895), que foi o primeiro
a introduzir o conceito de grupo como conhecemos hoje. Atualmente a Teoria de
Grupos esta dividida em diversas subareas, no qual varios problemas tém sido
atacados e solucionados, destacando o nome de muitos outros matematicos e
fisicos.

Neste trabalho apresentaremos alguns conceitos primordiais da Teoria de
Grupos, bem como buscaremos investigar a validade da reciproca do Teorema de
Lagrange, no qual dado um numero que divide a ordem do grupo, € possivel garantir
a existéncia de subgrupos com esta ordem. Para tal, demonstraremos os Teoremas
de Sylow, que além de responderem parcialmente a questao acima, fornecem outras

informacgdes importantes a respeito dos grupos e subgrupos.

2| METODOLOGIA

O presente trabalho possui cunho bibliografico, dessa forma foi realizado um
estudo utilizando-se principalmente os livros Algebra moderna, cujos autores séo
Hygino H. Domingues e Gelson lezzi, publicado em 2003, e Elementos de Algebra
de autoria de Arnaldo Garcia e Yves lequain, publicado em 2013. Foram estudados
varios topicos presentes nesses livros. Os mais pertinentes para nosso trabalho
serdo aqui apresentados, mas para quem possui interesse em se aprofundar
nesta area ou conhecer um pouco mais sobre a Teoria de Grupos recomenda-se
fortemente uma leitura desses materiais.
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3| DESENVOLVIMENTO

Nesta subsecao apresenta-se algumas definicdes e teoremas importantes para
o desenvolvimento da Teoria de Grupos. Algumas demonstragdes serdao ocultadas
devido ao objetivo do nosso trabalho. Todas elas podem ser encontradas em Garcia
e lequain (2013) e Domingues e lezzi (2003).

Definicdo 3.1: Um sistema matematico constituido de um conjunto G, tal que
G = @, e uma operacéo (x,y) - x » y sobre G € chamado grupo se as seguintes
condi¢des sao satisfeitas:

« Associatividade (Propriedade 1): (a * b) * c =a * (b * ¢), quaisquer que sejam

a,b,c e G.
« Existéncia do elemento neutro (Propriedade 2): existe um elemento e € G tal
que a*e =e *a =a, qualquer que seja a e G.

+ Existéncia do simétrico (Propriedade 3): para todo a € G existe um elemento

a'eGtalqued'*a=ax+a'=e.

Podemos perceber que é possivel obter subconjuntos de G, que com a
operacao * definida em G satisfazem as mesmas propriedades elencadas acima.
Estes subconjuntos, com a operagao * sdo chamados subgrupos. Assim, podemos
escrever a seguinte definicao:

Definigdo 3.2: Seja (G,*) um grupo. Um subconjunto HE H,H = @ é dito subgrupo

se, com a operacao * satisfaz as seguintes propriedades:
 Fechado para a operagéo (Propriedade 0): h.xh,e H,V h,h,e H.

+ Associatividade (Propriedade 1):(h, *h,)  h,=h_ « (h,=h), Vh h_ h eH

17772

« Existéncia do elemento neutro (Propriedade 2): 3e Htalqueexh=h=+*e =
h, VheH.

« Existéncia do elemento simétrico (Propriedade 3): Para cada h € H, existe h'

€eH deformaqueh*h'=h'+h=¢e.

Além disso, alguns conjuntos possuem uma quantidade finita de elementos.
Neste caso, sdo chamados grupos finitos. Assim, o numero de elementos de G é
chamado ordem do grupo, eventualmente representada por o(G) ou IGl, e a tabua
da operacao * (que mostra como todos os elementos se relacionam) se denomina
tabua do grupo. Para cada elemento a de G também € possivel associar uma ordem,
que é o inteiroh>0talque a"=¢e e a'# e sempre que 0 <r < h. Por fim, se Vx,y €
G temos x *y =y * X, entdo o grupo € chamado grupo abeliano.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de grupos e subgrupos.

1. O conjunto dos numeros inteiros Z munido com a operac¢do + é subgrupo
do grupo dos numeros reais R munido com esta mesma operac¢do. Para
tal, basta verificar que todas as propriedades exigidas pela definicdo de
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subgrupo sao satisfeitas.

2. Podemos determinar outro exemplo de grupo, que néo é tao trivial como o

acima. Assim, seja C um conjunto qualquer e defina o conjunto Bjj(C) = {f:

C - Cl f € uma bijecao}. Provaremos que Bij(c),°) € um grupo. Assim, sejam

f.9.h e Bij(C) e x e C. Temos: ((f g) o h) (x) = (f o g)(h(x)) = f (9(h(x))) =

J(@ e h)(x)=f° (geo h) (x). Logo a propriedade associativa € valida. Como

sabemos, a funcao identidade Id € bijetora, assim Id € Bij(C). Além disso, Vf

€ Bijj(C)tem-se f old=1Id o f = f, ou seja, Id & o elemento neutro de (Bijj (C),

o). E como toda fungao bijetora possui inversa, que também é bijetora, basta

tomar f' € Bij(C) tal que Vf € Bij(C), tem-se f o f'=f'f =Id, logo f'éo

elemento simétrico de f com relagdo a operagao o Assim (Bij(C), 9 é grupo.

Agora, tome C = {1,2,3,...,n} em que n = 1. Neste caso, o conjunto das

permutacdes de C sera representado por S_. Observe que para cada permutagao

dos elementos de C, se esta definindo uma funcéo bijetora que associa os elementos

1,2, ..., n a permutagdo que foi realizada. Assim, temos que (S, 9 € um grupo, cuja
ordem é n!

Por exemplo, vamos considerar n = 3, ou seja, tomaremos o grupo das
permutagdes S,. Os elementos desse grupo sdo as permutagdes: I/d, que é a
identidade; (12), que leva o elemento 1 em 2 e 0 elemento 2 em 1 e mantém o
elemento 3 fixo; (13) que leva o elemento 1 em 3 e vice-versa, fixando o elemento
2; (23) que leva o elemento 2 em 3 e vice-versa, fixando o elemento 1; (123) que
leva 1 em 2, 2em 3 e 3 em 1 e por fim a permutacédo (132) que leva 1 em 3,3
em 2 e 2 em 1. Estas sdo todas as possiveis permutacdes dos elementos 1, 2 e
3. Assim, obtemos que (S, ={ld,(12), (13), (23), (123), (132)}, 9 é grupo. Através
de composicdes entre essas permutacdes, que sao funcdes bijetoras, podemos
calcular a ordem de cada elemento, 0 seu elemento simétrico, o resultado de cada
possivel operacéo, etc.

A partir desta notacao definida para grupo de permutacdes, cada permutacao
(0,0,0,... @), onde a,, a,, ..., a_s&o inteiros distintos e 0 € S_ € uma permutagéo tal

que o(a,) =a,, o(a,) =0*a,) =q,, ..., 0(a ) =0""(a,) =a, o(a) =0'(a,) =a, e o(x) =

3
x paratodo x e C-{a,,a,, ..., a } se diz que ¢ & um r-ciclo. Se r = 2 entdo o é chamado
de transposi¢do. Assim, as permutagdes (12), (13) e (23) € S, sao transposigoes.
Dessa forma, podemos elencar uma proposicao muito importante apresentada por
Domingues e lezzi (2003):

Proposicdo 3.3: Toda permutacdo o € S, excecdo feita a permutagéo /d,
pode ser escrita univocamente (salvo a ordem dos fatores) como um produto de
transposicdes distintas.

A demonstracéo desse resultado néo sera feita neste trabalho, mas pode ser
encontrada em Domingues e lezzi (2003), p. 202.

Este resultado acima é muito importante para conhecermos um novo grupo: o
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grupo A .

Definicao 3.4: Uma permutacdo o € S  é chamada par ou impar conforme
possa ser expressa como um produto de um namero par ou impar de transposicoes.
O conjunto das permutagdes pares do S_ € indicado por A .

Proposigéao 3.5: Para todo n > 1 o conjunto A € subgrupo do S_ de ordem n;'

A demonstracao pode ser encontrada em Domingues e lezzi (2003), p. 206.

Classes laterais e Teorema de Lagrange

Nesta secao enunciaremos um conhecido teorema da Teoria de Grupos Finitos,
muito importante para o nosso trabalho e ponto inicial das discussées que serdo
realizadas posteriormente. Mas antes de enuncia-lo, introduziremos o conceito de
classes laterais, que é necessario para o Teorema de Lagrange.

Proposicdo 3.1.1: Seja (G, *) um grupo e H um subgrupo de G. A relagédo ~
definida sobre G por “y ~x se e somente se 3 h € Htal que y = x * h” € uma relacéao
de equivaléncia.

Mostraremos que ~ define uma relacdo de equivaléncia, ou seja, ~ satisfaz
as propriedades reflexiva, transitiva e simétrica.

Reflexiva: Observe que por H ser subgrupo de G, 3 e ¢ Htal que x = x * e.
Dessa forma x ~ x.

+ Transitiva: Sex~yey~zentdo dh, e He dh,e Htalquex=y+h ey=2z
«h,.Logoy=x+h".Portantoz+«h,=x+h" =z+h,»h =x=Xx=2z+(h,*
h,) =x~z,jaqueh,~h eH.

« Simétrica: Observe que se x ~y entdo 3 h € Htal que x =y * h. Assimy = x
= h''. Portanto y ~x.

Logo “y ~x se e somente se 3h € H tal que y = x » h” € uma relagcéo de
equivaléncia.

Por definicdo, a classe de equivaléncia de x € o conjunto {y € G | y ~x} = {x
= h | h € H}, que é denotada por xH e chamada de classe lateral a esquerda de H
em @G, que contém x, ja que a relacdo definida é de equivaléncia. Da mesma forma
podemos definir as classes laterais a direita de H em G, basta tomar a relacéo de
equivaléncia "y~x se e somente se 3he Htalquey =h *x". AssimHx={h+*xlhe
H}. Observe que em particular tem-se H = eH = He.
Definig:a&o 3.1.2: O conjunto das classes laterais de H em G sera denotado por
— .Assim E={C1H lae G}

Como a relagdo de equivaléncia cima determina uma particdo de G, temos

el o

aH =aH ou aij n aijH =@ sempre que i #i e assim, se G é finito, vamos tomar 0

. e . G,
o conjunto de todas as classes laterais distintas. O nUmero de elementos de 7 €
chamado de indice de H em G e é denotado por (G:H). Alem disso,G =a,HU a,H
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U..UaH.

Podemos observar certas relagdes entre as classes laterais, como a seguinte:

Proposicao 3.1.3: Todas as classes laterais de H em G tém a mesma
cardinalidade, que é igual a cardinalidade de H.

Demonstracdo: Domingues e lezzi (2003), p. 189.

O resultado acima é importante para a demonstracdo do Teorema de Lagrange,
que sera enunciada agora:

Teorema 3.1.4 (Teorema de Lagrange): Seja Hum subgrupo de um grupo finito
G . Entdo o(G) = o(H) - (G: H) e portanto o(H) | o(G).

Demonstracdo: Seja n o numero de classes laterais a esquerda distintas de H
em G. Assim, sabemos que n = (G:H) Considere o conjunto % ={a,H,a,H, ...,a H}.
Como a relacao de equivaléncia determina uma particao de G, sabemos que G =
aHUaHU..UaHeaHnaH= @ sempre que i #j (ja que todas as classes sdo
distintas). Mas, devido a proposi¢ao anterior, sabemos que todas as classes laterais
possuem a mesma cardinalidade, que € igual a de H. Logo G=aHUaHU ... U
a Hentédo o(G) = o(a1H) + o(a,H) + --- + o(a _H) o que implica que °(G) = o(H) + o
(H)... + o(H). Como o numero de classes distintas € n, obtemos o(G) = o(H) . n. Mas
n = (G:H); logo ¢(G) = o(H) - (G:H) e, portanto. o(H) | o(G).

Vamos mostrar um exemplo. Considere o grupo (S,,9 apresentado
anteriormente. Sabemos que S, ={ld, (12),(13),(23),(123),(132)}, portanto o(S,) =6
Ao calcular os subgrupos de S,, encontramos 0s seguintes exemplos:

«  Ha& um subgrupo de ordem 1, que é ({Id}o)

« Ha trés subgrupos de ordem 2, que sao ({Id,(12)}, 9, ({Id,(13)},2) e ({Id,
(23)},°)

+ Ha apenas um subgrupo de ordem 3 que € ({ld,(123), (132)},7).

* Ha um subgrupo de ordem 6 que € o proprio grupo (S,, 9 .

Esses sdo todos os subgrupos do grupo (S,, 9 Em todos os casos, temos que
a ordem do subgrupo divide a ordem do grupo.

Por fim, apresentaremos a seguinte definicdo, que também sera importante
para as discussoes a seguir.

Definigdo 3.1.5: Um subgrupo N de um grupo G é chamado subgrupo normal
se Vg € G se verifica a igualdade gN = Ng. Ou seja, a classe lateral a esquerda de
g em N é igual a classe lateral a direita de g em N,V g € G.

A notacao utilizada para subgrupo normal € N< G A fim de simplificar a
notacdo também denotaremos x * y = xy. A partir de agora também ocultaremos a
operagéo dos subgrupos relacionados ao (S,, 9, visto que sempre sera composi¢cao
de funcgdes.
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31 ESTUDO DE CASO

Apés estudar o Teorema de Lagrange, surgiu o seguinte questionamento: sera
que a reciproca do Teorema de Lagrange € valida? Ou seja, serd que sempre que
um numero dividir a ordem de um grupo G é possivel garantir que exista ao menos
um subgrupo com esta ordem? Assim, analisando alguns exemplos chegamos a
conclusdao que a resposta é nao, ou seja, nem sempre existem subgrupos para
um numero que divide a ordem de um grupo . Dessa forma, apresentaremos um
contraexemplo.

Considere o0 grupo . Sabemos que a ordem deste grupo é 4;! = 12. Assim, os
divisores de 12 sdo 1,2,3,4,6 e 12, logo se a reciproca do Teorema de Lagrange
fosse vélida, obteriamos ao menos um subgrupo para cada divisor acima. Em busca

de determinar todos os subgrupos, construimos a tabua do grupo A,

I o I 1 [ 12)(13) [ (13)(12) [ 92 | (12)(14) [ a9a3) [ (13)a4) [ (24)(23) [ (23)(29) [ (12)(39) [ (13)(29) [ (14)(23) |]
1 I (12)(13) [ (13)(12) [ a9)(12) | 12)(14) [ (14)(13) | (13)(14) [ (24)(23) | (23)(24) [ (12)(34) [ (13)(24) [ (14)(23)
(12)(13) (12)(13) | (13)(12) T (23)(24) | (14)(23) | (12)(34) | (12)(14) | (14)(13) | (13)(24) | (24)(23) | (14)(12) | (13)(14)
(13)(12) (13)(12) 1 (12)(13) | (13)(24) | (13)(14) | (24)(23) | (4)(23) | (12)(39) | (19)(12) | (14)(13) | (23)(24) | (12)(14)
(14)(12) (14)(12) [ (14)(13) | 14)(23) [ (12)(14) 1 (13)(24) | (23)(24) [ (13)(12) [ (12)(34) [ (13)(14) | (12)(13) [ (29)(23)
(12)(14) (12)(14) | (13)(24) | (24)(23) 1 (14)(12) | (12)(13) | (12)(34) | (14)(23) | (13)(19) | @3)(24) | (14)(13) | (13)(12)
(14)(13) (14)(13) | (14)(23) | (14)(12) | (12)(34) | (24)(23) | (13)(14) I (13)(24) | (12)(13) | (13)(12) | (12)(14) | (23)(24)
(13)(14) (13)(14) | (23)(24) | (12)(34) | (13)(12) | (13)(24) 1 (14)(13) | (12)(14) | (14)(23) | (14)(12) | (24)(23) | (12)(13)
(24)(23) (24)(23) | (12)(14) | (13)(24) | (14)(13) | (12)(34) | (14)(23) | (13)(12) | (23)(24) T (12)(13) | (13)(14) | (14)(12)
(23)(24) (23)(24) | (12)(34) | (13)(14) | (14)(23) | (12)(13) | (14)(12) | (13)(24) 1 (24)(23) | (12)(14) | (13)(12) | (14)(13)
(12)(34) (12)(34) | (13)(14) | (23)(24) | (29)(23) | (19(13) | (120149 | (12)(13) | (14)(12) | (13)(12) T (14)(23) | (13)(24)
(13)(24) (13)(24) | (24)(23) | (12)(14) | (13)(14) | (13)(12) | (23)(24) | (14)(12) | (12)(13) | (14)(13) | (14)(23) T (12)(34)
(14)(23) (14)(23) | (14)(12) | 14(3) | 12)(x3) | 23)(24) | (13)(12) | (24)(23) | (13)(14) | (12)(14) | (13)(24) | (12)(34) 1

Figura 1: Tabua do grupo A,

Fonte: Os autores.

Mas ao construir a tdbua, obtivemos os seguintes subgrupos:

{1d} {Id,(12)(14),(14)(12)}
{Id, (13)(24)} {Id,(13)(14),(14)(13)}
{Id, (12)(34)} {Id, (23)(24), (24)(23)}
{Id, (14)(23)} {Id,(12)(34),(13)(24), (14)(23)}
Ay

{Id,(12)(13),(13)(12)}

Observe que A, ndo possui subgrupo de ordem 6 , embora 6 | 12.

4 | RESULTADOS E DISCUSSOES

Apbs perceber que a reciproca do Teorema de Lagrange néo é valida, podemos
nos questionar: Sera possivel determinar em quais casos de fato ela € valida? Se
sim, como?

Assim, estudamos os Teoremas de Sylow, que respondem parcialmente o
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questionamento acima. Mas antes de enuncia-los, precisamos de algumas defini¢cées
que serado utilizadas na demonstracdo desses teoremas. Todas as definicdes e
teoremas desta secao podem ser encontrados em Garcia e lequain (2013).

Definicdo 5.1: Seja G um grupo. O centro de G, denotado por Z(G), é o
subconjunto Z(G) =x € G | xg = gx, V g € G). Sabemos que Z(G) € um subgrupo de
G.

Definigcdo 5.2: Seja G um grupo e C um conjunto. A aplicacéo p: G - P(C) é dita
uma representacao de G no grupo das permutacdes de C se p € um homomorfismo
de grupos.

Definicdo 5.3: Seja G um grupo e C um conjunto. Seja p:G -(C) uma
representacao de G e seja x € C.

A orbita de x é o conjunto D(x) ={p(g)(x) | g € G}.
O estabilizador de x € o conjunto de elementos de G que deixam o elemento
x fixo, isto &, E(x) ={g € G | p(g)(x) = x}. O estabilizador E(x) & subgrupo de
G.

Teorema 5.4: Seja p: G - P(C) uma representagao do grupo G no grupo de

permutacdes do conjunto C. Seja x € C. Entédo a aplicacédo ¢ € uma bijecéo:

Y: D(x) — {Classes laterais a esquerda de E(x) em G}
p(g)(x) + gE(x)

Em particular, no caso de G ser finito, temos #(D(x)) = (G:E(x)) e que #(D(x))
divide o (G).

Demonstracao: Ver Garcia e lequain (2013), p. 255.

Agora, considere um grupo G. Seja

I: G - P(G)
grl,: G-G
X+ gxg?!

Seja x € G. A drbita D(x) ={lg(x) | g € G} ={gxg"' | g € G} de um elemento x €
G nesta representacao por conjugacao se chama classe de conjugacéao de x, e se
denota CI (x). Os elementos de CI (x) se chamam conjugados de x € G.

Observe que temos Cl(x) = {x} se e somente gxg' =x, Vg e G. Assim x € Z(G).
O estabilizador E(x) ={ge Gl lg(x) =x} ={ge Gl gxg'=x}={ge G| gcomuta
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com x} de um elemento x € G nesta representacdo por conjugacao se chama o
centralizador de x, e se denota por Z(x).
Dessa forma, o teorema anterior nos da o(Cl(x)) = #{Conjugados de x em G}=
(G:Z(x)).
Naturalmente, o conjunto G é igual a unido disjunta das classes de
conjugagédo. Em cada classe escolhemos um representante x  Entdao temos
0(G) = X, 0(Cl(xy)), logo

0(G) =0(Z(G)) + Z 0(Cl(xy))
Xa€Z(G) (D

Essa igualdade se chama a equacéo das classes de conjugacgéo. Por fim, seja
G um grupo e C = {subgrupos de G}. Considere a aplicacéo:

I: G - P(C)
grlg: C-C
Hw gHg™

A 6rbita D(H) = {Ig(H) | gHg' | g € G} de um subgrupo H se chama a classe de
conjugacéo de H. Os elementos de D(H) se chamam os subgrupos conjugados de
H. Observe que D(H) = {H} se e somente se H<G.

O estabilizador E(H) ={g e G | Ig(H) =(H)} ={g e Gl gHg' =H} sechamao
normalizador de H em G e é denotado por Ng(H). Observe que Ng(H) € 0 maior
subgrupo de G no qual H é normal e também N _(H) se e somente se H < G. Aqui
temos #{conjugados de H em G} = (G:Ng(H)).

Estes conceitos introduzidos acima serao importantes para as demonstracoes
dos teoremas de Sylow. Mas antes de enunciar o primeiro Teorema de Sylow,
precisamos do seguinte lema:

Lema 5.5 (Cauchy): Seja G um grupo finito abeliano. Seja p um namero primo
que divide o(G). Entao existe x € G de ordem p.

Demonstracao: Ver Garcia e lequain (2013), p. 258.

Agora, apresentaremos o Primeiro Teorema de Sylow.

Teorema 5.6 (Primeiro Teorema de Sylow): Sejam p um numero primo e G
um grupo de ordem p™b, com (p,b) = 1. Entédo, para cada n, 0 = n < m existe um
subgrupo H de G tal que o(H) = p".

Demonstracao: A prova também sera feita por inducao sobre o(G). Se o(G) =
1 o resultado é valido. Se ¢(G)>1 entdo vamos supor que para todos os grupos de
ordem menor que ¢ (G) o teorema € valido. Assim, vamos mostrar que para o(G) o

teorema também vale.
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Agora, seja n um inteiro positivo tal que p" | ¢(G). Vamos dividir a demonstracao
em dois casos:

Caso 1: Se existir um subgrupo H de G tal que p" divida a ordem de H, pela
hip6tese de indugcédo sabemos que existe um subgrupo K de H de ordem p"
mas como H é subgrupo de G, concluimos que K & subgrupo de G e portan-
to o teorema esta sendo valido.

« Caso 2: Se nao existir um subgrupo H de G tal que p" divida a ordem de H,
vamos considerar a Equacéo (1) determinada anteriormente:

0(6) =0(Z(6)) + Z o(Cl(xa)) = 0(Z(6)) + Z (G:Z(xy))

Xa€Z(G) xa®Z(G)

Para cada x, & Z(G), temos Z(x,) & G, assim como supomos que n&o
existe um subgrupo H de G tal que p" divida o (H), concluimos que p" + o(Z(xa)) e
consequentemente p | (G:Z (xa)). Como p | o(G) obtemos que p | ¢ (Z(G)) Como
Z(G) é grupo abeliano, sabemos pelo Lema de Cauchy que existe a0 menos um
elemento x € Z(G) tal que x? = e. Como xeZ(G), x comuta com todos os elementos
de G e dessa forma sabemos que <x> é um subgrupo normal de G. Assim, podemos

G
considerar o grupo quociente ;< . Sabemos que o (i) < 0(G) e pelo Teorema

' X
de Lagrange p"~1|o (é_)) i(é}l(:fq)ue o(Xx*) = p e pn <I )o (G). Logo pela hipotese
de inducao sabemos que ) possui um sugqrupo K' tal que o (K') = p™'. Agora,
considere o homomorfismo canénico ¢: G — o © tome K = @'(K'). Entdo K é um
subgrupo de G e o(K) = o(ker @) - o(K') = o(<x*>) - o(K") =p . p™' = p".

O resultado acima nos fornece a resposta parcial que estdvamos procurando.
Assim, sempre que for dada a ordem de um grupo, saberemos em quais casos é
possivel determinar a existéncia de ao menos um subgrupo com esta ordem: basta
que a ordem do subgrupo dada seja uma poténcia de um primo p que divide a ordem
de G. Quando ela for a maior poténcia que divide a ordem de G, os subgrupos com
esta ordem recebem um nome especial:

Definicdo 5.7: Sejam G um grupo finito, p um numero primo e p™ a maior
poténcia de p que divide ¢(G). Os subgrupos de G que tém ordem p™ sao chamados
de p-subgrupos de Sylow.

Observe que se p € um numero primo que nao divide o(G)., entédo {e} € o Unico
p-subgrupo de Sylow.

Outra definicdo importante para os proximos resultados é:

Definicdo 5.8: Seja p um namero primo. Um grupo G no qual todo elemento
tem sua ordem igual a uma poténcia de p € chamado p-grupo.

Assim, os proximos Teoremas de Sylow vao além do questionamento que
possuiamos e nos fornecem outras informacdes muito interessantes que merecem
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ser estudadas. Dessa forma, vamos enunciar primeiramente um lema que sera
necessario e depois os demais Teoremas de Sylow:

Lema 5.9: Sejam G um grupo finito € p um numero primo. Sejam S um
p-subgrupo de Sylow de G e P um p-subgrupo qualquer de G. Entdo Pn N,(S) =P
nS.

Demonstracao: Ver Garcia e lequain (2013), p. 262.

Teorema 5.10 (Segundo Teorema de Sylow): Sejam G um grupo, p um namero
primo e n, 0 nimero de p-subgrupos de de Sylow de G. Entao:

a. Todos os p-subgrupos de Sylow sdo conjugados entre si. Em particular, um
p-subgrupo de Sylow S de G é normal em G se e somente se S é o Unico

p-subgrupo de Sylow de G. Neste caso S € um subgrupo caracteristico de
G.

b. Se P é um p-subgrupo de G, existe um p-subgrupo de Sylow S de G tal que
Pc.s

c. Se S éum p-subgrupo de Sylow, temos n_ = (G: N4(S))

Demonstracdo: Seja S um p-subgrupo de Sylow qualquer de G. Considere
a representacdo por conjugacéao p:G - P(D), onde D representa o conjunto dos
subgrupos de G Por definicdo, C = {conjugados de S} ={gSg"' | g € G} € a drbita de
S nesta representacdo. Assim, pelas equacdes ja estudadas anteriormente temos
°(C) = (G: N4(S))

Itens a) e b): Precisamos mostrar que se P é um p-subgrupo qualquer de G,
entao P esta contido em um conjugado de S em G. Assim, considere a representacao

I: P -P(C)

arl;: C-C

gSg~' » agSg~ta?!

Vamos tomar todas as orbitas distintas D,,D,, ...D, desta representagéo e para
cada orbita D, vamos escolher um representante S, = gSg™', em . Como C ¢ a érbita
de S na representagdo anterior, obtemos que ¢ (G) = Y&, o(D;) .Além disso,
pelo Teorema 5.4 temos ¢ (D)) = (P:E(S)) = (P:P n N4(S)) e pelo Lema 5.9, temos
(P: P 0 N(S)) = (P: P n S). Portanto, obtemos (C) = o %=1 (P: P N'S;) Das duas
expressdes obtidas para o (C) temos que (G: N4(S)) = K (P:PNS)

Cada parcela (P:P n §) éigual a 1 ou a um multiplo de p, pois P & um p-grupo.
Como S € um p-subgrupo de Sylow, sabemos que (G:S) ndo contém fator p , logo
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p néo divide (G: N4(S)), ja que 2 (S) | o (N4(S)). Consequentemente, existe i tal que
p n&o divide (P: P n §), assim (P: P n S) =1 e portanto P c .S,

Iltem c): Pelo item a), temos {p-subgrupos de Sylow} = {conjugados de S}.
Dessa forma concluimos que n = (G: N4(S)).

Apébs obter as informacgdes acima, temos condicbes de determinar algumas
caracteristicas do inteiro (G: N,(S)). Elas ndo véo caracteriza-lo, mas seréo
suficientes para localiza-lo em um conjunto pequeno de divisores da ¢ (G).

Teorema 5.11 (Terceiro Teorema de Sylow): Sejam p um numero primo e G um
grupo finito de ordem p™b, com (p,b) Seja n, o nimero de p-subgrupos de Sylow
de G. Entédo

* n, divide b;

e 1, =1 (modp).

Demonstracao: Ver Garcia e lequain (2013), p. 264.

Observe que os Teoremas de Sylow sdo muito importantes para garantir a
existéncia de determinados subgrupos, bem como fornecer outras informacdes
importantes a respeito dos elementos e até mesmo do grupo. Assim, apresentaremos
algumas discussodes a respeito dos Teoremas de Sylow utilizando exemplos.

Dessa forma, considere o grupo A,. Nés ja calculamos quais sdo seus
subgrupos para cada uma das seguintes ordens: sabemos que ha um subgrupo de
ordem 1 =2°=3° (que é {e}); subgrupos de ordem 2 =2', um subgrupo de ordem
4 = 22 e subgrupos de ordem 3 = 3'. A existéncia de tais subgrupos esta garantida
pelo Primeiro Teorema de Sylow.

Observe também que, ao calcularmos, por exemplo, 0 normalizador do
subgrupo H = (Id, (12)(13),(13)(12)} obtemos o proprio H. Como pelo Segundo
Teorema de Sylow, n, = (G: N4(S)) , entdao n3 = (A,: N,, (H)), o que implica que
ny = (A H) = % = 4 E, de fato ha 4 3-subgrupos de Sylow. Da mesma forma,
ao calcularmos N,,(K), onde K = {ld, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, obtemos N,,(K),
assim n2 = (G:N,(K)) implica que n2 = (A,:A,) = 1, e de fato, ha apenas um subgrupo
de ordem 4 = 22, que é o 2-subgrupo de Sylow de A, e pelo fato de ser Unico, é
normal emA,.

Também podemos ver outras aplicagcdes dos Teoremas de Sylow ainda neste
exemplo. Considere novamente H, que é um 3-subgrupo de Sylow. Sabemos que
todos os p-subgrupos de Sylow sdo conjugados entre si, assim, basta tomar g=
(12(14) por exemplo, e conseguiremos gerar o 3-subgrupo de Sylow J, onde J =
gHg' = {ld, (13)(14),(14)(13)}. Podemos ver também que todos os 2-grupos do
estdo contidos em K que é o 2-subgrupo de Sylow.

Observe que todas essas informacdes facilitam a compreenséo dos Teoremas
de Sylow. Mas neste caso, nés ja conheciamos a estrutura do grupo dado, como
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todos os elementos se relacionam, os subgrupos que ele possui, etc.

Porém, nem sempre teremos tais informacdes. Neste caso, os Teoremas de
Sylow sao ferramentas que nos auxiliam a compreender melhor a estrutura do
grupo. Por exemplo, considere um grupo G de ordem 56 = 23 . 7. Podemos mostrar
que G possui um subgrupo normal de ordem 7 ou um subgrupo normal de ordem 8.

Para isso, vamos calcular n,. Pelo Terceiro Teorema de Sylow, n_ | 2° = 8
logo n, =1,2,4 ou 8. Mas n, = 1mod(7), logo concluimos que n, =1 oun, = 8. No
primeiro caso, ja temos o desejado, visto que se ha apenas um 7-subgrupo de
Sylow, ele sera normal em G. Agora analisaremos o caso n, = 8. Assim, teremos
8 subgrupos distintos de ordem 7. Ao retirar o elemento neutro de cada subgrupo,
restam 8 - 6 = 48 elementos de ordem 7, pois 7 € primo, assim tais subgrupos séo
ciclicos e os elementos sédo geradores. Como haviam inicialmente 56 elementos
neste grupo, restam 56 - 48 = 8 elementos. Sabemos pelo Primeiro Teorema de
Sylow, que existe ao menos um subgrupo de ordem 23 = 8 neste grupo. Como
restaram exatamente 8 elementos, concluimos que G possui exatamente um
subgrupo de ordem 8, o 2-subgrupo de Sylow, que sera normal em G.

Agora, considere este outro exemplo. Seja G um grupo de ordem 380 =22 - 5
- 19. Através dos Teoremas de Sylow, podemos mostrar que G possui exatamente
um subgrupo de ordem 5 e um subgrupo normal de ordem 19. Assim, vamos iniciar
calculando n,. Pelo Terceiro Teorema de Sylow, sabemos que n, divide 2° - 19 =76,
logo n, = 1,2,4,19,38 ou 76. Mas n, = 1(mod5), logo concluimos que n, = 1ou n, =
76. Da mesma forma, vamos calcular n_, . Pelo Terceiro Teorema de Sylow, sabemos
que n,, divide 2 - 5 = 20, logo n,, = 1,2,4,5,10 ou 20. Mas n"® = 1 (mod19), assim
n,=1oun,=20. Queremos mostrarquen,=1en =1.

Pelo Primeiro Teorema de Sylow, a existéncia de ao menos um subgrupo
de cada ordem que divide a ordem do grupo esta garantida. Assim, sejam H um
subgrupo de G tal que o (H) =5 e K um subgrupo de G tal que (K) = 19. Podemos
concluir que ou n, =1 ou n , = 1 visto que se n, = 76, o0 grupo G possuiria 74 - 4
= 304 elementos de ordem 5, e se n,, = 20, G possuiria 20 - 18 = 360 elementos
de ordem 19, totalizando 304 + 360 = 664 elementos em G. Absurdo. Portanto, ou
H ou K sdo normais em G e assim podemos considerar o subgrupo HK. Como H
tem ordem 5, ele é ciclico, e da mesma forma, como K tem ordem 19, K também é
%i o(HK) =5'¥= 95.

Agora, aplicaremos o Terceiro Teorema de Sylow no grupo HK. Como o (HK)

ciclico. Logo H n K ={e}, e assim o (HK) =

=5+ 19, sabemos que n, | 19, logo n, =1 ou n, = 19. Mas n, = 1(mod5), logo
concluimos que n, = 1. Da mesma forma, n,, | 5, assimn,, =1 oun  =5. Mas n
= 1 (mod19) logo concluimos que n., = 1. Assim, HK contém apenas um subgrupo
de ordem 5, que necessariamente é H, e apenas um subgrupo de ordem 19 que
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necessariamente é K. Logo H € normal em HK, e assim HK ¢ N, (H) Dessa forma

o (HK) o (NG(H)) , o que implica pelo Teorema de Lagrange que (G:N(H)) = (G:HK)
0(G) 380 ]
oHK) — o5 — *concluimos que (G: Ni(H)) <4. Mas

pelo Segundo Teorema de Sylow,(G:N(H)) = n, logo n, = (G: N4(H)) = 4. Como

Como sabemos que (G: HK) =

inicialmente haviamos obtido que n, = 1 ou n, = 76, concluimos que n, = 1 Da
mesma forma, como K € normal em HK, sabemos que NK < N(K), logo ¢ (HK) < o
(N4(K)) e assim (G: N, (K)) = (G:HK). Mas, como n_, = (G:NG(K)), concluimos que
n_19=4, logo como haviamos obtido que n., = 1, ou n , = 20, concluimos que n.,
s6 pode ser 1. Assim G possui exatamente um subgrupo normal de ordem 5 e um
subgrupo normal de ordem 19.

41 CONSIDERACOES FINAIS

Apés realizar os estudos acima, bem como construir a tabua e verificar que de
fato o grupo A, ndo possui subgrupo de ordem 6, mas possui subgrupos proprios de
ordem 2,3 e 4, podemos perceber as aplicacdes dos Teoremas de Sylow, visto que
eles garantem a existéncia de determinados subgrupos (os p-subgrupos). Assim,
podemos concluir que os Teoremas de Sylow sdo muito importantes para a Teoria
de Grupos Finitos, pois além de garantir a existéncia de tais subgrupos, podem,
a partir desses subgrupos, determinar outras caracteristicas importantes sobre o
grupo, como normalidade, ordem dos elementos, quantidade de subgrupos, entre

outras.
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RESUMO: Este trabalho visa esclarecer a
relevancia matematica dos nUmeros imaginarios
e complexos. Por meio de uma analise dos
conjuntos de uma forma geral e pela historia
de seu desenvolvimento, sdo analisadas as
dificuldades historicas encontradas para o
estabelecimento definitivo de alguns desses
conjuntos, assim como do numero zero.
Posteriormente, chega-se por consequéncia ao
conjunto dos niumeros complexos que surgem
do estudo das raizes de fun¢des polinomiais em
que a raiz quadrada de nUmeros negativos sao
as unicas solugoes possiveis. Tais nUumeros sao
explicados buscando mostrar sua existéncia e
realidade, a despeito de sua pecha de irreais
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e irrelevantes. Finalmente, sao analisadas
algumas das propriedades dos numeros
complexos, sua aplicagcdo no plano complexo
e também sua representacao grafica para uma
funcdo quadratica sem raizes reais, desenhada
com suas raizes complexas.

PALAVRAS-CHAVE: Conjuntos
Numeros

NUMEricos;

Complexos; Plano Complexo;

Funcoes Polinomiais.

THE MATHEMATICAL RELEVANCE OF
IMAGINARY AND COMPLEX NUMBERS

ABSTRACT: This paper aims to clarify the

mathematical relevance of imaginary and
complex numbers. Through an analysis of the
numerical sets in general and the history of their
development, analyzing the historical difficulties
found for the definitive establishment of some
of these sets, as well as the number zero.
Subsequently, the study of the set of complex
numbers that arise from the study of the roots of
polynomial functions in which the square root of
negative numbers is the only possible solution.
Such numbers are explained in an attempt to
show their existence and reality, despite their
unreal and irrelevant streak. Finally, some of the
properties of complex numbers, their application

in the complex plane, and their graphical
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representation for a quadratic function without real roots, designed with their complex
roots, are analyzed.
KEYWORDS: Numerical sets; Complex numbers; Complex plane; Polynomial functions.

11 INTRODUCAO

Tendo em vista a melhor compreensao dos conjuntos numéricos, especialmente
dosconjuntosdosnumerosimaginarios e complexos, é precisoretrocedere esclarecer
0s conceitos relativos aos conjuntos existentes mais conhecidos, oferecendo um
historico de seu desenvolvimento e de sua importancia na algebra. Pelo exame
das propriedades de tais conjuntos, dos numeros inteiros, racionais, irracionais,
reais etc., e de suas relacbes algébricas é possivel um melhor entendimento do
surgimento e da importancia do conjunto dos numeros imaginarios e complexos.
Mesmo com seu surgimento histérico relacionado ao estudo das fun¢des polinomiais
gue exigem raizes ndo existentes no conjunto dos niUmeros reais, i.e., araiz quadrada
de numeros negativos, tais numeros foram por muito tempo desprezados por néao
terem uma nomenclatura apropriada e uma exemplificacdo mais clara. Assim,
a classica representacdo do conjunto dos numeros nédo-complexos por meio de
uma linha, em duas dimensdes, é suficiente para a compreenséo de tais nUmeros,
porém nao para os imaginarios e complexos. Tal limitacao grafica é eliminada pelo
estabelecimento do plano complexo que permite também a representacéo grafica
das func¢bes polinomiais e de suas raizes de forma completa. Portanto, partindo
desta ampliacdo necessaria para a representagdes dos conjuntos numéricos
por meio do plano complexo que completa a representacdo grafica das funcdes
polinomiais, sera possivel afastar a pecha, infundada, de que os nimeros complexos
e imaginarios nao existem, ou mesmo, que nao tém importancia ou relevancia no

estudo da Matematica.

21 0S CONJUNTOS NUMERICOS

Para assimilar o estudo dos numeros imaginarios e complexos, convém recuar
e analisar os conceitos basicos de conjunto numérico, o surgimento histérico dos
principais conjuntos e seu desenvolvimento, para entdo tratar dos imaginarios e
complexos.

Os conjuntos numéricos sao grupos de numeros com caracteristicas comuns.
Cada grupo tem caracteristicas especificas, porém ha grupos numéricos que contém
outros grupos. Cada grupo numérico tém sua histéria particular, cf. Figura 1.

O mais conhecido e antigo conjunto numérico representa os numeros naturais

nao nulos, que surgiu em tempo imemorial da necessidade de contagem dos povos
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primitivos. J& o aparecimento do zero como numero em si levou muitos séculos
para se desenvolver por ndo ter um conceito tangivel. O fato de ele nao fazer muito
sentido ldgico, quanto a operagdes de contagem simples, atrasou seu surgimento.
Ja o zero como notacgao posicional, por outro lado, surgiu possivelmente no XVIII
século a.C., com a civilizagdo Egipcia. Entretanto, 0 zero como niumero em si surgiu
possivelmente entre os anos 600 e 700 d.C., por meio das civilizacdes na india,
Pérsia e Camboja (KAPLAN, 2008).

Civilizacso H’:::J‘::’c‘:) d:ﬁmelf;s FragBes ::'s‘l’fl:r'g‘l’ Zero | Negativos | NOMEMOS | giyg e Nameros
Pré-historico | <3000BC | “ “l X X x X X - A
Egito Antigo 1740BC QCQ?%? v v b4 X B et
Babilonia 300BC {m v | VvV X X X | =5
Olmecas | 700-4008C | ——==2m 22 [ &/ v X X X R
w2 TEmAl V] X [ X | X | X [egse
cina | S [SOEM | V| V| X | V| X ey
o | 25 | TIVI | X | X | X | X | X | 1353
Camboja 700AD (G g v v v 4 X oo
india + Pérsia 10650(1\[) ' ( } 1‘ v v v v X e
Europa Medieval 145()000AD H m VH X X X X X i ; :.3
RenEal;:ﬁ?ista 1]7(3)82D 1,23 \/ \/ \/ \/ X Saao0123
EBaModema | >17004D | 1,2,3 | N | v |V | vV | V EN

Figura 1: Classificacéo das civilizagdes antigas até a era moderna quanto aos tipos numéricos
existentes e sua possivel data de surgimento

Fonte: Adaptado de apud Welch (2016).

O conjunto dos numeros inteiros, excluindo o zero, inclui o conjunto dos numeros
naturais. Ele surgiu posteriormente, encontrando resisténcia pela introdugcdo do
conceito de numeros negativos. Ao contar produtos, como laranjas, podemos ter o

seguinte exemplo representado na Figura 2:

Figura 2: Exemplo de operagéo que produz o conceito de numero inteiro negativo

Fonte: dos autores.

Subtraindo trés laranjas de um grupo de duas levaria ao “absurdo” l6gico de
“‘uma laranja negativa”. Tais conclusbes ambiguas geravam confusdo e fizeram
com que 0s numeros negativos fossem postos a margem por um longo periodo.
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Assim como demonstrado na figura 1, possivelmente a primeira civilizagao a utilizar
nameros negativos foi a Chinesa, entre os anos 200 a.C a 200 d.C.

Os numeros racionais, por sua vez, sdo mais antigos que o conjuntos dos
nameros inteiros negativos. Aquele conjunto também inclui os numeros inteiros e
naturais. Os racionais sdo os numeros que se formam pela razdo ou fracao de dois
inteiros, tal que o denominador seja diferente de zero. A divisdo de quantidades, i.e.,
as fracoes, foram de grande necessidade para o desenvolvimento civilizacional. Os
Egipcios, por exemplo, necessitavam dividir quantidade de graos, paes e cerveja,
que foram usados como o Unico meio de pagamento por séculos para este povo.
Assim também a construcéo civil néo seria possivel sem o0 uso de propor¢cdes em
suas medidas e calculos.

Os numeros irracionais, por outro lado, sdo numeros que nao podem ser
expressos por fracdes, tais como Sendo assim, por caracteristica propria, este
conjuntos esta separado do conjunto dos numeros racionais. O surgimento histérico
deste conjunto remete a Hipaso de Metaponto, um seguidor de Pitagoras, no século
V a.C.

Quanto aos numeros reais, este contém os numeros racionais e irracionais,
os inteiros incluindo o zero e os naturais. Assim, este conjunto contém todos os
conjuntos anteriores ja descritos. Assim, os conjuntos numéricos podem ser
representados graficamente por uma linha horizontal ou vertical, infinita de ambos
os lados, em que todos os numeros anteriormente tratados podem ser localizados

individualmente, ndo existindo espacos vazios, cf. Figura 3.

Figura 3: Linha que pode representar o conjunto dos nUmeros Reais

Fonte: Disponivel em: <http://www.ams.org/tex/type1-fonts.html> . Acessado em 29 de setembro de 2019.

Assim, observando também a figura 4, abaixo, 0os conjuntos numéricos sao
agrupamentos que mantém uma série de propriedades estruturais para cada
conjunto.
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Figura 4: Conjuntos numéricos excluindo os nUmeros imaginarios e complexos

Fonte: Adaptado de <https://www.quora.com/How-are-imaginary-numbers-useful>. Acessado em 29 de setembro
de 2019.

Logo uma questdo que pode ser levantada: tais conjuntos numéricos

representam todos os numeros existentes? Existe algum vazio a ser preenchido?

31 0S NUMEROS IMAGINARIOS E COMPLEXOS

Os numeros imaginarios sao todos que formam raizes quadradas de numeros
negativos. Os complexos séo aqueles que contém uma parte real e outra imaginaria.
Os numeros imaginarios tém forma geral: ai, e os numeros complexos: a + bi , em
quei=v-1 ea,beR.

Tal como os numeros inteiros e o zero foram desprezados por longo tempo por
ser considerada absurda e inutil a existéncia de quantidades negativas ou de um
namero que representa nada, os numeros imaginarios e complexos foram, e por
vezes sao, considerados aberracdes irreais, meros truques da matematica pura, o
gue nao é verdadeiro. A propria nomenclatura de tais conjuntos contribui para tais
conclusdes incorretas. Como escreveu o grande matematico Carl Friedrich Gauss,
(1777-1855):

O fato de esse assunto [numeros imaginarios] ter sido até agora cercado por
misteriosa obscuridade deve ser atribuido em grande parte a uma notagao
mal adaptada. Se, por exemplo, +1, -1 e a raiz quadrada de -1 tivessem sido
denominadas unidades diretas, inversas e laterais, em vez de positivas, negativas
e imaginarias (ou mesmo impossiveis), essa obscuridade estaria fora de questao
(KASTNER, 2015, p. 43, traducéo nossa).’

O nome dado ao conjunto dos numeros imaginarios e complexos, portanto,
pode ser considerado inadequado. Eles foram originalmente cunhados no século
XVII por René Descartes, (1596-1650), em sua obra La Géométrie, (DESCARTES,
1637), como termos depreciativos, por serem estes numeros considerados ficticios
ou impossiveis. Leonhard Euler, (1707-1783), foi o criador do simbolo i para

1. That this subject [imaginary numbers] has hitherto been surrounded by mysterious obscurity, is to be attributed
largely to an ill adapted notation. If, for example, +1, -1, and the square root of -1 had been called direct, inverse and
lateral units, instead of positive, negative and imaginary (or even impossible), such an obscurity would have been
out of the question (KASTNER, 2015, p. 43).
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representar V-1, (GIAQUINTA; MODICA, 2004). Nao obstante, foram Gerolamo
Cardano (1501-1576) e Rafael Bombelli (1526-1572) os grandes precursores do
estudo dos numeros imaginarios e complexos por meio da analise das raizes de
funcdes polinomiais, (BOMBELLI, 1629). Ainda assim, o uso de numeros imaginarios
s6 comecgou a ser amplamente aceita com a publicacéo do trabalho de Leonhard
Euler e Carl Friedrich Gauss e a descricdo dos numeros complexos como pontos
em um plano com a publicacédo de Caspar Wessel (1745-1818).

Agora analisando e respondendo a questéo levantada no ponto anterior, pela
perspectiva de que a linha que representou os numeros reais, na Figura 3, inclui
infinitos numeros, tanto negativos como positivos, inicialmente existe a tentacao de
responder que todos os numeros existentes estao, sim, representados ali. Porém,
com o surgimento de fungdes polinomiais que necessariamente ndo possuiam
raizes representaveis pelo conjunto dos numeros reais, juntamente com o Teorema
Fundamental da Algebra?, que estabelece que todo polinémio de grau n diferente
de zero, de variavel Unica, tem exatamente n nimero de raizes, verificou-se que os
nameros reais estavam de fato incompletos e que o infinito € um conceito matematico
muito mais amplo. Por conseguinte, a raiz quadrada de numeros negativos, base
para 0s numeros imaginarios e complexos, ainda que intuitivamente contraditéria,
efetivamente representa numeros verdadeiros, porém, que ndo se enquadravam

aos limites conceituais matematicos nos primordios de seu surgimento.

41 AS RAIZES DE FUNGCOES POLINOMIAIS E OS NUMEROS COMPLEXOS

Sera proveitoso para a compreensdo plena dos numeros imaginarios e
complexos uma breve analise das fun¢des polinomiais que propiciaram o surgimento
de tais numeros. Uma das propriedades mais importantes do estudo das fungcdes
Sa0 as suas raizes, ou seja, 0s pontos em que a fungao toca o eixo das abscissas.
Para encontra-las existem formulas matematica bem divulgadas, dependendo do
grau da fungdo. Por exemplo, para a funcdo quadratica, ax® + bx + ¢ = 0 , com

teremos:

—b +Vb? — 4ac ] —b c
= ,t + - = — = —
x 5a al que x; + x, p oU X1X2 a

2. Euler, Leonhard (1751), “Recherches sur les racines imaginaires des équations”, Histoire de ’Académie Royale
des Sciences et des Belles-Lettres de Berlin, Berlin, 5, pp. 222-288. & GAUSS, Carl Friedrich (1799), Demonstratio
nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel
secundi gradus resolvi posse, Helmstedt: C. G. Fleckeisen (tr. New proof of the theorem that every integral rational
algebraic function of one variable can be resolved into real factors of the first or second degree).
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E para as fungbes de terceiro grau, x, +a,Xx, +a,X +a, , teremos a seguinte
fébrmula inicialmente desenvolvida por Carnado:

_ 3ay— aj p o Ja10s — 27a; — 2a}
Q - 9 ’ - 54 ]

S=AR+VOIR, T = \R-VOIR

xl = S + T - -ﬁ-a‘l
2y = —3(S+T)— }a; + 3iV3(S—T)
|2 = —§S+T) - fa, - 3iV/3(S—T)
Xy + .’172‘}' Xy = —a,, X1%o + x2x3 + :t‘.'s:r,'l = d, x1m2x3 = -—-aa

Quanto as fung¢des de segundo grau, por serem parabolas, é possivel que
nunca toquem o eixo das abscissas, néo tendo raizes reais. No entanto, as de
terceiro grau sempre terdo pelo menos uma raiz real, pelo comportamento de seu
gréfico, cf. Figura 5. Com isso, Bombelli utilizou da caracteristica destas fung¢des
para, utilizando numeros imaginarios e 0 método de Cardano, conseguir o correto
resultado para a Unica raiz real da fungéo x® = 15x + 4, x, = 4, , demonstrando a
utilidade e importancia dos numeros imaginarios.

Tipos de Poténcia _ . . Descoberta
Equacio Forma Geral Aparéncia do Grafico Solucio Geral da Solucio
e 1 ar+b=0 — / \\ i = Imemoravel
a
, : VA —b =+ /b% — 4ac
Quadratica 2 ag” +hEte=0 / \ T = ~2000a.C
2a
Cibica 3 az® + bz’ + ez +d =0 f \ 3/d d? 3 s/d d? 3 Aprox:
N / \ = §+ Z_f_'_ 5— _—— 1500d.C
, WAL M
Quarto 4 az' 4 be® er? +drte=0 VALV 1 1540d.C
Grau ' \‘
Quinto 5 e et \;I Provado que ndo existe em 1824
Grau / \

Figura 5: As solugbes gerais das equacgbes polinomiais, com os dados de suas formas gerais, a
aparéncia de seus graficos, assim como a possivel data de sua descoberta.

Fonte: Adaptado de apud Welch (2016).

Nos remetendo novamente ao Teorema Fundamental da Algebra, ao contrério
do que é frequentemente ensinado no Ensino Médio, toda funcédo quadratica tem
necessariamente duas raizes, toda funcéo cubica tem trés raizes, etc., sem excec¢ao.
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Pelo pouco foco dado ao conteudo relativo a numeros imaginarios e complexos no
Ensino Médio, funcbes estudadas que contenham raizes com numeros imaginarios
ou complexos sao tratadas, de imediato, como raizes inexistentes, levando,
portanto, a uma contradicdo. Os alunos, pela definicdo dada de raiz de um fungéo,
sdo levados a se perguntar: Como fungdes, como por exemplo,x? + Ox + 1, que
nunca interceptam o eixo x, podem ter duas raizes? Tal pergunta demonstra que
a negligéncia do estudo dos numeros complexos e imaginarios cria uma lacuna
na compreensao das fungdes polinomiais, assim como suas potenciais aplicagdes.
Sem o conjunto dos numeros complexos é impossivel, de fato, representar ou
determinar as solu¢bes para todas as fungdes polinomiais, criando uma grande

vaziez no estudo das funcgdes.

51 O PLANO COMPLEXO

A solucéo para a representacdo de todas as raizes das func¢des deve-se a
criacao do plano complexo, que representa 0os numeros complexos graficamente,
lateralmente a linha dos numeros reais. Esta nova ferramenta matematica, o plano
complexo, tornou possivel o estudo completo das fungdes polinomiais. Como
foi citado na pagina 4 deste trabalho, (KASTNER, 2015), C. F. Gauss relata a
incoeréncia criada pela nomenclatura dos conjuntos imaginarios e complexos. Um
melhor nome para eles, como proposto por Gauss, seriam: Conjunto dos numeros
laterais, exatamente por causa do Plano Complexo, também conhecido como Plano
de Argand-Gauss ou Diagrama de Argand. Este plano possibilita a representacéo
grafica dos numeros complexos, estando estes numeros localizados ao lado da
linha dos numeros reais, cf. Figura 6.

NOMENCLATURA

PROPOSTA POR GAUSS NOMENCLATURA ATUAL

A Lateral Amaginario

< > - >
Inverso Direto Negativo Positivo

VY Lateral Yimaginario

Figura 6: Plano de Argand-Gauss ou Diagrama de Argand comparado com o atual

Fonte: dos autores.

Deste modo, os conjuntos numéricos ganham uma nova dimensao, completando
0s conjuntos numéricos e abrindo novas portas para o estudo da algebra. Neste
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plano os numeros imaginarios estdo localizados exatamente na linha vertical, ou
eixo y, chamado imaginario, e os numeros complexos sao a relagcéo entre o eixo
x, real, & y, imaginario. Na Figura 7 temos um exemplo de numero complexo, com

parte real e imaginaria.

AL
4i g:4+4i
3it
2t
l'_
12 3 4 R

Figura 7: llustracdo de numero complexo no plano complexo.

Fonte: Disponivel em: <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5d/Imaginarynumber2. PNG>.
Acessado em 29 de setembro de 2019.

J& que uma segunda dimensdo dos numeros é demonstrada pelo plano
complexo, e toda uma infinitude de novos numeros surgem dessa nova dimenséo,
nameros imaginarios e complexos, talvez uma terceira dimensdo possa ser
imaginada como possivel. Existiria algum namero que n&o poderia ser representado
nem pela linha dos numeros reais nem pelo plano complexo? O pensamento l6gico
para tais novos numeros seria, aparentemente, a raiz quadrada de um numero
imaginario negativo, x = V-1 . Entretanto, avaliando-a com o plano complexo, e com
coordenadas polares, chegamos a V-1=X=1<-45°ou E — Ei . Portanto, v-i

VZ V2. z 2
pode ser encontrada no plano complexo em —= — =, cf. Figura 8.
2 2
0.5if
| Reais
1 05 0 45c 05 1
JT,
-0-5i

Figura 8: Demonstra a existéncia do nimero complexo v-i no plano complexo, tendo por

= VZ_ NZ.
solugao — — i

Fonte: dos autores.
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Ou seja, outras dimensdes de numeros podem ser representados facilmente
com o uso de planos complexos. Ele permite que se visualize graficamente, como
foi dito no ponto anterior, as raizes das fung¢des polinomiais quando estas sao
imaginarias ou complexas. No entanto, para tal, &€ necessaria a utilizacao de quatro
dimensdes pela mescla do plano z(x,y) com o plano w(u,v). Ou seja, para , temos:

Plano-z

Figura 9: Grafico da fungdo com suas raizes imaginarias representadas graficamente.
Fonte: Adaptado de apud Welch (2016).

Com a ajuda da computacdo para o desenho de graficos, a realidade do
comportamento das fung¢des polinomiais, como no exemplo da Figura 9, de uma
funcdo quadratica, é levado a um nivel de profundidade muito maior, abrangendo
até mesmo outras dimensdes do comportamento destas funcdes.

6 | CONSIDERACOES FINAIS

Pela compreensdao do conjuntos numéricos existentes, juntamente com o
teorema fundamental da algebra e sua aplicacao nas fung¢des polinomiais com o
plano complexo, percebe-se que a nomenclatura dada aos conjuntos dos numeros
complexos e imaginarios levam a uma percepg¢éo incorreta da realidade de tais
numeros e de sua importancia para a matematica como um todo. Assim como 0s
nameros negativos, 0 numero zero e 0s numeros irracionais tiveram resisténcia
para serem aceitos, causando atrasos ao desenvolvimento da Matematica, nos
dias atuais também, os niUmeros imaginarios e complexos ainda tém uma aura de
numeros impossiveis ou irreais, limitando os horizontes da compreensao algébrica
e reduzindo drasticamente a representacao gréafica de diversas fungdes polinomiais
existentes.
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RESUMO: Neste trabalho sera realizado um
estudo sobre o crescimento populacional da
cidade de Tupassi/PR ao longo do tempo,
por meio da Modelagem Matematica. Serédo
utilizados o Modelo de Malthus e o Modelo de
Verhulst, ja existentes na literatura. O trabalho
se iniciou com o estudo dos modelos que serao
usados, e posteriormente a coleta de dados no
site oficial do Instituto Brasileiro de Geografia
(IBGE).
realizadas as simulagbes computacionais e

e Estatistica Em seguida foram

uma comparagao com os dados empiricos. Para
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TUPASSI/PR

a validacao dos resultados utilizou-se do erro
relativo e por meio dele pode-se concluir que o
modelo que mais se adequa ao crescimento em
questao é o modelo de Verhulst.
PALAVRAS-CHAVE: Modelos Matematicos;
Crescimento Populacional; Malthus; Verhulst.

MATHEMATICAL MODELING APPLIED TO
THE POPULATION GROWTH OF TUPASSI/
PR CITY

ABSTRACT: This work will be carried out a study
on the population growth of the city of Tupassi/
PR over time, by means of mathematical
modeling. Will be used the model of Malthus
and the model of the Verhulst, already existing
in the literature. The work began with the study
of models that will be used, and subsequently
the data collection on the official website of the
Brazilian Institute of Geography and Statistics
(IBGE). Then the computational simulations
were performed and a comparison with the
empirical data. For the validation of the results
used the relative error and through him we can
conclude that the model that best fits the growth
in question is the model of the Verhulst.
KEYWORDS: Mathematical Models; Population
Growth; Malthus; Verhulst.
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11 INTRODUCAO

A qualidade de vida tem sido uma preocupagao constante nas sociedades mais
contemporaneas, e um dos fatores preponderantes € o crescimento populacional.
De acordo com Oliveira (2014), a compreensao dos fendmenos naturais e as leis
que o delimitam tem sido causas persistentes na sociedade, buscando favorecer
a qualidade de vida do ser humano em seu meio social. Por isso, é de grande
importancia averiguar alternativas, as quais retratam melhorias no desenvolvimento
populacional e social. Visto que a populacdo € um elemento politico essencial que
caracteriza uma comunidade e que, consequentemente, tornam-se necessarios
compreender a fim de tornar possivel o planejamento econémico, social, cultural ou
politico.

Uma das alternativas para a previsdo de situagcbes que podem fazer parte
do nosso cotidiano € a Modelagem Matematica. Segundo Bassanezi (2002), “A
Modelagem Matemética consiste na arte de transformar problemas da realidade em
problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solugdes na linguagem do
mundo real”. Isto €, a Matematica e a realidade s&o conjuntos disjuntos que podem
ser levadas a interacdo por meio da Modelagem. Assim, utiliza-se a modelagem
como suporte para aplicacdes das definicoes, teoremas e propriedades, resultando
em modelos matematicos que contribuem para a estimativa de varios aspectos
de nosso cotidiano e mais especificamente para esse trabalho o de crescimento
populacional. Para tanto, serdo empregados esses modelos matematicos de Malthus

e de Vehuslt para estimar o crescimento populacional da cidade de Tupéassi.

2 | FUNDAMENTACAO TEORICA

Modelo de Malthus

De acordo com Henriques (2007), Thomas Robert Malthus, responsavel pela
criacdo do modelo malthusiano, nasceu dia 14 de Fevereiro de 1766 em Rookery,
falecendo dia 23 de Dezembro de 1834 em Bath. O crescimento da populacéo,
0s meios de subsisténcia e as causas da pobreza em plena Revolu¢do Industrial
sdo os problemas centrais analisados por ele. Ao criar este modelo, em 1798,
Malthus tinha em mente a preocupacao com a alta taxa de natalidade que estava
acontecendo, provocando assim um aumento significativo da populacdo, o que
consequentemente provocaria fome e miséria. Umas das solugdes que ele propde
para esse problema é a reducdo da taxa de natalidade por parte dos governantes
de cada pais. Considerando essas informacdes, o modelo de Malthus assume que a

taxa de variacéo da populacéo é diretamente proporcional ao tamanho da populacéo
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em um determinado instante de tempo. Para Malthus o modelo poderia ser utilizado
pelos governadores para ter uma ideia do comportamento da populagédo por um
periodo de até 20 anos.

Valeressaltar que, segundo Sodré (2007), o modelo de Malthus néo é apropriado
para descrever populagcdes humanas, mas este tipo de modelo é utilizado em muitas
outras situagdes, por ser um modelo do tipo exponencial.

Porém, segundo Pugens et al. (2012), este modelo é suficientemente simples
e valido, se o crescimento da populacao esta sujeito apenas as taxas de natalidade
e mortalidade, sem que sejam consideradas no modelo as taxa de migracéo.
Pensando nisto o modelo ndo considera os fatores inibidores, como por exemplo,
uma determinada bactéria que causa a morte de parte da populacéao.

Para o uso dessa modelagem devem-se considerar alguns aspectos, como
por exemplo,

Nao existem fatores inibidores;

+ A quantidade de individuos reprodutores sempre se mantém constante du-
rante o crescimento da populacao;

« Ataxa de natalidade e de mortalidade é sempre constante.

Considerando os aspectos apresentados, seja P(t) a quantidade de individuos
no instante t, n >0 o coeficiente de natalidade, e m > 0 o coeficiente de mortalidade.
O modelo pressupde que as taxas de natalidade de mortalidade sao proporcionais a
populacédo em determinado instante e é descrito pela equacéo de diferencas,

P(t+1)—P(t) =nP(t), (D
no caso de um crescimento, e pela equacgéo,

P(t+1)—P(t) = —mP(t), (2)
no caso de um decrescimento. Unificando as equacgdes (1) e (2),

P(t+1)—P(t) = (n—m)P(t), (3)

De acordo com o que foi descrito, tem-se que a taxa a de crescimento da
populacéo P (t) & sempre constante, e é obtida por meio da diferenca entre a taxa
de natalidade n e a taxa de mortalidade m, isto é,

a=—n—m
Tem-se,
P(t+1)—P(t) = aP(t) (4)
Resolvendo o modelo,
P(t+1) = aP(t) + P(t) (5)
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assim,

P(t+1)= P(t)(a+1) (6)
com condigao inicial P(0) = P,,.
Por inducéo tem-se,

P(1) = (1 + a)P(0);
P2)=(1+ a)P()= (1 + &)1 + &)P(0) = (1 + a)?P(0);

P(t) = (1 + a)P(t— 1j = =1 +a)P0)
(7)
Usando a condic¢é&o inicial,
P0+1:P0(a+1):> Plzpo(a+1) (8)
generalizando,
P, = Py(a+1)° €))
ou ainda,
P(t) — Poeln(a+1}t (10)

Portanto, conhecendo a populacdo emt =0 e o valor de t no instante desejado,
isto &€ P(0) = P, e P(t) = P, é possivel calcular a taxa demografica no instante,
fazendo,

Pt @t = cat1 = o= [P 11
Po_ a Po—cr a= P, (1D

Modelo de Verhulst

De acordo com Tavoni (2013), Pierre Francois Verhulst foi um matematico
belga que em 1838 introduziu a equacao de crescimento logistico onde a populagéo
devera crescer até um limite maximo sustentavel, isto é, ela tende a se estabilizar
num determinado valor. O modelo de Verhulst é, essencialmente, 0 modelo de
Malthus modificado, considerando que a variacdo de crescimento depende da
prépria populagdo em cada instante e satisfaz algumas propriedades.

Segundo Sodré (2007), a adequacgao ao modelo de Verhulst ja foi comprovada
para muitas espécies, em experiéncias de laboratério e também em modelos
populacionais estaveis.

ap

— = B(P)P (12)

dt

podendo ser reescrito como,
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p=r(%7) (13)

sendo, r=n-m, comr >0, n taxa de natalidade, m taxa de mortalidade e P_,
o valor de limite da populacgao, isto é, o valor que P estabiliza.

Os valores de n e m devem ser obtidos realizando uma média das taxas de
natalidade e mortalidade dos anos anteriores. O valor de P_, pode ser determinado
através da comparacéo entre a linearizagdo do Modelo de Verhust e o ajuste linear
dos dados reais pelo método dos minimos quadrados. Observa-se que o 3(P) tende
a zero quando o P tende a P__ . Substituindo (13) em (12) e considerando que P(0)
= P,, tem-se,

CerP(ZD) =P (1-1) =5 (14

P(0)=P0, ?">0

Deve-se observar que e, sdo ambas solucdes para a equacéo diferencial obtida
anteriormente. Agora, para encontrar as outras solugdes, considerando e tem-se,

dpP

P(1—50)

= rdt (15)

integrando ambos os membros da equacéo (15) obtém-se (16),

[— = [rdt (16)

PA—52)

utilizando o método de fragdes parciais se adquire,

dp
J’P(l_%) =In 1_% (17)
e
[rdt=7rt+c (18)
portanto, a equacao integral (16) fica na forma,
P(t
In l_ﬁﬁ =rt+c (19)
Peo
usando a condigao inicial ,P(0) = P,
P(0)
ln@ =r.0+4+c (20)
P P PyPoo
c=In|—p|=In —pogfpo = In —P;—Po (21)

logo,
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P(t)Peo
Poo—P(t)
PoPxo
=

In =7t (22)

aplicando as propriedades de logaritmo e isolando P(t) obtém-se,

_ PPy
P(t) = (Pso—Po)e—Tt+P, (23)
considerando , pode-se isolar o valor de ,
-1 Peo
r==1. [m (PO (pT - 1)) —In(P, — PU)‘ (24)

31 RESULTADOS E DISCUSSOES

Crescimento Populacional

De acordo com IBGE (2017), na época da coloniza¢ao, que ocorreu no século
XVI, a regiao de Tupassi era povoada por indios guaranis e possuia uma intensa
extracao de erva mate.

Em 30 de Janeiro de 1967 a pequena cidade do Oeste do Parana se tornou um
dos distritos do municipio de Assis Chateaubriand. Seu plebiscito ocorreu em 25 de
Novembro de 1979 pela lei n° 7270 de 27 de Dezembro de 1979. Porém, foi apenas
em 01 de Fevereiro de 1983 que a cidade se tornou municipio.

Tendo em vista a rapida criagcdo do municipio sua populagéo teve uma variagcéo
consideravel. Diante do fato de ter sido parte do municipio de Assis Chateaubriand,
a populacao inicial que era de 8829, por acdo de diversos fatores, sejam eles,
ambientais, habituais, naturais, financeiros e territoriais, foi decrescendo até o ano
de 2007.

Visto que os modelos visam a estimativa do crescimento, serdo utilizados os
dados a partir do ano de 2007, tendo em vista que o crescimento da populacao
comecgou neste ano.

Na Tabela 1 estdo os dados da populacéao referente aos respectivos anos
de pesquisa do IBGE. Serao utilizados os dados coletados para exemplificar dois
modelos estudados, sendo eles, o de Malthus e o de Verhulst.

Ano Populacao
2007 7755
2010 7997
2018 8128

Tabela 1: Senso da Populacdo de Tupéssi/PR
Fonte: IBGE
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Modelo de Malthus

Vale ressaltar que para Tavoni (2013), o modelo de Malthus ndo considera
a taxa de migracdo. Pensando nisto o modelo ndo considera os fatores inibidores,
como por exemplo, uma determinada bactéria que pode causar a morte de parte da
populacéo. Para aplicar o modelo de Malthus precisa-se encontrar o a ou seja,

Q= :ﬁ—;— (25)

Escolhemos P, = 7997 e P = 7755, deste modo,
37997

a = 0,0102955296 (27)

Descoberto o valor de a pode-se calcular segundo Malthus a populagdo nos
respectivos anos a partir do resultado,

P(t) — Poe]n(a+1)t (28)

Substituindo os valores, tem-se,

P(2010) — P(2007)eln(1+0,0102955296).3 (29)
P(2010) = 7755 . 60'0102428916'3 (30)
P(2010) — 7755 . 60,0307286749 (31)
P 2010y = 7755 .1,0312056739 (32)
P 2010) = 7997 (33)

P(2018) — P(2007)eln(1+0,0102955296).11 (34)
P(2018) = 7755 . 60,0102428916.11 (35)
P(2018) = 7755 . 80,1126718078 (36)
Pao1g) = 7755 . 1,1192645388 (37)
P 2015, = 8680 (38)

Modelo de Verhulst

Para a aplicacéo deste modelo se faz necessério realizar um ajuste de curva,
para isto dispde-se dos pontos da Tabela 2,
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Pn Pn+1

7755 7997

7997 8128

Tabela 2: Pontos de ajuste de curva
Fonte: Autores (2019).

Utilizando o método ajuste de curvas do software Excel, tem-se a reta a seguir,

f(x) = 0,541x + 3799 (39)

Tendo encontrado a reta que melhor se ajusta aos pontos acima, deve-se

considerar f (x) =x, ponto fixo (p_.),

x = 0,541x + 3799 (40)

X — 0,541x = 3799 (41)

x(1 — 0,541) = 3799 (42)
3799

=1 =054 (43)

x = 8277 (44)

Para encontrar o parametro r, foi utilizada a expressao encontrada na deducéao
do modelo de Verhulst, assim como deve-se considerar os valores para o tempo da

Tabela 2.
r==". [m (PO (‘;;': - 1)) —In(P, — Po)l (45)
Parat =0, r ndo esta definido.
Parat=3
-1 8277
r==.|n (7755 - 1)) — In(8277 — 7755)| (46)
-1 8277
r==.[m (7755 (BZ- 1)) — In(522)| (47)
r = 0,217868886 (48)
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Para

=21 [m (7755 (Szl - 1)) — In(8277 — 7755)] (49)
=1 [m (7755 (@ - 1)) - 1n(522)] (50)
r = 0,118245485 (51)

Assim, obtém-se a Tabela a seguir,

t r
3 0,217869
11 0,118245485

Tabela 3: Valores de r
Fonte: Autores (2019).

Para se descobrir 0 valor de r a ser utilizado precisa-se fazer uma média dos
valores obtidos acima.

Assim, foi encontrado r = 0,168057242. Sera utilizada todas as casas decimais
para uma maior aproximagao.

Entdo, encontra-se os parametros para substitui-los na equacéo de Verhulst.

PyPoo

P(t) = (Poo—Pg)e~Tt+P, Y
7755.8277

P(t) = (8277-7755)e~0.168057242.t 4 7755 ©3)

P(t) = 7755.8277 (54)

5203—0,168057242.t+7755

Por fim, é necessario verificar o modelo encontrado. Para isto, basta substituir
o tempo e assim encontrar o valor de P(t).

Parat=3
7755.8277
P(3) = 520e-0,168057242.3 17755 (55)
P(3) = 7954 (56)
Parat = 11
7755.8277
P(11) = 520¢-0,168057242.11 {7755 (57)
P(11) = 8190 (58)
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Comparacao dos Modelos

Com a utilizac&o do software Excel foram calculados os valores para o modelo
de Malthus e Verhulst para todos os intervalos de tempo, como se pode visualizar
na Tabela 4,

Ano Populacéo Malthus Verhulst
2007 7755 7755 7755
2008 - 7835 7833
2009 - 7916 7898
2010 7997 7997 7954
2011 - 8079 8003
2012 - 8163 8004
2013 - 8247 8079
2014 - 8331 8109
2015 - 8417 8134
2016 - 8504 8156
2017 - 8591 8174
2018 8128 8680 8190

Tabela 4: Comparacgéao dos Modelos
Fonte: Autores (2019).

Deste modo, pode-se vislumbrar no grafico, Figura 1, os dados do modelo e
os dados empiricos.

8800

8600

8400
2
On
L; 3200 ==f=\/erhulst
3 M == Malthus
% 8000 r Y .

Populagao
7800 "~
7600 ‘ , - T
0 2 4 6 8 10 12

Tempo

Figura 1: Comparacéo dos Modelos
Fonte: Autores (2019).
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Erro gerado pelos modelos

Para verificar a relacdo entre os modelos e os dados obtidos, procede-se com
o calculo do maior erro relativo. No modelo de Malthus foi encontrado um erro de
6,8%, ja no Modelo de Verhulst encontrou-se um erro de 0,8%.

Analisando a Tabela 4, a Figura 1 e os erros obtidos para cada um dos modelos,
pdde-se verificar que 0 modelo que mais se adequouaos dados reais da populagao

de Tupassi foi o modelo de Verhulst.

41 CONCLUSAO

Ao analisar o estudo aqui abordado, percebe-se que a modelagem matematica,
€ uma ferramenta importante para resolucao de problemas do cotidiano, além de
perceber quao interessantes podem ser os problemas aplicados que podem ser
descritos ou resolvidos a partir de modelos matematicos.

Desse modo, ao aplicar modelos de crescimento populacional para o estudo
em questao tivemos a oportunidade de verificar a proximidade que eles promovem
dos dados reais, visto que isso pode auxiliar os gestores e servir de base para
tomada de decisdes.

O modelo de Malthus deve ser usado para simular o crescimento em pequenos
intervalos de tempo. Variando-se os parametros, o modelo de Verhulst simula bem
a populacao brasileira. Deste modo, foi 0 modelo que mais se aproximou dos dados
coletados da cidade de Tupassi/PR, visto que, foi o menor erro relativo constatado
sendo de 0,8%, diferente do erro de 6,8% apurado nas aplica¢cbes do modelo de
Malthus.
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RESUMO: Processos de solidificacdo sao de
grande importancia na industria, em especial no
segmento metalurgico. Modelos matematicos
podem ser construidos e testados com o intuito
de se obterem informacdes mais detalhadas de
um processo de solidificacéo, como porexemplo,
tempo de solidificagdo, posicédo da frente de
solidificacéo e a distribuicdo de temperaturas no
meio. Essas informacdes podem ser utilizadas,
por exemplo, para aperfeicoar um processo
de solidificacdo. O objetivo desse trabalho é
modelar matematicamente um processo de
solidificacédo de plastico em molde utilizando
um modelo transiente e unidimensional de
transferéncia de calor por conducédo térmica.
Efeitos de conveccdo térmica sao ignorados.

Prospeccao de Problemas e Solu¢ées nas Ciéncias Matematicas

Sao obtidos resultados analiticos para a
distribuicdo de temperaturas nas fases liquida
e sélida e também uma equacéo algébrica nao
linear para a determinacéo da posicao da frente
de solidificacdo. Foi realizado um estudo de
caso numeérico para verificar o comportamento
das equacgoes resultantes.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica Aplicada a

Engenharia. Solidificagcdo. Conducéo Térmica.

MATHEMATICAL MODEL OF A MOLD
PLASTIC SOLIDIFICATION PROCESS

ABSTRACT: Solidification processes are of
greatimportance in the industry, especially in the
metallurgical segment. Mathematical models
can be constructed and tested in order to obtain
more detailed information from a solidification
process, such as solidification time, solidification
front position and distribution of temperatures in
the middle. This information can be used, for
example, to improve a solidification process.
The objective of this work is to mathematically
model a process of plastic solidification in mold
using a transient and one-dimensional model of
heat transfer by thermal conduction. Thermal
convection effects are ignored. Analytical results
are obtained for the distribution of temperatures
in the liquid and solid phases and also a
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nonlinear algebraic equation for determining the position of the solidification front. A
numerical case study was conducted to verify the behavior of the resulting equations.
KEYWORDS: Mathematics Applied to Engineering. Solidification. Thermal Conduction.

11 LISTA DE VARIAVEIS

Grandezas
A Area [m?]
Calor especifico/latente [kJ/(kg.K)]

Entalpia especifica [kJ/kg]
Condutividade térmica [W/(m.K)]

O > T O

Taxa de transferéncia de calor [kW]

Tempo [s]
Temperatura [K]

Velocidade [m/s]

x C =

Distancia [m]

Simbolos gregos

a Difusividade térmica [m?/s]

e Excesso de temperaturas [adimensional]
h Variavel de similaridade [adimensional]
A Massa especifica [kg/m?]

Subscritos

C Referente ao molde

conducdo Referente a conducao
convecgdo Referente a conveccéo
entra Referente a entrada

F Referente ao ponto de fuséo

-~

Referente ao plastico fundido no material

L Referente ao liquido

p Referente a presséo

S Referente ao soélido

SL Referente a solidificacao
sai Referente a saida

21 INTRODUCAO
Solidificacdo ocorre em diversas aplicagdes ambientais, de engenharia,
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médicas, dentre outras. No nosso ambiente, solidificacdo ocorre em lagos,
estuarios e no mar durante o inverno em locais com climas frios. O gelo formado
subsequentemente derrete na primavera ou no verdo. Com relacédo a aplicacdes
de engenharia, solidificacéo ocorre em dispositivos de armazenamento de energia,
trocadores de calor, processos de soldagem, processos de fundi¢ao e revestimento,
remoc¢ao de material utilizando feixes de laser com alta poténcia, dentre outros.
Aplicagdes médicas envolvendo solidificacéo sdo exemplificadas pelo congelamento
de tecidos em crio cirurgias e a preservacédo de érgaos humanos e de animais em
laboratério.

Na literatura existem inumeros trabalhos envolvendo solidificacdo, desde
aqueles que envolvem modelos mateméaticos até aqueles que envolvem
procedimentos experimentais. Merecem destaque os trabalhos de Alexiades e
Solomon (1993), Gupta (2003) e de Mohs e Kulacki (2015). No primeiro e segundo
trabalhos séo apresentadas diversas solugcbes analiticas e exemplos de calculo
enquanto no terceiro trabalho sdo apresentados diversos aparatos experimentais
envolvendo solidificagdo. Atualmente, solidificagdo € um dos topicos contemporaneos
em transferéncia de calor e massa, envolvendo um grande niumero de pesquisas,
com énfase em trabalhos numéricos e validacdo com solucdes analiticas classicas
e procedimentos experimentais.

Nesse trabalho sera analisada conducgao de calor unidimensional na presenca
de solidificacdo, com efeitos de conveccgao na fase liquida sendo ignorados. Sera
assumido que a transicdo de fase ocorre em uma unica temperatura e que as duas
fases sé@o separadas por uma interface delgada. Esse € o caso, por exemplo, de
solidificacao de substancias puras ou ligas eutéticas.

Serdo obtidos resultados analiticos para a distribuicdo de temperaturas
nas fases liquida e sélida e também uma equacdo algébrica néo linear para a
determinacao da posi¢ao da frente de solidificacdo. Sera realizado um estudo de

caso numérico para verificar o comportamento das equacgdes resultantes.

31 MODELO MATEMATICO

Inicialmente é dado enfoque a uma caracteristica que surge na anélise de
problemas de solidificacdo, a chamada frente de solidificacdo. A Figura. 1 mostra
essa frente separando a regidao soélida da regido liquida. As linhas horizontais
tracejadas na Figura 1 representam um volume de controle infinitamente fino em
torno dessa frente.
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! Interface

Velocidade, U, Liquido, 7, (x), 1,

Sélido, Ty (x), r
Volume de Xst
§ X
controle fixo T

Velocidade, U

Fronteira fria

Figura 1: Solidificacdo a partir de uma fronteira fria.

E assumido que a solidificacdo ocorre no liquido devido a presenca de uma
fronteira fria, conforme a Figura 1. Conforme a solidificacdo avanca, a interface
desloca-se para cima (na direcdo x positiva) em um meio estacionario. Em geral,
€ mais facil modelar a transferéncia de calor no processo de solidificagdo se, ao
invés disso, assumirmos que a interface e o volume de controle em seu entorno
sd@o estacionarios e assim o meio desloca-se para baixo (na direcdo x negativa)
através da interface. Dessa forma, liquido com massa especifica P e velocidade
UL entra pela face superior do volume de controle e sélido com massa especifica
Ps e velocidade Ug sai pela face inferior do volume de controle. A conservacéo da
massa na interface requer que:

pLULA = pSUSA (1)

onde A é a area de cada lado do volume de controle. Um balanco de energia
no volume de controle fornece:

Qentra,condugéo + Qentra,convecgéo - Osai ,conducao ~— Qsaj,convecgéo =0 (2)

onde Oentra,condugéo € a energia (calor) transferido para o interior do volume
de controle por conducéo, Oentra ,conveccdo € a energia transferida para o interior
do volume de controle por convecgéao (visto que 0 meio se move através do volume
de controle) e Qsa/ ,condugdo © Qsa, ,conveccdo a0 as quantias analogas saindo do
volume de controle. As taxas de energia por condugdo sédo escritas utilizando a
lei de Fourier da conduc¢éo, atentando para o fato que ambas estdo na direcdo x
negativa:
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: oT,
Qentra,condugéo = kLA(a—LJ (3)
X Jx=x

SL

: oT.
Osai,condugéo = kSA[a—S) (4)
X Jx=x
SL

Além disso, a taxa de energia convectada para dentro e para fora do volume
de controle podem ser escritas como:

Qentra,convecgé‘o =p U Ahg (5)

Osai,convecg;éo = psUsAhg (6)

onde h| e hg sdo as entalpias especificas das fases liquida e soélida nas
fronteiras do volume de controle. Substituindo as Equacgdes 3 a 6 na Equacéo 2 e

rearranjando obtém-se:

K A(ﬂ}
OX )y Xs1

aT,
- kSA[a—S] +p U  Ah, — pgUgAhg =0 (7)
X x=xg,

O calor latente de solidificac&o pode ser escrito como:

hg =h —hg (8)

Substituindo as Equacgdes 1 e 8 na Equacgéo 7 e rearranjando obtém-se:

oT, oT.
ki (—L) —Ks [—S) + pgUghg; =0 9)
OX )y Xs ox J,_ Xs

A velocidade da interface pode ser escrita como:

ax
Ug = % (10)

Substituindo a Equacéo 10 na Equacao 9 obtém-se:

oT, oT. ax
kL[aLJ —ks(asj +pshst T,?L =0 (11)
X X=Xg| X X=Xg|

A Equacéo 11 é um resultado direto de um balango de energia na frente de
solidificacdo e fornece uma condicdo de acoplamento necessaria para a solucéao
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da distribuicdo de temperaturas no meio. O problema que sera analisado pode ser
descrito da seguinte forma: imediatamente apds o vazamento de plastico fundido
com temperatura T; em um molde retangular conforme a Figura 2, a parede inferior
do molde é resfriada a uma temperatura T;, bem abaixo da temperatura de fuséo
do material plastico, Tg. Como resultado, acontece solidificagdo primeiro proximo
da parede inferior. Com o passar do tempo a frente de mudanca de fase desloca-
se para cima. Por simplicidade, pode-se assumir que tanto a solidificagcdo quanto
o fendbmeno da transferéncia de calor por condug¢édo sao unidirecionais (na direcéao
X positiva da Figura 2). Além disso, € assumido que o molde é alto o suficiente de
forma que mesmo para um longo periodo de tempo a parede superior do molde nao
afeta o processo de solidificagdo. Quer-se entédo obter a distribuicdo unidimensional
de temperaturas no molde em funcdo do tempo e a posicdo da interface sélido-

liquido.

Isolamento

Plastico liquido

t=0,T, =T

Isolamento Isolamento

/"’

Plastico sdlido

/

Tc

Figura 2 — Solidificagédo de plastico em molde.

Existem duas regides distintas no sistema da Figura 2: a regido sélida (S)
e a regido liquida (L). A equacao de conducéo de calor para essas duas regioes,
considerando conducéao transiente unidimensional com propriedades constantes é
escrita como:

Te °T.
1 91s _07Ts 0< x< Xxg (12)
as ot ox?
2
A0 _ N x<w
a, ot px2 St (13)
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Para completar o modelo matematico sdo necessarias duas condicdes iniciais
e quatro condi¢Oes de contorno, escritas como:

t=0: Tg=T; (14)

t=0: Tg=T,; (15)

x=0: Tg=T¢ (16)

x=xg : Tg=T =Tg (17)

X=Xg| : kL%—ks%ﬂ“PshSL%:O (18)
x—=w: T ->T (19)

Define-se inicialmente uma variavel chamada excesso de temperaturas ©(x,t)
=T (x,t) - T, de tal forma que as EquagOes 14 a 19 sdo reescritas como:

~2
196s _2"0s 0<Xx<xg (20)
ag ot ox?
196 _ ﬁ Xg < X< (21)
ap ot ox? St
t=0: 85 =0 (22)
t=0 6 =0 (23)
x=0: 6Og=To-T,=0g0 (24)
X=Xg : 65=6 =6 (25)
00 00, ax
X=Xg| kLa—xL—ksa—)\(S-'-pshSL%:O (26)
X—>wo: ¢ —0 (27)
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Para resolver o modelo matematico composto pelas Equacdes 20 a 27
pode-se utilizar a técnica da similaridade definindo uma variavel de similaridade na

seguinte forma:

n=——n (28)

2 Jast

Reescrevendo as derivadas das Equacdes 20, 21 e 26 em termos da variavel

de similaridade obtém-se:

aes_desa_n_desi{ X } 1 dég 29

ox dn ox dn ox 2 Jagt =2\/ast dn

6293_3(%]_0{ 1 des]aq 1 dzasg[ X ] 1 d°6g

BXZ _ax ox _d_n 2,’astd_r,‘ 6‘_X=2,/GSI dnz ox| 2 O'st =4ast dnz
(30)
s doson dos o x )| ndog a1
ot dn ot dn ot| 2fagt | 2t dn
06, do, on do, o[ «x 1 do,
ox dnox dnox|2Jagt | 2/agt dn

azet_i[aet) d[ 1 det]@_ 1 d29La{ X ] 1 d%,

o2 ox\ax ) dn|2fagt dn |ox  2Jagt dp? ox|2Jagt | 4dagt dn?
(33)
69L _ d@,-_ a_f] _ d@,_ g X __iﬁ (34)

ot~ dn ot dnot(2fagt | 2t dn

deL d GS
oL _ " (2 t)= - 35
p dt( NsLy/dst) f?s:.\f ; (35)

Substituindo as Equacgdes 29 a 35 nas Equacdes 20 a 27 e rearranjando obtém-
se 0 modelo matematico escrito em termos da variavel de similaridade, ou seja:
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%+2n%=0 0<n<ng. (36)
a, d%6, . d,

o af "Pay 0 << e

t=0: 6g=0 (38)

t=0: 6= (39)

n=0: 0Og=Tc-T;=06sc (40)

n=ng : 6g=6,=6¢ (41)

n=ng : kLc{‘—%—ks%+2asPshsm&=0 (42)

n—ow: 6 -0 (43)

Na formulagéo anterior 65 =Tg =T, © =T -T.e O =TE-T, Introduzindo P =
dBg/dn e Q = dO|_respectivamente nas Equacdes 36 e 37, separando as variaveis,
integrando em n e voltando nas variaveis ©g e ©|_ obtém-se:

d6g

—AeT (44)
dn

de,

_ ge—tas/an? (45)
an

onde A e B sdo constantes de integracdo. Integrando a Equacéao (44) em n de
n =0 an eintegrando a Equagéo (45) em n de n = ng= a n obtém-se:

05(n)-65(0) = Af!e™ dn (46)

B 2
0L(n) -6, (nsy) = B[ e/ dn (47)

Prospeccao de Problemas e Solu¢ées nas Ciéncias Matematicas Capitulo 9




Utilizando as condi¢gdes de contorno nas Equacbes 46 e 47 obtém-se
expressoes para A e B:

A= 9F=9c (48)
I{;ISL e dn

—6f

Im e—(as a_r_)f?zdn
Nst

B =

Substituindo as Equacdes 48 e 49 nas Equagdes 46 e 47, utilizando ©g =Tg
-Tij, ©L =T -Tje ©f = TE - Tj e utilizando as definicdes matematicas das funcdes

erro e erro complementar obtém-se:

TF — TC erf(f]‘s‘u_)

T (m—T; _ erfe(Jag/an) (51)
Te—=T; erfc(\Jag/aing)

Deve ser notado que o valor de ng| ainda é desconhecido. Para determina-
lo, pode-se utilizar a Equacdo 42 avaliada em ng|_ substituindo os resultados das
Equacgdes 50 e 51 para avaliar as derivadas parciais, obtendo-se:

T-—T k |[a e \as a g, e_’?gi_
F-Ti ki [as R ~Stegimng, =0 (52)
Te=Tc ks \ap erfe(\Jag/a ng ) erflns.)

Steg = —SL (53)
cpS(TF - Tc)

Steg € 0 nimero de Stefan da fase solida. A Equagdo 52 € uma equagéo
algébrica ndo linear para ng|_. Para um conjunto de parametros (temperaturas iniciais
e propriedades das duas fases) a Equacao 52 pode ser resolvida numericamente
para ngL. Com ng| conhecido, as Equacdes 50 e 51 so utilizadas para calcular a
temperatura em qualquer ponto do meio para qualquer instante de tempo.

4 | RESULTADOS

Os resultados séo obtidos a partir de um conjunto de parametros fornecidos e
a utilizacao das Equacdes 50 a 53. Inicialmente calcula-se o numero de Stefan da
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fase soélida pela Equagéo 53. Na sequéncia calcula-se ng| pela Equacéo 52, que
€ uma equacao transcendental a ser resolvida numericamente. Apos isso pode-
se entdo calcular a temperatura em qualquer posicao n utilizando as Equacodes
50 ou 51. Uma caracteristica importante da formulagcdo anterior é que ela pode
ser utilizada também para um processo de fusdo, bastando fornecer parametros
fisicos adequados. O meio utilizado para exemplificar as equacgdes resultantes é um
poliuretano, inicialmente a T; =85 °C. Suas propriedades termo fisicas podem ser
vistas na Tabela 1:

PROPRIEDADE VALOR
Massa especifica »=1460 kg/m3
Temperatura de solidificagao Tr =32 oc
Calor latente de solidificagéao hg; =251,21kJ/kg
Calor especifico da fase liquida CpL = 3,31 kJ/(kg.K)
Calor especifico da fase solida Cps =176 kJ/(kg.K)
Condutividade térmica da fase liquida k; =0,59W(m.K)
Condutividade térmica da fase sélida ks = 2,16 W(m.K)
Difusividade térmica da fase liquida a = 122x10~" m%s
Difusividade térmica da fase solida ag =8,4x1 0—7 m2/s

Tabela 1: Propriedades termo fisicas do poliuretano.

Expde-se o poliuretano a uma temperatura To =10 °C.  Com os dados da
Tabela 1 obtém-se Steg =0,049 e ng| = 0,52 Com esses valores pode-se calcular
a temperatura das fases liquida e sélida em qualquer posi¢cdo e qualquer instante
de tempo pelas Equacgdes 50 e 51.

51 CONCLUSOES

O modelo matematico apresentado pode ser utilizado como uma estimativa
inicial de parémetros pertinentes a processos de solidificagdo/fusdo tais como
posicdo da interface soélido-liquido (frente de solidificagcao/fuséo) e a distribuicao
de temperaturas nas fases liquida e sélida. Esses parametros podem ser utilizados
como uma primeira aproximacdo para aperfeicoar processos que envolvem
mudanca da fase. Deve ser enfatizado que o modelo desenvolvido ndo inclui efeitos
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de convecc¢ao térmica na fase liquida, levando em consideracdo somente efeitos
de conducédo térmica. Modelos mais complexos, envolvendo convecgdo térmica
na fase liquida podem ser encontrados na literatura. Entretanto, tais modelos
dificilmente possuem uma solugcéo analitica fechada, sendo necessaria uma
abordagem numérica. O modelo apresentado foi desenvolvido convenientemente
em coordenadas retangulares. Entretanto, os conceitos apresentados aqui podem
ser facilmente transponiveis para problemas que devem ser modelados em

coordenadas cilindricas e esféricas.
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MODELAGEM MATEMATICA DO ATRASO NO
SINAL DE SONDAS DE OXIGENIO DISSOLVIDO
EMPREGANDO TRANSFORMADA DE LAPLACE

Data de aceite: 23/03/2020

Samuel Conceicao de Oliveira
http://lattes.cnpq.br/2041303049625571

UNESP — Universidade Estadual Paulista, FCF —
Faculdade de Ciéncias Farmacéuticas, PPG-EBB
— Programa de P6s-Graduag@o em Engenharia de
Biomateriais e Bioprocessos

Araraquara — SP

RESUMO: Neste trabalho, uma equacgado que
considera o atraso no sinal de sondas utilizadas
para medir o nivel de oxigénio dissolvido (OD)
em bioprocessos de produgao de antibidticos é
desenvolvida e recomendada para o tratamento
de dados experimentais de OD visando a
estimativa correta do coeficiente volumétrico de
transferéncia de oxigénio (k.a), um parametro
chave no controle da oxigenacdo do meio
fermentativo. Para o desenvolvimento de tal
equacao, utilizou-se o método da transformada
de Laplace para resolver a equacgao diferencial
que descreve o atraso no sinal de resposta da
sonda, o qual é caracterizado por uma constante
de delay k. SimulagGes da equagéo proposta e
da equagao tradicional utilizando valores de k a
e k,iguais a 400 h' e 350 h"', respectivamente,
evidenciaram que o atraso no sinal de resposta
da sonda interfere nos niveis medidos de
OD, levando a uma estimativa incorreta de
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k a caso a equacgao tradicional seja utilizada
para tratar dados obtidos em um ensaio tipico
de determinacdo deste parédmetro. Embora
a equacgao proposta contenha um parametro
adicional (k), a determinagéo deste parametro
nao deve acarretar dificuldade em seu uso uma
vez que k, pode ser estimado juntamente com
k a por um procedimento de regressdao nao
linear ou determinado experimentalmente por
um ensaio apropriado.

PALAVRAS-CHAVE: modelagem matematica,
bioprocessos, atraso no

sinal, oxigénio

dissolvido, transformada de Laplace

MATHEMATICAL MODELING OF THE
DELAY IN THE SIGNAL OF DISSOLVED
OXYGEN PROBES EMPLOYING LAPLACE
TRANSFORM

ABSTRACT: In this work, an equation that
considers the delay in the signal of probes
used to measure the level of dissolved oxygen
(DO) in antibiotic production bioprocesses is
developed and recommended for the treatment
of experimental DO data aiming at the correct
estimate of the volumetric coefficient of oxygen
transfer (k a), a key parameter in controlling the
oxygenation of the fermentation medium. For
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the development of such an equation, the Laplace transform method was used to solve
the differential equation that describes the delay in the probe’s response signal, which
is characterized by a delay constant k. Simulations of the proposed equation and the
traditional equation using values of k a and k,equal to 400 h™" and 350 h™', respectively,
showed that the delay in the probe’s response signal interferes with the measured DO
levels, leading to an incorrect estimate of k a if the traditional equation is used to treat
data obtained in a typical assay to determine this parameter. Although the proposed
equation contains an additional parameter (k ), the determination of this parameter
should not cause any difficulty in its use since k, can be estimated together with k by
a nonlinear regression procedure or determined experimentally by an appropriate test.
KEYWORDS: mathematical modeling, bioprocesses, signal delay, dissolved oxygen,
Laplace transform

11 INTRODUCAO

No desenvolvimento de bioprocessos, além dos objetivos econdmicos, busca-se
atender as exigéncias crescentes de confiabilidade e reprodutibilidade dos produtos
obtidos, o que vem aumentando a necessidade de melhoria no monitoramento e
controle de tais processos, cenario no qual a modelagem matematica e a simulacéao
configuram-se como ferramentas muito Uteis.

Entre os produtos obtidos por processos biotecnoldgicos, destacam-se os
antibi6ticos devido a importancia clinica que estes representam, permitindo o
tratamento de diversas doencas infecciosas e cancerigenas (MENEZES et al., 2000).
A producéo industrial de antibidticos é realizada utilizando-se fungos e bactérias em
processos que, em sua ampla maioria, sao aerdbios estritos, embora haja relatos na
literatura de estudos sobre a producao destes bioprodutos em condicdes anaerdbias
por bactérias isoladas do solo (EZAKI et al., 2008, BEHNKEN; HERTWECK, 2012)

Na biossintese de antibibticos, o oxigénio tem como fungéo atuar como aceptor
final de elétrons, participando ao término da cadeia respiratoria da reoxidacao das
moléculas transportadoras de elétrons e gerando moléculas de ATP (trifosfato de
adenosina) ricas em energia que € utilizada nas reagdes anabdlicas.

Para que ocorra a sintese de ATP é necessario que 0s microrganismos oxidem
uma matéria organica tal como sé&o os agucares, 0s quais sao muito sollveis em
agua, podendo-se atingir concentracées da ordem de centenas de gramas por
litro. Diferentemente, o oxigénio € muito pouco soluvel em agua, como também
0 sdo os demais gases, podendo-se atingir, no maximo, concentracdes da ordem
de miligramas por litro (ppm). Desta forma, os bioprocessos de producdo de
antibioticos sdo geralmente conduzidos em reatores convencionais de tanque

agitado e aerado, submetidos a altas velocidades de agitacdo visando favorecer a
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dissolucdo do oxigénio no meio fermentativo, principalmente quando sao utilizados
fungos filamentosos, os quais aumentam a viscosidade do meio, o que dificulta a
transferéncia de oxigénio da fase gasosa para a fase liquida (CRUZ, 1996).

A produtividade em fermentacbes antibidticas é fortemente dependente
da concentracdo de oxigénio dissolvido (OD), sendo a concentracédo critica
(concentracéo abaixo da qual ocorre limitacdo do bioprocesso), por exemplo,
em torno de 30% do valor da saturacéo para a produgédo de penicilina pelo fungo
Penicillium chrysogenum (MENEZES et al., 1994). Desta forma, torna-se evidente
a necessidade de manter a concentragcdo de OD acima do valor critico para um
determinado microrganismo produtor de antibiotico a fim de ndo limitar o bioprocesso
em termos de capacidade respiratéria dos microrganismos por uma oxigenacao
insuficiente do meio fermentativo, conforme mostra a Figura 1, na qual esta
apresentado o comportamento da velocidade especifica de respiragcdo microbiana
(QOZ ) em funcéo da concentracao de oxigénio dissolvido no meio (C).

E Cerit

Cc

Figura 1 - Comportamento de QO? em funcéo de C

De acordo com a Figura 1, Qop, , para um dado microrganismo, pode ser
correlacionada com C segundo uma equacao do tipo de Monod, conforme equagéao
a seguir, na qual Q, & o valor maximo de Qp e K, é a constante de saturagao
para 0 O, (SCHMIDELL, 2001): _

C

QOZ = QOZma'x K02 + C

O controle da concentracao de OD pode ser realizado manipulando-se o valor
do coeficiente volumétrico de transferéncia de oxigénio (k a), o qual esta diretamente
relacionado com a agitacdo e a aeracao praticadas no biorreator. Portanto, ha a
necessidade de se determinar o valor de k a para um dado sistema de agitagéo
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e aeracao a fim de se fazerem os ajustes necessarios neste parametro visando
atender a demanda de oxigénio durante o bioprocesso.

Existem alguns métodos de determinagéo de k a estabelecidos na literatura,
dentre os quais aqueles que empregam sondas (eletrodos) para a medida da
concentracdo de OD, gerando dados experimentais que, convenientemente
tratados por meio de um modelo matematico adequado, fornecem uma estimativa
do valor de k a. Em se utilizando este método, cuidado se deve ter quanto ao atraso
na resposta da sonda quando o valor de k a a determinar for elevado, pois caso
contrario, a determinagédo de k a ficara prejudicada como sera demonstrado no
presente trabalho. Este atraso no sinal da sonda é caracterizado por uma constante
de delay (k) cujo reciproco fornece uma nogao do tempo de atraso no sinal.

Este trabalho visa demonstrar que, dependendo dos valores relativos de ka
e k, o atraso no sinal da sonda interfere na determinagdo do valor de ka caso
um modelo matematico apropriado ndo seja empregado para tratar os dados de
medidas de OD com atraso. Para o desenvolvimento de tal modelo, assume-se
que a taxa de variagédo temporal da concentracdo de OD medida pela sonda (C,)
€ proporcional a diferenca entre o valor real da concentracédo de OD (C) e aquele
medido pela sonda, sendo k, a constante de proporcionalidade. Introduzindo-se a
expressao C=C(1), obtida a partir da integracéo do balanco de massa de OD em um
ensaio tipico de determinagéo de k a, na equacao diferencial que descreve a taxa
de variagédo temporal de C,, obtém-se uma nova equagéo diferencial no tempo, cuja
solugao, obtida por transformada de Laplace, incorpora os dois parametros ka e k,,
configurando-se como a equacao a ser usada quando o atraso no sinal da sonda
nao for desprezivel.

2| MODELAGEM MATEMATICA

O balang¢o de massa de oxigénio dissolvido durante o bioprocesso de produg¢ao
de antibiético em reator batelada, considerando o suprimento e o consumo de

oxigénio no meio é dado pela seguinte equacédo (SCHMIDELL, 2001):

(:TC: =kpa(C"-C)-0p X (1)

onde C é a concentracao real de OD, C’ é a concentracao de OD na saturacao,
k.a é o coeficiente volumétrico de transferéncia de oxigénio, Qo, € a velocidade
especifica de consumo de oxigénio para respiragcao microbiana e X é a concentracao
celular.

No caso do emprego de sondas para a medida da concentragao de OD visando
a determinacéo de k a para um dado sistema de agitagéo e aeragéo, o procedimento
consiste em se utilizar meio isento de células (X=0), reduzindo-se inicialmente a

Prospecc¢ao de Problemas e Solugdes nas Ciéncias Matematicas Capitulo 10




zero a concentracdo de OD pela dispersédo de gas nitrogénio no meio. Em seguida,
agita-se e aera-se 0 meio, registrando-se a concentragcdo de OD no decorrer do
tempo. Em tais condi¢cbes, a Equacao (1) se reduz a Equacéao (2) (SCHMIDELL,
2001):

‘;—f=kLa(C* -0C) (2)

Separando as variaveis na Equacgao (2), integrando e aplicando a condi¢ao
inicial C(0)=0, obtém-se a Equacéo (3) :

£ -t (3)

Os valores de C/C fornecidos pela Equacéao (3) correspondem a razao entre
o valor real da concentracdo de OD num dado instante e aquele de saturacéo,
devendo esta razdo ser o valor registrado pela sonda caso o atraso no sinal seja
desprezivel, isto é, a sonda previamente calibrada de 0 a 100 % (saturacao)
registra a concentracdo de OD como uma porcentagem daquela de saturagéo.
Entretanto, se o0 atraso no sinal ndo puder ser desprezado, uma nova equacao
deve ser desenvolvida visando a determinagao correta do valor de k,a. O atraso no
sinal da sonda € decorrente das resisténcias difusionais ao transporte de oxigénio
até a superficie do catodo, onde € reduzido, gerando um fluxo de elétrons que é
proporcional a sua concentragao.

Assumindo que a taxa de variacdo temporal da concentracdo de OD medida
pela sonda (C,) seja proporcional a diferenga entre o valor real da concentragéo de
OD (C) e aquele medido pela sonda, pode-se escrever (SCHMIDELL, 2001):

IC,
{ ;‘\ - kd (C - C\) (4)

*

onde k, é a constante de atraso da sonda, C,(0)=0 e C(«)=C

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 Solucao da Equacao Diferencial representativa do Atraso no sinal da Sonda

Dividindo ambos os membros da Equacgao (4) por C’, obtém-se:

%:kd(mc* —C,/CY) (5)

Introduzindo y= C./C" e a Equag&o (3) na Equacgéo (5), resulta:

D la—ekeany (6)
dt
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Reescrevendo a Equacgéo (6) em um outro formato, obtém-se a Equacéao (7):

‘;-:' +kyy=ky(l—ekar) (7)

A Equacéao (7) esta sujeita a condicao inicial y(0)=0. Resolvendo esta equacéao
por transformada de Laplace (ZILL, 2014), tem-se:

L [ﬂ+kd .\} =L [kd(l—e_kf-‘”)] = (8)
dt
[{%}kdL[_\']=kdL[u—e""'f‘”)] = (9)
[4
sY(s) — v(0) + ka Y(s) = ky 1l (10)
0 S|:[k] Js+]}
Lﬂ
] I
Y(s)=k \ 11
($)=ka W {(de)}: (1)
s ka s +
Y(s)= SRR S (12)

TEFE

Aplicando-se a transformada inversa de Laplace (ZILL, 2014) a Equacéo (12),
obtém-se a solugdo da Equacao (5), conforme desenvolvimento apresentado nas
Equacdes (13) a (17):

LAy(s)]=L7 ! ! = (13)

(8%
w2 o

kd kLa
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C, k -k k —k
_';‘:]_'_ #ﬂ I ’:’N{I —_— 76! e Af.al (17)
C k{f —kL(I kaf —kL(l

A Equacédo (17) é a equacao que deve ser empregada para tratar dados
experimentais de medidas de OD realizadas com sondas com atraso no sinal de

resposta visando a correta determinacgao do valor de k.

3.2 Exemplo llustrativo

Como ilustracéo, as Equacdes (3) e (17) foram simuladas para valores de
k ae k, respectivamente iguais a 400 h'" e 350 h”, visando comparar a evolugéo
temporal do nivel real de OD (C/C’) e aquele fornecido pela sonda (C,/C’). Os
resultados mostrados na Figura 2 evidenciam claramente que o atraso no sinal da
sonda interfere significativamente nos valores medidos do nivel de OD, devendo
a Equacédo (17) ser usada para o tratamento dos dados registrados pela sonda

visando a estimativa correta do valor de k,a.

*

*

*

1.0

0.8

0.6

cC

..’
$IC
/
/

Parametros:
k,a=400 b

_ -1
k=350 h

L, C €0

0.4 ,

0.2 /

0.0 L FL R LA EL A L SRR R
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Figura 2 - Evolugéo temporal do nivel de OD real e aquele registrado pela sonda

Para se ter uma nog¢ao da magnitude do erro cometido na determinacéo de
k.a quando dados de medidas de OD com atraso s&o tratados por uma verséo

linearizada do modelo tradicional (Equacé&o (3)), uma regresséao linear dos pontos
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[-In(1-C/C")] versus tfoi realizada (Figura 3), obtendo-se um valor de k a (coeficiente
angular da reta) igual a 277 h™', resultado que representa um erro relativo percentual
de -30.75% quando comparado ao valor correto de k,a (400 h™').

[-n(1-Cc/CH] ()

Figura 3 - Determinagéao de k, a utilizando-se o modelo tradicional linearizado e as medidas de
OD realizadas com atraso pela sonda

A Equagéao (17), além de conter o parametro k a, contém o parametro k, o
qual também deve ser determinado, ndo constituindo-se esta determinacdo numa
dificuldade para o uso da Equagéo (17). Para a determinagdo de k, ha duas
alternativas possiveis. A primeira, consiste em estimar este parametro juntamente
com k a na etapa de estimagdo de parametros por regressdo nao linear, uma vez
que a Equacéado (17) nédo € possivel de ser linearizada. A outra alternativa seria
determinar experimentalmente este parédmetro realizando um ensaio degrau, no
qual a sonda estaria inicialmente em equilibrio com um meio saturado em nitrogénio
(OD = 0%), sendo em seguida exposta repentinamente a um meio saturado em
oxigénio (OD = 100%). Em tais condi¢des, tem-se desde o instante inicial do degrau
que C=C" na Equacéo (4), obtendo-se a Equacgao (18):

T k(€ =) (18)

A integragéo da Equagéo (18), sujeita a condigao inicial C0)=0, resulta na
Equacéo (19):

=S =(I-e"") (19)

A partir da Equagéo (19) pode-se concluir que ao plotar [-In(1-C,/C’)] em fungéo
do tempo f{, utilizando-se os dados experimentais obtidos no ensaio descrito, deve-
se obter uma reta cujo coeficiente angular corresponde ao valor de k.

De acordo com informagdes fornecidas pelos fabricantes de eletrodos, uma
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sonda razoavelmente rapida atinge 90% do valor de C' em 20 segundos no ensaio
degrau, o que permite estimar, pela Equagéo (19), umvalor de k,de aproximadamente

415 h.
Por fim, analisando-se a Equac&o (17) para os casos em que k, >> k,q,

1

kpa —k
ifica- —0,¢ 1 -0 e
verifica-se que (kd _kLa] [

k(f
ky—kpa

J—“, de modo que a Equacéo (17)
recai na Equacéao (3), ndo havendo necessidade de corrigir o sinal da sonda em
tais condi¢des. A fim de ilustrar numericamente estes casos, tem-se que uma sonda
que apresente um k, da ordem de 400 h*', permite estimar, com razoavel preciséo,
valores de k a inferiores a 200 h”'. Acima destes valores de k,a, os erros cometidos
na determinagcao deste parametro seriam muito elevados, exigindo que a corre¢ao

aqui proposta fosse efetuada.

4 | CONCLUSOES

Baseado nos resultados obtidos neste trabalho, as seguintes conclusoes
podem ser realizadas:

+ a transformada de Laplace mostrou-se uma ferramenta muito Util para a
resolucédo da EDO (equacao diferencial ordinaria) que descreve o atraso no
sinal de resposta de sondas empregadas na medicao de niveis de OD em
bioprocessos de producdo de antibibticos, permitindo obter a solugcédo da
equacgao com rapidez, simplicidade e reduzido esforco analitico;

« 0 atraso no sinal da sonda interfere nas medidas de OD, levando a obtencao
de dados experimentais que, se nao tratados por uma equagao apropriada
qgue considere este atraso, acarretara significativos erros na determinagao
do valor do coeficiente volumétrico de transferéncia de oxigénio (k, a);

+ a equacéao desenvolvida para o tratamento de dados de medidas de OD
com atraso contém dois parametros ajustaveis ka e k, os quais podem
ser determinados simultaneamente por regressao nao linear usando-se a
propria equacao e os dados experimentais obtidos em um ensaio tipico de
determinagao de k,a.
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RESUMO: Este artigo trata da analise teorica
da relacado estabelecida entre a Educacao
Matematica e a legislacao brasileira de ensino.
O objetivo é verificar de que forma o curso de
Pedagogia desenvolve suas abordagens para
0 ensino da matematica nas Séries Iniciais
do Ensino Fundamental e como, dentro do
processo formativo, se trabalham as questdes
que envolvem o ensino dessa linguagem e
seu alinhamento com as leis que norteiam
a educacdo. Para a realizacdo do trabalho,
utilizou-se 0 método qualitativo, desenvolvido
através de pesquisa bibliogréafica, observacdes
e analises de atividades desenvolvidas por
graduandos do curso de Pedagogia de uma
Universidade publica como proposta de ensino
do bloco Espag¢o e Forma, nos segmentos da
Geometria, para os alunos das Séries Iniciais do
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Ensino Fundamental. Os resultados apontam
um alinhamento entre as propostas de ensino
do curso de Pedagogia e a legislacéo para o
ensino da Matematica nessa etapa da educacgao
escolar. Sinaliza-se, entdao, um entendimento
do ensino da linguagem Matematica nas
Séries Iniciais do Ensino Fundamental como
importante instrumento de desenvolvimento
humano, cognitivo e social, reconhecidos tanto
pelo curso de formagdo como pela legislagao
brasileira de educacéo.
PALAVRAS-CHAVE:

Geometria; Séries Iniciais.

Ensino; Matematica;

SPACE AND FORM: TRAINING OF
PEDAGOGUE AND LEGISLATION
GEOMETRY EDUCATION IN THE INITIAL
SERIES OF ELEMENTAR SCHOOL

ABSTRACT: This article deals with the

theoretical analysis of the relationship
established between Mathematics Education
and Brazilian teaching legislation. The objective
is to verify how the Pedagogy course develops
its approaches to the teaching of mathematics
in the Initial Series of Elementary Education and
how, within the formative process, the issues

involving the teaching of this language and its
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alignment with the laws that work guide education. For the accomplishment of this
article, the qualitative method was used, developed through bibliographic research,
observations, and analysis of activities developed by undergraduate students of the
Pedagogy course of a public University as a teaching proposal of space and form
block, in the segments of Geometry, for students in the Initial Series of Elementary
Schools. The results point to an alignment between the teaching proposals of the
Pedagogy course and the legislation for the Mathematics teaching at this stage of school
education. Therefore, an understanding of the teaching of mathematical language in
the Initial Series of Elementary Education is signaled as an important instrument for
human, cognitive and social development, recognized both by the training course and
by Brazilian education legislation.

KEYWORDS: Teaching; Mathematics; Geometry; Series of Elementar School.

11 INTRODUCAO

A educacédo € um importante instrumento para o desenvolvimento humano e
para a formacao de um sujeito critico e reflexivo. Nesse sentido, compreendemos
a necessidade de promover uma educacdo que se pretenda emancipadora,
democrética e libertadora, capaz de fazer com que esses sujeitos se reconhegam
parte integrante do mundo e responsaveis pelas transformag¢ées humanas e sociais
desenvolvidas a partir de suas acoes.

Nosso foco, neste trabalho, foi investigativo. O tratamento deste assunto
requer cuidado para nao analisarmos questdes que envolvem a Educacéo de forma
isolada, pois o educador e seu posicionamento tedrico devem direcionar suas
praticas educativas, porém, essas devem estar alinhadas a legislacdo do ensino.
Consideramos essas relagcdes, no processo de escolarizagdo, como o elemento
principal de nossa discussao.

Quando falamos de Educacgédo escolar, inicialmente, idealizamos um espaco
pensado e desenvolvido para a aprendizagem, socializacao e desenvolvimento
dos sujeitos, um espago onde os saberes sdo construidos e transmitidos por
profissionais formados e preparados para esse fim, lugar onde se tem contato, ja nos
primeiros momentos, ainda na Educacéo Infantil, com as mais diversas linguagens
e suas expressoes, como a oralidade, a escrita, a arte, entre tantas outras. Assim,
se encontra também a linguagem matematica, ciéncia que se consolida como um
importante instrumento para o desenvolvimento cognitivo, social e humano.

Autilizacdo adequada dalinguagem matematica pelos professores na Educagao
Infantil pode ajudar os alunos na aquisi¢ao de elementos importantes dessa ciéncia
durante esse momento da infancia e contribui para dinamizar, nas séries iniciais

do Ensino Fundamental, a formacédo desse sujeito, que se quer desenvolver
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critico, reflexivo, autbnomo e ativo, contribuindo para que o mesmo consiga
compreender 0 mundo e seu lugar, reconhecendo os espacos e se localizando a
partir do reconhecimento dos diversos formatos com que ele se apresenta e que
fazem parte de seu cotidiano e de suas vivéncias, e das formas que configuram
os ambientes representados nesse cotidiano. Dessa forma, compreende-se que,
nessa fase da infancia, o ludico € uma proposta que deve estar sempre presente
no desenvolvimento dos alunos e deve servir de instrumento para a aplicacao de
ensinamentos néo apenas da matematica, como dos campos diversos da Educacéao
Infantil e Séries Iniciais do Ensino Fundamental. Porém, se o educador nao estiver
atento as questdes norteadoras dessa possibilidade de desenvolvimento pretendido,
0 mesmo pode desencadear o fracasso de uma educagdo matematica que se
determine a formar o sujeito que se quer reflexivo, determinando-se as perspectivas
contrarias a essa proposta.

Com o objetivo de compreender essas relagdes sobre a linguagem matematica
e a proposta de sua utilizagcdo para o ensino nas séries iniciais do Ensino
Fundamental, desenvolvemos esse trabalho, que traz uma reflexdo sobre o uso da
Geometria nessa etapa da educacao, por isso, com base em pressupostos tedricos
e tendéncias para o ensino da matematica escolar construidos durante o processo
formativo e que consideramos parte da formacgéo do educador, desenvolvemos uma
pesquisa bibliografica e usamos, como instrumentos, nossas observacdes e, para
tanto, selecionamos trés tarefas desenvolvidas em sala de aula durante a disciplina
Abordagens Teodrico-metodologicas da Matematica Escolar, no quinto eixo do curso
de Pedagogia de uma universidade Publica, entre os meses de agosto a dezembro
do ano de 2019. A partir disso, realizamos uma analise sobre as atividades que
podem ser desenvolvidas para que esses ensinamentos demonstrem eficacia
na introducdo de componentes da matematica, referentes ao bloco de ensino
sobre Espaco e Forma, dentro dos segmentos da Geometria, determinados pelos
Paréametros Curriculares Nacionais (PCN).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) estabeleceu cinco unidades
tematicas para o ensino da matematica escolar, que devem fazer parte das
abordagens no ensino das criancas das séries iniciais do Ensino Fundamental,
que sao: numeros, algebra, geometria, grandezas e medidas, e probabilidade e
estatistica.

Outra anélise que desenvolvemos é em relacdo as leis educacionais,
norteadoras do Ensino de matematica nas escolas, pois as praticas educativas, bem
como os instrumentos utilizados para o ensino da matematica escolar, juntamente
com o conteudo a ser trabalhado com as criangas, devem seguir as orientagdes e
a aplicacdo da matéria de leis e outros dispositivos, onde se encontram, além da
BNCC e dos PCN, o Pacto Nacional Para a Alfabetizacdo na Idade Certa (PNAIC)
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e a Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo Nacional (LDBEN).

As areas de conhecimento a serem trabalhadas nos curriculos escolares
das séries iniciais do Ensino Fundamental para o ensino da matematica escolar,
de acordo com os PCN, encontram-se divididas em quatro blocos: Numeros e
operacdes (Aritmética e Algebra); Espaco e formas (Geometria); Grandezas
e medidas (Aritmética, Algebra e Geometria); e Tratamento da informagéo
(Estatistica, Combinat6ria e Probabilidade). Este trabalho tem por finalidade analisar
especificamente o segundo bloco estabelecido por esta legislacdo, que diz respeito
ao Espaco e Forma (Geometria).

As relacOes estabelecidas entre essa legislacéo e as praticas educativas de
ensino da matematica desenvolvidas pelos professores nas escolas, bem como
as atividades propostas por eles nesse segmento, devem partir do principio de
gue as mesmas precisam estar orientadas a partir dos determinantes legais, que
findam por se tornar o ponto de partida e o Norte para o ensino da matematica nas
escolas. Porém, entendemos que as relacées humanas de ensino e aprendizagem
da matematica comportam elementos que se direcionam para além de uma
determinacao linear encontrada nos textos desses dispositivos.

2 | SERIES INICIAIS: ESPACO, FORMA E COTIDIANO.

Uma das areas de conhecimento a ser trabalhada nos curriculos escolares
das séries iniciais do Ensino Fundamental (BRASIL, 1997), a matematica, deve ser
reconhecida pela escola como um dever, pois 0s mesmos nao estédo ligados apenas
a questdes de calculos e numeros, ela esta ligada também a fatores que envolvem
0s sujeitos na sua dinamica cultural e social, se fazendo presente nas mais diversas
situacdes experimentadas por eles (MONTEIRO, 2010). Para os PCN, as questdes
educacionais também estéo ligadas a questdes de cidadania:

A educacéo, dever da familia e do Estado, inspirada nos principios de liberdade e
nos ideais de solidariedade humana, tem por finalidade o pleno desenvolvimento
do educando, seu preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificacéo para
o trabalho. (BRASIL, 1996, p. 1).

A partir desse ponto, compreende-se 0 ensino da matematica como fator
indispensavel para o desenvolvimento dos sujeitos nessa perspectiva cidada, pois
a mesma tem o potencial de desenvolver, nos sujeitos, possibilidades de uma
percepcao e compreensao mais elaborada do seu meio (BRASIL, 1997).

Sabemos da importéncia de uma investigacdo acerca das praticas docentes
e perspectivas educacionais de professores das séries iniciais do Ensino
Fundamental sobre seus ensinamentos e a importancia dos mesmos nas aulas por
eles desenvolvidas, que objetivam trazer, a partir do conhecimento cientifico, as
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relacdes entre a natureza e o humano, mas que, muitas vezes, em nada identificam
arealidade vivida e observada pelo aluno (NACARATO; MENGALI; PASSOS, 2019).
Configuram-se, entdo, acées experimentadas por professores que nao atentam
para a fungéo social de seus ensinamentos e findam por experimentarem situacoes
onde a vivéncia e experiéncia do aluno desafiam esses professores para uma
reflexdo, ndo apenas sobre 0 que ensinam, mas como e por que ensinam, e ainda
sobre quais suas perspectivas como educadores. Segundo os PCN, “a Matematica
precisa estar ao alcance de todos e a democratizagédo do seu ensino deve ser meta
prioritaria do trabalho docente” (BRASIL, 1997, p. 19). Para Monteiro (2010, p. 2),

isso se traduz da seguinte forma:

A finalidade central do ensino da matematica para os pequenos é comegar a
introduzi-los em um modo proéprio de produ¢&o de conhecimento, uma parcela
da cultura que a escola tem o dever de transmitir. Para tanto, é preciso instalar
nas turmas [...] atividades de certa maneira analogas as desenvolvidas pelos
matematicos em sua tarefa: fazer perguntas, procurar solugées, buscar pontos
de apoio no que se sabe para encontrar o que néo se sabe, experimentar, errar,
analisar, corrigir ou ajustar as buscas, comunicar procedimentos e resultados,
defender um ponto de vista e considerar a producdo dos outros, estabelecer
acordos e comprovar.

O ensino da matematica escolar nos PCN esta divido em blocos. Em um
desses blocos, se encontra a obrigatoriedade de ensinar Geometria e, no conteudo
de ensino dessa, ha questbes sobre Espaco e Forma (BRASIL, 2017). Segundo
os PCN, para o ensino de Geometria no Ensino Fundamental deve-se observar os

seguintes argumentos:

Os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de Matematica
no ensino fundamental, porque, por meio deles, o aluno desenvolve um tipo
especial de pensamento que Ihe permite compreender, descrever e representar,
de forma organizada, o mundo em que vive. O trabalho com no¢cdes geométricas
contribui para a aprendizagem de numeros e medidas, pois estimula a crianca
a observar, perceber semelhancas e diferencas, identificar regularidades e vice-
versa. (BRASIL, 1997, p. 56)

Durante o processo de formacgao dos professores que irdo atuar ante ademanda
das séries iniciais do Ensino Fundamental, os alunos do curso de Pedagogia séao
provocados a realizarem questionamentos e reflexdes sobre o significado do
ensino da matematica para os alunos dessa etapa do ensino escolar e, através de
atividades desenvolvidas em sala, sao estimulados a identificarem e trabalharem
situagdes que vao estar presentes em seus fazeres como docentes. Para Silva
Junior e Borges Netto, isso se traduz da seguinte forma:

Um dos desafios dos professores da Educacéo Infantil ao propor reflexdes sobre
as nogBes de tempo e espaco é conhecer as representac¢des das criangas acerca
de determinadas experiéncias histéricas e geogréficas e, assim, reconstrui-las,
levando em conta a historicidade, o didlogo entre diversos saberes, fontes,
problemas e metodologias. (SILVA JUNIOR; BORGES NETTO, 2012, p. 281).
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Observamos, nas tarefas apresentadas aos alunos, a possibilidade de
desenvolver uma critica pertinente aos cursos de formacédo de professores, pois
0s mesmos devem estar atentos para as situagcbes que tenham como pauta a
compreensao da realidade do aluno, pois esse € um principal ponto a ser observado,
visto que se o professor, em seu processo formativo, deve desenvolver a capacidade
profissional de identificar os sujeitos como imersos em uma realidade cultural e,
principalmente, social. Porisso, € importante que os cursos de formacgao desenvolvam
estratégias formativas para que os professores reconhe¢cam seu papel formador e
qual a consequéncia de ensinar os alunos sobre assuntos que entendemos como
descontextualizados de suas realidades (NACARATO; MENGALI; PASSOS, 2019).
Os PCN indicam, na mateméatica, um papel essencial na formacéao o sujeito:

Matematica desempenha papel decisivo [na aprendizagem escolar], pois permite
resolver problemas da vida cotidiana, tem muitas aplicagées no mundo do trabalho
e funciona como instrumento essencial para a construcdo de conhecimentos em
outras areas curriculares. Do mesmo modo, interfere fortemente na formacao de
capacidades intelectuais, na estruturagdo do pensamento e na agilizagdo do
raciocinio dedutivo do aluno. (BRASIL, 1997, p. 15).

A primeira atividade desenvolvida pelos alunos da disciplina ATM da
Matematica Escolar foi a representagao, por meio de um mapa, de parte do Campus
Universitario, a partir de onde esses alunos encontravam-se localizados. Tratava-
se de uma tarefa de representacédo do espaco, por meio de uma viséo superior, ha
qual se poderiam evocar imagens mentais dessa localizacdo num lugar que, em
certa medida, faz parte de seus espacgos cotidianos (MONTEIRO, 2010), uma vez
que, nesse mapa, haveriam de representar, dentre outros setores, seu instituto, sua
faculdade, seu bloco de salas de aula, passarelas, estacionamentos, bibliotecas e
outros locais de seu entorno.

O objetivo da atividade era situarem-se espacialmente num lugar supostamente
conhecido. Essa questdo da localizagédo espacial e de suas representacdes tem
ocupado lugar de destaque nas propostas curriculares para o ensino de matematica,
porque, atualmente, existem proposicbes de que a compreensdao acerca de
localizagdo espacial ajuda a dinamizar nossa movimentacao, organizando a vida de
maneira mais pratica e as formas com que se constroem essa paisagem cotidiana
se tornaram figuras comuns, incorporadas em nossos saberes através de nossas
vivéncias e experiéncias cotidianas (BRASIL, 1988). Por isso, passamos a excluir
as dificuldades de localizacdo e movimentacdo nesses espacos. Para Monteiro,
€ necessario que a escola desenvolva essas habilidades nos alunos e, em suas

observagodes, isso se resume da seguinte forma:

No nosso cotidiano existe uma série de problemas que envolvem conhecimentos
espaciais: orientar-se por meio de um mapa da regiao, produzir instru¢cdes para ir
de um lugar a outro, seguir as instru¢des elaboradas por outro, encontrar um objeto
a partir de indicacdes orais ou escritas, etc. Para resolver esse tipo de problema,
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€ necessario colocar em jogo conhecimentos espaciais que ndo séo espontaneos
e, portanto, a escola tem a responsabilidade de ensinar. (MONTEIRO, 2010, p.
04).

7

A crianca € um ser que estd em pleno desenvolvimento e, nessa fase, a
curiosidade de entender questdes ligadas ao mundo é latente nesses sujeitos.
Segundo Nacarato, Mengali e Passos (2019), essa curiosidade também néao é
diferente, nem tao pouco é algo nocivo, ao contrario, é algo que estimula o professor
a canalizar o ensino da matematica, a rever suas praticas, suas perspectivas
educacionais e, mais ainda, a compreender que a curiosidade infantil € um ponto a
favor da educacgao e do sujeito que se pretende formar, pois esses sao os que estao
dispostos ao aprendizado e proporcionam, ao professor, a possibilidade de uma
relacdo de ensino e aprendizagem onde o resultado seja positivo.

Estimular a crianga na constru¢do de um mapa que possibilite que as mesmas
identifiquem onde esta a localiza¢éo de lugares proprios de seu cotidiano, como sua
casa, sua escola, o mercado do bairro, a praga onde elas costumam brincar e outros
locais que as mesmas costumam frequentar, € uma atividade bastante significativa
para a compreensao do espag¢o e como ele se organiza, das formas que nele estao
envolvidas em suas experiéncias cotidianas (SILVA JUNIOR; BORGES NETTO,
2012). Essas nogdes de significados sobre o espag¢o e nossa localizagdo dentro
do mesmo, deve ser trabalhada nas séries iniciais nesse segmento (MONTEIRO,
2010), pois as criangcas devem aprender a se localizar nos espacgos, tendo como
referéncias a si mesmas, e todos os objetos, construcdes e sinalizagdes, que se
apresentam e se constituem das mais variadas formas geométricas. No Caderno de
Geometria do PNAIC, é feita essa referéncia e, segundo o mesmo, a criang¢a deve:
“[...] reconhecer seu préprio corpo como referencial de localizagédo e deslocamento
no espaco [...]” (BRASIL, 1997, p. 5). Ainda, identificamos nos PCN, que:

[...] a construgdo do espago pela crianca [...] se inicia, desde muito cedo, pela
constituicao de um sistema de coordenadas relativo ao seu préprio corpo. E a fase
chamada egocéntrica, no sentido de que, para se orientar, a crian¢a é incapaz de
considerar qualquer outro elemento, que ndo o0 seu proprio corpo, como ponto de
referéncia. Aos poucos ela toma consciéncia de que os diferentes aspectos sob
0S quais 0s objetos se apresentam para ela sédo perfis de uma mesma coisa, ou
seja, ela gradualmente toma consciéncia dos movimentos de seu préprio corpo,

de seu deslocamento. (BRASIL, 2000, p. 125-126).
O caput do artigo 5° da portaria n° 826, de 07 de julho de 2017, que institui
o PNAIC, traz, em seu texto, a indicacéo dos objetivos do programa e este artigo,
em seu inciso lll, identifica a alfabetizacdo matematica como um objetivo a ser
alcancado até o terceiro ano do ensino fundamental (BRASIL, 2017), por isso,
desenvolver atividades que permitam que a matematica, em especial a geometria,
seja introduzida de forma significativa na vida dos alunos torna-se uma acéao

importante por parte dos educadores, para que seja possivel a apropriacdo e o
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desenvolvimento de saberes relacionados tanto a compreensdo do espago, como
do reconhecimento da forma e como isso tudo esta representado na vida cotidiana
do aluno (SILVA JUNIOR; BORGES NETTO, 2012). Essas afirmagbes coadunam
com o que nos declara Sousa: “[...] observamos que os contetudos destacados pelos
professores sdo importantes, e constituem diferentes possibilidades dos alunos
construirem ideias sistematizadas acerca tanto do espag¢o quanto das formas que
nele podemos encontrar” (SOUSA, 2011, p. 12).

Outra atividade desenvolvida durante uma das aulas da disciplina ATM da
Matematica Escolar no decorrer do curso de Pedagogia e que foi usada para fonte
de observacédo e analise foi a de construcdo de objetos tridimensionais — cubos,
paralelepipedos, pirdmides triangulares ou quadrangulares, cones e cilindros.
O reconhecimento dessas formas pelas criancas deve ser uma habilidade a ser
desenvolvida nas séries iniciais do Ensino Fundamental (BRASIL, 2017). A atividade
consistia em produzir uma dobradura do objeto, a partir do desenho plano desses
rascunhado em uma folha de papel oficio A4, para que, entdo, se trouxesse a
realidade espacial do desenho. Ao fazer a leitura do desenho, compreende-se que
0 mesmo se trata da planificacdo do objeto e, com isso, identifica-se que ele pode
ser trazido a sua condi¢ao espacial.

Para o desenvolvimento cognitivo da crianga, essas tarefas se mostram
essenciais nos PCN:

As necessidades cotidianas fazem com que os alunos desenvolvam uma
inteligéncia essencialmente pratica, que permite reconhecer problemas, buscar
e selecionar informacdes, tomar decisbes e, portanto, desenvolver uma ampla
capacidade para lidar com a atividade matematica. (BRASIL, 1997, p. 37).

A compreensao dessa relagcao também deve ser trabalhada nas séries iniciais,
para que a crianca desenvolva no¢cédo de que a imagem plana do objeto, em sua
forma tridimensional ou ndo, pode representar o meio fisico em sua forma espacial
(MONTEIRO, 2010), como podemos observar no desenvolvimento da primeira
atividade do mapa planificado do campus, que simulava uma visdo aérea do
mesmo, mas que representa o espaco fisico tridimensional de nossa realidade. Isso

se evidencia nos PCN no seguinte momento:

Os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de matematica
no ensino fundamental, porque, por meio deles, o aluno desenvolve um tipo de
pensamento que lhe permite compreender, descrever e representar, de forma
organizada, o mundo em que vive. A geometria € um campo fértil para se trabalhar
com situacdes-problema e € um tema pelo qual os alunos costumam se interessar
naturalmente. (BRASIL, 1997, p. 55).

Entre os inUmeros objetivos que se apresentam para a necessidade de se
ensinar sobre as questdes da forma, tem-se o de fazer com que o0s alunos das séries

iniciais do Ensino Fundamental comecem a reconhecer as formas geométricas
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na condicédo plana e tridimensional, assim como suas semelhancas e diferencas
(BRASIL, 2010). Dessa maneira, a partir do contato com essas formas, objetiva-se
conseguir identificar as mesmas no seu ambiente, na natureza, em toda e qualquer
situacao cotidiana (MONTEIRO, 2010). De acordo com Sousa:

OsPCNressaltam aimportancia do constante trabalho de observacgéo e construgao
de figuras para que o aluno possa perceber as semelhancas e diferencas
entre elas, e a partir dessa exploracéo, reconhecer figuras tridimensionais e
bidimensionais, bem como a identificac&o de suas propriedades. (SOUSA, 2011,

p. 6).

Outra atividade desenvolvida pelos alunos do curso de Pedagogia destacada
para que pudéssemos analisar as relacdes do ensino da geometria dentro das
questdes relacionadas ao quesito Espaco e Forma, conforme as determinacdes
dadas pelas leis que orientam o ensino da matematica nas séries iniciais do Ensino
Fundamental. Essa foi a tarefa posterior a construcdo do objeto tridimensional. Essa
atividade foi desenvolvida da seguinte forma: com o objeto ja produzido, os alunos
deviam desenhar outros objetos na forma plana, que reconhecessem presentes
no mundo fisico, em seu cotidiano e que se assemelhassem as formas por eles
produzidas, descrevendo suas caracteristicas. Verificamos, no PNAIC, que essa
também é uma proposta fundamental no ensino da matematica nas séries iniciais:
“[...] descrever, comparar e classificar verbalmente figuras planas ou espaciais por
caracteristicas comuns, mesmo que apresentadas em diferentes disposicdes [...]”
(BRASIL, 2017, p. 6).

Essas atividades, quando propostas nas séries iniciais do Ensino Fundamental,
contribuem para que o aluno se reconheca em um mundo composto por formas
geométricas diversas e, ainda que essas formas, em sua realidade, ndo se
configurem com a exatiddo proposta pela geometria matematica, elas podem ser
representadas pela mesma:

[...] representar informalmente a posicdo de pessoas e objetos e dimensionar
espacos por meio de desenhos, croquis, plantas baixas, mapas e maquetes,
desenvolvendo nogdes de tamanho, de lateralidade, de localizag&o, de
direcionamento, de sentido e de vistas [...]. (BRASIL, 1997, p. 5).

O reconhecimento feito pelos alunos de que as formas estdo presentes em
todas as coisas e seres que nos rodeiam e que podem ser percebidas no nosso
dia a dia possibilita, a esse aluno, a compreensao de que todos esses elementos
podem ser identificados a partir de uma forma geométrica, e, ainda, que todos eles
ocupam um espaco fisico e uma localizagédo dentro do espaco (SILVA JUNIOR;
BORGES NETTO, 2012). Segundo os PCN, o desenvolvimento das atividades
ligadas a Geometria ajuda no desenvolvimento dos alunos de forma significativa e
estimula os mesmos a criarem possibilidades positivas entre suas relacbes com seu

meio e outras areas de conhecimento:
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[...] estimula a crianca a observar, perceber semelhancas, diferencas, identificar
regularidades e vice-versa. Além disso, se esse trabalho for feito a partir de
exploracédo dos objetos do mundo fisico, de obras de arte, pinturas, desenhos,
esculturas e artesanato, ele permitira ao aluno estabelecer conexdes entre a
Matematica e outras areas do conhecimento. (BRASIL, 1997, p. 56).

A partir da analise, identificamos que as atividades matematicas que envolvem
as questodes relacionadas a Geometria — propostas para as séries iniciais do Ensino
Fundamental — desenvolvidas pelos estudantes de Pedagogia estdo alinhadas a
legislacao do ensino e, se bem aplicadas nas sérias iniciais do Ensino Fundamental,
os alunos poderéao adquirir aprendizados importantes para o seu desenvolvimento
e para o exercicio das relacdes estabelecidas, que envolvem a compreensao do
espaco e o reconhecimento das formas geométricas com as quais 0s mesmos se

encontram envolvidos.

3 1 CONSIDERACOES FINAIS

Nossa investigacao permitiu compreendermos que nao existe apenas uma
Unica acao para o ensino da matematica escolar que seja capaz de aplica-la de forma
adequada e eficaz entre os alunos da Educacéo infantil. Precisamos considerar que
a legislagcéo que estabelece as orientacdes para esse ensino, organiza diretrizes
para que agdes em conjunto com as praticas educativas proposta pelos professores
sejam desenvolvidas de forma a proporcionar um efeito positivo no aprendizado
dos alunos dessa etapa da educacgéao escolar, portanto essa relacéo requer desde
o processo formativo o envolvimento desses profissionais com a legislacao para o
ensino da matematica escolar para que suas praticas estejam alinhadas a elas.

O curso de Pedagogia da universidade Publica pesquisada demonstra estar
habilitando profissionais aptos para atuarem em meio as demandas da Educacao
infantil, no que se refere ao ensino de matematica, mas reconhecemos que apenas a
formacao inicial ndo é suficiente para que esses profissionais desenvolvam através
de suas praticas educativas, elementos consistentes no que se refere ndo apenas a
educacao matematica, mas também relacionadas a outras areas de conhecimento,
sendo a Formacao Continuada, um excelente suporte para a reafirmacédo daquilo
gue se propde desenvolver enquanto profissionais da educacéo.

Identificamos claramente, durante as observacgdes, a realidade dos alunos
presentes nas atividades desenvolvidas, pois, em nosso atual contexto social,
reconhecemos que muitas vezes até o préprio direito a educacao € sonegado a esses
sujeitos. Partindo desse principio, a leitura a ser feita da disciplina e do curso nos
direciona para o entendimento de que os professores devem reconhecer, em seus
fazeres, a necessidade de incorporar, na formacéo desses sujeitos, a compreensao

daquilo que estéa presente em sua realidade, seja ela cultural, natural ou social, para
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qgue esses ensinamentos mateméaticos tenham um significado e produzam um efeito
positivo no desenvolvimento do ser critico, reflexivo e autbnomo que deve se tornar
esse aluno.

As praticas de ensino desenvolvidas pelos professores das séries iniciais do
Ensino Fundamental devem ser orientadas com base nas finalidades propostas nas
leis que regulamentam essas praticas. Embora a LDBEN, no segundo inciso do
paragrafo terceiro garanta a liberdade ndo apenas no que diz respeito ao aprender,
mas também ao ensinar, compreendemos a necessidade de uma regulamentagcao
para identificar o qué, como e quais conteudos disciplinares devem ser ensinados,
e que devem ser incluidos nos curriculos escolares, para que essa liberdade possa
verdadeiramente ter um significado.

Esse entendimento deve né&o apenas permitir que ao professor sejam
destinadas somente orientagcdes para o repasse de um conteudo, mas também
expressara um significado plausivel para o desenvolvimento da educacao dos
sujeitos que se encontram em formacéao. Assim, os processos podem se consolidar
potencializados por meio dos significados que o professor ajuda a construir, tendo
como base as experiéncias pessoais dos alunos. Isso significa compreender que o
ensino objetivado em si mesmo deve abarcar sentidos que tenham relagbes com as
vivéncias e experimentacdes vividas por esses alunos.

Em relacdo ao ensino da matematica proposta, entendemos que € preciso
se dispor a desconstruir a ideia pensada a respeito desse ensino nas escolas e em
relacdo a ela mesma, principalmente no que se refere a Educacéo infantil. Ela deve
estar pautada no universo ludico da crianga, e sob essa ludicidade instrumentalizada,
ter o objetivo de estabelecer uma relagédo entre a criangca e a matematica, envoltas
em acdes que sejam identificadas pelos alunos como algo util e divertido de se
aprender. Dessa forma, ocorrerdo resultados positivos na incorporacdo dessa
linguagem pelos alunos, pois a referéncia comum construida identifica a matematica
apenas como uma disciplina enfadonha, que se determina a desenvolver calculos
descontextualizados, que nao trazem um sentido para as relagdes desenvolvidas
pelos sujeitos que se utilizam dela.

Portanto, deve-se levar em conta que o ensino da matematica, ndo deve estar
arraigado no desenvolvimento de céalculos e formulas sem significado algum para a
vida do aluno, nem qualquer relagcdo com a sua realidade. A matematica deve ser
um elemento humanizador na educacao das criancas, principalmente na que se
refere a desenvolvida nas escolas em que frequentam, pois, compreendemos que
€ na infancia que se comeca a ter as primeiras nogdes sobre 0 mundo exterior e a
internalizar as questdes relacionadas a ele. O desenvolvimento do aluno nessa fase

também deve estar alinhando as questdes discutidas por outras ciéncias, como a

Psicologia, Sociologia, Filosofia, Antropologia, Neurociéncia, dentre outras.
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A matematica € uma ciéncia essencial para a constru¢cao e desenvolvimento
das relagdes humanas que historicamente se estabelecem. Ela esta presente em
todos os momentos da vida humana, por isso se compreende que 0 ensino da
mesma nao deve estar segmentado por leis reguladoras, mas sua fungao social
pode e deve ser utilizada para além de compreensdes minimalistas na formacgéo de
sujeitos. Esse tipo de compreensao incompleta muitas vezes se alinha unicamente
ao atendimento do mercado e com a manutencdo do sistema capitalista, que
tem por objetivo formar apenas mao de obra com conhecimento e uso técnico da
matematica, desconsiderando a necessidade de formar sujeitos humanizados e
conscientes de sua realidade e seu meio, seja ele natural ou social.

Por meio da analise das atividades desenvolvidas durante a disciplina ATM da
Matematica Escolar, foi possivel romper com a ideia de uma mateméatica voltada
apenas para numeros e calculos nas séries iniciais do Ensino Fundamental. Nao
€ apenas o contar que se faz importante para o desenvolvimento e para vida do
aluno, mas “o porqué” contar instiga um ser humano a maiores reflexdes, e que
compreende que a utilizacdo da matematica exerce também uma fung¢ao social,
com a qual o mesmo pode dinamizar sua agcdo como sujeito ativo e construtor da
sua realidade e de seu mundo.

A importancia de se ensinar geometria nas séries iniciais do Ensino
Fundamental é identificada em todos os documentos legais formulados com o
objetivo de regulamentar o ensino no pais. Isso mostra a concepg¢éo que se tem
sobre a mesma e sobre sua influéncia, necessaria para o desenvolvimento dos
alunos. Embora ndo se permita mostrar explicitamente a servigo de que interesses
estdo essas diretrizes, o ensino de geometria permite ao professor desenvolver, no
aluno, nocgdes sobre as formas planas e tridimensionais, 0 espaco, a localizacao
dos objetos no espago e como a compreensao disso tudo nos permite organizar
nossa vida pessoal, coletiva, nossas relagbes sociais, nosso tempo e espaco, e
toda e qualquer situagcdo em que a acao humana esteja presente.
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RESUMO: Este texto apresenta uma simulacéao
computacional e uma modelagem, por meio de
probabilidade condicional, das probabilidades
de uma generalizagdo do problema de Monty
Hall, que envolve um jogo tradicional de
escolha e abertura de portas e premiagcao do
participante com o objeto escondido por estas,
considerando que haja mais portas no palco,
generalizando a situacédo original de apenas
trés, objetivando verificar se nesta situacao
€ mais vantajoso trocar ou manter a porta
escolhida inicialmente. Foi possivel concluir
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PROBLEMA DE MONTY HALL

que sempre é viavel efetuar a troca, de forma
a maximizar a probabilidade de obter a melhor
premiagao.

PALAVRAS-CHAVE: Monty Hall, Probabilidade,
Jogo, Simulagéo.

OPENING DOORS: A GENERALIZATION OF
THE MONTY HALL PROBLEM

ABSTRACT: This text presents a computational
simulation and a conditional probability modeling
of the probabilities of a generalization of the
Monty Hall problem, which involves a traditional
game of choice and opening of doors and prize
of the participant with the object hidden by
them, considering that there are more doors on
the stage, generalizing the original situation of
only three, aiming to verify if in this situation it is
more advantageous to change or maintain the
door initially chosen. It was possible to conclude
that it is always feasible to make the exchange,
in order to maximize the probability of obtaining
the best award.

KEYWORDS: Monty Hall, Probability, Game,
Simulation.

11 INTRODUCAO

O problema de Monty Hall, também
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conhecido como o problema das trés portas, surgiu a partir de um jogo do programa
televisivo americano Let’s Make a Deal (Vamos Fazer um Acordo) apresentado por
Monty Hall. No palco se encontrava trés portas, de modo que, atras de uma delas
havia um carro e em cada uma das demais, um bode. E 0 jogo se desenvolve da
seguinte maneira:

+ Primeiramente o participante escolhe uma das trés portas.

+ Logo apés, o apresentador do programa, que sabe o que ha atras de cada
porta, abre uma das portas néao escolhidas pelo participante, revelando um
bode.

+ Ent&o, o convidado pode optar em permanecer com a porta selecionada
inicialmente ou trocar pela outra porta que ainda permanece fechada, sendo
contemplado com o prémio correspondente a porta de sua escolha.

O problema esta em determinar se a melhor op¢céao é mudar de porta ou, se em
ambas as alternativas, o jogador tem a mesma probabilidade de ganhar o carro, ja
qgue restaram duas portas.

Assim que o problema foi langado, houve varias tentativas de resolvé-lo,
causando calorosas discussdes entre matematicos famosos sobre a solugéo correta.
O problema foi enviado a Marilyn vos Savant, famosa por entrar no Guinness Book
por ter o maior QI registrado. Ela afirmou que era vantajoso trocar de porta, porém,
92% dos norte-americanos, quase mil PhDs e o renomado matematico Paul Erdds
achavam que ela estava errada (MLODINOW, 2009).

Intuitivamente, pode-se pensar que apds o apresentador abrir uma porta que
contém um bode, o participante tem um novo dilema de escolha que envolve duas
portas e um prémio desejado, tendo 50% de chance de ganhar este prémio, ou seja,
a mesma chance de ganhar trocando ou mantendo a porta inicial e, ainda, com
alguma vantagem, j& que a probabilidade de escolher a porta correta inicialmente
era de 33,33% e passou a ser 50%. No entanto, esta resposta esta incorreta.

2| EXPLORANDO O JOGO TRADICIONAL COM TRES PORTAS

Diferente do que muita gente acredita, o melhor é trocar de porta, uma vez que
a escolha da porta que sera aberta pelo apresentador nao é feita aleatoriamente,
ela depende da primeira escolha do participante. O apresentador nunca abrira uma
porta premiada! Ao abrir uma porta ndo premiada ele ndo gera um novo jogo, mas
da informacdes adicionais ao participante sobre a localizagcdo do prémio. Mudar de
porta também depende da porta escolhida inicialmente, aumentando as chances de
ganhar. Mostraremos que, ap0s aberta uma porta pelo apresentador, a probabilidade
de ganhar o prémio trocando de porta passa de 33,33% para 66,67 %.

Como ha uma porta com carro e duas com cabra, entdo, inicialmente a
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probabilidade de escolher a porta com o carro € de 1/3 e a de escolher uma porta
com cabra é de 2/3, entretanto, apds uma das portas com uma cabra ser descartada
pelo apresentador, devemos utilizar probabilidade condicional, ou seja, calcular a
probabilidade do jogador ganhar o carro, dado que determinada porta foi descartada,
para tal, € apresentado o diagrama da figura 1.
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Figura 1. Diagrama de arvore para o caso de trés portas no jogo das portas.

Sejam os numeros em caixa dupla as portas com o carro, 0S humeros em
caixa simples as portas escolhidas pelo jogador, e 0s numeros nao envoltos por
caixa as portas abertas pelo apresentador. Além disso, cada caminho representa
um possivel evento, de forma que, aqueles demarcados por setas tracejadas
representam os casos em que a porta escolhida inicialmente pelo jogador é a
premiada, aqueles demarcados por setas simples representam os casos cuja porta
escolhida inicialmente pelo jogador ndo é a premiada e as setas duplas determinam
0s casos possiveis para porta premiada. Os valores em meio as setas, determinam
a probabilidade correspondente ao evento desta seta. Sendo assim, o célculo da
probabilidade de eventos sucessivos € dado pelo produto das probabilidades das
setas associadas. Deste modo, para calcular a probabilidade de o jogador ganhar o
carro sem trocar a porta escolhida desde o inicio, multiplicamos as probabilidades
de cada caminho demarcado por setas pontilhadas e depois somamos esses
resultados:

111 111 111 111 111 111_1

332 332 332 332 332 332_3

De forma similar, calculemos a probabilidade de o jogador ganhar o carro se

trocar de porta, ou seja, nos casos onde as setas sdo simples:

11 11 11 11 11 11 2

331 t33ltzzlt33ltzzltszl=3
O calculo das probabilidades associadas ao problema de Monty Hall também
pode ser realizado utilizando o teorema de Bayes, que se utiliza das probabilidades
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condicionadas.

A partir desta ideia surgiram inUmeras variagées do problema. Um problema
similar, porém, mais complexo, pode ser obtido considerando que haja mais portas
no palco. Neste cenario ainda continua sendo mais vantajoso trocar de porta?

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

Diante a necessidade de uma analise prévia desta situacdo, utilizou-se
simulagcdo computacional para obter valores aproximados para as probabilidades.
Para tal, empregando o software estatistico R, foi implementado um algoritmo que
simula 1 milhdo de ensaios para cada numero de portas dentre 3, 4, 5, 10, 50, 100 e
1000. Representamos pelo gréafico dafigura 2 acomparacao das frequéncias relativas
de vitéria do competidor quando troca e quando permanece na porta escolhida
a priori, estabelecendo relacdo com a concepcgao frequentista de probabilidade
(DANTAS, 2008):
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Figura 2. Grafico de frequéncia relativa da simulagéodo jogo para 3, 4, 5, 10, 50, 100 e 1000
portas.

Portanto, por meio da avaliacdo grafica, é possivel concluir que, para estes
casos, com o numero maior de portas, é viavel trocar. Mas, apenas com a simulagéo
nao é possivel obter os valores exatos das probabilidades, o que impossibilita estudar
os resultados para uma quantidade qualquer de portas, principalmente maiores que
1000. Assim, elaboramos, por meio de uma andlise sistematica, expressbes que
determinam as probabilidades conforme o niumero de portas.

Utilizando um diagrama de arvore para o caso geral de n portas, comn = 3 (0
jogo néo faz sentido quando ha menos que trés portas), podemos determinar uma
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expressao matematica para calcular a probabilidade de ganhar trocando ou néo de
portas.

Para facilitar o estudo sistematico do problema é conveniente dividi-lo em dois
casos que dependem da escolha inicial do participante, sendo o primeiro quando
ele escolhe inicialmente a porta premiada e o segundo quando escolhe inicialmente
uma porta ndo premiada.

E importante salientar que o interesse do jogador é sempre ganhar, por isto,
deve-se supor as condi¢cdes necessarias para que esse desejo se concretize,
portanto, nos dois casos que apresentaremos iremos calcular a probabilidade de o
participante ganhar. Sem perda de generalidade, consideraremos 0 caso em que a
porta numero 1 seja premiada. Os casos em que outras portas sdo premiadas sao
equivalentes, e sao contabilizados ao considerar o numero total de portas existentes
no jogo, multiplicando-o as probabilidades. Os valores nas setas determinam a
probabilidade correspondente ao evento da mesma, e em ambos o0s casos o calculo
da probabilidade de eventos sucessivos é dado pelo produto das probabilidades

das setas associadas.

3.1 Caso 1: Participante escolhe inicialmente a porta premiada

E evidente que, ao escolher inicialmente a porta premiada, o participante
ganha se, e somente se, mantém a porta escolhida até o fim. Portanto, este caso
determina a probabilidade de ganhar dado que o participante mantém a porta

escolhida inicialmente como consta no diagrama da figura 3.

Porta Primeira escolha Porta aberta Troca ou
premiada do participante pelo apresentador mantém?
1 Mantém e
e ganha
l /,/
L
1 1 o & 2
n 1 n N 1 i -
&~
\o M
| WE Troca e
U-—{1,z} perde

Figura 3. Diagrama de arvore para o caso em que o participante escolhe inicialmente uma porta
premiada no jogo das portas.

Em que, U é o conjunto das portas dispostas no palco.
O participante pode escolher apenas um elemento no conjunto universo
de portas U, e para satisfazer este primeiro caso, sua escolha deve ser o0 Unico

elemento premiado do conjunto de portas. O apresentador pode escolher um
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elemento qualquer do conjunto de portas, n&o premiada, e para que o jogador
ganhe, € necessario que ele mantenha a porta. Sendo assim, diante a probabilidade
a ser calculada (P(GIM)), a probabilidade de ele trocar de porta, é nula, pois a priori
ja é certo que ele mantém. Observe que manter e perder ou trocar e ganhar ndo sao
cenarios possiveis, mesmo sem a informacéo a priori.

Pode-se determinar P(GIM) como o produto das probabilidades das ocorréncias
associadas ao evento em que ele mantém e ganha, multiplicado pelo numero de
portas que pode ser a premiada (n) e pelo nUmero de portas que o apresentador
pode abrir (n-1):

11 1 1
P(GIM) = n(n — 1) [Eﬁn— 11] =

3.2 Caso 2: Participante escolhe inicialmente uma porta nao premiada

Indiscutivelmente, nessas condi¢des, 0 jogador ganha somente se trocar de
porta. Logo, este caso define a probabilidade de ganhar dado que o participante
troca de porta (PGIT)) como mostra o diagrama apresentado na figura 4:

Porta Primeira escolha Porta aberta Troca ou
premiada do participante pelo apresentador mantem?
1 Trocae
: P ganha
T
1 = -~
" 1 u = n=2) yE 0 - Mantém e
U - {1} U —{z,1} perde
.
(n --3]\‘\
(n—2) \A
. zE Trocae
U - {z,y,1} perde

Figura 4. Diagrama de arvore para o caso em que o participante escolhe inicialmente uma porta
ndo premiada no jogo das portas.

Em que, U é o conjunto das n portas dispostas no palco.

Neste caso, o participante pode escolher um elemento qualquer do conjunto de
portas nao premiadas, entdo o apresentador pode escolher um elemento qualquer
do conjunto universo exceto a porta premiada e a escolhida pelo jogador. Para que
0 jogador ganhe nesta situacdo, & necessario que ele troque de porta. Porém, ao
trocar, ele pode fazer uma boa ou uma ma escolha, trocando pela porta premiada e
ganhando ou trocando por uma outra porta sem o prémio (ou porta com o bode) e
perdendo. Assim, a probabilidade de ele ganhar dado que troca fica dividida entre
dois casos, um de sucesso e um de fracasso, enquanto que, diante a probabilidade a
ser calculada (P(GIT)), manter a escolha inicial ndo pode ocorrer, dado a informacéao
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a priori que ele troca. Observemos que, manter e ganhar é um cenario impossivel,
mesmo sem a informacéo a priori.

Para determinar (P(G|T) faz-se o produto entre 0 numero de portas que podem
estar premiadas (n), o numero de portas ndao premiadas cujo participante pode
escolher (n -1), o numero de portas que o apresentador pode abrir (n -2) e 0 produto
das probabilidades das ocorréncias associadas ao evento em que ele troca e ganha:
11 1 1 n-—1
HHn—Zn—Z] =n(n—2)

P(GIT)=n(n—1)(n—2) l

Os valores de probabilidade calculados por meio da expressao probabilistica
foram confrontados com os valores obtidos na simulacao (Figura 2) e, assim, péde-
se verificar a sua validade, conforme apresentado na tabela 1.

Probabilidade de Ganhar

Numero de portas (n)

Trocando (n?n__lz)) Mantendo (i)

3 0,66 0,33
0,37 0,25

0,26 0,2

10 0,1125 0,1
50 0,0204 0,02
100 0,0101 0,01
1000 0,001002 0,001

Tabela 1. Probabilidade de ganhar trocando ou mantendo a porta, por niumero de portas.

Apés resolver apenas o problema original pode-se conjecturar que as
probabilidades de ganhar trocando e mantendo sao sempre complementares,
quando na verdade nao séo, fato evidenciado na tabela 1. O jogo com trés portas
€ um caso especial do problema, em que no Caso 2, onde o participante escolhe
inicialmente uma porta ndo premiada ao trocar de porta ele tem apenas uma op¢éao
de escolha que é a porta premiada, enquanto nos outros casos € possivel trocar e
perder.

E possivel perceber, através do estudo de limites das expressées obtidas que,
conforme o0 niumero de portas aumenta, as probabilidades de vencer tendem a zero.

li lim X _
nl—>nc1:;_ n%m -

Ja que esta probabilidade de ganhar, trocando ou nao, fica reduzida conforme
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ny—

se aumenta o nimero de portas no jogo, pois, se considerarmos n, < n, teremos
1 < 1 e n,—1

. . Este fato também pode ser observado no gréfico
np Ny np(np-2)  ny(ng-2)
(figura 2), pois ele decresce.

Note que

1,
n(n-2) > — € sempre verdade para todo n = 3 com n natural.
Com efeito, pois

-1> -2
n—1>n-2
nn—1)>nn-—2)
n—1 >l
nn—2) n

1
Em que, na ultima passagem, houve a multiplicagao por

n2(n-1)-
Além disso, a diferenca entre a probabilidade de ganhar trocando e a de ganhar
n,—1 1 n{—1 1
mantendo a porta diminui quando n cresce, pois 2 - :
nz(nz—2) nz
n, <n,.

————_— — se
ni(n1-2) nq
De qualquer forma, trocar de porta sempre fornece maior chance de ganhar.

E possivel determinar também, a probabilidade de ganhar (P(G)), utilizando o
Teorema de Probabilidade Total:

P(G) = P(T)P(G|T) + P(M)P(G|M)

Em que, P(T) & a probabilidade de o jogador trocar a porta e P (M) € a
probabilidade de o jogador manter a porta escolhida inicialmente.

De modo que P (T) =1 - P(M), ou seja, as probabilidades de o jogador trocar
e de manter sdo complementares.

Podemos supor, por exemplo, que o jogador decide aleatoriamente entre
trocar e manter, com mesmo peso, ou seja, P(T) =P(M):%, entdao P(G) =
%P(GlT) +%P(G|M), assim, dados P(G|T) e P(G|M) ja calculados, temos:

PG—l n—1 +11_ 2n—3
( )_Zn(n—Z) 2n  2n(n—2)
Perder é o complementar de ganhar, assim, P(P) =1 - P(G)

Para n =3, P(G) = P(P) = % ou seja, no caso em que o jogador nao sabe

que manter € mais vantajoso e decide aleatoriamente se troca ou ndo, tem mesma
probabilidade de ganhar ou perder.

41 CONSIDERACOES FINAIS

Mesmo aumentando o numero de portas, ainda é vantajoso para o participante
trocar de porta, uma vez que a probabilidade de ele ganhar trocando é sempre

Prospeccao de Problemas e Solu¢ées nas Ciéncias Matematicas

Capitulo 12




maior que a probabilidade de ele ganhar mantendo a porta escolhida inicialmente.
Trocar de porta ndo garante a vitéria, mas & a melhor estratégia. Outros estudos
podem ser realizados variando o numero de portas abertas pelo apresentador, o
numero de portas que o competidor pode escolher e o nUmero de portas premiadas.
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RESUMO: O presente trabalho foi delineado
para identificar os conceitos sobre combinatéria
e probabilidade e os problemas que emergem
em situacdes de jogo. A pesquisa possui cunho
qualitativo e procura compreender o que se
revela em um trabalho pedagogico com alunos
do 8° ano do Ensino Fundamental feito a
partir da perspectiva da problematizacao para
responder ao problema de investigacao “Quais
as contribuicdes do jogo desenvolvido em uma
pratica problematizadora no desenvolvimento
dos conceitos combinatérios e probabilisticos
dos alunos do 8° ano do Ensino Fundamental

Prospeccao de Problemas e Solu¢ées nas Ciéncias Matematicas

ENSINO FUNDAMENTAL

[1?” Os objetivos séo: identificar as ideias sobre
combinatéria que surgem do processo presente
a problematizacdo em sala de aula e buscar
indicativos da contribuicdo de um estudo com
jogos para o desenvolvimento de conceitos
combinatoérios. Para tanto, foi desenvolvido
0 jogo “Corrida de Cavalos” em contexto de
sala de aula. Os sujeitos da pesquisa foram
27 alunos do 8° Ano do Ensino Fundamental,
com idades entre 12 e 18 anos. Os dados foram
analisados qualitativamente, os resultados
mostraram que no contexto de jogo os alunos
observaram diversas possibilidades e reflexdes
para uma melhoria ou aperfeicoamento das
estratégias de jogo e o0 desenvolvimento de
conceitos de combinatéria e probabilidade
aperfeicoando seus conceitos matematicos.
A pesquisa possibilitou aos alunos observar
possibilidades combinatorias, a regularidade
de possibilidades de somas que os levaram
a conjecturar hipdteses, a levantar dados, a
fazer registros e analisar os procedimentos
decorrentes das atividades relacionadas
aos jogos. Além disso, instigou-os a leitura e
interpretac&o de regras dos jogos, a resolucéao
de problemas e a realizagéo de registro.

PALAVRAS-CHAVE: Jogo.

Probabilidade. Ensino e aprendizagem. Ensino

Combinatéria.

Fundamental.
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THE HORSE RACING GAME AS A PEDAGOGICAL RESOURCE IN THE
TEACHING OF COMBINATIRIA AND PROBABILITY WITH STUDENTS OF THE 8TH
YEAR OF ELEMENTARY SCHOOL

ABSTRACT: The present work was outlined to identify the concepts about combinatorial
and probability and the problems that emerge in game situations. The research
has a qualitative nature seeks to understand what is revealed in a pedagogical
work with students of the 8th year of elementary school done from the perspective
of problematization to respond to the research problem “What contributions of the
game developed in a problematizing practice in the development of the combinatorial
and probabilistic concepts of 8th graders of Elementary School 11?7 The objectives
are: to identify the ideas about combinatorial that arise from the present process
problematization in the classroom and seek indicative of the contribution of a study
with games to the development of combinatorial concepts. To do so, the game “Horse
Racing” was developed in the context of the classroom. The research subjects were
27 students from the 8th Year of Elementary School, aged between 12 and 18 years.
The data were analyzed qualitatively, the results showed that in the context of the
game the students observed several possibilities and reflections for the improvement
of game strategies, and consequently the development of concepts of and probability
by perfecting their mathematical concepts. The research allowed students to observe
combinatorial possibilities, the regularity of sum possibilities that led them to conjecture
hypotheses, collect data, make records and analyze the procedures arising from the
activities related to games. In addition, it urged them to read and interpret game rules,
problem solving and record.

KEYWORDS: Game. Combinatorial. Probability. Teaching and learning. Elementary
school.

11 INTRODUCAO

A pesquisa que apresentamos neste texto teve como foco o ensino da
analise combinatéria e o pensamento probabilistico no Ensino Fundamental Il por
meio de jogo. O motivo que nos instigou foi pensar em uma maneira de estudar
a combinatéria e a probabilidade com alunos do 8° ano do Ensino Fundamental
visando que conceitos fossem desenvolvidos de forma significativa e de maneira
interativa. Desse modo, optamos pelo trabalho com jogo, uma vez que essa pratica
pedagobgica ndo é comum com a turma investigada.

Diante do exposto, entendemos que 0 jogo pode trazer contribuicbes para
o0 ensino de combinatéria e probabilidade em perspectiva problematizadora que
possibilita um aprendizado significativo.

A partir de tais consideracgdes, iniciamos nossa pesquisa objetivando responder
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a seguinte questéo de pesquisa:

+ Quais as contribuicbes dos jogos desenvolvidos em uma pratica problema-
tizadora no desenvolvimento de conceitos combinatérios e probabilisticos
dos alunos do 8° ano do Ensino Fundamental 11?7

+ Tal questao nos conduziu aos seguintes objetivos:

+ Identificar conceitos de combinatéria e probabilidade tendo como contexto a
problematizacdo em sala de aula;

+ Buscar indicativos da contribuicdo de um estudo com jogo para o desenvol-
vimento de conceitos combinatorios.

Para tanto, selecionamos o jogo “corrida de cavalos” em uma perspectiva
problematizadora.

O jogo possibilita uma educacéo diversificada devido a participagao criativa,
livre e critica que transforma o ambiente de estudo estimulando a autonomia dos
alunos ao serinseridos numavivéncia de relagdes. Apresentar um ensino qualificativo
e de teor significativo por meio das potencialidades do jogo representa estimular o

pensar, (re) criar, analisar e relacionar habilidades de resolucéo de problemas, pois:

[...] o jogo € mais que um problema, € um problema din&mico, limitado pelas

regras e dependente da agao do adversario, por meio de suas jogadas, sendo que

tudo isto é realizado num ambiente de trocas entre o0s sujeitos que jogam. Jogar

€ uma forma ludica de resolver um problema e/ou vérios problemas, motivando,

naturalmente, o aluno a pensar... Assim sendo, o que motiva o aluno a solucionar

o problema do jogo (vencer!) é seu proprio conteldo, que gera a necessidade

do dominio de diversas formas de resolver o problema (GRANDO, 1995, p. 118).

Ao se pensar no jogo como metodologia de ensino pode se ponderar que
possam surgir dificuldades para esse tipo de trabalho em sala de aula, visto que
tanto os alunos como os professores estdo adaptados ao ensino tradicional e de

inicio podem confundir com brincadeiras sem intencao pedagdgica.

Os jogos representam um papel importante. Por outro lado, permitem que comece
a haver na aula mais trabalho independente por parte dos alunos: estes aprendem
a respeitar as regras, a exercer papéis diferenciados e controles reciprocos, a
discutir, a chegar a acordos. [...] Estes jogos utilizados em fungdo do célculo
mental, podem ser um estimulo para a memorizacéo, para aumentar o dominio de
determinados calculos (GRANDO, 2004, p. 44).

Para o desenvolvimento de conceitos matematicos Grando (2004) apresenta
a posicao do professor em sete “momentos de jogo”. A autora defende que ao se
pensar no jogo como recurso pedagogico em sala de aula, tais momentos séo
relevantes:

1. Momento: Familiarizagdo dos alunos com o material do jogo:

Este momento consiste no primeiro contato dos alunos com o material do
jogo, construindo ou experimentando e identificando os objetos ja conhecidos, por
exemplo, os dados, o tabuleiro e as pecas; fazendo as simula¢cbes de quais jogadas

seriam possiveis ou nao.
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2. Momento: Reconhecimento das regras

No segundo momento os alunos reconhecem as regras do jogo que podem ser
expostas de varias maneiras: lidas pelos proprios alunos, explicadas pelo professor,
seguida de exemplos para tornar mais explicito o que se pede no jogo, etc.

3. Momento: O “jogo pelo jogo”

E um momento em que a espontaneidade se destaca, possibilitando ao
aluno jogar para garantir a pratica que foi exposta nas regras; algumas nocdes
matematicas podem estar presentes no jogo, aprimorando a compreensao por meio
do cumprimento das regras.

4. Momento: Intervencdo pedagogica verbal

Nesse momento nas intervengdes verbais do professor surgem varios
guestionamentos, além das observacbdes feitas por ele para que os alunos
desenvolvam o senso critico e 16gico para analisar suas jogadas e os procedimentos
utilizados na resolucao de problemas do jogo.

5. Momento: Registro do jogo

Utilizando a linguagem matematica os alunos anotam os pontos, os
procedimentos e os célculos utilizados no jogo. Partindo destes registros, o professor
pode conhecer melhor os alunos, por saber quais estratégias foram utilizadas e o
raciocinio envolvido nas acdes.

6. Momento: Intervencao escrita

Este € o momento da problematizacdo das situagdes do jogo a partir dos
registros feitos pelos alunos. Ele € de suma importancia nas relagdes professor-aluno
e aluno-aluno para observarem e resolverem as situacdes-problema apresentadas
durante o jogo e os limites e as possibilidades dos alunos. O professor neste
momento tem o papel de registrar os conceitos matematicos apresentados no jogo.

7. Momento: Jogar com competéncia

Neste momento o aluno se envolve na situacao real do jogo; é capaz de
analisar todas as situacdes e elaborar as suas proprias estratégias, percebidas e
analisadas durante a resolugao de problemas intervinda dos momentos anteriores.

Dentre os sete momentos do jogo propostos por Grando (2004), destaca-se a
estrutura de um trabalho pedagdgico no qual o jogo € uma ferramenta importante
nas aulas de matematica. Nesse contexto, o professor tem o papel importante, ele
vai ser o0 mediador entre o jogo, os conceitos matematicos e o aluno. Desse modo,
os sete momentos propostos por Grando (2004) indicam que 0 jogo proporciona um
importante recurso no ensino da matematica.

O resgate da vontade de apreender, € um dos objetivos que o jogo oferece,
testando as habilidades matematicas dos alunos, bem como a compreensao de
regras por meio da concentragdo, da autoconfianca e de relacbes estabelecidas
com situagcbes-problema vivenciadas em seu dia-a-dia. O jogo dispde de regras
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e interacdo social que oferece possibilidades de tomada de decisbes, reunindo e
desenvolvendo competéncias a cerca da esséncia das regras, de conceitos diversos,
além das relagcdes afetivas que partem do jogo. Nesta situagcao, a linguagem tem
papel importante, pois por meio dela o aluno toma consciéncia das ag¢des que
desenvolve no jogo.

A convivéncia em grupo indica a importancia da busca pelos métodos, objetivos
e contetdos necessarios para o processo educativo coletivo, possibilitando com
este trabalho o desenvolvimento de conceitos matematicos significativos.

Durante o jogo, os alunos criam estratégias de jogadas, fazem e refazem
as acoes, aperfeicoando suas estratégias a partir de cada jogada, propondo ao
adversario um nivel mais dificil, gerando assim, em ambos, novos conhecimentos e
pensamentos que os levam a um ciclo de reflexdo, no qual utilizam as habilidades
l6gicas e de resolucéo de problemas, deixam de seguir “roteiro” e analisam cada
erro ou acerto, desenvolvem assim, conhecimentos sobre o movimento do jogo.

Alguns alunos podem nao compreender a relacdo entre a mateméatica e o
jogo, por suas caracteristicas de tempo, espaco e troca de conhecimentos. O jogo
nas aulas de matematica possibilita discussdes a partir de hipéteses e estratégias
para tornar-se vencedor. A troca de informacdes e opinides possibilita que novas
estratégias sejam desenvolvidas pelos alunos.

De acordo com Morgado et al (1991, p. 1) “de modo geral, podemos dizer que
a analise combinatéria é a parte da matematica que analisa estruturas e relacdes
discretas” e “fundamentalmente, a formacao de agrupamentos de elementos, numa
abordagem quantitativa, a partir de um determinado conjunto, sendo esses elementos
submetidos a condicdes previamente estabelecidas” Julianelli et al (2009, p. 1).

Para Dornelas (2004), a analise combinatéria pode ser descrita como “o campo
da matematica que se ocupa em estudar, examinar, descrever e determinar as
diferentes e possiveis classificacdes que podemos obter e observar de um conjunto
dado e de seus elementos constitutivos” (p. 20-21).

Como indica os PCN, a principal finalidade para o estudo de combinatéria séo
os problemas de contagem, pois tem como objetivo:

[...] levar o aluno a lidar com situagcbes que envolvam diferentes tipos de
agrupamentos que possibilitem o desenvolvimento do raciocinio combinatério
e a compreenséo do principio multiplicativo para sua aplicagdo no calculo de
probabilidades (BRASIL, 2001, p.52).

Segundo Morgado et al (1991, p. 119) “A definicdo de probabilidade como
quociente do numero de “casos favoraveis” sobre 0 numero de “casos possiveis» foi
a primeira definicdo formal de probabilidade, e apareceu pela primeira vez em forma
clara na obra de Liber de Ludo Aleae de Jerénimo Cardano (1501-1576)”.

De acordo com os PCN, a principal intencéo para se estudar probabilidade:
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[...] € ade que o aluno compreenda que muitos dos acontecimentos do cotidiano
sdo de natureza aleatdria e que se podem identificar possiveis resultados desses
acontecimentos e até estimar o grau da possibilidade acerca do resultado de um
deles. As nocBes de acaso e incerteza, que se manifestam intuitivamente, podem
ser exploradas na escola, em situacdes em que 0 aluno realiza experimentos e
observa eventos (em espacos equiprovaveis). (BRASIL, 2001, p.52)

Os jogos, de acordo com os PCN, favorecem o trabalho com resolugéo de
problemas em sala de aula:

Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois permitem
que estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade
na elaboracéo de estratégias de resolucéo e busca de solugdes. Propiciam a
simulac&o de situaces-problema que exigem solugdes vivas e imediatas, o que
estimula o planejamento das acfes; possibilitam a construgcao de uma atitude
positiva perante os erros, uma vez que as situacdes sucedem-se rapidamente e
podem ser corrigidas de forma natural, no decorrer da acao, sem deixar marcas
negativas. (BRASIL, 2001, p.46).

De acordo com Grando e Marco (2007, 101), no jogo “o inesperado traz
para o aluno um misto de sensagcdes de ansiedade, medo, angustia, incerteza,
hesitacdo, alegria, ou seja, a situagcdo dilematica em que se sente desfiado a
resolver o problema para, assim, vencer o jogo”. Além disso, o dialogo estabelecido
em momentos de jogo avalia o desempenho do grupo ao organizar e argumentar
o pensamento utilizado de forma a contribuir nas atitudes apresentando desafios e
solucdes, desenvolvendo o senso critico e a criacédo de estratégias podendo, assim,
alterar os resultados caso nao sejam positivos para determinada situagao problema.

2| METODOLOGIA

As caracteristicas da pesquisa qualitativa sdo abordadas na Educacéo por
diversos autores, mas nos pautamos em D’Ambrésio e D’Ambrésio (2006), que sao
pesquisadores na area da Educacéo Matematica. Eles destacam que nas ultimas
décadas a pesquisa qualitativa tem sido considerada a mais adequada para a
Educacédo, uma vez que “tem como foco entender e interpretar dados e discursos
mesmo quando envolve grupos de participantes” (D’AMBROSIO; D’AMBROSIO,
2006, p. 78) e depende da relagao observador-observado.

Os dados desta pesquisa foram produzidos a partir dos seguintes instrumentos:

+ Registros escritos (RE) dos grupos de alunos em folha impressa fornecida
pela professora, realizados durante as atividades;

+ Registros escritos pela professora-pesquisadora no diario de campo (DC);
+ Gravacgoes de audio (GA) de dialogos estabelecidos com os alunos.

Apesquisa de campo teve inicio com a sele¢cdo da tarefa para o desenvolvimento
em sala de aula. Dessa forma, antes de comecar a pesquisa de campo, elaboramos
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0 seguinte roteiro para o desenvolvimento da tarefa:
A partir do roteiro, o material utilizado na tarefa foi organizado previamente e
incluia:
+ Folha impressa com a apresentacao da tarefa e situagdes-problemas;
+ Dados coloridos;
« Tabuleiro/folhas impressas dos jogos;
« Canetas coloridas.

Ao desenvolver a tarefa, tinhamos como objetivo verificar as ideias sobre
combinatdria na tarefa que se refere ao jogo “Corrida de Cavalos” Santos (2015, p.
185), que apresentamos na sequéncia.

Tarefa “Corrida de Cavalos”

Regras do jogo:
« Os numeros do tabuleiro correspondem aos cavalos.
« Cada jogador pode apostar em trés cavalos.

+ A aposta pode ser em um Unico cavalo, em dois ou em trés.

« A aposta deve ser registrada sob o(s) numero(s) do(s) cavalo(s) escolhi-
do(s).

+ O cavalo avanca a partir da soma dos numeros extraidos do langamento de
dois dados que representa o numero do cavalo.

+ O avanco € marcado com um x no diagrama em frente ao numero obtido.

+ Vence o cavalo que primeiro se colocar na linha de chegada.

CHEGADA

LARGADA 112|3|4|5|6|7[8|9|10| 11 12|13
REGISTRO DAS APOSTAS

Tabuleiro: Jogo “corrida de cavalos”

Situacoes-problemas
1. Registrem na tabela o numero dos cavalos que venceu em cada jogada?

12 jogada 2 ? jogada 3 ? jogada 4 2 jogada 5 2 jogada
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2. H4 algum cavalo que tem mais ou menos chances de vencer que o outro?
Justifique sua resposta.
3. O registro feito no tabuleiro ajudou vocé a fazer uma analise do jogo? Por

qué?

Para o desenvolvimento da pesquisa os alunos foram agrupados em duplas,
pois compreendemos que a quantidade de alunos depende dos seus objetivos da
tarefa. No caso especifico do jogo, entendemos que agrupar mais que dois alunos
podemdificultar os resultados da pesquisa. As duplas foram formadas aleatoriamente,
pois consideramos que a troca de opinides/informacdes com diversos colegas de
classe tem a oportunidade de conhecer outros pontos de vista e aperfeicoar os
préprios. Consideramos ainda, que alguns alunos se destacam perante seu colega
de dupla, pois embora os alunos trabalhassem coletivamente, cada um tem seu
potencial intelectual e de lideranca, por exemplo, a responsabilidade, a agilidade,
a perspicacia e perseverancga para descobrir sempre novas estratégias para testar
suas habilidades.

Diante de tais consideracdes e dos nossos objetivos de pesquisa, escolhemos
como tarefa o jogo “corrida de cavalos”. Esse jogo possibilita a articulacdo do
raciocinio combinatério e probabilistico, pois a melhor estratégia para vencer o jogo
consiste em analisar as varias possibilidades apresentadas no decorrer do jogo.

Para desenvolver a tarefa selecionada para a pesquisa levamos em
consideracdo o ambiente de aprendizagem nos pautamos na proposta de Grando
(2004) que indica os “momentos de jogo”. Para tanto, organizamos o ambiente de
aprendizagem de nossa pesquisa em sete momentos que sao: familiarizacdo dos
alunos com o material do jogo; reconhecimento das regras; o “jogo pelo jogo”: jogar
para garantir regras; intervencédo pedagoégica verbal; registro do jogo; intervengao

escrita; jogar com “competéncia”.

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

A analise do jogo desenvolvido com os alunos do 8° ano foi organizada no
primeiro eixo buscamos identificar as ideias sobre combinatéria do jogo “Corrida de
Cavalos”. No segundo eixo apresentamos indicagdes por meio das contribuicdes
que o referido jogo propde a partir do desenvolvimento de conceitos combinatorios.

O ambiente de aprendizagem que escolhemos em nossa pesquisa foi pautado
nos sete momentos destacados por Grando (2004). Os dados da pesquisa foram
coletados nasalade aula, especificamente només de abrilde 2016 e foram produzidos
a partir dos seguintes instrumentos: registros escritos (RE); diario de campo da
professora-pesquisadora (DC) e gravagdes de audio (GA) com transcricdes das
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conversas.

A proposta de ensino por meio de situagbes-problema com o jogo “corrida de
cavalos” articula ideia de combinatoria e probabilidade dos alunos durante o jogo,
contribui para (re) significar conceitos e ampliar o vocabulario probabilistico que
nao € muito presente na vida de alguns alunos. O objetivo de ter selecionado essa
tarefa foi observar a circulacédo de ideias e o complemento para os conceitos de
combinatéria e probabilidade.

Alguns alunos, logo nas primeiras jogadas, perceberam a impossibilidade do
jogador apostar nos numeros 1 e 13, pois néo era possivel obter soma 1 e 13 no
langcamento de dois dados e outros precisaram de mais tempo.

No seguinte quadro, apresentamos uma sintese das respostas dadas pelos

alunos.
QUESTAO 1 QUESTAO 2 QUESTAO 3
O registro feito no
DUPLAS NGmero dos cavalos que | Cavalo (s) | Cavalo (s) | tapyleiro ajudou
venceram em cada jogada | €OM MalS | COM MENOS | nq registro do
chance de | chance de j0go?
vencer vencer .
12 22 32 42 52 SIM NAO
JL 3 8 5 7 7 7 1e13 X
CR 6 3 6 6 8 | Do2ao12 1e13 X
GM 7 6 4 6 9 6 * X
DE 8 6 6 6 7 6 * X
CJ 7 8 9 9 7 7e9 8 X
BR 7 7 5 7 7 7 1e13 X
MR 8 8 7 9 8 8 1e13 X
Kl 7 8 7 7 7 7 1e13 X
CE 5 7 8 7 8 8 1e13 X
IL 5 6 6 6 6 6 * X
WM 10 7 9 8 5 7 * X
FJ 8 6 4 7 6 6 1 X

Quadro - Sintese das respostas da tarefa: “pensamentos probabilisticos”

Fonte: Diario de campo da pesquisadora.

No decorrer das jogadas e dos dialogos conceitos de combinatéria e
de probabilidade foram apresentadas pelas duplas a partir dos jogos, das
problematizacdes propostas a partir deles e da intervencédo da professora-
pesquisadora nos dialogos.
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41 CONCLUSAO

Nossa investigacdo analisou a contribuicdo do jogo “Corrida de Cavalos”, no
ensino da combinatoria e probabilidade no Ensino Fundamental. A insercéo de tais
conteudos é de suma importancia aos alunos devido ao contato com informacdes
que condizem ao tratamento e interpretacdo dos dados, a tematica presente nao
apenas no contexto escolar como também cotidiano.

Quanto a proposta do jogo que foi apresentada na sala de aula os alunos
mostraram curiosidade e interesse, ja que geralmente essa ndo é uma praticacomum.
O nosso desafio foi aliar as concepg¢des de Grando (2004) e o desenvolvimento da
cognicdo matematica associada aos jogos que despertam curiosidades quanto a
combinatéria e a probabilidade foi desafiador resultando no complemento de tal
aprendizado.

Os registros efetuados pelos alunos esclareceram o processo de raciocinio
desenvolvido, analisando-os com diferentes formas de anélise sobre as
problematizacdes do jogo. Nessas problematizagcdes que envolveram o “jogar
com competéncia” analisamos o contato com os tabuleiros do jogo, o registro das
jogadas realizadas, da resolugdo de situacdes-problema perceptiveis no decorrer
das jogadas, os jogadores observavam o jogo com mais atencdo a cada nova
jogada.

Compreendemos que a comunicagdo desenvolvida nos momentos de
socializacado tem papel importante, pois por meio dela os alunos podem tomar
consciéncia das agdes que desenvolvem no jogo. Além disso, analisar os recursos
necessarios para o trabalho, assim como o tempo, respeitando o ritmo dos alunos, a
relacdo professor-aluno o que ao serem analisados, na maioria das vezes, marcados
e delineados diante das respectivas experiéncias os modificam e redirecionam
instigando o seu desempenho.

Os jogadores atuaram cooperativamente, em movimento coletivo de
aprendizagem. O resgate da vontade de aprender que € um dos objetivos que o
jogo tem e foi executado naturalmente durante o jogo.

Durante todo o processo de intervencdo pedagdgica, realizado pela
pesquisadora, neste cenario composto pelo jogo envolvendo regras e estratégias
(Corrida de Cavalos), a analise dos resultados mostrou os procedimentos dos
sujeitos nos jogos e evidenciou-se o processo de formacao de diversos conceitos e
habilidades matematicas.

A importancia do jogo como recurso pedagodgico envolve os alunos ao
movimento de conceitos combinatoérios e probabilisticos, que sao desenvolvidos de
forma articulada e significativa, dessa forma, contribuem com o desenvolvimento
dos referidos conceitos, importantes para os alunos da Educacéao Bésica.
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RESUMO: Na sala de aula de matematica a
comunicagcdo entre professor e aluno é um
elemento essencial para o processo de ensino
e aprendizagem dos conteudos matematicos.
Neste sentido, o discurso do professor de
matematica assume relevancia. Para Bakhtin,
o discurso nao transmite apenas o que esta
sendo afirmado, mas também o estado de
espirito e a maneira do falante, que se expressa
no conteudo e também nas formas do discurso,
que pode ser expresso na entonacao davoz. Em
sala de aula nem sempre o professor escolhe o
melhor caminho para se posicionar acerca do
que o aluno produz ou acerca dos resultados
que apresenta sobre questbes matematicas
que lhe séo solicitadas a solugéo. Se realiza
a analise da resposta apresentada pelo aluno,
mas nao se questiona sobre as razbes da
resposta que o aluno apresenta. Existe indicios
de que conhecer as razdes e as preferéncias do
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aluno por seguir este ou aquele caminho para
resolver uma questdo é fundamental. Como
reage o futuro professor de mateméatica diante do
erro que o aluno comete ao resolver atividades
matematicas? Esta é a nossa pergunta de
pesquisa. Este estudo tem o objetivo de analisar
o discurso de futuros professores acerca do erro
do aluno quando esta resolvendo atividades
matematicas, adotamos uma abordagem
qualitativa e utilizamos conceitos bakhtinianos
na busca de compreender o fenbmeno que
estudamos. Para a obtencdo dos dados foi
aplicado um questionario em uma turma de 23
alunos do 7° periodo do curso de licenciatura
em matematica de uma instituicdo publica. Os
resultados mostram que os participantes da
pesquisa realizaram um discurso em diversas
direcGes, predominando dois tipos de discursos:
1) Os futuros professores que compreendem as
razdes do erro do aluno; 2) Futuros professores
atribuem ao aluno a responsabilidade pelo erro,
ou seja, os alunos erram por falta de atencéo ou
por falta de interesse.
PALAVRAS-CHAVE:

professores. Aprendizagem matematica. Erro.

Discurso. Futuros
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ABOUT THE STUDENT ERROR RESOLVING MATHEMATICAL ACTIVITIES

ABSTRACT: In the math classroom, communication between teacher and student is
na essential elemento in the processo of teaching and learning mathematical contente.
In this sense, the mathematics teacher’s discourse takes on relevance. For Bakhtin,
the speech does not convey only what is being affirmed, but also the speaker’s mood
and manner, which is expressed in the content and also in the forms of the speech,
which can be expressed in the intonation of the voice. In the classroom, the teacher
does not always choose the best way to position himself on what the student produces
or on the results he presents on mathematical questions that are asked for a solution.
The analysis of the answer presented by the student is carried out, but there is no
question about the reasons for the answer that the student presents. There is evidence
that knowing the student’s reasons and preferences for following this or that way to
resolve an issue is fundamental. How does the future math teacher react to the mistake
the student makes when solving math activities? This is our research question. This
study aims to analyze the speech of future teachers about the student’s error when
solving mathematical activities, we adopt a qualitative approach and we use bakhtinian
concepts in the search to understand the phenomenon we study. To obtain the data, a
questionnaire was applied to a class of 23 students from the 7th period of the degree
course in mathematics at a public institution. The results show that the research
participants delivered a speech in several directions, with two types of speeches
prevailing: 1) The future teachers who understand the reasons for the student’s error;
2) Future teachers attribute to the student the responsibility for the error, that is, the
students make mistakes due to lack of attention or lack of interest.

KEYWORDS: Discourse. Future teachers. Mathematical learning. Mistak.

11 INTRODUCAO

A atitude do professor diante do erro do aluno ao resolver uma atividade
matematica nem sempre pode ser considerada a mais adequada. Dizemos mais
adequada para a aprendizagem. Mais apropriada como atitude de um educador.
Este, muitas vezes desconsidera por completo o que o aluno fez e as razbdes da
solucéo apresentada.

Compreender o porqué do erro € fundamental para a acdo do professor de
matematica em sala de aula. Os caminhos escolhidos pelo aluno precisam ser
identificados pelo professor e levados em consideracao. Faz parte da compreenséao
do processo de ensino e aprendizagem pelo professor.

No entendimento de Buriasco e Santos (2008), quando o aluno comete um
erro o professor recebe um indicativo do que esta faltando para o aluno entender
determinado conteudo. Em decorréncia disto o professor tem a oportunidade de
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avaliar o aluno pelo que ele nédo sabe, tendo como objetivo ajuda-lo a superar as
dificuldades que esta enfrentando.

Na opinido de Miranda (2013), o erro expde alguma coisa que ocorre em
alguma situagdo processo, considerando esse fato, apresenta contribuicoes
que a identificacdo e andlise do erro pode oferecer ao professor de matematica.
Identificando a partir do erro as dificuldades do aluno para que possa escolher a
metodologia mais adequada para uma aprendizagem mais eficaz.

No entendimento de Nagy e Buriasco (2008), analisar o erro ndo & tarefa
apenas do professor, mas também do aluno “identificar e compreender seus erros,
podendo, assim, em outras ocasides, geri-los, isto é, desenvolver processos de
verificacdo e autocorrecdo que o ajudem, se necessario, a refazer os caminhos
para sua resposta” (p.39). Mas, o aluno deve contar com o estimulo, a orientacao e
colaboracao do professor para despertar e compreender quando comete um erro.

O objetivo central desta pesquisa é analisar o discurso de futuros professores
acerca do erro do aluno quando esta resolvendo atividades de matematica. Por
meio de uma abordagem qualitativa utilizamos conceitos de Bakhtin (2003; 2006)
para compreender o fendmeno que estudamos.

Para obter os dados foi aplicado um questionario com cinco perguntas em
uma turma de 23 alunos do 7° periodo do curso de licenciatura em matematica de
uma Universidade Publica. Aos 23 alunos restam dois periodos para a conclusao do
curso e todos realizaram seus estudos no ensino médio em escola publica.

2| ALGUNS FUNDAMENTOS

Nem sempre sabemos as intengcdes de alguém quando realiza determinado
discurso. Barros (2005), um dos estudiosos de Bakhtin, afirma que o discurso nao é
individual, porque ele se realiza entre, pelo menos, dois individuos, nao € individual
porque um discurso sempre dialoga com outro discurso.

Acerca desta questédo, Bakhtin (2006) afirma que a palavra discurso é uma
palavra indefinida, ele o considera como algo que, “pode designar linguagem,
processo de discurso, ou seja, o falar, um enunciado particular ou uma série
indefinidamente longa de enunciados e um determinado género discursivo”
(BAKHTIN, 2006, p. 274).

O discurso pode se manifestar em diversas formas de comunicacgao, pode ser
considerado como uma ag¢ao ou um gesto, também pode se apresentar de forma
escrita ou oral da linguagem.

Entretanto, neste estudo consideramos apenas o discurso em sua forma
escrita, para compreender o discurso que futuros professores realizam acerca do

erro do aluno ao resolver atividades de matematica. O discurso afirma a maneira
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como os significados séo definidos pelos sujeitos que participam de um processo
de diélogo.

Buscamos entéo, compreender o discurso que o futuro professor de matematica
realiza sobre o erro do aluno resolvendo tarefas de matematica. “Compreender a
enunciacéo de outrem significa orientar-se em relagéo a ela, encontrar o seu lugar
adequado no contexto correspondente” (BAKHTIN, 2006, p. 136).

Tao importante quanto compreender o discurso do professor sobre o erro
do aluno, é entender porque este erra. Diagnosticar as razées e implicagbes do
erro mateméatico, pode contribuir tanto no processo de ensino e aprendizagem
quanto ao desenvolvimento cognitivo do aluno, assim como pode influenciar no
desenvolvimento de praticas pedagdgicas eficientes pelo professor.

Um estudo de revisdao de literatura de Cury (2008) analisa como os erros
séo interpretados nas pesquisas de educacdo matematica. Esta autora afirma ser
frequente a elaboracdo de uma tipologia de erros.

Para De La Torre (2007), quando visto apenas como resultado, o erro
apresenta um significado negativo; por outro lado, quando visto como componente
de um processo, pode resultar em algo construtivo, algo que colabora com a pratica
pedagobgica do professor e com a aprendizagem do aluno.

Ja Rocha e Santos-Wagner (2017) afirmam que esta tematica tem sido
analisada de diversas maneiras, “em alguns estudos, quantificam-se erros que
foram cometidos, em outras registram-se o0s tipos de erros, em outras procedem-se
a analisar e categorizar os tipos de erros cometidos por estudantes” (p. 368). Os
autores também afirmam que algumas procuram compreender as possiveis causas
de determinados tipos de erros.

Na pesquisa de Buriasco, Ferreira e Ciani (2009) os autores destacam que
a analise da producao escrita pode apontar os caminhos percorridos pelos alunos
interpretando situagdes, como procedem para solucionar problemas, quais as

dificuldades demonstradas para solucionar um problema.

3 | DISCURSOS DE FUTUROS PROFESSORES

Vejamos agora o que dizem os futuros professores sobre o aluno quando erra
resolvendo atividades de matematica. Aos 23 futuros professores participantes da
pesquisa foram atribuidos os cédigos de FP1 a FP23.

Quando perguntamos “o que vocé pensa acerca do erro do aluno quando esta
resolvendo atividades matematicas?”. Um dos participantes da pesquisa, assim se

posicionou:
Afalta de atencao do aluno o leva ao erro, pois os alunos tém uma certa dificuldade
com a disciplina da matematica e com isso nao tem interesse para estudar (FP9).
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Este futuro professor esta atribuindo ao aluno a responsabilidade pelo erro. O
aluno erra por “falta de atencao”, pelas dificuldades que tem com a matemética, pelo
desinteresse com os estudos. De certo modo, indica uma posi¢cédo comoda, pois ao
invés de refletir sobre erros que possa ter cometido quando ensinou os conteudos,
por nao ter levado os alunos a compreensao do que explicou, FP9 transfere todas
as responsabilidades ao aluno.

Nas afirmacdes de Bakhtin (2003), o discurso é pensado sempre em termos
de resposta. Aquele que discursa, em qualquer circunsténcia € um contestador,
“ele ndo é o primeiro falante, o primeiro a ter violado o eterno siléncio do universo
(...). Cada enunciado € um elo na corrente complexamente organizada de outros
enunciados” (BAKHTIN, 2003, p. 272). Este autor observa que tanto o falante,
quanto o ouvinte, ndo tém atribuicoes estabelecidas, mas sao portadores de um
conjunto de responsabilidades no processo de comunicag¢do e na agao discursiva.

Dois participantes da pesquisa responderam sobre a mesma pergunta
formulada acima do seguinte modo:

O erro do aluno reflete o nivel de aprendizado dele e onde esta suas maiores
dificuldades. Serve também para explicar para o professor onde ele (o professor)
tenha falhado e possa usar outra abordagem ou metodologia de ensino (FP4).

Que ele necessita de uma maior assisténcia em seu aprendizado, ou seja, 0s
professores precisam estar atentos ao nivel do aluno e em que devem ajuda-los
(FP5).

Os discursos de FP4 e FP5 sdo bem diferentes do que afirmou FP9, agora
nao ha a responsabilizacdo do aluno. O viés agora € compreender a realidade,
encontrar possiveis caminhos de superacdao. Podemos identificar, neste caso, FP4
esta dizendo que o dialogo entre professor e aluno € necessario, o dialogo como
uma forma de aprendizagem. Bakhtin (2006) afirma que o dialogo constitui uma das
formas mais importantes da interacéo verbal, que vai além da comunicacdo em voz
alta entre as pessoas.

Temos FP4 observando que o erro ajuda ao professor reconhecer onde
falhou quando ensinou, ou utilizou uma metodologia inadequada, quando diz o erro
serve para, “explicar para o professor onde ele tenha falhado”. O que FP4 esta de
fato afirmando é a necessidade do professor compreender onde falhou em suas
explicacdes ao ensinar e com isto levou o aluno ao erro. Na perspectiva bakhtiniana,
a compreensao € uma forma de dialogo. Ja FP5 aponta que o professor deve estar
atento para identificar onde o aluno precisa de ajuda para superar o erro.

Os discursos de FP4 e FP5 apontam para a necessidade do professor refletir
sobre o erro. Estas falas estdo em consonéncia com o que propde a autora a seguir:
“o erro quando submetido a reflexdo, podera desencadear um questionamento de
todo o processo de ensino e transformar-se numa estratégia didatica inovadora”
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(PINTO, 2000, p. 24). Por oferecer ao professor elementos para modificar a pratica
pedagobgica e também atuar de uma maneira mais efetiva sobre o erro do aluno,
contribuindo para ampliar a aprendizagem.

Solicitamos dos nossos interlocutores que justificassem se o erro do aluno
quando resolve questbes matematicas contribui ou ndo para a aprendizagem,

vejamos algumas falas:

Talvez, muitas vezes errando se aprende e pode despertar um interesse no aluno
para aprender e ndo errar mais. Ja por outro lado, o aluno pode se achar incapaz
de aprender e se desestimular (FP1).

Acredito que sim, pois quando ele tenta, mesmo errado, ele ta fazendo alguma
coisa, e quando o professor explica o erro ele aprende e ndo erra mais naquilo
(FP14).

Sim. Quando o aluno erra, pode-se a partir do erro mostrar como se poderia chegar
a solucdo desejada. N&o criticando o mesmo mas mostrando e incentivando de
maneira criativa a buscar a solucéo (FP16).

Nos trés posicionamentos acima os futuros professores apresentam um
discurso que mostra uma compreensao construtiva do erro, sinalizando que os
erros podem evidenciar dificuldades em relacdo a aprendizagem, mas ao mesmo
tempo ndo devem ser punidos pelo professor.

Perguntamos também se, “quando se tornar professor faz sentido ter
preocupac¢éo com o erro do aluno quando esta resolvendo atividades matematicas?”.

Os futuros professores afirmaram:

Sim, pois dai seréd possivel perceber falhas na forma de ensinar, melhorando esse
processo ao passar do tempo (FP8).

Sim, pois estudos ja mostraram que o erro pode ser aproveitado como forma de
aprendizagem uma vez que seu advento foi ocasionado na tentativa de acertar
(FP12).

Sim, pois o professor ndo pode passar batido esta questdo, pois o objetivo do
professor é fazer com que o aluno aprenda, e ndo apenas passar conteudo (FP4).

Respondendo questionamentos diferentes os participantes da pesquisa
mostram cuidados especiais com a aprendizagem do aluno, como no questionamento
acima, FP8, FP12 e FP4 apresentam o entendimento de que o erro do aluno € um
momento que deve ser aproveitado e oferecer ao aluno mais aprendizagem.

Ramos (2015) afirma ser preciso o professor tratar o erro de maneira didatica
e para que isso ocorra “é fundamental o professor identificar, analisar e categorizar
o erro do aluno” (RAMOS, 2015, p. 132). O que segundo tedricos construtivistas,
resulta na reconstrucao do conhecimento, e por outro lado, pode levar a superacao
do erro cometido.

Perguntamos quais as principais razdes para o erro do aluno, e obtivemos
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respostas assim:

A falta de concentragcao, a falta de interesse, as dificuldades acumuladas ao
longo da trajetéria escolar, problemas psicologicos (raros), a falta de estrutura
da escola (pois existem conteldos que exigem outros recursos) e a metodologia
adotada, isto é a forma do professor ensinar (FP4).

Nao entender o assunto, muitas vezes falta de estudo fora da aula, ou desinteresse,
etc (FP21)

O fato de que nem todos aprendem no mesmo ritmo, como também a forma de
ensino do professor (FP5).

Observamos que os futuros professores estdo respondendo esta questao
com 0S mesmos argumentos apresentados para responder a primeira questao
(0o que vocé pensa acerca do erro do aluno quando esta resolvendo atividades
matematicas?). Insistem em responsabilizar o aluno pelo erro.

Recorrendo a Botelho et al. (2006), o mesmo faz a cataloga¢céo do erro em
dois grupos: o erro conceitual e o erro procedimental. Segundo este autor, no erro
conceitual, o aluno apresenta limite de compreensao acerca do que Ihe esta sendo
solicitado resolver. Enquanto o erro procedimental sdo aqueles que ocorrem durante
o procedimento de solugéao da questéo.

Perguntamos ainda aos futuros professores: vocé considera que existe
alguma estratégia metodologica para tentar diminuir os erros do aluno quando estéa
resolvendo atividades matematicas? Algumas das respostas obtidas abaixo:

Acho que né&o existe uma estratégia para diminuir o erro, pois nesse aspecto sé&o
problemas, na minha opinido, inerentes ao aluno (FP7).

N&o. Porque se o aluno n&o tem interesse, ndo importa a metodologia (FP22).

Sim. Acho que estimular mais a criatividade do aluno faz com que ele tenha
mais facilidade em resolver problemas. Segundo, a maneira como € proposto o
trabalho com resolucao de problemas (FP19).

Nem sempre é possivel transformar o conteddo em algo “real”, que faca parte da
vida do aluno, mas acredito que esse € um bom método. Praticar a resolucéo de
problemas. Estimular o raciocinio (FP3).

Sim, primeiramente usar nas aulas problemas matematicos, e ndo apenas
exercicios, e usar por exemplo, problemas que fagcam sentido ao contexto cultural
e social do aluno, problemas de acordo com o nivel do aluno, e possivelmente
recursos didaticos (dentre eles, jogos ou matérias manipulaveis) (FP4).

N&o tenho certeza, devido ao fato da aprendizagem do aluno ser composta por
varios fatores, entdo alguma estratégia pode servir para uns e outros nfo. Isso é
uma combinacao de acdes que podem diminuir o erro do aluno (FP15).

Neste questionamento observamos um equilibrio quantitativo quanto ao
discurso do futuro professor acerca da possibilidade de que exista uma metodologia
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pedagobgica que contribua, ndo para superar o erro, mas para diminuir.

FP15 expressa a incerteza e justifica com a assertiva de que a aprendizagem
decorre de um conjunto de fatores, afirma que uma estratégia metodoldgica mais
efetiva para a aprendizagem “pode servir para uns e outros nao”.

Umfatomerecedestaque,emnossoquestionariode pesquisaforamformuladas
apenas cinco questdes, e observamos que este é o terceiro questionamento em que
os futuros professores repetem um discurso “pronto”, responsabilizando o aluno
pelo erro, os posicionamentos de FP7 e FP22 parecem né&o deixar duvidas quanto
a esta questao.

Podemos inferir que os futuros professores tendem a repetir este discurso
que desresponsabiliza o professor, o poder publico, e as condi¢des atuais da escola
publica com o processo de ensino e aprendizagem e transfere a responsabilidade
desses atores apenas para o aluno. Bakhtin (2003) afirma, “cada enunciado
particular é individual, mas cada campo de utilizagdo da lingua elabora seus tipos
relativamente estaveis de enunciados, os quais denominamos géneros do discurso”
(p. 262).

Pode ser um exagero considerar que o género discursivo preferido pelo
futuro professor é aquele que associa ao aluno a responsabilidade exclusiva pela
aprendizagem. A verificacdo deste aspecto, em relacao a futuros professores, nos
faz indagar o que responderéo professores ja experientes acerca da questéao.

Cury (2008) considera que o erro também é um conhecimento do aluno,
construido por este, sendo assim é preciso que o professor analise e interprete o
qgue o aluno produziu, para localizar o erro e encontrar caminhos adequados para a
correcédo do mesmo.

41 CONSIDERACOES QUE NAO FINALIZAM

Duas situacdes podem ser apontadas neste estudo, a primeira, sugere que
parte dos futuros professores realizam um discurso que indica compreender as
razdes dos erros que o aluno comete; a segunda situacao, indicam que os futuros
professores creditam ao aluno a responsabilidade pelo erro que pratica ao realizar
atividades matematicas, afirmam que o aluno erra “por falta de atencéo ou interesse”.

Em nossa opinido, o discurso do professor que insinue ou responsabilize o
aluno pelo erro cometido, carece de uma melhor fundamentacéo. Deve ser apoiado
o discurso que estimule a reflexdo e a revisao do erro pelo proprio aluno. Desse
modo, o erro deixa de ser algo negativo e o aluno passa a compreender que 0 erro
nao € “pecado”, faz parte do processo de aprendizagem.

Até porque, no campo da educagao matematica varias pesquisas realizadas
(PINTO, 2000; CURY, 2004; SANTOS e BURIASCO, 2008; SALSA, 2017) indicam
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que o erro do aluno deve ser visto como uma oportunidade, como um fator de
construcao do conhecimento.

Mesmo havendo uma producdo expressiva relacionada a erros, ainda ha
muito o que conhecer acerca do erro do aluno estudando matematica. Entendemos
que é preciso investigar de forma mais acentuada as causas do erro do aluno e as
dificuldades do professor em lidar com 0 mesmo, em especial, em ambientes que

envolvem tecnologia.
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RESUMO: Tomando o aporte da
piagetiana como base, a pesquisa descrita
neste artigo estd vinculada ao grupo de

teoria

estudos do CNPq: “Processos de escolarizagao
no cotidiano escolar’” e teve como obijetivo
analisar o uso do jogo de regras Mancala
em aulas de Matematica. Nessa perspectiva
tedrica, 0 jogo de regras é considerado um
importante instrumento por meio do qual os
processos constitutivos do pensamento podem
ser explicitados, a0 mesmo tempo que as
intervencdes possibilitam elaboracdes internas
do pensamento. Considerou-se o contexto de
uma turma de 4° ano do Ensino Fundamental
l. O estudo foi conduzido em duas etapas. Da
primeira etapa participaram 26 alunos com
idades de 7 e 8 anos que tiveram acesso ao
jogo Mancala, conheceram sua historia, as
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diferentes culturas nas quais ele é encontrado,
as regras, as principais estratégias em situagoes
de aprendizagem do jogo. Da segunda etapa
participaram 7 duplas de alunos escolhidos por
sorteio com Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (TCLE) assinado pelos respectivos
responsaveis. Os resultados indicaram que o
jogo Mancala foi desencadeador de processos
cognitivos, afetivos e sociais e, portanto, serve
ao propdsito de orientar praticas pedagdgicas
para promover aprendizagens da Matematica.
O jogo favorece a apresentagcao de situacoes
de ensino favoraveis a aprendizagem de
conceitos Matematicos, tanto do ponto de
vista cognitivo (aprender a jogar bem o jogo,
desenvolver estratégias para vencer os desafios
do jogo), quanto dos aspectos afetivo e social
(compreender o perder e ganhar, competir e a
frustracdo) como partes do jogo.

PALAVRAS-CHAVE:
conhecimento; Educagcdo Matematica; Jogo de

Construcao do

regras Mancala; Epistemologia Genética.

CONSTRUCTION OF KNOWLEDGE AND
THE RULES GAME SHINES THE LIGHT OF
PIAGETIAN THEORY
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INTRODUGCAO

A Educacédo Matematica € o campo de estudos e pesquisas que se ocupa
dos desafios do ensinar e aprender a Matematica, considerando que esta € uma
area do conhecimento importante para promover o desenvolvimento do raciocinio
l6gico autbnomo, a criatividade e a capacidade de resolver problemas e conflitos
advindos da vida cotidiana (BRASIL, 1998). O campo da Educacao Matematica
surge da necessidade de quebrar paradigmas da rigorosidade, foco exclusivo em
memorizacao de formulas e calculos diante da grande evolugcédo do que se entende
por ensino e aprendizagem da Matematica, na atualidade.

Podemos dizer que nao se aceita mais uma matematica desvinculada da vida
pratica e da relacdo com as diversas areas do conhecimento humano. E necessario
que a Matematica seja apresentada revestida de aplicabilidades, de conceitos
historicos, de localizagbes geograficas, de arte, de compreenséo textual, da boa
escrita, das diversas ciéncias, para incorporar padrdes interdisciplinares e atingir
a exceléncia de seu ensino (D’AMBROSIO, 2005). Neste sentido, pesquisas no
campo da Educacdo Matematica tém como alvo o jogo como estratégia para o
ensino e aprendizagem dos conteudos matematicos. Strapson e Bisognin (2013)
asseguram que o jogo desempenha um papel motivador e interessante tanto para
os alunos quanto para o professor. Os autores destacam que os jogos substituem as
atividades habituais, como por exemplo o uso do quadro negro e giz, por outras que
podem motivar e desenvolver habilidades de raciocinio l6gico, pensar estratégias e
reflexdo por parte dos alunos.

Para Flemming e Collago de Mello (2003) o uso dos jogos como recurso didatico
possibilita que a aprendizagem aconteca de forma mais dindmica, interessante e
menos traumatica. Para isso, ao adotar o jogo como estratégia de ensino na sala de
aula, altera-se o modelo tradicional de ensino que muitas vezes adota apenas livros
didaticos com exercicios padronizados (SMOLE; et al., 2008). Assim, ao utilizar os
jogos para ensinar Matematica, o professor proporciona ao estudante um ambiente
integrador de diferentes saberes que possibilita a constru¢édo do seu conhecimento
(LARA, 2003).

Na literatura é possivel encontrar diversos tipos de jogos. Grando (1995)
classifica como jogos pedagdgicos, aqueles que sao utilizados para ensinar e
aponta cinco tipos, sendo: os jogos de azar; jogos de quebra-cabeca; jogos de
estratégia; jogos de fixacdo de conceitos; e jogos computacionais. Ja Lara (2003)
apresenta os jogos como: de construgao, jogos de treinamento, aprofundamento e
jogos estratégicos.

Os jogos motivam os alunos, transformam a sala de aula, proporcionam

aprendizagem individual e coletiva de forma agradavel, principalmente para
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estudantes que apresentam dificuldades em relacdo a Matematica. Para Borin
(1995) o jogo permite o desenvolvimento da linguagem, bem como maneiras
diferenciadas e interessantes de propor problemas, simular situagbes que exigem
solugdes vivas, imediatas, estimulando o planejamento de agdes, contribuindo para
melhorar a autoestima e atitudes positivas frente a aprendizagem.

Na teoria piagetiana, a qual embasa as discussdes da pesquisa realizada, os
relatos de pesquisas com jogos sao frequentes, em especial em alunos do Ensino
Fundamental dentre os quais citamos alguns: Macedo, Petty e Passos (2000, 2005);
Oliveira e Brenelli (2008); Fiorot e Ortega (2009); Bianchini, Oliveira e Vasconcelos
(2012); Carvalho e Oliveira (2014), entre outros. Nessa perspectiva, o jogo produz
efeito regulador das diferentes estruturas, pela sua dimenséo ludica que desafia
0 sujeito a considerar algo segundo varios pontos de vista, 0 que pressupde um
olhar atento, aberto e disponivel para a resolugdo das mais diversas situagdes
apresentadas (MACEDO; PETTY; PASSOS, 2000).

As relagdes que podem ser estabelecidas entre as diferentes possibilidades
de resolucéo no jogo de regras podem servir para o desenvolvimento de estratégias
eficientes ndo apenas para ganhar o jogo e solucionar aqueles problemas imediatos,
mas como aprendizado para outros desafios ou conflitos que sejam suscitados a
resolver através de tomadas de consciéncia (PIAGET, 1978).

Sobre esse fundamento, Kamii e DeVries (2009, p. 52) acreditam “[...] que os
jogos em grupo devem ser usados na sala de aula n&o pelo mero fato de se ensinar
as criancas a joga-los, mas para promover sua habilidade de coordenar pontos de
vista”. Para jogar e ganhar, € indispensavel que o individuo esteja atento, seja ativo
e envolvido no jogo em todas as suas especificidades.

Para o pesquisador que trabalha numa perspectiva construtivista, o interesse
pelo jogo recai na anélise dos procedimentos que o jogador utiliza ou constréi ao
jogar, quer ele esteja se utilizando do jogo para avaliar o modo de pensar do jogador
quer se utilizando do jogo como recurso de intervencéo, para melhorar ou produzir
novos conhecimentos. Nesse sentido, as situacdes de jogo podem ser evocadoras
do desenvolvimento de estruturas cognitivas e de regulacdes que envolvem além da
dimenséo intelectual, as coordenacodes afetivas e sociais que séo imprescindiveis
ao desenvolvimento dos alunos em contexto escolar (MACEDO; PETTY; PASSOS,
2000).

Para ateoria piagetiana, o desenvolvimento cognitivo € um processo sequencial
onde a interagdo tem importante papel na construgdo do conhecimento. Frente as
perturbacdes ou conflitos, o sujeito tende a reagir por meio de regulagées continuas,
reorganizando suas estruturas cognitivas anteriores. Trata-se de considerar a
atividade do sujeito e, mais ainda, as significacdes por ele atribuidas as suas acgdes,
como responsaveis pela possibilidade de adquirir conhecimento (MACEDO, 1994).
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Para Piaget (1976), essa interacdo se da em um processo de assimilagdo,
acomodacao e adaptacao. Do equilibrio desses processos advém uma adaptacéao
ao mundo cada vez mais adequada e uma consequente organizacado mental. A
assimilacéo é o processo responsavel pela aplicacdo de esquemas ja construidos
na realidade externa que se pretende conhecer. Trata-se de construcdes anteriores
e nao apriorismo (ndo se trata de hereditariedade e processos maturacionais
puramente aplicados ao mundo externo). A acomodacgao por sua vez implica em
modificacbes da estrutura cognitiva interna, a partir da resisténcia da realidade
externa aos esquemas do sujeito. O pensamento se transforma para dar conta de
compreender o mundo que o cerca. A adaptacdo é a sintese desses processos,
permitindo o equilibrio construtivo entre sujeito e realidade externa, sendo que ao
mesmo tempo em que transforma a realidade o pensamento do sujeito também é
por ela transformado.

A evolucao construtiva da estrutura cognitiva, permite que novos
conhecimentos abram caminho para novas possibilidades, descartando a tese de
qgue o conhecimento é pré-estabelecido geneticamente ou por maturagdo. Dessa
forma, por meio desses processos, 0 sujeito passa pela construgcéo e reconstrucao
de saberes. E necessario um equilibrio entre os processos para uma organizagéo
mental, a fim de gerar crescimento e desenvolvimento cognitivo. E a partir destes
mecanismos que o individuo constrdi o conhecimento, assimilando informacdes
qgue a realidade a ele impde, sua experiéncia com o real possibilita e as interpreta
com base em estruturas construidas dialeticamente.

SOBRE O JOGO MANCALA

O jogo Mancala € um jogo milenar, comum nos paises africanos e foi difundido
principalmente quando negros e escravos migraram pelo mundo. A mancala compde
uma familia de jogos de tabuleiro presente em varias culturas ao redor do mundo,
algumas vezes chamada de jogos de semeadura ou jogos de contagem e captura.
Com isso, esse jogo recebe varios nomes e regras gerais para se jogar, tais como,
Kalah, Awelé, Jodu, Andot, Ouri, Oware, Sungka, Omweso, Bao, dentre outras
(CUNHA JUNIOR, 2004).

Segundo Zaslavsky (2000), a mancala é mais difundida no continente africano.
Assim como o xadrez, o mancala também é um jogo de tabuleiro, que busca trabalhar
o raciocinio légico, porém, ele pode ir muito além disso. Os primeiros tabuleiros
da mancala foram encontrados em escavacdes no Antigo Egito. No Brasil, foi
introduzido pelos escravos vindos do continente africano, onde as mais conhecidas
variagdes séo justamente o Oware e Giuthi, vindos de Gana e Quénia.

Este é um jogo com profundas raizes filosoficas. E jogado habitualmente
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com pequenas pedras ou sementes. A movimentacado de pecas tem um sentido de
“semeaduras” e “colheita”. Cadajogador € obrigado a recolher sementes depositadas
numa “casa” e com elas semear suas sementes do tabuleiro, bem como as casas
do adversario. Seguindo as regras, em dado momento o jogador faz a “colheita”
de sementes que passam a ser suas. Ganha quem obtiver mais sementes ao final
do jogo. Ressalta-se que, embora o objetivo do jogo seja ganhar, ndo ha como
pressuposto a eliminacédo do adversario. Ao contrario, ambos sdo estimulados ao
“plantio”, mesmo em terras adversarias. Nesse jogo, ambos colhem. E um jogo em
que nédo ha sorte envolvida. Somente raciocinio l6gico-matematico.

METODOLOGIA

A natureza da pesquisa foi qualitativa, na modalidade descritiva (LUDKE;
ANDRE, 1996). Esta perspectiva é compativel com a proposta do método clinico-
critico piagetiano que propde um dinamismo ao pesquisador e participante em um
movimento de interac&o continua, o que favorece um ambiente construtivo.

Para Delval (2002), o método clinico oferece um conjunto de principios que
podem nortear a observacdo e as acgbes do pesquisador indicando caminhos
percorridos pelo pensamento do sujeito em busca da resolugédo dos conflitos
apresentados nas situagcbes propostas. O jogo possibilita situacdes em que os
conflitos sociais, afetivos, cognitivos podem ser observados de forma criteriosa pelo
pesquisador, apoiado neste método.

Contexto empirico: foram 6 sessbes com uso do jogo Mancala, com tempo
de duracdo médio de 1 hora cada, realizadas no primeiro bimestre do ano letivo do
ano de 2018 (fevereiro e margo), em um colégio particular que atende da Educacéao
Infantil ao Ensino Médio, em um municipio norte paranaense.

Participantes: apresentavam idade entre 7 e 8 anos no momento em que a
pesquisa se deu e todos receberam o termo de consentimento livre e esclarecido
(TCLE) que foi assinado pelos responsaveis, atendendo aos principios éticos do
estudo. Na primeira etapa da pesquisa, 26 alunos compuseram a amostra, e em
etapa posterior, foram selecionadas sete duplas (14 alunos) para analise de suas
jogadas.

Instrumentos: Mancala - um tabuleiro retangular (2x6+2) construido a partir de
uma cartela de ovos contendo 12 cavidades, 2 recipientes plasticos posicionados ao
lado das cavas e feijoes brancos para fazer as semeaduras no total de 48 sementes.
O tabuleiro foi dividido em duas fileiras, sendo cada uma composta de seis cavidades
redondas e uma maior e mais ovalada. As cavidades maiores foram chamadas de
kalah e tiveram a funcéo de reservatério, enquanto as cavidades menores foram
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chamadas de cavas, nas quais foram semeadas e colhidas as sementes. Foram
usados ainda 1 celular para filmagem e um bloco de notas para registro.

Roda de Conversa — reunidos em circulo no chdao da sala, houve dois
momentos em que os participantes apos jogarem, foram indagados a respeito de
suas percepgdes sobre o jogo, estratégias que utilizaram, principais dificuldades e
acertos. A primeira roda aconteceu na etapa 1 com as 26 criangas presentes e a
segunda na etapa 2 com os 14 participantes.

Procedimento de Coleta dos Dados: Foram realizadas 6 sessdes, desde
o conhecimento do jogo até a roda de conversa de finalizacdo. Para atender a
solicitagdo de organizagdo da escola, a coleta se desenvolveu em dois momentos
distintos: na primeira etapa participaram os 26 alunos da sala. Todos tiveram
acesso ao jogo, conheceram o tabuleiro, aprenderam as regras e jogaram. Esses
momentos foram denominados “sessbes de aprendizagem” do jogo. O acordo de
realizacdo da pesquisa na escola solicitou como contrapartida que a sala toda fosse
envolvida, pois a escola valoriza 0 uso de jogo com os alunos. A partir da quarta
sessao participaram 14 alunos (7 duplas) escolhidas entre os alunos que melhor
compreenderam as regras do jogo, na primeira etapa. Os alunos se sentavam em
frente a sua dupla e com os materiais necessarios para 0 jogo. A cada sessao, as
regras e a organizagao do jogo eram retomadas e os participantes passaram a jogar
sempre com a mesma cor de pulseira. As sessoes foram filmadas por uma auxiliar,
tomando-se os cuidados para que o rosto dos participantes nao fosse identificado.

Regras: Foram adotadas as seguintes regras: 1. Iniciar o jogo, distribuindo 4
sementes em cada cava, deixando os kalah, posicionados nas laterais, vazios. 2.
Jogadas alternadas entre jogadores, procurando sempre acumular sementes em seu
kalah. 3. Cada jogador, na sua vez, escolhe uma cava do seu lado do tabuleiro, pega
todas as sementes dessa casa e as distribui uma a uma em cada cava localizada a
sua direita, sem pular nenhuma cava e nem colocar mais de uma semente em cada
uma. 4. Cada vez que passar pelo seu kalah, o jogador deve deixar uma semente,
continuando a distribuicdo no lado do adversario e ndo colocando sementes no
kalah do outro jogador. 5. Quando a ultima semente que estd na mao do jogador
cair dentro de seu kalah, este tem o direito de fazer uma nova jogada. 6. Quando
a ultima semente que estd na mao do jogador cair dentro de uma cava vazia, 0
jogador pode capturar todas as sementes que estdo respectivamente a frente da
ultima cava semeada e depositar as sementes em seu kalah. 7. O jogo termina
se um dos jogadores, na sua vez, nao tiver mais sementes para movimentar. Os
jogadores comparam seus kalahs para determinarem quem tem mais sementes

sendo, consequentemente, o vencedor.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

A organizacdo da sala e das duplas na primeira etapa priorizou diferentes
arranjos entre pares. Proporcionou que se soltassem no jogo, aprendessem 0
funcionamento do jogo, jogando com distintos parceiros, alguns com mais facilidade
outros com mais dificuldade de compreenséo das regras e diferentes niveis de jogo.
Na segunda etapa, os alunos foram acomodados sentados sempre em frente um
do outro e em parcerias fixas. Durante essas sessbes as 14 criancas selecionadas
jogaram sempre com a mesma dupla, e a partir disso foi possivel observar o avan¢o
na elaboracao das estratégias de pensamento e a evolugdo do jogo em jogadas
mais longas, assim como a antecipacéo de novas jogadas.

Destaca-se como aspecto afetivo e social na segunda etapa que os parceiros
da dupla, adversarios de jogo, puderam apoiar-se mutuamente em termos de
crescimento e evolugdo do pensamento. Conforme a relagcdo mostrou-se mais
solidaria do ponto de vista social, permitiu melhores arranjos cognitivos demonstrados
na evolucao do jogo.

Ao observar as jogadas, notou-se que algumas crian¢as haviam compreendido
a nova regra, porém jogavam como se essa tivesse anulado a primeira. Nao havia
“‘conservacao” das regras do jogo. Entao a explicacao foi retomada para que este
conflito fosse solucionado e compreendessem que as regras formavam também
um conjunto amplo de possibilidades de estratégias para jogar cada vez melhor,
conforme dominavam o jogo. Para algumas duplas ainda houve a necessidade
de explicagdes durante as suas jogadas e novamente pode-se observar 0 mesmo
comportamento de cooperacgao entre os jogadores, mostrando ao adversario qual a
maneira correta de se realizar a jogada.

Aspectos cognitivos no jogo Mancala

Diante de uma situacédo desafiadora, como € o caso do jogo, a elaboragéo de
estratégias permite que o individuo construa novas opg¢des de jogo e nao repita as
mesmas acdes quando estas ndo sdo satisfatorias para jogar certo ou para jogar
bem (MACEDO, 1994). Esta caracteristica € importante para resolver problemas e
buscar novas solu¢des que respondam ao que foi solicitado, além de oportunizar
observacao dos modos de organizagdo do pensamento empregados pelo sujeito.
Esta relacionada a tomada de consciéncia. Para elaborar estratégias o sujeito é
convidado a integrar todos os elementos envolvidos no jogo, as pecas, as regras, 0
tabuleiro, seu pensamento, o do adversario.

O jogo Mancala permite uma atencdo maior aos aspectos numéricos, ja que,
para jogar bem, é necessario ser capaz de determinar, sobre a base do numero de
sementes contidos numa casa, ou do numero de graos que ela contera depois de
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uma sequéncia de jogadas hipotéticas, em qual casa terminara a semeadura.
As antecipacbes necessarias a esse jogo sb sdo possiveis se 0s sujeitos se
deixarem levar por atividades de tratamento de informacbes de dados numéricos,
enumeracao, decomposicéo, adi¢do, subtracao.

Exemplificamos a seguir algumas sequéncias de jogadas que demonstraram
planejamento das acbes com antecipacdo de estratégias como nos excertos a
sequir, retiradas do protocolo de registro de jogo de um dos alunos:

Figura 1: Jogada do aluno identificado pela pulseira verde

Fonte: dados da pesquisa

No aporte tedrico piagetiano, essa condi¢cao esta relacionada a tomada de
consciéncia da acdo que implica coordenar ag¢des, procedimentos e estratégias,
utilizando a antecipacéao, ainda que ndao chegue ao objetivo final, que é vencer a
partida. Porém, procura, a cada desafio, construir novos procedimentos e estratégias
mais elaboradas.

Figura 2: Jogada do aluno identificado pela pulseira verde

Fonte: dados da pesquisa

Ao provocar conflitos internos, o jogo permite a busca de modificacéo da acéao
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e esse movimento cognitivo enriquece e reelabora as estruturas cognitivas dos
individuos. Assim, conhecer as regras nao € suficiente para ganhar, ja que solucionar
o problema proposto pelo jogo requer decisdes baseadas em uma acao intencional,

coerente e comprometida com os diversos aspectos presentes no contexto.

Aspectos soécio afetivos no jogo Mancala

Dell’Agli (2008) explica que na abordagem piagetiana a afetividade e a cogni¢éo
mantém relagado solidaria, por complementaridade. O pensamento n&o € governado
pelo afeto e nem o contrario se comprova verdadeiro. A afetividade atua como um
regulador da acdo, uma vez que o sujeito, frente a uma tarefa pode apresentar
interesse, envolvimento, o que atuaria como um facilitador de sua realizagc&o. Porém,
esse mesmo sujeito pode apresentar cansacgo ou frustracdo, o que obstaculizaria o
desenvolvimento da tarefa.

Assim, o que regula a acao do sujeito é o afeto (DELL’AGLI, 2008). Ao
analisarmos as jogadas, é possivel perceber que os aspectos socio afetivos estéao
imbricados nos cognitivos. Em algumas duplas, observou-se esse conflito, quando
ainda néo havia acontecido a compreensao de que a jogada do adversario tinha
influéncia na proxima jogada (propria). Na partida entre Verde Claro e Laranja, um
exemplo deste acontecimento se fez presente e pode-se notar o predominio da
atitude egocéntrica.

Verde Claro: “Isso é injusto!”
Pesquisadora: “O que ¢é injusto Verde Claro?”

Verde Claro: “Eu ja tinha pensado no que fazer com as sementes que estavam
aqui, e ela pegou!”

Na jogada acima, Laranja semeou grande numero de sementes que estava
acumulada em uma cava e provocou na jogadora verde claro tal reacdo. Nota-se
que Verde Claro compreendia as regras do jogo e elaborava sua proxima jogada,
porém dentro dessa sessao ainda ndo antecipava as jogadas de seu adversario
para construir as suas e se mostrou frustrada quando ndao conseguiu concluir o que
ja havia pensado.

Na teoria piagetiana o egocentrismo € a impossibilidade que o sujeito tem de
diferenciar seus préprios pensamentos dos pensamentos das outras pessoas. Ao
analisarmos os dados obtidos das jogadas do jogador Verde Claro é perceptivel que
suas condutas sao egocéntricas, pois o0 jogador teve dificuldade em perceber que
semear no campo oposto nao é perder a partida, € um movimento necessario para
a continuidade do jogo.

Em duplas onde notou-se que novas jogadas nao estavam sendo criadas
fez apontamentos que levaram os participantes a pensarem sobre as acdes que
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estavam realizando e a capturar maior quantidade de sementes, conforme o registro
a sequir:

Pesquisadora: “Vocé escolheu esta cava para comecar a semear, por que poderia
jogar de novo?”

Rosa Escuro: “Sim.”

Pesquisadora: “E agora onde vocé vai jogar?”

Pesquisadora: “Espere um momento, existe outra maneira que vocé pode jogar
para continuar capturando sementes”.

Rosa Escuro: “Qual?”

Pesquisadora: “Vocé tem duas op¢des de jogadas para isso”.

Roxo Escuro: “Mas essas sementes eram minhas!”.

Pesquisadora: “Mas vamos lembrar a regra: quando a Ultima semente cair em
uma cava vazia, sdo capturadas todas as sementes da cava da frente”.

Figura 3. Movimento de jogada de aluno identificado por Rosa Claro

Com estes mesmos alunos foram trabalhadas as ideias de contagem e
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distribuicdo, que € uma das ideias da divisdo. Observa-se que os conteudos da
Matematica se integram a necessidade de descentrar o pensamento, de relacionar,
de estabelecer comparacbes e por conseguinte, de exercer possibilidades de
abandonar o egocentrismo em busca da evolucao dos pontos de vista.

Na perspectiva piagetiana, o processo de organizagcdo do real pelo sujeito
é enfatizado em todas as suas manifestagdes. Valoriza-se o erro, o incompleto,
0 inacabado, o lacunar, entretanto, espera-se por coordenacdes cada vez mais
aprimoradas e atribui-se ao sujeito a responsabilidade pela regulacdo de suas
assimilacdes e acomodacdes, como mecanismo auto regulador. Conforme assegura
Wadsworth (1997, p.8) “Nao ha uma organizacao ‘errada’. Ha apenas organizag¢oes
cada vez melhores, a medida que o desenvolvimento intelectual avanca.”

Apés todo esse processo de permitir que os alunos jogassem, bem como de
fazer com que os alunos com dificuldade tivessem contato com alguns conceitos
matematicos, encerrou-se a atividade com uma breve discussao sobre o que haviam
aprendido com o jogo. Afirmaram que 0 jogo ensina a esperar o tempo certo para
conseguir algo, a ter paciéncia, a partilhar o que se tem e a pensar para se tomar
uma decisao.

Na roda de conversa sobre a experiéncia com 0 jogo procurou-se relembrar
com os alunos como foram os encontros com jogo Mancala, que dissessem como
haviam jogado desde o primeiro dia. Alguns relataram que no primeiro dia quase
nNao conseguiram pensar que ja pegar a casa com quatro sementes o fazia jogar
novamente, outro ainda disse que quando ele descobriu isso e iria fazer eu pedi
para guardar o jogo.

Os alunos foram comentando que sempre queriam comecgar o jogo ha cava
com quatro sementes, mas 0s outros com que jogavam ja faziam isto também.
Entao foi perguntado a eles o que faziam quando ja ndo tinham mais essa op¢ao
das 4 sementes na cava e a maioria respondeu que escolhia sempre onde tinha
mais sementes pois, de alguma forma, daria para deixar uma no kalah deles.

Especificamente a uma das criancas das sete duplas foi perguntado porque
sempre ele parecia estar esperando para jogar e colando a méao em todas as cavas
antes. Ele respondeu que estava contando as sementes para ver qual era a sua
melhor opcéo. Perguntou-se entdo qual era essa melhor opcéo, e ele respondeu
que era deixar uma semente no kalah. Entdo foi questionado novamente: “E
quando isso ndo é possivel?” O aluno respondeu que contava para ver se podia
fazer cair em um lugar vazio que tivesse as do adversario na frente. Observa-se
que, na medida em que os principios de investigacdo cuidadosa do método clinico
sao utilizados questionando o sujeito como pensou, solicitando que explicite o que
planejou em seu pensamento, o dialogo se torna mais rico, a argumentacéo do
sujeito melhora e o pesquisador faz menos inferéncias acerca do pensamento do
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aluno. Ao analisarmos esse contexto de jogadas, € perceptivel nos participantes as
construcdes e coordenacdes que realizaram durante as partidas.

Diante de uma situacao desafiadora, como € o caso do jogo, a elaboracéo de
estratégias permite que o individuo ndo se mantenha repetindo as mesmas acgdes,
guando estas ndo sao satisfatorias. Esta caracteristica é importante para resolver
problemas e buscar novas solugdes que respondam ao que foi solicitado. No aporte
tedrico piagetiano, a elaboracdo de estratégias € uma importante condicdo de
observacdo dos modos de organizagdo do pensamento empregados pelo sujeito.
Esta relacionada a tomada de consciéncia. Para elaborar estratégias o sujeito é
convidado a integrar todos os elementos envolvidos no jogo, as pecas, as regras,
o tabuleiro.

Ao planejar agcdes e hipbteses, o individuo precisa tomar consciéncia da agao, o
que implica coordenar acdes, procedimentos e estratégias, utilizando a antecipacéao,
ainda que nao chegue ao objetivo final, que é vencer a partida. Ao provocar conflitos
internos, o0 jogo permite a busca de modificagcdo da acéao e esse movimento cognitivo
enriquece e reelabora as estruturas cognitivas dos individuos. Assim, conhecer as
regras nao € suficiente para ganhar, ja que solucionar o problema proposto pelo
jogo requer decisOes baseadas em uma acgao intencional, coerente e comprometida
com os diversos aspectos presentes no contexto.

Foi possivel observar que alguns jogadores conseguiram elaborar sequéncias
de jogadas, o que demonstrou planejamento de acOes com antecipacédo de
estratégias. Um dos acontecimentos sempre presentes nessas sessdes com 0 jogo
era a ajuda mutua entre os participantes. Observou-se que entre algumas duplas,
quando um dos jogadores esquecia uma das regras de coleta das sementes, o
préprio adversario fazia correcbes e lembrava o adversario de como a jogada
deveria ser realizada.

Atribui-se a essa postura o fato de que as criancas podem ter entendido
a situacado de jogo como uma atividade de sala de aula, o que é muito positivo,
retirando o carater competitivo, como de um campeonato entre duplas. Notou-se
também que quando duas criangas da dupla escolheram estratégias parecidas para
suas jogadas, como a de contar sementes, o total de sementes obtidas ao final era
aproximado, demonstrando que este jogo néo esta relacionado a sorte, e sim as
estratégias que seus participantes utilizavam em suas jogadas.

Na etapa em que jogaram sete duplas, foi possivel observar um avanco na
elaboracéo das estratégias, os pensamentos de jogadas mais longas, assim como
antecipacéo de novas jogadas. ApOs a insercéo e explicacdo de uma nova regra,
0 jogo possibilitou aos alunos uma manipulacdao das operacdes basicas como a
subtracéo e adicdo, além de desenvolver o pensamento l6gico e estratégico.
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CONSIDERACOES FINAIS

O jogo de regras reafirmou-se neste estudo como instrumento pertinente
ao desenvolvimento de nogdes, conceituacdes, uma vez que possibilita trabalhar
diversos aspectos cognitivos, afetivos, sociais e culturais. O jogo Mancala por sua
vez, evidenciou-se aliado ao ensino da matematica nas escolas, visto que, por meio
dele, percebeu-se ser possivel desenvolver problemas, trabalhar a reversibilidade,
nocao de conservacao de quantidades, reconhecer que um mesmo problema pode
ser resolvido pelo uso de diferentes estratégias, operacdes e procedimentos.

O jogo possibilita ultrapassagem de desafios, ao perceber a necessidade de
elaboracéao de estratégias para alcangar uma meta pretendida, pode ser considerado
um instrumento complementar ao ensino tradicional nas escolas, desencadeando
um processo de construcdo de conhecimentos. Ao planejar ac¢des, jogadas e
estratégias, favorece ao jogador o processo de tomada de consciéncia de seus
erros e procedimentos favoraveis para vencer a partida. Na tentativa de alcancar
éxito no jogo, o individuo é levado ao desequilibrio e, por meio das regulacdes, os
processos internos atuam em autocorre¢cdes ou preenchimento de lacunas para
a retomada do estado de equilibrio, num processo de organiza¢do das estruturas
cognitivas, garantindo a adaptacao a realidade.

Ao incentivar a tomada de consciéncia, promove superacodes, além de estimular
a concentracao, cooperacgao, o que faz com que o jogo em seu aspecto pedagogico,
se apresente de forma produtiva ao professor que busca nele um aspecto facilitador
da aprendizagem de estruturas matematicas, muitas vezes de dificil assimilacao.
Ao aluno, torna-se relevante ao desenvolver sua capacidade de pensar, refletir,
analisar, compreender conceitos matematicos, levantar hipGteses, testa-las e
avalid-las com autonomia e cooperacéo.

Na perspectiva da Educacdo Matematica, o jogo passa a ter o carater de
material de ensino quando considerado promotor de aprendizagem. O aluno se
coloca diante de situacdes ludicas, aprende a estrutura l6gica da brincadeira e, deste
modo, compreende também a estrutura lI6gico-matematica. Neste sentido, em cada
uma das etapas, a definicdo dos objetivos é fundamental, assim como a organizagao
da sala ou do ambiente que sera utilizado pelos alunos. Durante a realizagdo das
partidas, o professor atua como observador e mediador das duvidas e situacdes
gue sao colocadas pelos alunos. A intervencao do professor se da mais no sentido
de orientar os alunos, estimula-los e deixar que eles prdprios possam refletir sobre
as condi¢cdes do jogo e tentarem resolver os desafios que se apresentam.
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RESUMO: Neste trabalho é avaliado um modelo
de otimizacdo econémico para 0 manejo de
plantas daninhas que busca maximizar o lucro
em um determinado periodo de tempo levando
em consideracdo a evolucdo da resisténcia a
herbicidas. O problema de otimizagdo dindmico
envolve variaveis continuas e é modelado
como um problema de programacé&o nao linear
e resolvido via método active set algorithm. Sao
investigadososefeitosprovocadospelaevolugcéao
da resisténcia a herbicidas a partir de diferentes
condi¢des iniciais. Resultados numéricos séo
obtidos via técnica de programacéao nao linear e
indicam que com o tempo o lucro sera reduzido
devido a presenca de plantas resistentes, logo
estratégias de controle devem ser adotadas
a fim de minimizar os impactos econémicos
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causados pela presenca da planta daninha na
cultura.

PALAVRAS-CHAVE: Otimizacdo, manejo de
plantas daninhas, programagcao nao linear,
impactos econOmicos.

ECONOMIC OPTIMIZATION PROBLEM FOR
WEED MANAGEMENT

ABSTRACT:
economic

In this work we evaluate an

optimization model for weed
management that maximize profit over a given
period of time taking into account the evolution of
herbicide resistance. The dynamic optimization
problem involves continuous variables and is
modeled as a nonlinear programming problem
and solved via the active set algorithm method.
The effects of herbicide resistance evolution
from different initial conditions are investigated.
Numerical results are obtained via nonlinear
programming technique and indicate that over
time the profit will be reduced due to the presence
of resistant plants, so control strategies should
be adopted in order to minimize the economic
impacts caused by the presence of weed in the
crop.

KEYWORDS: Optimization, weed management,
nonlinear programming, economic impacts.
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11 INTRODUCAO

Plantas daninhas sao plantas que crescem espontaneamente em solos
agricolas, competindo rigorosamente com a cultura cultivada (JONES e CACHO,
2000). Um dos principais mecanismos que contribuem para a sobrevivéncia das
plantas daninhas € a alta producdo de sementes, que, aliada a longevidade e a
capacidade de sobreviver em condi¢cbes adversas, podem garantir grandes reservas
de sementes no solo, as quais podem germinar em geragdes futuras (LORENZI,
2000) causando grandes danos a produc¢éo. Logo, o controle das plantas daninhas
€ importante para a obtencao de bons resultados em um sistema de cultivo.

Umavez que apresencade plantas daninhas em solos agricolas tem ocasionado
reducdes significativas em um sistema de cultivo, sendo essa estimada em torno de
13% na producédo mundial de graos, o uso de herbicidas se destaca como a principal
técnica utilizada no manejo das plantas daninhas. O Brasil, com suas dimensbes
territoriais e condi¢des climaticas, se destaca, desde 2008, com o primeiro lugar no
uso de agrotoxicos. Tendo como base o controle e a aplicagao de herbicidas, o foco
principal dos estudos desenvolvidos para o0 manejo dessas é a maximizagcdo dos
lucros de producéo, deixando em segundo plano as preocupagcdes com 0S recursos
naturais e os impactos ambientais causados pela técnica de controle.

Para que se possa desenvolver uma estratégia de controle de forma a levar em
consideracado nao sbé os custos e producao e as perdas de rendimentos causadas
pela planta, mas, também, os impactos ambientais gerados pelo processo €
necessario obter maior conhecimento do desenvolvimento biolégico da planta e
estudar a fundo os riscos e beneficios das estratégias de controle utilizadas.

O uso intensivo de produtos quimicos para o controle de plantas daninhas gera
uma selecéo de espécies de plantas daninhas tolerantes a determinado herbicida.
A aplicacéo repetitiva de um ou mais herbicidas, com 0 mesmo mecanismo de
acao, em uma populacao de plantas daninhas, seleciona os individuos de espécies
com habilidades em sobreviver aos tratamentos de herbicidas. Este fendmeno
caracteriza uma presséo de selecéo, causada pelo uso intensivo do herbicida em
uma populacéo, e contribui para o aumento da proporcao de individuos tolerantes
para a proxima geracdo (CHRISTOFFOLETI, 2008). Nesse caso, 0 uso intensivo
de herbicidas na agricultura € uma das maiores causas de pressao de selecéo,
proporcionando os fendmenos de mudanca de espécies na area e resisténcia de
plantas daninhas a herbicidas, devido a eficacia e controle seletivo.

Visando reduzir as perdas causadas pelas plantas daninhas e os impactos
econdmicos causados pelo uso de herbicidas diversas estratégias de controle tém
sido propostas (JONES E CACHO, 2000; JONES et al., 2006; BERTOLUCCI et al.,
2013; STIEGELMEIER et al., 2017). Em Jones e Cacho (2000) e Jones et al. (2006)
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técnicas de programacdo dindmicas s&o utilizadas para encontrar a estratégia
6tima que maximiza o lucro em termos da aplicacdo de um unico herbicida. Em
Bertolucci et al. (2013) técnicas de programacao dinamicas séo utilizadas para
obter a estratégia 6tima do problema de controle de plantas daninhas em face a
resisténcia. Ja& em Stiegelmeier et al. (2017) é proposto um modelo de otimizagao
do manejo de plantas daninhas usando estratégias de programacédo nao linear
(PNL) considerando a dindmica da resisténcia a herbicidas, resultados numéricos
considerando o uso de dois herbicidas sdo comparados com o método tradicional
de controle mostrando resultados promissores. O uso da estratégia de controle
6timo mostra que com a aplicacdo de doses reduzidas pode-se controlar o banco
de sementes e, ainda, contribuem para a lucratividade do produtor.

Neste trabalho sera utilizado técnicas de PNL para obter a solu¢édo do modelo
de otimizagcdo econdémico para a dinamica de resisténcia a herbicidas. O objetivo
€ analisar os efeitos causados pela evolugdo da resisténcia ao longo de um
periodo pré-determinado a partir de um problema de otimizacdo econdémico que
visa maximizar o lucro do produtor. S&o investigados os efeitos provocados pela
evolucéo da resisténcia a herbicidas a partir de diferentes condic¢des iniciais. Um
modelo de simulacdo numérica é empregado para avaliar as solu¢cdes dadas pela
PNL na evolugao da resisténcia, e, com isso, verificar a hipétese de que através
da minimizacdo do banco de sementes, o retorno econémico do manejo da planta
daninha possa ser maximizado.

21 MODELO DINAMICO DE PLANTAS DANINHAS

Seja o ciclo de vida da planta e assumindo todos os parametros néo negativos.
O modelo populacional de plantas daninhas considerando o fenémeno da resisténcia
a herbicidas é descrito por (JONES E CACHO, 2000):

yy = xldmwy, 3y = T (1)
Y = Ctyt (2)
i = explylnyd/(u+elng) 3)
ry = kxp—1n+¢& (4)
rir1 = xp + (1 —U)(1—0)xy, (5)

com x, densidade do banco de sementes (m?) , y, densidade de plantas que
germinaram (m), y° densidade de plantas adultas (m?) , x", densidade de sementes
resultantes da reprodugéo das plantas adultas (m?), x" densidade das novas
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sementes adicionadas ao banco de sementes (m?), x¢ taxa de sobrevivéncia das
sementes emergentes, d taxa de germinagao anual, c, taxa de mortalidade inferida
pelo herbicida, vy, |, € coeficientes de regressao, k taxa de sobrevivéncia de novas
sementes, n densidade de sementes exportadas (m?2), § densidade de sementes
importadas (m?) e W taxa de mortalidade das sementes dormentes.

A estrutura do modelo (1) - (5) € baseada no ciclo de vida das plantas
daninhas, sem considerar a competicdo entre a planta daninha e a cultura, em que
a populagéo inicial x, € o banco de sementes viavel e com sementes ndo geminadas
presentes em um campo de producéo agricola. No modelo, (1) descreve as plantas
emergentes provenientes do banco de sementes, (2) descreve a sobrevivéncia das
plantas jovens emergentes determinada pela estratégia de manejo das plantas
daninhas empregada durante cada iteracao, (3) descreve a densidade de sementes
resultantes da reproducéo das plantas daninhas adultas, (4) descreve a propor¢ao
de sementes novas. Finalmente, (5) descreve as novas sementes produzidas que
séo adicionadas ao banco de sementes no final do ciclo de vida.

O modelo proposto por Jones e Cacho (2000) usa apenas como forma de
controle a aplicagcéo unica de herbicida sem levar em considera¢éo a pressao imposta
pelo herbicida. Com isso, a abordagem proposta tem como objetivo acrescentar
a resisténcia da planta daninha a herbicidas baseando-se na sua genética e na
presséo seletiva exercida pelo herbicida através da fungéo de controle c..

A funcéo de controle é modelada considerando os fenétipos resistente (R) e
suscetivel (S) presente um uma populacéo e a taxa global de mortalidade induzida
pelo herbicida é calculada como:

ct = (1 — prue))Re + (1 — ps(ue)) (1 — Ry), (6)

onde u, é a dose de herbicida, R, é a frequéncia de individuos resistentes e
p,(u_t) é a fungéo dose resposta descrita em Seefeldt et al. (1995) como:

(,‘-’.I.' — 5

] . i=0SR.
it 1 + exp[b;(In(us) — In(G Rsg;) )] F

pi(ug) = «

Empregando o modelo genético descrito em Bertolucci (2013) e considerando
a mudancga que ocorre no banco de sementes apds a aplicacdo do herbicida, a
frequéncia do alelo é descrita por:

pe (L —=W) (1 —0)x + pfay

41 — - - = (T)
brr (1= 0) (1—0)x; +ap
, 2 ; :
j)n _ WAAP; + WAaPtt
“1.4.41!"? + 2”‘.4&-!%"& + f"a.a{ff
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e q, =1 - p,. Considerando que a pressao seletiva é imposta pela dose de
herbicida aplicado e assumindo que A represente o gene ligado a resisténcia da
planta e que este seja dominante. Entdo, as probabilidades de sobrevivéncia da
fase zigotica para a fase reprodutiva sédo dadas por:

waa = (1 —prlu)), wae = (1—pr(ut)) € wea = (1— ps(ug)).
A frequéncia de plantulas resistentes R, segue os principios da genética
populacional (BRITTON, 2003) e é modelada como:
2 ¢ -
Re = (pt)” + 2pe (1 — py). (8)

Com isso, o modelo dinamico populacional de plantas daninhas captura
informacédo da dindmica do banco de sementes e da evolucédo da resisténcia a certo
herbicida.

31 PROBLEMA DE OTIMIZAGCAO ECONOMICO

O problema econémico que visa maximizar o lucro considerando os efeitos da
evolucao da resisténcia é formulado como:

T
wax J(zo,po) = ; ol (e, pe, u) (9)
sujeito  a
rev1 = glwe prout), (0) = 20 (10)
pra1 = vz, peoue), p(0) = po (11)
0< ult) < umax (12)

Ty, P, Uy € RT

onde 1t é a fungéo lucro, g € a dindmica do banco de sementes dada em (5), v
€ a dinamica da frequéncia do alelo dada em (7), T é o horizonte final, a' € (0,1) taxa
de desconto e u__ a dose maxima permitida em campo. O funcional objetivo é uma
funcdo ndo linear e geralmente uma fungéo concava.

Seguindo Stiegelmeier et al. (2010) a funcédo lucro, 1, para o problema de
manejo de plantas daninhas é definida como:

m(xe, peoug) = P,Y (2, prouy) — Pyuy — C. (13)
y

com Py prego por unidade produzida, P, pregco da unidade de controle
(herbicida), C custo fixo de producéo e Y fungcao de producéo, dada por:

Y =Yo(1 - Y5)(1—Y,).
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onde Y, € a producao livre de planta daninha, Y, € a perda associada a planta
daninha, e Y, é a perda associada ao efeito fitotoxico do herbicida. Assim, a funcao
lucro (13) é determinada pela variavel de controle u, e pela densidade do banco de
sementes x, e frequéncia do alelo p..

Existem diversas formas para a resolugcdo numérica de um problema de controle
6timo. Neste trabalho, sera utilizada uma estratégia bastante conhecida que consiste
em transformar o problema de controle 6timo em um problema de programacéo néao
linear (BERTSEKAS,1999). Nesta estratégia, as variaveis de decisdo sdo dadas
poru,t=0,1, ..., T, e as variaveis de estado passam a ser determinadas em fungéo
de u, ndo sendo consideradas como variaveis do problema de PNL. Com isso,
um método de PNL pode ser utilizado para a obtencéo do controle étimo u*. Vale
ressaltar que, dependendo do método adotado, o controle u* pode corresponder a
um 6timo local.

A solucdo numérica do problema de manejo de plantas daninhas foi obtida
via técnica de PNL, uma vez que as variaveis de decisdo sdo dadas por u,t =
0,1, ...,T, e as variaveis de estado x, e p, passam a ser determinadas em fungéo
deu, . Nesse caso, sera utilizado o método Active Set Algorithm (ASA) proposto por
Hager e Zhang (2006) para obtencao da solucédo 6tima. Este método consiste na
combinacéo entre os métodos gradiente conjugado e gradiente projetado, e possui
garantia de convergéncia global.

O Algoritmo 1 descreve a implementagcao do problema de controle de plantas
daninhas usando o método ASA. Vale ressaltar que o Algoritmo 1 é aplicado para
resolver problemas de restricdo de caixa com limitantes superiores e inferiores.

Algorithm 1: Rotina do problema de PNL

Input: funcio objetivo .J, funces estado g e v, Jacobiano de f = [g v]T, limitantes
inferior e superior 0.005 < up < Umax
Output: Solucao étima
1 Inicializa k =0, n (tempo), nz (nimero de variaveis de estado) e nc (ntmero de
variaveis de controle);

2 Hscolha a tolerancia e € [0, 00);
3 Escolha os valores iniciais xp, po > 0, up € [0, wmaz;
4 while |[@*(uz)|| > € do
5 Execute o programa ASA;
6 Ups1 = U,
7 E=k+1;
8 end
9 Solugao 6tima = [ug];
10 return.
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4 | RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secdo s&o avaliadas a dindmica do banco de sementes e a evolugéo
da resisténcia da planta daninha Bidens subalternans, a qual apresenta um
alelo dominante e multipla resisténcia aos herbicidas que atuam na inibicdo da
acetolactato sintase (ALS) e inibidores da fotossintese Il (PS2). Foram utilizados
os herbicidas Nicusulfuron e Atrazine como forma de controle da planta daninha
presente na cultura do milho.

A planta daninha Bidens subalternans € uma planta altamente competitiva,
com facilidade em se adaptar em solos agricolas, além de possuir alta producao
de sementes combinada com mecanismos de dorméncia, tornando-a uma planta
resistente aos herbicidas e com isso, apresenta grande prejuizo aos produtores
devido as praticas de controle empregadas.

Os parametros adotados para as curvas dose-respostas,p, , foram obtidos via
software estatistico R a partir de experimentos realizados pela Embrapa Milho e
Sorgo (veja Tab. 1). A Figura 1 ilustra as curvas dose respostas resultantes para
ambos 0s herbicidas.

Tabela 1: Parametros da funcdo dose-resposta obtidos experimentalmente.
Herbicide Biétipo b & d G Ry
Nicosulfuron Suscetivel -0.80721 -3.06521 102.65965 8.57764

Resistente -1.28707 -0.30570 34.41258  36.12024
Atrazine Suscetivel -1.38747 -1.30678 105.86746 T783.09583
Resistente -0.68405 0.12445  212.9900 57375.0

Herbicida atrazine Herbicida nicosulfuron
100 T T T T 100

— Suscetivel ; ; ; ——Suscetivel | :
90l ecrmtonte [ b 90/| —— Reaistente |+~~~ ]

BOF e 4 .................... 4

TOf oo D R,

mortalidade da planta (%)
mortalidade da planta (%)

volume (litros) " volume (litros)

Figura 1 - Taxa de mortalidade das plantas suscetiveis, , e resistentes, .

Nas simulagcbes numéricas considera-se a densidade inicial do banco de
sementes fixo, x, = 500 (sementes/m?), a frequéncia inicial do alelo R variando
entre 0 <p, < 1e um horizonte de simulagdes de 20 anos. O objetivo € analisar os
efeitos causados pela evolugéo da resisténcia ao longo de 20 anos. Na Tabela 2
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encontra-se os parametros econémicos e populacionais utilizados nas simulagcdes
numeéricas.

Tabela 2: Parametros usados nas simulagoes numéricas (1 = nicosulfuron e 2 = atrazine)

Parametros populacionais Valor Parametros econémicos Valor

5(%) 60.00 P, (RS ton~T) 534.40

(%) 30.00 Y (ton ha™!) 8.64

n (m=2) 0.00 C (RS ha™1) 954.73

£ (m™?) 0.00 P! (RS liter™!) 42.90

#(%) 35.00 P2 (RS liter™1) 12.40

29(%) 80.00 wul .. (liter ha™?) 1.50

A 6.80 w2, (liter ha™1) 5.00

I 2.00 « 0.90

£ 0.67 ! 8.90 10—
02 2.70 103
a 1.58 1072
m 4.83 1071

Na Figura 2 e 3 sdo apresentadas as dinamicas do banco de sementes e as
respostas dos alelos resistentes a partir de diferentes condigdes iniciais,p, , obtidas
via estratégia PNL. Observa-se que o banco de sementes sofre uma reducgéo
significativa inicialmente, para ambos os herbicidas, porém, quando a densidade
de plantas resistentes se torna elevada, ocorre um aumento no banco de sementes
(veja Fig. 2), pois, se a planta resistente completar seu ciclo na safra seguinte
havera uma maior densidade de plantas resistentes.

Na Figura 3 verifica-se que até ocorrer uma evidéncia perceptivel do fenétipo
R, geralmente p, > 0,1, podem decorrer 5, 10 ou até 15 anos de uso continuado de
herbicidas com o mesmo mecanismo de acédo. Geralmente quando detectado, o
problema ja é significativo.

A Figura 5 ilustra a dose u* obtida via PNL para 20 anos. Observe que quando
se tem baixa frequéncia do fendétipo R, uma dose alta pode melhorar o controle
inicialmente, porém, altas doses podem intensificar a selecdo do fen6tipo R como
mostra a Figura 4.
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Herbicida atrazine Herbicida nicosulfuron

500 T T T 500
‘ : —p, =107
-
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— pu =1 D_E
— e

FO0E A Py 10 200

=]

=1

o
T

densidade sementes (mz)
[~
=
[=]

densidade sementes (mz}

100+ g+ R SR 100

0 5 10 15 20 0 10 15 20
tempo (anos) tempo (anos)

Figura 2 - Densidade do banco de sementes x* para um periodo de 20 anos via PNL.

Herbicida atrazine Herbicida nicosulfuron
1 T T T 1 T
_pozm'2 —p, = 1072
: ; -4
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frequéncia alelo resistente
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: . :
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Figura 3 - Frequéncia do alelo resistente p* para um periodo de 20 anos via estratégia PNL.

Herbicida atrazine Herbicida nicosulfuron

—p,= 1072

-4

0_3-_p0=10 a .............. e o0.eH Py =10 .
_p0=10 — P, = 10
-8
— = 10 =10
06 Po= | L ] 0.6 Po

=

IS
T

o

IS
T

frequéncia alelo resistente
frequéncia alelo resistente

=
]
T

[=]
M
T

‘ :
0 5 10 15 20 0 5 10
tempo (anos) tempo (anos)

Figura 4 - Frequéncia do alelo p* via estratégia convencional, comu' =15eu? =5.

ax X

Comparando-se os resultados da PNL com um sistema convencional de
plantio, o qual é baseado na utilizacdo da dose maxima em campo, verifica-se que a
densidade de resisténcia é maior com o uso da dose maxima (veja Fig. 4). E, ainda,
observa-se que para densidades altas de resisténcia, p, = 10?, a estratégia PNL
apresentou melhor retorno financeiro, no entanto, para baixas densidades,p, = 10®
, 0 lucro médio se equipara a estratégia convencional, uma vez que a presenca do
fendtipo R é imperceptivel (veja Fig. 6).
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Portanto, a estratégia de controle 6timo adotada mostrou resultados satisfatério

uma vez que a reducado de dose minimiza os danos ambientais e apresenta um
lucro significativo ao produtor.

Herbicida atrazine

Herbicida nicosulfuron

-
(2]

dose dtima (1 ha™")

dose 6tima (1 ha™")

o
24

0 5 10 15 20
tempo (anos) tempo (anos)

Figura 5 - Dose u* para um periodo de 20 anos via estratégia PNL.

Herbicida atrazine Herbicida nicosulfuron

lucro médio (R$ ha ')
lucro médio (R$ ha™')

o
=
o

Convencional PNL Convencional PNL Convencional PNL Convencional PNL

Figura 6 - Lucro médio obtido via estratégia PNL e convencional, com p, = 10? e p, = 10°®.

51 CONCLUSAO

Neste trabalho foi avaliado um modelo econémico de otimiza¢éo para 0 manejo
de plantas daninhas via técnica de programacéao nao linear considerando a taxa de
mortalidade de bidtipos resistentes e susceptiveis. Verificou-se que os beneficios
econdmicos podem ser maximizados com a minimizagdo do banco de sementes.

No entanto, as estratégias de controle convencional quanto a PNL mostram que
com o tempo o lucro vai ser reduzido devido ao aumento das plantas resistentes.
Isso demonstra claramente a necessidade de considerar modelos de otimizagcao
associados ao manejo da resisténcia. As técnicas de manejo com rotacao e misturas
de herbicidas é uma solucé@o que deve ser considerada para retardar a evolugéo da
resisténcia.

Portanto, os resultados mostram que o uso de novas técnicas de manejo que

consideram estratégias de otimizacdo pode vir a contribuir para alcancar metas
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ambientais e n&o apenas visando o aumento no lucro do produtor.
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