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“Aprender é trilhar sobre o conhecimento que se busca. A cada passada,
descobrimos detalhes e aprendemos mais.”

(William Douglas)
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RESUMO

Com o surgimento da matematica moderna no Brasil, a teoria de conjuntos e o estudo de
funcbes ganharam relevancia. Em qualquer conhecimento de Matematica, € necessario
estabelecer um conjunto no qual se realizara o estudo — conjunto universo. No Ensino
Fundamental, o conjunto dos numeros racionais é o que mais se utiliza para efetuar as
quatro operacdes basicas da matematica (adicdo, subtracao, multiplicagao e diviséo).
Nesse sentido, este trabalho procura articular com demonstracdes, propriedades,
definicbes e conceitos referentes aos elementos de um conjunto, de uma relagdo
dual e de fungbes, visando aprimorar os conhecimentos adquiridos pelo professor
de matematica da Educacéo Basica assim como procura esclarecer a incompletude
dos numeros racionais e criar possibilidades de o professor apresentar os detalhes
de tal preferéncia, por meio da transposicéo didatica. A preferéncia por trabalhar com
0 conjunto dos numeros racionais, em detrimento ao conjunto dos numeros reais,
parece ser um tanto incomum, pois 0 conjunto dos numeros reais € um corpo ordenado
completo, ao passo que o conjunto dos numeros racionais é um corpo ordenado, mas
nao é completo. Ao contrario do que se faz no Ensino Fundamental, no Ensino Médio
0 uso do conjunto dos numeros reais e o0 estudo de fungdes é predominante. Dessa
forma, este trabalho apresenta a concepc¢éo de fungcdo, bem como suas propriedades,
teoremas e demonstragdes, de modo que o professor amplie seus saberes e mobilize
esses conhecimentos para aprimorar o ensino da matematica na Educacéo Bésica.
PALAVRAS-CHAVE: Conjunto; Corpo Ordenado; Demonstracdo; Funcao; Numeros
Racionais; NUmeros Reais.

Resumo




INTRODUCAO

A aprendizagem é uma dimensao fundamental que ocorre formalmente no
ambiente escolar.

Nesse contexto, a atividade principal do professor € o ensino visando a
aprendizagem do aluno. No processo de ensino e aprendizagem, o docente atua
como mediador do aprendiz em desbravar o objeto de estudo, instigando o aluno
a pensar, refletir, agir e produzir conhecimentos, priorizando mais o pensar do que,
simplesmente, o calcular. Mas, para que isto ocorra, € necessario que o professor
compreenda, com certa profundidade, e articule de diversos modos, os conceitos, as
propriedades e as demonstracdes do conteudo matematico que vai ensinar.

Para isso, propomos Conjuntos e Fungdes: conceitos, propriedade e
demonstragdes visando a formacg&do continuado do professor de matematica da
Educacédo Basica, como uma forma de contribuir para a sua atuacao profissional e
possibilitar melhorias a sua pratica pedagogica.

Os conceitos iniciais estudados em conjunto e fungdes sdo abstratos e possuem
uma linguagem prépria e formal. Além disso, os teoremas abordados exigem esforco,
raciocinio criativo e ideias que propiciem articular conceitos e propriedades de modo
consistente.

Em vérias situacbes, a apresentacao desses elementos requer uma dosagem
de engenhosidade e “truques”, para construir um raciocinio l6gico-indutivo ou légico-
dedutivo para a elaboracao precisa e irrefutavel dos argumentos utilizados nas
demonstragoes.

Por esse motivo, apresentamos topicos que julgamos essenciais para o
aprimoramento do professor de matematica, a saber: a no¢éo de conjunto, a estrutura
do conjunto dos numeros naturais, a conceito de funcéo e os conjuntos dos numeros
inteiros, racionais e reais construidos a partir do conjunto dos numeros naturais.
Além disso, 0 conceito corpo ordenado, conjunto enumeravel e nao-enumeravel,
grandeza comensuravel e ndo-comensuravel, densidade e a nocao de completude
de um conjunto que sao essenciais para a compreensao da extensdo de conjuntos
numéricos, sobretudo, o conjunto dos numeros racionais e reais que predominam no
ensino da matematica basica.

Com isso, espera-se contribuir para a formacéo continuada do professor
de matematica, de modo que ele possa aperfeicoar suas praticas pedagogicas e
aprimorar o ensino da matematica na Educacéo Basica.

Introducéo




CAPITULO 2

NOCOES SOBRE CONJUNTO

Segundo AVILA (1996, p. 32), o estudo sistematico de conjuntos comecou por
volta de 1872, pelo matematico aleméao Georg Cantor (1845 — 1918).

Neste capitulo, apresentaremos 0s principais conceitos e resultados dessa
teoria. Iniciaremos com a apresentacdo da nog¢ao de elemento e conjunto.

2.1 Elemento e Conjunto
A nocéo de conjunto constitui um dos fundamentos da matematica, do mesmo
modo que o conceito de correspondéncia ou aplicagao.
Para LIPSCHUTZ (1972, p. 1): “Intuitivamente, um conjunto € uma lista, colecao
ou classe de objetos bem definidos.”
Um conjunto fica bem definido (ou determinado) quando € dada uma propriedade
(ou regra) que permita decidir se um objeto qualquer pertence ou néo ao conjunto.
Os objetos que constituem o conjunto chamam-se elementos ou membros do
conjunto.
A designacéo de um conjunto é feita por letras maiusculas do nosso alfabeto A,
B, C, -+, X, Y, Z; e 0s seus elementos, por letras minusculas a, b, ¢, -, x, y, Z.
CARACA (1989, p. 12) apresenta duas condi¢des para constituir um conjunto,
a saber:
“Em geral, dizemos que é dado um conjunto de certos elementos quando: a) eles
sdo, de si, entidades determinadas; b) além disso, ha a possibilidade de averiguar
se um elemento qualquer, dado ao acaso, pertence ou ndo ao conjunto.”
Quando um objeto qualquer x € um dos elementos de um conjunto X, dizemos
que x pertence a X e, em simbolos, escreve-se:

XEX.

(Lé-se: “x pertence a X" ou “x esta em X")

Por outro lado, se x ndo € um dos elementos do conjunto X, dizemos que x nao
pertence a X e, simbolicamente, escreve-se:

X€& X

(Lé-se: “x ndo pertence a X’ ou “x ndo esta em X”)

Capitulo 2




A relacdo “€” (pertence a), que se estabelece entre elemento e conjunto,
chama-se relacdo de pertinéncia.

2.2 Representacao de um Conjunto

Sejam os elementos x,, X,, X;, ... de um conjunto X. Este conjunto pode ser
representado por listagem de seus elementos. Neste caso, 0s elementos sé&o
separados uma a um por virgula e todos eles ficam entre chaves “{ }”, isto é:

X={X;, X, X;, }-

Outramaneirade representar um conjunto Xé poruma propriedade caracteristica
de seus elementos.

LIMA (2010, p. 3), propde uma forma de construir este tipo de representacao,
vejamos: “parte-se de uma propriedade P. Ela define um conjunto X, assim: se um
objeto X goza da propriedade P, entdao x € X; se x ndo goza da propriedade P, entao
X & X e escreve-se:

X ={x; xgoza da propriedade P}.”

(Lé-se: “X € o conjunto dos elementos x, tais que x goza da propriedade P’).

Assim, uma propriedade P caracteriza um conjunto X, se todo elemento de
X satisfaz a propriedade P e se, reciprocamente, todo elemento que satisfaz a
propriedade P pertence ao conjunto.

Em algumas situagdes, pode ocorrer que a propriedade P faca referéncia
a elementos de um outro conjunto E especifico, ou seja: x € E, tal que x tem a
propriedade P. Neste caso, escreve-se:

X={x& E; xtem a propriedade P}.

Isto significa que o conjunto X é constituido por elementos x do conjunto E, que
tem a propriedade P.

Um conjunto X ={x,, x,, X, X,} também pode ser representado pelo diagrama de
John Venn, mais conhecido por “Diagrama de Venn', conforme a FIGURA 1.

X

FIGURA 1 — Diagrama de Venn.
FONTE: elaborada pelo autor.

1 Este tipo de diagrama — concebido por John Venn (1834 — 1923), matematico inglés — foi utiliza-
do para representar conjuntos e realizar operacées com conjuntos.
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Geralmente, este diagrama é utilizado para ilustrar algumas propriedades
e operagbes com conjuntos. Além disso, amenizar 0 aspecto abstrato de certos
raciocinios ou defini¢des. Contudo, tais representacdes graficas ndo devem interferir
nas demonstracoes.

LIMA (2010, p. 3) lembra que: “A maioria dos conjuntos mencionados em
Matematica ndo sao definidos [sic] especificando-se, um a um, 0os seus elementos.
O método mais frequente de definir [sic] um conjunto é por meio de uma propriedade
comum e exclusiva dos seus elementos.”

2.3 Subconjunto

Nem sempre os elementos sdo exclusivos de um so conjunto, isto &, pode
ocorrer que todo elemento de um conjunto € também elemento de outro conjunto.
Isto sugere uma definicéao.

Definicao? 1. Um conjunto X é subconjunto (ou parte) de um conjunto Y quando
todo elemento de X € também elemento de Y.

Neste caso, os conjuntos Xe Ypodem ser comparados pelarelagcéo de inclusao,
isto &, por:

XCY.

(Lé-se: “X esta contido em Y’ ou, de outra forma, Y DX, |é-se: “Y contém X'.)

A relacéo “C” ou “C”, que relaciona conjunto com conjunto, chama-se relacdo
de incluséo.

Se ocorrer X CY e existir pelo menos um elemento em Y que ndo esta em X,
dizemos que X subconjunto proprio (ou parte propria) de Y e denota-se X CY.

NACHBIN (1974, p. 5) menciona que a relacao de incluséo tem propriedades
basicas, a saber:

i) reflexiva: X C X, qualquer que seja o conjunto X.

Demonstracdo’®. Seja x um elemento qualquer de X. Pela definicao de
subconjunto, temos: X C X, qualquer que seja o conjunto X.

ii) transitiva: se XC Ye YC Z, entao XC Z

Demonstrago: De fato, paratodo x € X implica x € Y, pois XC Y. Por outro
lado, Y C Z Dessa forma, paratodo x& Y acarreta x € Z Portanto, se x& X e x
€ Y, consequentemente X C Z

2 Definicdo € o nome que se da, com precisdo e clareza (sem ambiguidade) ao objeto de estudo da
matematica, mediante uma propriedade que caracterize e o identifique plenamente. Os elementos estruturais de
uma definicdo séo: a) o objeto a ser definido; b) o verbo ser (€); ¢) o termo a ser especificado; d) as condigcbes ou
propriedades que este termo satisfaca. As definicdes tém a seguinte forma: Um [objeto X] é chamado [o termo a
ser definido] desde que satisfaga a [propriedade que o caracterize e o identifique plenamente]. (CORDEIRO, 2014,
p. 87)

3 Demonstragdo em Matematica € um processo de raciocinio loégico-indutivo ou dedutivo que mostra, de
maneira irrefutavel, a veracidade de uma proposicéo do tipo: i) Se (hipdtese), entao (tese).; ii) (Hipotese) se, e so-

mente se, (tese). (IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 9)
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iii) antissimétrica:se XC Y e YC X, entdo X=Y.

Demonstracdo: Seja x& X. Como X C Y, temos x& X implica x & Y. Por outro
lado, Y C X. Desse modo, x& Y implica x &€ X. Portanto, X=Y.

A propriedade antissimétrica iii) apresenta inclusdo simultdnea de dois
conjuntos. Isto estabelece o critério de igualdade, isto é, se todo elemento do conjunto
X é elemento do conjunto Y e, reciprocamente, se todo elemento do conjunto Y é
elemento do conjunto X, dizemos que os conjuntos X e Y séo iguais.

Definicao 2. Um conjunto X é igual a um conjunto Y, escrevemos X = Y, se
ambos possuem 0os mesmos elementos. Do contrario, dizemos que 0s conjuntos sao
diferentes e escreve-se X # Y.

Sejam dois conjuntos X e Y. Para provar que X = Y, devemos demonstrar,
necessariamente, que X C Y e, reciprocamente, Y C X.

Por outro lado, para mostrar que a inclusédo XC Y é falsa, temos que exibir um
elemento x € X, tal que x& Y.

A propriedade transitiva ii) mostra a possibilidade de conexdo entre dois
conjuntos, por meio de um conjunto, cujos elementos estejam nos dois conjuntos
iniciais, e somente neles.

Por fim, a propriedade reflexiva i) € consequéncia imediata da definicdo de
subconjunto.

Observacoées:

1) A ocorréncia de X C Y nao exclui a possibilidade de X = Y. Por isso,
escrevemos, precisamente, XC Y;

2) O simbolo “€” (pertence a) relaciona elemento com conjunto;

3) A simbologia “C” (esta contido) ou “C” (esta contido e é igual a) ou “&.” (esta
contido, mas é diferente de) relaciona conjunto com conjunto.

As ideias apresentadas de subconjunto apoiam-se na nocéo intuitiva de
conjunto, isto é, admitimos que todo conjunto tem pelo menos um elemento. Para
excluir esta restricéo, introduzimos o conjunto vazio, que indicaremos pelo simbolo
@ ou{ }ouainda @ ={x; x # x}. Este conjunto ndo possui elemento algum.

Proposicao* 1. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que a inclusdo @ C X seja falsa. Entéo,
existe um elemento x € @, tal que x & X, o que é um absurdo! Pois, @ representa o
conjunto vazio.

O absurdo ocorreu ao afirmar que @ C X é falso. Logo, @ C X, qualquer que
seja o conjunto X.

O conjunto vazio é um subconjunto proprio de qualquer conjunto, isto é, @ & X.
Ha conjuntos que possui apenas um unico elemento X ={x}. Este conjunto chama-se

4 Proposicao é uma frase afirmativa de sentido completo que pode ser classificada em verdadei-
ra ou falsa, sem que haja uma terceira possibilidade. (IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 2)
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conjunto unitario.

LIPSCHUTZ (1972, p. 7) chama atencéo para o fato de que: “Em qualquer
aplicacao da teoria de conjuntos, todos os conjuntos sob verificacdo serdo
subconjuntos de um conjunto determinado. Chama-se a isso conjunto universo ou
conjunto de estudo. Designa-se este conjunto por U.”

2.4 Conjunto das Partes

Para NACHBIN (1974, p. 6): “Todo conjunto X determina um outro conjunto
# (X), a saber, o conjunto de todas as partes de X.”

Isto significa que os elementos do conjunto @ (X) sdo as partes de X, isto é, se
um conjunto Y&E @ (X) é porque Y C X.

As partes do conjunto Xtém pelo menos os conjuntos & e X, chamados conjur/7tos
triviais, pois @ C X e X C X, qualquer que seja X. Assim, os conjuntos triviais @ e X
sao elementos do conjunto @ (X) que denominaremos “familia de conjuntos”.

Definicao® 3. A familia de todos os subconjuntos de qualquer conjunto X &
chamado conjunto das partes de X ou o conjunto de poténcia de X e indicaremos

por @ (X).
Exemplo 1. Seja o conjunto A ={a, b}. Entdo, as partes de A sdo os conjuntos
Q, A, {a} e {b}. Portanto, o conjunto das partes de A é:

9 (A) = 9 ({a, b}) ={9, {a}, {b}, {a, b}}.

Exemplo 2. Considere o conjunto B = {a, b, c}. Assim, as partes de B sao os
conjuntos @, B, {a}, {b}, {c}{a, b} e {a, c}. Portanto, o conjunto das partes de B é:

9 (B) = 9 ({a, b, c}) ={9, {a}, {b}, {c}{a, b}, {a, ¢}, {a, b, c}}.

Observacao:
O conjunto das partes @ (X) nunca € vazio, pois sempre tem os conjuntos triviais
De X

2.5 Operacoes com Conjuntos

2.5.1 Intersecao

Definicao 4. A intersegc&o de dois conjuntos Xe Y é o conjunto XN Y (lé-se: “X
intersegcdo Y’) formado apenas pelos elementos comuns a Xe Y.

Portanto, se x € X N Y significa dizer que x pertence, simultaneamente, aos dois
conjuntos, isto €, x&€ X e x €& Y. Este fato, representa-se por:

XNY={x;xeXexeY}

5 Ver nota de rodapé da pagina 10.
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Quando dois conjuntos X e Y ndo possuem elementos em comum, indica-se
por X NY = @. Neste caso, os conjuntos X e Y chamam-se conjuntos disjuntos.

2.5.2 Uniao

Definicao 5. A unido (ou reunido) de dois conjuntos X e Y & o conjunto X UY
(Ié-se: “X unido Y”) formado pelos elementos que estdo apenas em X, ou apenas em
Y ou em ambos Xe Y.

Assim, se x& XU Y significa dizer que x& Xou x& Y, ndo ha outra possibilidade.
Em simbolos, escreve-se:

XUY=X={x;Ex X ou xeY}.

Seja um conjunto X formado por subconjuntos A, B, C, ..., tais que:
iJaunidaode A, B, C, éiguala X ;e

ii) a intersecao de cada par desses subconjuntos distintos é o conjunto Q.
Entdo, nessas condicdes, o conjunto {A, B, C, ---} € uma particdo de X.

2.5.3 Diferenga

Definicao 6. A diferenca de dois conjuntos X e Y é o conjunto X — Y (Ié-se: “X
menos Y’) formado pelos elementos de X que nao pertencem ao conjunto Y. Em
simbolos, indica-se por:

X=Y={x;xeEXex&Y}

Nessa definicdo, ndo se exige que X esteja contido em Y. Quando se tem Y C
X, a diferenca X — Y chama-se complementar de Y em relagdo a X e escreve-se:

X-Y=C,X,comYCX.

Na teoria de conjuntos, quando lidamos com conjunto universo (ou conjunto de
estudo) U, o complementar de X em relacdo a U indica-se por:

Xe=U-X.
Isto equivale dizer que: se x € X, entdo x & X e escrevemos:
Xe=U-X={xeU;x&X}

A partir dessas definicoes, varias propriedades podem ser deduzidas. Para fins
de ilustragcdo, demonstraremos a propriedade no exemplo a seguir.

Exemplo 3. Sejam dois conjuntos quaisquer Xe Y. Prove que X°— Y=Y - X.
Resolugcdo: Como se trata de uma igualdade de conjuntos, precisamos mostrar
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que: (X°=Y)C(Y-X) e (Y- X) C (X°- Y°). Com efeito:

i) Para todo x € (X¢— Y°), temos xE X° e x¢& Y°¢ acarreta x& X e x€Y,
portanto, x € (Y — X). Assim, (X®— Y°) C (Y- X).

i) Por outro lado, qualquer que seja x € (Y — X), seque que x€ Y e x & X
Logo, x& Y¢e x € XC. Com isto, x € (X® — Y°). Portanto, (Y- X) C (X°— Y°).

2.5.4 Produto Cartesiano

Além dessas operagbes com conjuntos, ha outra operagcdo importante

que se baseia no conceito de par ordenado, a saber: o produto cartesiano®
(ou multiplicagcé&o de conjuntos).

Para LIPSCHUTZ (1972, p. 92, grifos nossos): “intuitivamente, um par ordenado
consiste de dois elementos a e b, dos quais um, digamos a é o primeiro elemento e
0 outro como segundo elemento.” Representa-se um par ordenado por (a, b).

Em outras palavras, o par ordenado (&, b) fica constituido quando, dados dois
objetos a e b, escolhe-se um desses objetos (por exemplo) a, para ser a primeira
coordenada do par e, por conseguinte, o objeto b para ser a segunda coordenada do
par. Entretanto, a definicdo de par ordenado é:

(a, b) = {{a}, {a, b}}.7

De acordo com essa notacéo, o par ordenado (a, b) € um conjunto constituido,
no maximo, de dois elementos: o conjunto {a} e o conjunto {a, b} ={b, a}.

Quando a = b, segue que (a, a) ={{a}, {a, a}}. Mas, pela igualdade de conjuntos,
temos {a, a} = {a}. Portanto, (a, a) = {{a}, {a}}. Dai, novamente pela igualdade de
conjuntos, conclui-se (a, a) = {{a}}. Com isso, define-se:

(a, a) ={{a}}.

Teorema?® 1. (Propriedade Fundamental dos Pares Ordenados) Dois pares
ordenados (x, y) e (a, b) sdo iguais se, e somente se, x=a e y=b. Isto é:

(x,y)=(a,b)<>x=a e y=h.

Demonstragcdo: De fato, se x=ae y = b, tem-se (x, y) = (a, b). Reciprocamente,
se (x, y) = (a, b), conclui-se, pela definicdo de par ordenado:

(X, y) ={{x}, {x, y}} e (a, b) ={{a}, {a, b}}.

6 Cartesiano provem do nome do filésofo e matematico francés René Descartes (1596 — 1650) que fundou
a geometria cartesiana ou algebra geométrica (hoje conhecida por geometria analitica), criando um sistema carte-
siano de coordenadas para localizar pontos no plano e no espago. (BOYER, 1996, p. 233)

7 Notacgéao introduzida por Norbert Wiener (1894 — 1964) e C. Kuratowski (1896 — 1980). (DEAN, 1974, p. 7)
8 Teorema é uma afirmacéao declarativa (ou proposicéo) do tipo hipdtese implica tese ou hipétese
se, e somente se, tese (ou ainda hipotese implica tese e, reciprocamente, tese implica hipotese), cuja

veracidade exige demonstracéo. (AVILA, p. 4 e 5)
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Dessa forma, ha dois casos para considerar:
1° caso: quando x = y, temos:

(X, y) = (x, X) ={{x}}.

Assim, {{x}} = {{a}, {a, b}}, isto é, o conjunto {a, b} € um elemento de {{x}}. Logo,
{x} ={a, b}, o que implica a = b= x. Mas, por hipétese, x=y,entdo x=a e y=0>b.

2° caso: quando x # y.

Considere a igualdade (x, y) = (a, b), isto &, {{x}, {x, y}} ={{a}, {a, b}}. Suponha
que {x, y} = {a}. Entao, temos x = y = a. Mas isto contraria a hipotese de x # y. Logo,
{x, y} ={a, b} e, consequentemente, a = b.

Portanto, o elemento {x} ndo pode ser {a, b}. Assim, {x} ={a}, 0 que acarreta x
= a. Além disso, como {x, y} ={a, b} e x= a, temos{a, y} ={a, b}. Portanto, y = b.

LIMA (2010, p. 12) observe que ha distincdo entre o par ordenado (a, b) e 0
conjunto {a, b} e ressalta que: “Nao se deve confundir o par ordenado (a, b) com o
conjunto {a, b}. Com efeito, como dois conjuntos que possuem os mesmos elementos
sao iguais, temos {a, b} = {b, a}, sejam quais forem a e b. Por outro lado, pela
definicdo de igualdade entre pares ordenados sé temos (a, b) = (b, a) quando a=b.”

A ideia de par ordenado esta presente na definicdo de produto cartesiano, a
qual passamos a apresentar.

Definicao 7. O produto cartesiano (ou conjunto produto) de dois conjuntos X e
Y é o conjunto X X Y (Ié-se: “X cartesiano Y”) cujos elementos sao pares ordenados
(x, y), tais que a primeira coordenada pertence a e a segunda coordenada pertence
a Y. Mais precisamente:

XXY={(x,y);xeXeyeY}

O produto cartesiano Y x X é formado pelos mesmos elementos de X X Y,
porém, com 0s elementos permutados, isto é, Y X X={(y, X) ; x€E Xe y€ Y}

Exemplo 4. Sejam X ={a, b} e Y ={c}. Os elementos de X X Y sao (a, ¢) e (b,
c), isto &: XX Y={(a, ¢), (b, ¢)}. Dai, obtemos: Y X X={(c, a), (c, b)}.

Observacao:

Em geral, XX Y# Y X X, a menos que um dos conjuntos seja @ ou X =Y.

Se ocorrer X = Y, tem-se X X Y = X X X = X 2 Neste produto cartesiano, ha
um subconjunto D C X X X, formado pelos pares ordenados cujas coordenadas sé&o
iguais, chamado conjunto diagonal (ou simplesmente, diagonal) de X ? e escreve-se:

D ={(x, x) ; x X}.

Exemplo 5. Seja o conjunto X ={a, b}. Os elementos de X x X= X2séo (a, a),
(a, b), (b, a), (b, b). Assim, X x X={(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}. O conjunto diagonal,
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neste caso, é D ={(a, a), (b, b)}.

No contexto geométrico, LIMA (2010, p. 12) menciona que: se X e Y sao
segmentos de reta, o conjunto X X Y ={(x, y) ; x€ X e y € Y} é um retédngulo
representado pela FIGURA 2, onde os pontos (x, y) descrevem todo o retangulo X x
Y.

XxY
_}”———-————T(x!y)

S

X

FIGURA 2 — Representacao geométrica de X x Y, onde X e Y sdo segmentos de reta.
FONTE: LIMA, Elon Lages, 2010, p. 12.

O conjunto Xx Xé um quadrado representado pela FIGURA3, onde evidenciamos
a diagonal D = {(x, x) ; x € X}, descrita pelos pontos (x, X).

X
X'F=--1r--xx"
|
| D
|
|
oot M
! X=X
i
|
X X

FIGURA 3 — Representacao geométrica de X x X, com o conjunto diagonal D, onde X
representa um segmento de reta.

FONTE: LIMA, Elon Lages, 2010, p. 12.

Nesse contexto, os elementos de um par ordenado introduzem as coordenadas
cartesianas no plano, de modo que cada ponto do plano é representado por um par
ordenado (x, y), onde x chama-se abscissa € y, a ordenada deste ponto.
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CAPITULO 3

CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

3.1 Os Axiomas?® de Peano

No séc. XIX, o matematico italiano Giuseppe Peano (1858 — 1932) propés a
formalizacdo do conjunto dos numeros naturais em seu livro Arithmetices principia
nova methodo exposita, de modo que 0s nimeros naturais podem ser estabelecidos
por cinco axiomas (ou postulados), chamados Axiomas de Peano.

Segundo LIMA (1982, p. 26), pode-se apresentar os Axiomas de Peano do
seguinte modo:

Sejam um conjunto de numeros naturais N ={1, 2, 3, } e uma correspondéncia
s:N—Nqueacada nEN associe o numero s(n) €N chamado sucessor de n.
Entao:

Axioma I. 1 € numero natural, ou seja, 1 EN;

Axioma Il. Para cada n&€ N, existe um Unico s(n) €N;

Axioma lll. Para todo n € N, tem-se 1 # s(n), ou seja, 1 ndo é sucessor de
nenhum nuamero natural. Em outras palavras, a cada numero natural n# 1, existe um
unico n, €N, tal que n=s(n,);

Axioma IV. Dados n, m € N, se s(n) = s(m), entdo n = m. Neste caso, a
correspondéncia s : N — N chama-se injetiva (ou univoca);

Axioma V (Principio de Inducao Finita ou Principio de Inducéao). Seja um
conjunto X C N satisfazendo as propriedades:

i) 1 X (verificar); e

ii) paratodo ne& X implica s(n) € X (demonstrar).

Entdo, X=N.

Dessa forma, podemos dizer que uma correspondéncia (ou aplicacdo) injetiva é
caracterizada pelo Axioma IV. Esta aplicacao injetiva, pode ser enunciada de outra
forma equivalente, a saber: dados n, m& N, se n# m, entdo s(n) # s(m). A ideia
subjacente a esta propriedade refere-se ao conjunto dos numeros naturais como um
conjunto discreto. Isto sera melhor esclarecido, quando estudarmos a propriedade
de densidade de um conjunto de conjunto.

9 Axioma (ou Postulado) € uma palavra de origem grega que significa axios (digno ou valido).
No contexto matematico, axioma é uma sentenca afirmativa considerada evidente, verdadeira, inques-
tionavel e indemonstravel, utilizada como sinénimo de principio necessario a construgcéo ou aceitacao
de uma teoria ou como base para uma argumentagéo. (Disponivel em: Wikipédia — axioma). Acesso

em: 31\ jan 2019.
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O Axioma lll estabelece que existe um unico primeiro numero natural que nao
€ sucessor de nenhum outro. Este numero é indicado pelo simbolo 1 (um) e, de
acordo com o Axioma I, nao carece de comentarios.

O Axioma Il p6e em destaque a existéncia e a unicidade do sucessor de um
namero natural qualquer n=# 1.

Por fim, segundo AYRES (1973, p. 47), o Axioma V (Principio de Inducao
Finita) pode ser enunciado da forma:

Axioma V’. Principio de Inducao Matematica. Uma proposicao P(n) é
verdadeira, para todo n € N, se:

i’) P(1) é verdadeira; e

ii’) Para cada k € N, a hipotese de que P(k) verdadeira implica P(k + 1)
verdadeira.

Para mostrar que uma proposicéo, referente a numeros naturais, é verdadeira,
basta usar o Principio de Inducao Matematica descrito no Axioma V’.

Neste postulado, a propriedade i’) deve ser apenas verificada, fazendo n =
1. Na verdade, pode-se iniciar esta verificagdo por qualquer numero natural, em
particular.

A propriedade ii’) exige demonstracdo! Isto é feito supondo-se que (hipotese
de indugdo), para cada n = k€N, a proposicao P(k) é verdadeira e, com base nisto,
prova-se que P(k + 1) também é verdadeira.

Com a verificacédo de i’) e a demonstracéo de ii’), conclui-se, pelo Principio de
Inducdo Matematica, que a proposicao P(n) é verdadeira, para todo n € N.

Segundo AYRES (1973, p. 47), vajamos como aplicar os Axiomas de Peano
de Ia V na demonstracéo do exemplo a seguir, e depois usar o Axioma V’.

Exemplo 6. Prove que a proposi¢cao P(n) : s(n) # n é verdadeira, para todo n €

Resolugéo: Seja um conjunto X, definido por X = {k ; P(k) € verdadeira, para
todo k € N}. Entéo, pelo Axioma I, temos 1 €N,

Fazendo k=1, 0 Axioma lllpermite escrever s(1) # 1. Portanto, P(1) € verdadeira
eleX

Agora, seja um elemento qualquer k de X. Vamos provar que P(K) : s(k) # k €
verdadeira, para todo kK € N. Demonstraremos por absurdo (ou contradicao)
. Suponha, por absurdo, que s(s(k)) = s(k). Entao, pelo Axioma IV, segue s(k) = k, 0
que é uma contradicao! Logo, P(s(k)) : s(s(k)) # s(k) € verdadeira e, pelo Axioma Il,
para todo k € N, existe um unico s(k) € X.

Como 1 € X e, para cada k € N implica s(k) € X, entdo X tem as propriedades

10 A demonstracao por absurdo (ou contradicdo) é utilizada quando queremos provar uma
proposicéo do tipo H (hipdtese) implica T (tese). Para isso, negando-se apenas a tese T (hipdtese do
raciocinio por absurdo) e, durante todo o processo de demonstracéo, mantem-se a hipétese H como
verdadeira até checarmos a um absurdo ou a uma contradi¢do. Diante disto, somos forcados a desfazer
a hipoétese do raciocinio por absurdo e concluir que a tese T é verdadeira. (AVILA, p. 8)
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i) e ii) do Axioma V. Logo, X =N.

Portanto, pelo Principio de Indugdo Finita, a proposicao P(n) : s(n) # n é
verdadeira, para todo n € N.

Os axiomas de Peano permitem definir as operacdes de adicao e multiplicagcao
em N, bem como demonstrar as suas propriedades.

3.2 Operacoes
3.2.1 Adigao

LIMA (2010, p. 35) defineasoma m+ n,onde m, € n, utilizando a correspondéncia
sucessora s : N — N.

Definicao 8. (Adicao) Seja uma correspondéncia s :N — N, tal que acada ne
N associe o numero s(n) € N. A operacéo de adicao é definida por:

(a) s(n) =n+ 1, paratodo neN.

(b) s(n) + m=s(n + m), sempre que n+ me& N.

A condicdo (a) da Definicao 8 estabelece que, dado n € N, existe n + 1 € N.
Além disso, para representar o sucessor de n, pode-se usar (n + 1) no lugar de s(n).
Isto possibilita definir um conjunto X por:

X ={1,s(1), s(s(1)), -}
O isomorfismo'" entre os conjuntos X e N permite escrever:
X ={1,s(1), s(s(1)), -} ={1, s(1), s(2), }={1,2,3, =} =N.
Assim, o0 conjunto dos numeros naturais passa a ser representado por:
N={1,2,3,,n, -}

Segundo NERI e AURELIO (2011, p. 15): o conjunto dos nimeros naturais
N={1, 2, 3, ---} foi 0 primeiro conjunto numérico construido pela civilizacdo humana
destinado a contagem.

Quando houver a necessidade de usar o numero 0 (zero), indicaremos o
conjunto dos numeros naturais por:

N,={1,2,3,-,n,}{0} ou N, ={0,1,2,3,n, -},

Do ponto de vista geométrico, os numeros naturais podem ser representados
sobre uma reta, cujos pontos estejam espacados igualmente numa escala (ou
escala-padréo) pré-fixada. Para isto, € necessario e suficiente que se estabeleca
uma correspondéncia biunivoca entre 0 numero natural e o ponto da reta. Com

11 Isomorfismo entre dois conjuntos X e Y € uma fungéo biunivoca o : X — Y, com as seguintes
propriedades: i) a.(a + b) = a(a) + a(b); e ii)a(a b) = a(a) a(b), paratodo a, b€ X. (GUEDES, 1996, p.

5)
14
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efeito, sejam o conjunto dos numeros naturais N, ={0, 1, 2, 3, n, -} e 0 conjunto
dos pontos P={P, P, P, P, -+, P, -} dareta r, igualmente espagados, conforme
representado na FIGURA 4.

F, B P B . B

0 1 2 3 7

FIGURA 4 — Correspondéncia biunivoca . : j— p.
FONTE: elaborada pelo autor.

Seja uma correspondéncia o : N, —P, definida por a(n) = P, onde n € N,
Assim, paratodo a, bEN,, a= b implica a(a) = P, # P, = a(b). Logo, a é injetiva.

Por outro lado, dado qualquer P, € P existe pelo menos um k € N, tal que a(k)
= P, ou seja, a é sobrejetiva.

Como a correspondéncia o. : N,— P € injetiva e sobrejetiva, portanto, € bijetiva.
Estes conceitos seréo detalhados no estudo das funcodes.

3.2.1.1 Propriedades da Adicéo

Na operacao de adicao, valem as seguintes propriedades:

A)) fechamento: para todo m, € nN implica m+ neN.

Em outras palavras, quaisquer que sejam dois numeros naturais, a soma destes
nameros € um numero natural.

Usaremos o Axioma V’ para demonstrar esta propriedade, com a inser¢éo da
correspondéncia s :N —N; tal que a cada n € N associe o0 numero s(n) € N.

Demonstragdo: Sejaum numero nnatural fixo qualquer e considere a proposicao:

P(m):n+ m &N, paracada m €N.

i’) Fazendo m =1, temos: n + m = n + 1. Mas, pelo item (a) da definicdo de
adicao, segue que n+ 1 = s(n) e, pelo item ii) do Axioma V, conclui-se que s(n) €
N. Portanto, P(m) é verdadeira, para m=1.

ii’) Suponha, por hipétese de inducéo, que P(k) : n+ k€ N seja verdadeira, para
algum m = k€ N. Vamos demonstrar que P(s(k)) : n+ s(k) €N & verdadeira. De fato,
pelo item (b) da definicao de adicao, temos: n + s(k) = s(n + k), sempre que n+ kEN
(hipb6tese de inducao). Logo, s(n + k) € N. Assim, P(k) é verdadeira, para cada kK €N.

Portanto, pelo Principio de Indu¢cdo Matematica, a propriedade de fechamento
da adicéo é verdadeira, para todo m, n € N.

A) Comutativa: paratodo m,nEN, m+n=n+ m.

Isto significa que “a ordem das parcelas na operacao de adicdo, néo altera
resultado (soma ou total)”.

Antes de demonstrar esta propriedade, vamos demonstrar a proposi¢cao do
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exemplo a seguir.

Exemplo 7. Mostre que a proposi¢ao P(n): n+ 1 =1+ n é verdadeira, para todo
neN.

Resolugédo: i’) Fazendo n= 1, temos: 1 + 1 =1 + 1. Logo, P(n) é verdadeira,
paran=1.

ii’) Suponha, por hipétese de inducéo, que P(k) : k+ 1 =1 + ké verdadeira, para
algum m = k& N. Devemos mostrar que P(s(k)) : s(k) + 1 =1 + s(k) é verdadeira. Com
efeito, pelo item (a) da definicdo de adicao, temos s(k) = k+ 1.

Assim, s(k) + 1 = (k+ 1) + 1. Mas, pela hipétese de inducédo, k+ 1 =1 + k. Logo,
s(k)+1=(1+K +1.

Usando novamente a hip6tese de inducao, temos: (1 + k) + 1 =1 + (k + 1).
Portanto, s(k) +1 =1+ (k+ 1), mas s(k) = k+ 1. Logo, s(k) + 1 =1 + s(k). Conclui-se
que a proposicao P(s(k)) é verdadeira, para cada k&€ N.

Portanto, pelo Principio de Indugcdo Matematica, a proposi¢cdo é verdadeira,
para todo n € N.

Usaremos esta proposicdo, que € verdadeira, para provar a propriedade
comutativa.

Demonstragdo: Seja num numero natural fixo qualquer e considere a proposicao:

P(m):n+m=m + n, para todo m & N.

i’) Fazendo m =1, temos: n+ m =n+ 1 = s(n), pelo item (a) da definicdo de
adicéo.

Por outro lado, m+ n =1 + n. Mas, pela proposicédo do Exemplo 7,1 + n=n+
1 = s(n). Logo, P(m) € verdadeira, para m=1.

ii’) Suponhamos, por hipétese de indugéo, que P(k) : n+ k= k + n é verdadeira,
para algum m = k € N. Vamos provar que P(s(k)): n + s(k) = k + s(n) é verdadeira.
De fato, pelo item (b) da definicdo de adicdo, temos: n + s(k) = s(n + k). Mas, por
hipotese de inducéo, n+ k= k + n.

Assim, n+ s(k) = s(n + k) = s(k + n) = k+ s(n). Logo, P(s(k)) : n+ s(k) = k + s(n)
€ verdadeira, para cada k €N.

Portanto, pelo Principio de Inducéo Finita, a propriedade comutativa da adicao
€ verdadeira.

A) Cancelamento (ou Lei do Corte): paratodo m,n,peEN, m+p=n+p
implica m = n.

Isto quer dizer que a igualdade nao se altera quando adicionamos parcelas
iguais a ambos 0s membros.

Demonstragdo: Sejam m e n numeros naturais fixos quaisquer e considere a
proposicao:
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P(p): m + p=n+ p implica m = n, para algum p € N.

i’) Fazendo p =1, temos: m+ 1 =n+ 1. Pelo item (a) da definicdo de adicao,
tem-se: s(m) = s(n). Dai, pelo Axioma IV de Peano, segue que m = n.

Portanto, P(p) € verdadeira, para p = 1.

ii’) Suponha, por hipétese de indugcado, que a proposi¢cao P(k): m + k=n+ k
implica m = n é verdadeira, para cada k€ N. Precisamos mostrar que P(s(k)): n + s(k)
= m + s(k) implica n = m, para cada k € N. Com efeito, pelo irem (a) da definicdo de
adicao, temos: m + s(k) = m + s(k) implica m+ k+ 1 =n+ k+ 1. Por conseguinte, (m
+ K) +1 = (n+ k) + 1. Pela proposicao apresentada no Exemplo 7, seqgue m+ k=n
+ k. E, pela hipbétese de inducgéo, tem-se m = n.

Portanto, pelo Principio de Indugcéo Matematica, a propriedade do cancelamento
da adicao é verdadeira.

A) Associativa: paratodo m, n, pEN, m+ (n+ p) = (m+ n) + p. Isto significa
que a ordem em que adicionam as parcelas, nao altera o resultado.

Demonstragdo: Sejam m e n numeros naturais fixos quaisquer e considere a
proposicao:

P(p): m+ (n+p)=(m+n)+p, paratodop €N.

i’) Fazendo p = 1,temos: m+ (n+ 1) =m+ s(n)=s(m+n)=(m+n) + 1.
Portanto, P(p) € verdadeira, para p = 1.

ii’) Suponha, por hip6tese de inducéo, que P(k) :m+ (n+ Kk =(m+n) + ké
verdadeira, para algum p = k € N. Vamos provar que P(s(k)) : m+ (n+ s(k)) = (m +
n) + s(k) é verdadeira. De fato, pelo item (b) da definicao de adicao, temos: n + s(k)
= s(n + k). Assim:

m + (n + s(k)) = m + s(n + k)

=s[m + (n + Kk)].
Mas, por hipétese de inducdo, m+ (n+ k) = (m+ n) + k. Logo:
m + (n + s(k)) = s[m + (n + k)]
=s[(m + n) + K]

= (M + n) + s(k).
Portanto, pelo Principio de Inducédo Matematica, a propriedade associativa da
adicao é verdadeira.

Capitulo 3




3.2.2 Multiplicagéo

De modo semelhante, LIMA (2010, p. 37) define a multiplicagcédo (ou produto)
m.n, para m, n € N, a partir da operacédo de tomar o sucessor.

Definicao 9. (Multiplicacao) Seja uma correspondéncia s : N — N, tal que a
cada n € N associe o numero s(n) € N. A operacdo de multiplicagdo é definida por:

(a) n1 = n, para todo n € N.

(b) m-s(n) = m-(n+ 1), paratodo m, n € N.

A condicao do item (b) sugere que o produto satisfaca a propriedade distributiva
a seguir:

m-+n + 1) =m-n + m, para todo m, n €N.

Demonstracdo: Considere o conjunto:
J,={p EN;m-(n +p) =mn +mp, onde m, n €N}.

Vamos mostrar, por indugcéo em p, que Jp = N. De fato:

[)Parap=1,temos: J ={1 EN;m-(n+1)=mn+ m=m-s(n), onde m, n €N}
1ed,.

ii) Para p = k, temos: k J, implica s(k) J, ,. Com efeito:

mn + (k + 1)] = m{(n + k) + 1]
=m-(n+k) +m
=(mn+mk)+m
=m-n + (mk + m)
=mn+mk+1)
=mn + m-s(k).

Assim, s(k) J,,,. Entéo, pelo Principio de Indugao Finita, J, = N.
Em particular, para p=1, m-(n+ p) = m-n+ m-pimplica m-(n+1) =m-n+ m,
para todo m, n€ N.

Definicao 10. (NiUmero par e numero impar) Os numeros naturais da forma
2-n chamame-se par, € os da forma 2-n + 1, chamam-se impar, para todo n € N.

Segundo CARACA (1989, p. 51), a propriedade de um numero natural ser,
unicamente, par ou impar, chama-se paridade desse numero.
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3.2.2.1 Propriedades da Multiplicacéo

A operacao de multiplicagcao possui as seguintes propriedades: dados m, n, p
€ N, temos:

M) fechamento: m, n €N implica m-nEN.

M,) Comutatividade: m-n = n-m.

M,) Lei do Corte: m-p = n-p implica m=n.

M)) Associatividade: m-(n-p) = (m-n)p.

M,) Distributividade em relacdo a adicao: m-(n + p) = m-n + m-p.

De modo semelhante as propriedades da adicdo, demonstra-se as propriedades
da multiplicac&o.

A propriedade M,) foi demonstrada logo acima e, para fixar as ideias, faremos
apenas a demonstragéo da propriedade M,), ou seja, para todo m, n, p € N vale a
propriedade comutativa m-n = n-m.

Demonstragcdo: Fixando m, considere a proposicao:

P(n) : m-n =n-m, paratodo n€ N.

Para n=1, temos:

m-1 =1-m, para todo me& N.

A veracidade desta ultima igualdade pode ser demonstrada usando-se inducao
sobre m.

Sabemos que é verdade que m-1- = m. Assim, devemos provar 1-m = m. Com
efeito, para m=1, é verdade que 1-1 = 1.
Suponha que seja verdadeiro para algum m €N, isto é, 1-m = m. Enté&o:

1T m+1)=1m+1=m+1.

Agora, suponha que m-n = n-m. Vamos mostrar que isto implica m-(n+ 1) = (n
+ 1)-m. De fato:

mmn+1)=mn+m=mn+m=(n+1)m.

Logo, pelo Principio de Inducéo Finita, a propriedade comutativa m.n=n.m é
verdadeira.

Exemplo 8. Sejam p, g €N.

a) Se p e g tém a mesma paridade de serem pares, entdo p+ g € p-q sao
pares.

b) Se p e gtém a mesma paridade de serem impares, entdo p+ gé par e p-q
é impar.
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Resolugéo: a) Como p e g sao ambos pares, temos p=2-m e q=2-n. Assim:

p+g=2m+2n=2-(Mm+n)=2k,ondek=m+n.

pgq=2m2n=2-(2'mn)=2%k,onde k =2m-~n.

b) Agora, p e g sdo ambos impares, logo, p=2m+1 e g=2-n+ 1. Dessa
forma:

p+g=2m+1+2n+1=2-(mMm+n+2=2-(mMm+n+1)=2-k,onde k=m+n+1.

pg=2m+1)@2n+1)=2m2n+1)+2n+1=2{m2n+1)+n+1=2%k
+ 1, onde

k=m-(2n+1) + n.

3.3 Relacao de Ordem

Antes de definirmos a relacdo de ordem entre nUmeros naturais, veremos uma
proposicao (Exemplo 9) que possibilitara conexao entre a relacao de igualdade e a
relacéo de ordem, por meio da operagao de adicao.

Exemplo 9. Seja uma correspondéncia s : N — N, tal que a cada n € N associe
o numero s(n) € N. Prove que cada numero natural n# 1 é sucessor de algum outro
namero natural.

Resolugéo: De acordo com o Axioma lll, 1 ndo é sucessor de nenhum outro
numero natural, ou seja, para todo n € N, tem-se 1 # s(n).

Agora, considere o conjunto S={1} U{n; n€N, com n= s(m), para algum m

€ N}. Entao, pelo Axiomal, 1 € S.

O Axioma Il permite afirmar que, a cada n €N, existe um unico s(n) € N. Como
s(n) é um sucessor, entdo, para cada n € Nimplica s(n) € S. Logo, pelo Axioma V,
S=N.

Portanto, paratodo n €N, temos n=1 ou n=s(m), paraalgum me&N.

De acordo com AYRES (1973, p. 48 - 49), a relacdo de ordem no conjunto dos
numeros naturais pode ser assim definida:

Definicao 11. Seja dois numeros naturais m e n quaisquer.

(a) mé menor do que n, e escrevemos m< n, se existe p €N, talque n=m+ p.

(b) m é maior do que n se, e somente se, n< m.

Quando m é menor ou igual a n, escreve-se m =< n. Isto equivalea m<n ou m
= n. De modo semelhante, quando m é maior ou igual a n, escrevemos m = n, para
significar que m>n ou m=n.

Com a proposicdo do Exemplo 9 (cada numero natural n # 1 & sucessor
de algum outro numero natural) e a relacdo de ordem “ < ” podemos escrever as
proposicoes:
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P(n) : 1 <n, para todo natural n # 1.

P(n) :n<s(n) =n + 1, para todo n €N.

Demonstragdo: No primeiro caso, temos: para todo n# 1, tem-se n = s(m), para
algum m € N. Mas, n=s(m) = m + 1, portanto, m + 1 = n e, por conseguinte, 1 < n.
Assim, a proposicéo é verdadeira.

No outro caso, sabe-se s(n) = n + 1, para todo n € N. Entéo, fazendo p =1,
tem-se n+ 1 =n+ p = s(n). Dai, n< s(n), para todo n € N. Portanto, a proposicao é
verdadeira.

Em decorréncia da validade da proposicao P(n) : 1 < n, para todo natural n# 1,
FERREIRA (2013, p. 31) menciona que: “ndo ha naturais compreendidos entre n e
s(n), pois s(n) =n+ 1.

Proposicao 2. Nao existe numero natural entre dois numeros naturais
consecutivos.

Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que existameN talque n<m<n+1,
para todo n € N. Entéo, existem r, seN,taisque m=n+r e n+1=m+s.

Assim, n+ 1 =n+ (r+ s). Dai, pela Lei do Corte referente a operacao de adicao,
segue que: 1 =r+ s, 0 que é um absurdo! Logo, ndo existe me N, talque n<m<n
+ 1, paratodo nEN.

Em decorréncia disso, pode-se definir o antecessor de um namero natural.

Definicao 12. Sejam n, m& N . Um numero natural nchama-se o antecessor
de m, se n< me nao existe pEN, talque n<p<m.

Exemplo 10. Paratodo m, n€N, tem-se m+ n+ m.

Demonstragdo: De fato, fixando n, considere a proposicao:

P(m) :m+n=#m, parame&N.

Para m=1, temos: P(1) : 1 + n# 1 € verdadeira.

Suponha que, para algum k € N, a proposicao P(k) : k + n # k seja verdadeira.
Assim, s(k + n) # s(k), pois, pelo Axioma IV, s(k + n) = s(k) implica k+ n=k, 0 que
€ um absurdo! Logo:

P(s(k)) : s(k) + n = s(K).

Portanto, pelo Principio de Inducéo Finita, m + n# m, para todo m, n € N.

Proposicao 3. A relagcdo de ordem “<” é transitiva, mas ndo é reflexiva ou

Capitulo 3




simétrica.
Demonstracdo: Com efeito, sejam m, n, p € N e suponha que m<ne n<p.
Entao, existem r, sEN, taisque m+r=n e n+ s=p. Logo:

n+s=p implica (m+r)+s=m+(r+s)=m+t=p,parat=r+s,logo, m<p.

Portanto, a relagdo “<” é transitiva.

Agora, seja n € N. Temos: n < n é falsa, pois, se fosse verdadeira, existiria
algum k € N, tal que n + k = n, mas, pelo Exemplo 10, isto € um absurdo! Assim, a
relacéo “<” néo é reflexiva.

“__n

Finalmente, sejam m, n € N e suponha que m<n e n<m. Como ‘<’ é

transitiva, temos m<n e n<m implica m< m, o que € um absurdo! Pois, “<”’ ndo
é reflexivo. Portanto, a relacdo “<” ndo é simétrica.

Dessa forma, a relacéo de ordem ndo é uma relacao de equivaléncia, pois, ndo
valem as propriedades reflexiva e simétrica; vale apenas a propriedade transitiva.

Conforme LIMA (2010, p. 37), as relacdes de igualdade e ordem de dois nUmeros
naturais estabelecem a propriedade da tricotomia expressa a seguir.

Tricotomia. Sejam dois numeros naturais m e n quaisquer. Entdo, uma, e
somente uma, das seguintes condicdes pode ocorrer:

T,)ou m>n (isto é, existe p €N, tal que m = n + p);

T,)oum=n;

T,)ou m<n (isto é, existe pEN, tal que n=m + p).

Demonstragdo: Para todo m € N, considere os subconjuntos de a seguir:

N, ={m},
N,={xeN;x<m}e
N, ={x&eN;x>m}.

Note que o conjunto {N,, N,, N,} € uma particdo de N referente as relagbes “>”

“__n

(maior do que), “=” (igual a) e “<” (menor do que). Com efeito, para m = 1, temos:
N, ={1},
N,=Ce
N, ={xeN;x>1}.

Neste caso, N,U N,U N, =N.

Agora, devemos mostrar que N, N,= N, N N,= N,N N,= 3. De fato, suponha
que m=# 1. Assim, 1 € N, por conseguinte, 1 € N,U N,U N,.

Escolhendo qualquer p €N, ha trés casos para considerar:
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i) n€ N,. Neste caso, temos n=m e, portanto, s(n)=n+1€&N,.

i) n € N,. Dessa forma, n< m. Logo, existe p €N, tal que m=n + p. Dai, se p
=1,temos s(n) =n+1=me& N,. Mas, se p# 1, segue que p =1 + g, para algum q
eEN. Entdo:n+p=n+(1+q9) =(n+1)+qg=s(n) + g=m,logo Dai, s(n) <=m e,
portanto, s(n) € N,.

ii) n € N,. Dai, s(n) >n> m, portanto, s(n) € N,.

Assim, para cada n €N, temos n€ N, U N,U N, implica s(n) € N,U N,U N,.
Como 1€ N,U N,U N,, segue que N,U N,U N, =N.

Como m¢é N, temos N, N N,=@. De modo semelhante, N, N,=@. Agora,
suponha, por absurdo, que N,N N, ={p}, para algum p €N. Entédo, p<m e m<p.
Como “<” é uma relacao transitiva, temos p < p, o que € uma contradicao! Logo,
devemos ter N,N N,=@.

Exemplo 11. (Colecao PORFMAT — Numeros e Funcdes) Dado o numero
natural a, seja um conjunto J C N, com as seguintes propriedades:

(aed;

(2) ned implica n+1 €& J.

Prove que J contém todos os numeros naturais maiores do que ou iguais a
a. (Sugestgo: considere o conjunto X =/ U J, onde /& o conjunto dos nimeros
naturais =< q, e prove, por induc¢édo, que X =N.)

Resolugéo: Seja um conjunto JCN,coma& J e n€ J implica n+1 € J. Para
a=1,temos1e€ X=1 UJ.

Suponha que n€ X. Entdo, n€ [, U J implica n € J, portanto, pela propriedade
(2), segue n+1&€dJ. Logo, n+1e€l UJd=X

Dessa forma, temos 1 € X e n&€ X implicam n+ 1 & X. Logo, X=N.

Por fim, considere N = X=1/ U J, onde [/ é o conjunto dos nimeros naturais =<
a.Assim, | ={1,2,3, ,at eN ={1,2,3, , n, }. Dai:

N=/UJe {1,2,8,..,n,..}={1,2,3,...,dUJ & J={nEN a=n}

Proposicao 4. Sejam a, b€ N. Entéo, a< b se, e somente se, a+ 1 < b.

Demonstracdo: (=) Temos: a < b, entdo existe p € N, tal que b = a + p. Mas,
pelo Axioma Il de Peano (para cada n € N, existe um unico s(n) € N), segue que:
dado g € N, existe um unico s(gq) =g+ 1 emN.

Fazendo p = s(qg), temos:

b=a+s(@q=a+(gq+1)=a+(1+q)=(a+1)+qg ."%?a+1 =<b.

12 Em matematica, o simbolo “...” significa “portanto” ou “entao”’. (CORDEIRO, 2014, p. 83)
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(=) Reciprocamente, se a + 1 < b, existe p €N, tal que b=a + 1 + p. Assim,
pelo Axioma Il de Peano, dado p € N, existe um unico s(p) =p+1=1+pemN.
Logo:

b=a+s(p) .. a<b.

FERREIRA (2013, p. 31) destaca uma propriedade importante do conjunto
dos numeros naturais, a qual “todo subconjunto ndo vazio de N possui um menor
elemento”.

Isto significa que o conjunto dos niumeros naturais € bem ordenado. Na verdade,
todo conjunto com esta propriedade € um conjunto bem ordenado.

Antes de demonstrarmos este fato, definiremos minimo e maximo de um
subconjunto do conjunto dos numeros naturais.

Definicao 13. Seja um subconjunto X n&o vazio do conjunto dos numeros
naturais. Um numero m € X chama-se o menor elemento (ou minimo) de X quando
m < x, para todo x € X.

O elemento minimo de um conjunto X indica-se por: min(X).

Conforme LIMA (2010, p. 39), min(N) = 1. Mais ainda, qualquer que seja XCN,
com 1 € X, tem-se min(X) =1.

Principio da Boa Ordenacao — PBO. Todo subconjunto n&o vazio de numeros
naturais admite um unico elemento minimo.

Demonstragéo: (Existéncia) Seja um subconjunto X de N, tal que X # @. Se 1
€ X, entao 1 = min(X).

Suponha que 1 & X. Entao, para todo p € X, temos 1 < p. Considere o conjunto:

J={n N;n=x, paratodo x X}.

Temos: 1 € J. Como X= @, tome pe X. Dai, p+1¢&J.Logo, J=N.

Dessa forma, 1 € J e J=N. Com isto, deve existir me J, talque m+1 & J,
pois, do contrario, pelo Principio de Inducgao Finita, teriamos J =N, o que ndo pode
ocorrer.

Assim, m = min(X). De fato, como m & J, segue m = x, paratodo x X.

Agora, pela Definicao 13, so falta mostrar que m & X. Com efeito, suponha, por
absurdo, que m¢ X. Entao, paratodo x € X, temos m< x. Dai, pela Proposicao 4,
segue m+ 1 < x, para todo x € X. Isto implica m+ 1 € X, o que € um absurdo! Pois,
contraria a escolha de m¢& X. Logo, m € X.

(Unicidade) Suponha que p, g € N sejam ambos 0s menores elementos de X.
Entdo, p<ge g=<p. Assim, p=q.

Teorema 2. (PIF e PBO) O Principio de Inducéao Finita (PIF) é equivalente ao
Principio da Boa Ordenagéao (PBO).
Demonstragdo: (=) Suponha valido o PIF, isto é: seja um conjunto ndo vazio X
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C N satisfazendo as seguintes propriedades:

N1eX;e

ii)ne X implica n+1€ X

Queremos provar que X possui um elemento minimo, ou seja, para todo x € X,
existe n€ X, tal que n= x. De fato, suponha, por absurdo, que Xné&o possui elemento
minimo. Assim, em particular, 1 & X, pois, se pertencesse, seria o elemento minimo.

Seja o conjunto J={nEN ; n< x, para todo x € X}. Assim, J N X =, pois, se
JN X= @, entdo existe neJN X,com neJ e n<x, paratodo x& X. Em particular,
n=x €& X, obtemos n<n, oque é um absurdo! Entdo, JN X=0.

Agora, mostraremos que J=N. Com efeito, sabemos que 1 & X, portanto, 1 < x,
qualquer que seja x€ X. Assim,n+1<x.Se n+1 &€ X,temos n+ 1éum elemento
minimo de X. Mas, por hipbtese, X nao possui elemento minimo. Dai, n+ 1 & X e,
portanto, n+ 1 < x, para todo x € X. Dessa forma, n+ 1 € J.

Portanto, pelo Principio de Inducéo Finita, J=N.

(<) Suponha vélido o PBO, isto é, todo subconjunto ndo vazio X C N possui
elemento minimo. Em outras palavras, para todo x € X, existe n€ X, tal que n < x.

Vamos provar que X tem as propriedades:

N1eX; e

ii)n€ X implica n+1€ X

De fato, suponha, por absurdo, que X satisfazendo as propriedades i) e ii),
porém, com X = N. Isto significa que existe algum elemento em N, que n&o pertence
axX

Assim, o conjunto N — X = @. Dai, pelo Principio da Boa Ordenac¢éo, o conjunto
(N - X) C N possui elemento minimo. Seja m = min(N — X).

Como, pela hipbtese i) 1 € X, temos 1 < m. Assim, o “antecessorde m” & menor
do que m. Mas este “antecessor de m”, ndo pertence a N — X, logo, pertence a X e,
por conseguinte, o “antecessor de m’ + 1 pertence a X, o que é um absurdo! Isto
ocorreu, porque supomos X = N. Logo, X =N.

Definicao 14. Seja um subconjunto X ndo vazio do conjunto dos numeros
naturais. Um numero m € X chama-se o maior elemento (ou maximo) de X quando
m = x, para todo x € X.

O elemento maximo de um conjunto X indica-se por: max(X).

LIMA (2010, p. 39) destaca: “nem todo conjunto de numeros naturais possui
um elemento maximo”. E, com exemplo disto, ele apresenta o conjunto dos niumeros
naturaisN ={1, 2, 3, , n, }. De fato, para todo p €N, sempre temos p<p + 1.

Ainda nesse contexto, se existir 0 maximo de um conjunto X C N, ele é unico.
Com efeito, suponha que p, g € N sejam ambos os maximos de X. Entdo, g=p e
p=gq.Logo, p=q.

Segundo LIMA (2010, p. 40), uma consequéncia do Principio da Boa Ordenagao
€ a proposicéo conhecida como o Segundo Principio da Inducéo, o qual é apresentado
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e justificado a seguir.

Segundo Principio da Inducao. Seja um conjunto X C N com a seguinte
propriedade: dado n €N, caso ocorra de todos 0s numeros naturais p < nimplicarem
p € X, assim, n € X. Dessa forma, conclui-se que X =N.

Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que X#N. Em outras palavras, considere
o conjunto J=N—- X, com J# @. Entdo, JCN e J=# @. Dai, pelo Principio da Boa
Ordenacaéo, existe y = min(J) €N, tal que y & X. Assim, todos os numeros naturais n
<y pertencem a X, portanto, n € X. Mas, o que € uma contradicdo! Isto se deu pelo
fato de assumir que J# @. Logo, J= @ e, por conseguinte, X =N.

Nesse contexto e, semelhante ao Principio de Inducéo Finita:

O Segundo Principio de Inducdo constitui um método util para demonstracao
de proposicoes referentes a numeros naturais. Ele também pode ser enunciado

assim: Seja P uma propriedade relativa a nimeros naturais. Se, dado n € N, de
modo que todo numero natural m < n gozar da propriedade P puder se inferido
que n goza da propriedade P, entdo todo numero natural goza de P. (LIMA, 2010,
p. 40, grifos nossos)

Em outras palavras, seja uma propriedade P(n) associada a cada n €. N Se,
para cada m € N, a hip6tese de que P(m) & verdadeira, para todo m < n, implicar a
validade de P(n), entdo P(n) é verdadeira para todo n €N.

Usa-se 0 Segundo Principio de Indu¢do quando uma propriedade P(n), que
se refere a nUmeros naturais n, falha na verificacao de todos os numeros naturais
menores ou iguais a n € N.

3.4 Potenciacao

Seja a € N. Chama-se poténcia de base “a” com expoente “k’, 0 numero a*
definido por:

ja=a;e

i) a*+' = a* a, onde k € N.

Dessa forma, pode-se escrever o nUmero a* como o produto de k fatores iguais
a base q, ou seja:

ak=a. a. a- ---.a
(k fatores)

Proposicao 5. (Unicidade) Para todo n, m € N, temos a"” = a™ se, e somente
se, n=m, onde a € N.
Demonstracdo: Para n=m =1, segue:

a'=a'=a e a"=a'=a e, portanto, a' =qa'.
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Suponha que, para n=m = k, valha a" = a™. Mostraremos que, para n=k +
1, vale a igualdade a**' = a“*'. De fato, por hip6tese de indugao, temos:

a"'=a" implica d¢= a
Multiplicando ambos os membros desta ultima igualdade por a, obtém-se:
ad-a=ad-a=am e, pordefinicdo, a**'=qa+".

Assim, pelo Principio de Inducéao Finita, conclui-se a demonstracéo.

3.4.1 Propriedades de Poténcia

Para todo n, m € N, valem as propriedades:

P)a -a™=a+".

P,) (a™)"= a™".

P)(a-b)"=a"-b"

P)1n=1.

Demonstragdo: Vamos fixar a, m € N e usar a indugéo sobre n. Em P,), para n
=1, temos:

a-a"=a-a"=a"-a=a"*".

Suponha, por hipbtese de inducdo, que a” - a™= a"+*™ seja verdadeiro.
Mostraremos que a propriedade € verdadeira para n + 1. De fato:

an+1.am=an.a1.am=(an.am).a1
Usando a hipétese de indugédo a” - a™= a"*™ e a definicao a“*' = a* - q, segue:
an+1 - a"= (an . am) . a1 =qg'*tm- a1 - a(n+m)+1_

Logo, pelo Principio de Indugéo Finita, a propriedade P,) é verdadeira.
Em P,), para n=1:(a")"= (a")'= a™=a™".
Suponha, por hipétese de inducéo, que (a™"= a™" seja verdadeiro. Temos:

(am)"*'=(am)" - (a™)'".

Usando a hipbétese de indugcao (a™)"= a™" e a definicdo a' = ae a*' = d* - q,
segue:

(am)n+1= (am)n . (am)1 =q™-.-g"=qg""+m = am.(n+1).

Assim, pelo Principio de Indugéo Finita, a propriedade P,) € verdadeira.
Em Py paran=1:(a-b)'=a - b
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Suponha, por hipbétese de indugcdo, que (a - b)"= a"- b" seja verdadeiro.
Mostraremos que a propriedade € verdadeira para n + 1. De fato:

(a . b)n+1= (a . b)n. (a . b)1
Usando a hipotese de indugéo (a - b)"= a”- b” e a propriedade P,), segue:
(a-b)"*'=(a-b)"-(a-b)y'=a"-b"-a'-b'=a"a-b"-b'=ag"+'-b"+".

Em P) paran=1,temos: 1" =1,
Suponha, por hip6tese de inducao, que 1"= 1. Mostraremos que a propriedade
€ verdadeira para n + 1. De fato:

10+ =qn-1=1-1=1,

Portanto, pelo Principio de Indugao Finita, a propriedade P,) é verdadeira.

Observacoées:
Na poténcia a*, tem-se:

para k=0 e a=0, segue, de acordo com a definicdo, a®*' = aa=a'. Mas,
a' = a, portanto, a = a’a. Esta igualdade exige que a° = 1. Assim, definimos:
a’=1,com a=0;

se a= k=0, ocorre que 0°. Neste caso, segundo CARACA (1989, p. 246),
trata-se de uma indeterminag&o, cujo resultado da operacéo, a priori, nao
pode ser obtido. Ha autores que definem 0°=1.

Exemplo 12. Prove que 2"> n?, para todo numero natural n = 5.

Resolugéo: Observe que paran=1, 2, 3 e 4, a proposicao P(n) : 2"> n? é falsa.
Entao, de fato, temos que mostrar que a partir de n = 5, a proposicao é verdadeira.
Com efeito, para n = 5, temos:

P(B):2°=2x2x2x2x2=382>5%=25.

Suponha, por hip6tese de inducéo e para n = 5, que P(n) : 2"> n?. Entdo, para
n+ 1, segue:

P(n+1):2">n? implica 2"-2>n?-2 e, portanto, 2"*'> 2:n2.
Porém, note que 2-:n*> (n+ 1)?, para n= 3, etambém n=5. Dai:
2"+1>2:n?> (n + 1), portanto, 2"*'> (n + 1)?, paratodo n = 5.

Assim, pelo Principio de Inducéo Finita, a proposicéo P(n) : 2"> n? € verdadeira,
para todo numero natural n= 5.
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CAPITULO 4

RELACOES BINARIAS

4.1 Conceito

No sentido intuitivo, quando ha uma razao para associarmos certos objetos de
uma colecéao a certos objetos de outra colegao, usamos a palavra “relacao”.

A nocado importante que reside na relacdo é que estamos escolhendo, por
algum motivo, certos pares ordenados cujos termos estédo relacionados. A razéo
desta escolha € uma forma de definir a relagao entre os elementos duas cole¢des.
Em outras palavras, é a esséncia da definicdo de relacédo, em matematica.

Para LIPSCHUTZ (1972, p. 114): uma relacdo R consiste em dois conjuntos
A, B e uma sentencga aberta’representada por p(x, y), na qual é verdadeira ou
falsa, para qualquer par ordenado (a, b) € A x B.

Em simbolos, representa-se uma relacdo R de A em B por:

R = (A, B, p(x, ¥)).

Ademais, se a sentenca fechada' p(a, b) € verdadeira, escreve-se: “a esta
relacionado com b, pela relacdo R” e denota-se por aRb. Em outras palavras:

aRb se, e somente se, (q, b) ER.

Por outro lado, se a sentenca p(q, b) € falsa, escreve-se: “anao esta relacionado
com b, por R” e representa-se por aRb. Neste caso:

aRb se, e somente se, (q, b) & R.

Exemplo 13. Sejam os conjuntos X ={q, b} e Y ={c, d}. Considere R ={X, Y,
p(x, y)}, tal que p(x, y), Ié-se: “x vem primeiro que y".

Assim, R € uma relacdo de X para Y, porque p(a, ¢) e p(q, d) sédo verdadeiras
e, portanto, aRc e aRd. Além disso, p(b, ¢) e p(b, d) séo falsas. Dai, bRe e bR,

13 Uma sentenga aberta sobre um conjunto A € uma expressao designada por p(x) que apresenta
a propriedade de p(a) é verdadeira ou falsa, para cada a & A. (LIPSCHUTZ, 1973, p. 298)
14 Uma sentenca fechada sobre um conjunto A é uma expressao p(a), que provém de uma sen-

tenca aberta p(x), tal que x= a, para cada a € A.
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4.2 Conjunto Solucao

Seja uma relagcdo R = (A, B, p(x, y)) sobre o conjunto A x B. O conjunto
constituido pelos elementos de (a, b) € A x B, para o qual p(a, b) é verdadeiro,
chama-se conjunto solugdo (ou conjunto verdade) e denotamos por:

Se={(a, b);aeX,b€EY,p(a, b) & verdadeiro}.

Observe que, na relagao R de X para Y, o conjunto verdade S 5 € constituido
por elementos de A x B. Portanto, Sjle € um subconjuntode Ax B, isto &, S CAX B.

Para LIPSCHUTZ (1972, p. 116): a cada relagdao R corresponde um Uunico
conjunto solugao S,R e, reciprocamente, a cada conjunto solugéao S,R corresponde
uma relacao R, para a qual Sje € o conjunto solugéo.

Dessa forma, pode-se redefinir o conceito de relacéo, sem usar o conceito de
sentenca aberta.

Definicao 15. (Relacao entre conjuntos) Sejam dois conjuntos Xe Y. Dizemos
que R é uma relagdo de X para Y, se R € um subconjunto de X x Y, ou seja, se R
CXxY.

Na relacdo R de X para Y, ha dois subconjuntos especiais para discussao, a
saber: 0 dominio e a imagem (ou amplitude) de R.

Definicao 16. (Dominio) Seja uma relagdo R de X x Y. Chama-se conjunto
dominio de R, o subconjunto Dje C X, tal que, para cada a € X, existe algum be Y,
de modo que aXRp.

Em simbolo, escreve-se:

DR= {a; existe algum b € Y, com aRb}.

De modo semelhante:

Definicao 17. (Imagem) Seja uma relacdo R de X x Y. Chama-se conjunto
imagem de R o subconjunto ImRQ Y, de modo que, para cada b € Y, existe algum
a € X, tal que aRb.

Em simbolo, escrevemos:

ImR= {b ; existe algum a € X, com aRb}.

O conjunto Y narelagdo R chama-se contradominio e, em simbolos, denota-se
por: CDR= Y.

Observacao:

Em se tratando da relagdo R de Xem Y, a existéncia de b € Y, na definicdo de
dominio de R, ndo é Unica. Reciprocamente, a existéncia de a € X, na definicao de
imagem de R, também, ndo é Unica. Em outras palavras, ndo ha (necessariamente)
unicidade para estes elementos na relagao R.

Para simplificar a linguagem, e também por uma questéo de estilo, usaremos a
notagdo R: X — Y paraindicar uma relagdo R de X para Y, onde Xe Y sdo conjuntos
nao vazios.

Com a notacdo R: X — Y e sabendo que SR C X x Y, pode-se dizer que
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0 conjunto solugdo de uma relagdo R é uma relagdo de X para Y. Dessa forma,
escrevemos:Sjra X Y.

Exemplo 14. Sejam A={qa, b}e B={c, d}. Assim, o conjunto R ={(qa, d), (b, ¢)}
é uma relacdo R: A — B.

Resolucdo: Temos: A x B={(q, ¢), (a, d), (b, ¢), (b, d)} e R C A x B. Portanto,
R é uma relagao.

Definicao 18. (Relacao sobre um conjunto) Seja um conjunto X. Dizemos
que R é uma relagéo sobre X, se R é um subconjunto de X x X, isto é, se R C X x X.

Exemplo 15. Sejam A ={q, b} e B ={b, ¢, d}. Considere os conjuntos C ={(aq,
), (b, b)}, D={(a, b), (a, 0), (a, d)} e E={(b, a), (¢, a), (d, a)}.

Embora esses conjuntos sejam relagdes, note que o conjunto C é uma relacao
binaria, pois C C A x A. O conjunto D é uma relagéo de A para B, porque D C A x B.
Por fim, o conjunto E € uma relacéo de B para A, porque E C B x A.

A relacédo de inclusdo E C B x A motiva definir um tipo especial de relacéo, a
saber: relacéo inversa.

Para LIPSCHUTZ (1972, p. 117): a cada relagdo R : X — Y, existe uma relagao
inversa ' R: Y — X.

Definicao 19. (Relacao Inversa) Seja umarelacdo R: X — Y. A relacado inversa
de R, que se indica por R-': Y — X, é o conjunto R-"={(y, X) ; (x, y) € R}.

Observe que os elementos de R-' sdo os pares ordenados de R, porém, com
os termos permutados.

Dessa forma, aR b (“a esta relacionado com b, pela relacao R”) se, e somente
se, bRa (“b esta relacionado com a, por R-""). Isto significa escrever:

(@ b)ER = (b, a)E R

Exemplo 16. Sejam A={q, b} e B={c, d, e}. Entdo, arelacdo R: A® B, definida
por R={(q, ¢), (q, e), (b, d)} tem inversa R-' : Y — X, definida por R-' ={(c, q), (e,
a), (d, b)}.

Exemplo 17. Seja C={q, b, c}. Arelacao R: C — C, definida por R ={(q, a),
(a, 0), (¢, b)} tem inversa R~ : C — C, definida por R-" ={(q, a), (¢, ), (b, )}

4.3 Grafico
Para LIPSCHUTZ (1972, p. 115): dados dois conjuntos X e Y, o conjunto X x Y
pode ser representado por pontos num diagrama coordenado’.

Nota: Para fins ilustrativos, a representacédo por meio de diagrama coordenado sé &
viavel quando o conjunto tem “poucos” elementos.

Dessa forma, toda relagédo R: X — Y, bem como a sua relagéo inversa R~': Y
— X e 0 conjunto solucao S,}2 de R tém representacao no diagrama coordenado.

15 Diagrama coordenado é constituido por dois eixos perpendiculares, em geral, onde se fixa, em
um dos eixos, 0 conjunto que representara o primeiro termo de um par ordenado e, no outro eixo, fixa-
se 0 segundo termo do par ordenado, a fim de representa-lo. (LIPSCHUTZ, 1972, p. 94)
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Definicao 20. (Grafico) O grafico de uma relagdo R: X — Y é o conjunto dos
pontos de X x Y, que pertencem ao conjunto solucao SR dessa relacéo.

Exemplo 18. Sejam A={q, b, c} e B={d, e, f}. Considere a relacdo R: A — B,
definida R por SR={(a, e), (a, 0, (b, e), (b, 1), (c, e), (c, H}.

Suponha que o conjunto solugdo de seja R={(q, f), (b, f), (c, f)}. Dai:

Ax B={(a, d), (q, e), (q, ), (b, d), (b, e), (b, ), (¢, d), (¢, e), (¢, N}

R ={(e, a), (f; a): (e; b)s (f: b): (e, C)’ (f; C)}

Assim, o conjunto A x B esta representado no diagrama coordenado da FIGURA
5 a seguir.

B
AxB
ffrm——"®-——-&——-&
| | |
| | |
eh---4---0---4
| | I
| |
A e e
o
a b ¢ 4

FIGURA 5 — Diagrama coordenado do conjunto A X B.
FONTE: elaborada pelo autor.

O conjunto R ={(q, e), (a, ), (b, e), (b, f), (c, e), (c, )} esta representado no
diagrama coordenado da FIGURA 6 a seguir.

B
AxB
ffm--e-—-e---e
| | I
| | |
ch---@---@-—-0
| | |
| |
IS S G
| 1
o
a 5 4

FIGURA 6 — Diagrama coordenado da relagdo R: A® B.
FONTE: elaborada pelo autor.

O conjunto R-' ={(e, q), (f, ), (e, b), (f, b), (e, ©), (f, )} esta representado no
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diagrama coordenado da FIGURA 7 a seguir

A
BxA
e S
| L
bp—--6-—-6——-#
| | |
| | |
af---0--—-#---@
o
i ¢ s B

FIGURA 7 — Diagrama coordenado da relagéo inversa R-'.
FONTE: elaborada pelo autor.

O conjunto SRz {(a, 0, (b, €), (c, e)} estarepresentado no diagrama coordenado
da FIGURA 8 a seqguir.

B
f____l___q___l

I | |

| | |
eh--lo---0---4

| | |

| | |
dp---0---6---0 4,3

FIGURA 8 — Diagrama coordenado do conjunto solugéo SR'
FONTE: elaborada pelo autor.

4.4 Propriedades

Segundo SCHEINERMAN (2003, p. 77 e 80), as relacdes binarias determinam
um conjunto de pares ordenados.

Nessa relacédo dual, podem ocorrer algumas propriedades, a saber: reflexiva,
simétrica, antissimétrica e transitiva.

Definicao 21. Seja uma relagdo R sobre um conjunto X. Para todo a, b, c € X,
a relacado R chama-se:

i) reflexiva quando a € X implica (a, a) € R.

ii) simétrica quando (a, b) € R implica (b, a) € R.

iii) antissimétrica quando (a, b) € R e (b, a) € R implicam a = b.

iv) transitiva quando (q, b) € R e (b, ¢) € R implicam (q, ¢) € R.
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4.4.1 Relacéo Reflexiva

Segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 118), para que uma relacédo R seja reflexiva,
todos os pares ordenados da forma (a, a) € X x X devem pertencer a relagéo R.

Nesse sentido, uma relacdo R sobre um conjunto X ndo é reflexiva quando
existir a € X, tal que (a, a) & . Vejamos um contraexemplo’®.

Exemplo 19. Seja a relagcdo R sobre um conjunto A ={aq, b, ¢}, definida por:

® ={(a, a), (b, b), (a, b), (b, c)}.

Esta relacdo nao é reflexiva, pois (c, ¢) & R.

Do ponto de vista geométrico, se X representa um segmento de reta, entéo,
toda relagao reflexiva € o conjunto diagonal D = {(x, x) ; x € X}, conforme ilustrado
pela FIGURA 9 a seguir.

X XxX

a X

FIGURA 9 — Diagrama coordenado de uma relacao reflexiva sobre um conjunto X.
FONTE: elaborada pelo autor.

Exemplo 20. Sejam um conjunto A qualquer e o conjunto diagonal D ={(q, a)
R; a € A}. Que relagdes ha, se é que existe alguma, entre qualquer relacéo reflexiva
de Ae D?

Resolugcdo: Uma relacéo R: A — D é tal que aR(aq, q), para todo a € A. Isto
significa que D é um subconjunto de R. Em outras palavras, cada relacao reflexiva
contém o conjunto diagonal.

4.4.2 Relagcdo Simétrica

Conforme LIPSCHUTZ (1972, p. 118), a condi¢cado necessaria e suficiente para
que uma relacédo R seja simeétrica é apresentada no teorema a seguir.

Teorema 3. Uma relagdo R sobre um conjunto X é simétrica se, e somente se,
R=R".

Demonstracdo: (=) Suponha que R seja simétrica. Entdo, devemos mostrar
que R= R-'. De fato, para todo (a, b) € R implica (b, a) € R'. Logo, R C R".

16 Contraexemplo € uma situacdo particular, porém, suficiente para verificar a falsidade de algu-
mas sentencas ou proposicdes. (IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 2)
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Por outro lado, se (b, a) € R, entao, (q, b) € R. Isto significa que R' C R.
Portanto, R= R,

(=) Agora, suponha que R = R-'. Entdo, vamos mostrar que R é simétrica.
Com efeito, para todo (a, b) € R implica (a, b) € R, pois R = R-'. Dai, segue (b,
a) € R. Como (a, b) e (b, a) pertencem a R, entdo, R é simétrica.

Dessa forma, uma relacdo R: X — X ndo é simétrica quando existirem a, b €
X, tais que (a, b) € R implica (b, a) & R.

Geometricamente, se X € um segmento de reta, entdo, uma relagdo simétrica
€ formada por todos os pontos que sao simétricos em relacdo ao conjunto diagonal
D ={(x, x) ; x€ X}, pois (b, a) € R sempre que (a, b) € R, conforme indicado na
FIGURA 10 abaixo.

X XxX
D
at-1--@
bt-+1--/--@
I I
| 1
L
b a X

FIGURA 10 — Diagrama coordenado de uma relagéo simétrica sobre um conjunto X.
FONTE: elaborada pelo autor.

Exemplo 21. Sejam duas relagbes simétricas R, e R, sobre um conjunto X.
Prove que R, N R, & uma relagéo simétrica sobre X.

Demonstragdo: Observe que R, e R, sdo subconjuntos de X x X. Logo, R, N R,
é também um subconjunto de X x X. Portanto, R, N R, é uma relagdo em X.

Agora, vamos mostrar que a relagdo R, N R, é simétrica sobre X. De fato, dado
qualquer (a, b) € R, N R, temos: (a, b)E R, e (a, b)E R,. Mas, por hipétese, R e
R, sao relagbes simétricas sobre X. Entéo, (b, a) € R, e (b, a) € R,. Portanto, (b,
aER NR,

Assim, para todo (a, b) € R, N R, implica (b, @) € R, N R,. Logo, R, N R, é
uma relacao simétrica sobre X.

4.4.3 Relagdo Antissimétrica

Segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 118 e 119), a condicao necessaria e suficiente
para que uma relacdo R seja antissimétrica é apresentada pela propriedade a seguir.
Teorema 4. Uma relagcéo R € antissimétrica sobre um conjunto X se, e somente
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se,R N R-'C D, onde D ={(x, x) ; x&€ X} &€ o conjunto diagonal.

Demonstragdo: Para todo (a, b) € R N R-'implica (a, b) € R e (a, b) € R-'. Esta
ultima relag@o permite escreve (b, a) € R. Como (a, b) € R e (b, a) € R, entdo a=
b. Dai, (a, b) = (a, a) € D. Portanto, R N R C D.

Em outras palavras, uma relacdo R sobre um conjunto X & antissimétrica
quando, para todo a, b € X, se a# b, entdo ou (q, b) € R ou (b, a) € R, mas nao
simultaneamente.

Assim, uma relacdo R sobre um conjunto X ndo € antissimétrica quando
existirem a, b€ X, taisque (a,b)€R e (b,a) € R,com a=b.

No contexto geométrico, isto significa que, se X é um segmento de reta, entéo a
relacéo antissimétrica n&o tem pontos sobre a diagonal D = {(x, x) ; x € X}, conforme
mostram as FIGURAS 11 e 12 a seguir.

X X

XxX X xX
br-1--@
| D D
|
|
|
ar—r--—-HS-—--8
| |
1 |
: !
a X b X
FIGURA 11 — Diagrama coordenado de ou FIGURA 12 — Diagrama coordenado de
uma relagé@o antissimétrica sobre um uma relagé@o antissimétrica sobre um
conjunto X. conjunto X.
FONTE: elaborada pelo autor. FONTE: elaborada pelo autor.

Exemplo 22. Decidir se uma relacdo R sobre um conjunto X pode ser,
simultaneamente, simétrica e antissimétrica.

Resolugéo: Seja uma relacdo simétrica R sobre um conjunto X. Entéo, para
todo (a, b) € R implica (b, a) € R. Como (b, a) € R',entdo (b,a) € R N R,

Caso R seja também uma relagdo antissimétrica sobre X, teremos ® N R~ C
D. Isto sé é possivel se, e somente se, (b, a) € D, isto é, a=b.

4.4.4 Relagao Transitiva

Segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 119), uma relacdo R sobre um conjunto X é
transitiva quando, para todo a, b € X, temos aRb e bRc implicam aRc.

Assim, uma relagcdo R sobre um conjunto X n&o é transitiva quando, para todo
a, b€ X, temos aRb e bRc, mas dRc.
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Observe que na relacdo R de transitividade é possivel identificar dois pares
ordenados de conexdes entre os termos aRb e aRc, a saber:

i) o par ordenado implicito (b, b), que pertence a diagonal D = {(x, x) ; x € X},
mas nao pertence a relacéao transitiva; e

ii) o par ordenado explicito (b, ¢), que esta entre os termos relacionais aRb e
aRc.

Isto sugere a definigdo.

Definicao 22. Numa relacédo transitiva aRb e bR c implicam aRc sobre X x X,
o par ordenado (b, b) chama-se conexao primaria e o par ordenado (b, ¢) chama-se
conex&o de transicéo.

Do ponto de vista geométrico, se X é um segmento de reta, entdo, os pares
ordenados que constituem a relagdo transitiva formam um “tridngulo retangulo
isdsceles”, conforme ilustrado na FIGURA 13 a seguir.

X XxX

a b ¢ X

FIGURA 13 — Diagrama coordenado de uma relagéo fransitiva sobre um conjunto X.
FONTE: elaborada pelo autor.

Exemplo 23. Em que situagdo, uma relacdo R sobre um conjunto X nao é
transitiva?

Resolugcédo: Uma relag@o sobre um conjunto X é transitiva quando, para todo q,
b, ce X, temos (a,b) € R e (b, ¢) € R implicam (q, ¢) € R.

Assim, a relacdo R nao é transitiva quando existirem a, b € X, tais que (a, b) €
R e (b, c) € R, porém, (a, ¢) & R.

Exemplo 24. Seja uma relagcao transitiva sobre um conjunto X. Prove que R-'
€ uma relacéo transitiva sobre X.

Resolugéo: Sejam (q, b) e (b, ¢) € R-". Precisamos mostrar que (a, ¢) € R~". De
fato, temos (c, b) e (b, a) € R. Como, por hipotese, R € uma relacao transitiva sobre
um conjunto X, entdo (¢, a) € R. Logo, (a, ¢) € R-'. Portanto, R~' € uma relacao
transitiva sobre X.
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Exemplo 25. Sejam duas relagbes R, e R, sobre um conjunto X. Prove as
seguintes assercoes:

a) se R, e R, sdo duas relagbes simétricas sobre X, entdo R, U R, € uma
relacéo simétrica sobre X.

b) se R, é uma relagéo reflexiva e R, & uma relagdo qualquer sobre X, entdo
R, U R, é uma relagao reflexiva sobre X.

Resolugdo: a) Mostraremos que, para todo (a, b) € R, U R, implica (b, a) € R
, UR,.De fato, seja (a, b) € R, U R,. Por hipotese, R e R, séo relagdes simétricas,
entéo (b, a) pertence a R, ou R,. Logo, (b, a) € R, U R,. Portanto, R, U R, € uma
relacéo simétrica sobre X.

b) Temos: R, € uma relagéo reflexiva se, e somente se, D C R, onde D é o
conjunto diagonal de X x X. Além disso, podemos escrever R, C R, U R,. Assim, D
CR,eR, CR UR, portransitividade, implica DC R, U R,. Logo, R, U R, é uma
relacéo reflexiva sobre X.

4.5 Relacao de Equivaléncia e Particao

Para DEAN (1974, p. 8):

Uma classe especial de relagdo sobre um conjunto A que desempenha um papel
fundamental em matematica consiste naquelas relacdes chamadas relacdes de
equivaléncia. (...) A mais importante propriedade de uma relagao de equivaléncia
sobre um conjunto é que ela particiona o conjunto em subconjuntos mutuamente
disjuntos chamados classes de equivaléncia.

A partir disso, nota-se a importancia de definir relacdo de equivaléncia, particao
de um conjunto e estabelecer propriedades da relagcdo de equivaléncia sobre este
conjunto.

Definicao 23. (Relacao de Equivaléncia) Uma relagdo R sobre um conjunto X
chama-se relagdo de equivaléncia sobre X, se R tem as trés propriedades seguintes:

i) reflexiva — para todo a € Ximplica (a, a) € R;

ii) simétrica — para todo q, b € X, se (a, b) € R, entdo (b, a) € R; e

iii) transitiva— paratodo a, b, c€ X, se (a, b) € R e (b, ¢) € R), entédo (q, c) €E R.

A mais importante e usual das relagcées de equivaléncia em matematica é “=”
(igualdade).

Exemplo 26. Seja a relacdo R de igualdade sobre um conjunto X, definida por:
para todo a, b€ X, aRb < a= b. Mostre que R é uma relacdo de equivaléncia.

Resolucgéo: De fato, para todo a, b, c € X:

i) R é reflexiva, porque a € X implica a= a.

ii) R é simétrica, pois a= b implica b= a.

iii) R é transitiva, pelo fatode a=b e b= c implicam a=_c.

Outra importante relacdo de equivaléncia é “=” (congruéncia) apresentada a
seqguir.

Exemplo 27. (Congruéncia moédulo m) Seja R uma relacdo de congruéncia
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mddulo m definida por:

R={(x,y);mdivide x—y < x=y(m),paramfixoem N e x,y € Ny},

onde x = y (m), l1é-se: “x é congruente a y, médulo m”. A relacéo “é congruente
modulo m”, assim definida, € uma relacédo de equivaléncia.

Resolugéo: De fato:

i) Para todo a €N, temos: m divide 0 = a — a. Assim, para todo a € N, implica
(a, a) € R. Logo, R é reflexivo.

ij) Paratodo a, b€ N, seja (a, b) € R. Entdo, m divide a - b.

Note que b- a=- (a- b), assim, mdivide b— a. Logo, (b, a) € R. Como (q,
b) € R implica (b, a) € R, segue que R € simétrico.

iii) Finalmente, para todo a, b, c €N, sejam (q, b), (b, ¢) € R. Assim, m divide
a—be mdivide b-c.

Usando o fato de que a—c=(a— b) + (b— ¢), segue que mdivide a— c. Assim,
(a, b) € R e (b, ¢) € R implicam (q, ¢) € R. Portanto, R é transitivo.

Como R é reflexivo, simétrico e transitivo, entdo, por definicdo, R € uma relagao
de equivaléncia.

Em uma relacdo de equivaléncia R sobre um conjunto X, existe um conjunto
constituido pelos elementos de X que estdo relacionados, por R, com um dado
elemento de X. Mais precisamente, escrevemos:

Definicao 24. (Classe de Equivaléncia) Seja uma relacdo de equivaléncia R
sobre um conjunto X. Dado a € X, chama-se classe de equivaléncia de a, denotada
por [a], o conjunto formado apenas por elementos de X que estéo relacionados com
a, pela relacao R.

Em simbolo, escreve-se:

[al]={x e X ;xRa,ondeac X} ={xeX;(x,a) e R,coma € X}.

Observe que [a] é um subconjunto de X, com a caracteristica de que todos os
seus elementos estdo relacionados com a € X, por R. Além disso, para todo x, y €
X, se x, y € [a], entdo xRy. De fato, se x, y € [a], entdo, por definicdo de classe de
equivaléncia, xRa e yRa. Como R é uma relacéo de equivaléncia, segue que R
é reflexiva e transitiva. Assim, yRa implica aRy. E, por transitividade, xRa e aRy
implica xR y.

Exemplo 28. Seja a relacdo de equivaléncia R ={(a, a), (b, b), (¢, ©), (q, ¢), (c,
a)} sobre A ={q, b, c}. Assim, temos as seguintes classes de equivaléncias:

[a]={x&€ X ;xRa,onde a€A}={q,c} .. [a] ={a, c}.

[b] ={x € X ; xRb, onde b € A} ={b} .. [b] ={b}.
[c]={xE X ; xRc,ondec €A} ={c, a} ={a,c} .. [c]l={a, c}.
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Dada uma relacéo de equivaléncia, a classe de equivaléncia dessa relagdo
apresenta algumas caracteristicas importantes que sintetizaremos no teorema a
seqguir.

Teorema 5. Seja uma relagcdo de equivaléncia R sobre um conjunto X. As
seguintes afirmacdes sao verdadeiras:

i) para todo a € X implica a € [q].

ii) paratodo b€ X, b€ [a] se, e somente se, [b] =[q].

iiij) paratodo a, b€ X, se a# b, entdao [a] U [b] = O.

Demonstracdo: Seja uma relagcdo de equivaléncia R sobre um conjunto X.
Assim, R tem as propriedades: reflexiva, simétrica e transitiva.

Em i), temos: [a] ={x € X ; xRa, onde a € X }. Entdo, para mostrar que a &
[a], basta mostrar que aRa. Mas isto € imediato pela propriedade reflexiva de R, ou
seja, para todo a € X implica aRa.

Em ii): (=) seja R uma relagdo de equivaléncia que define [q]. Precisamos
mostrar que b € [a] implica [b] = [a]. De fato, para todo b € X, se b € [a], temos, por
definicao de classe de equivaléncia, bR a.

Agora, suponhamos x € [b]. Entédo, por definicao de classe de equivaléncia,
tem-se xRb.

Como xRbe bRa, entdo, por transitividade, conclui-se que x R q, isto €, x €[qa].
Portanto, [b] C [q].

Analogamente, para todo y € [a] implica yRa. Mas, b € [a] implica bRa. Dai,
por simetria, obtém-se aRb. Como yRa e aRb, conclui-se, por transitividade, yRb.
Desse modo, y € [b], assim, [a] C [b]. Entao, [b] = [a].

(<) Suponha que [b] = [a]. Assim, pela propriedade i), para todo b € X implica
b € [b]. Mas, [b] = [q]. Logo, b € [q].

Em iii), suponha, por absurdo, que [a] N [b] # D. Logo, existe x € X, tal que x €
[a] N [b]. Dai, x& [a] e x € [b]. Dessa forma, xRa e xRb. Mas, por simetria, aR x.

Como aRx e xR b, temos, por transitividade, aR b. Dai, pela definicdo de classe
de equivaléncia, a € [b]. Isto significa, pela propriedade ii), que [a] = [b]. Mas, pela
propriedade da igualdade, conclui-se que a = b. Porém, isto € um absurdo! Pois, a
# b. O absurdo ocorreu porque supomos que [a] N [b] # @. Assim, se a# b, entdo
[al N [b] = Q.

Observe que no Teorema 5, a propriedade i) mostra que a cada elemento do
conjunto X determina uma classe de equivaléncia.

E importante também notar que, na propriedade ii), todo elemento de X pertence
a uma, e uma so, classe de equivaléncia. Assim, colecionando-se estas classes de
equivaléncia, obtém-se um novo conjunto.

Definicao 25. (Conjunto Quociente) O conjunto formado por classes de
equivaléncia de uma relacdo de equivaléncia R sobre um conjunto X, chama-se
conjunto quociente de X por R e denota-se por X / 2
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No Exemplo 28, temos as classes de equivaléncia [a] ={q, ¢} e [b] = {b}. Assim,
os elementos do conjunto A/j,2 séo {q, c} e {b}, isto é:

A, ={al, b = {{a, ¢}, {b).

Observe que o conjunto quociente X/R apresenta duas caracteristicas
importantes: a primeira € que a reunido de seus elementos € o conjunto X; e a
segunda, mostra que ou duas classes de equivaléncias ndo tém nenhum elemento
comum ou se tém e, portanto, elas sao idénticas.

E sob essas duas perspectivas, que se conclui:

“A mais importante propriedade de uma relacdo de equivaléncia sobre um

conjunto € que ela particiona o conjunto em subconjuntos mutualmente disjuntos
chamadas classes de equivaléncia.” (DEAN, 1974, p. 8, grifos nossos)

Ainda nesse contexto, NACHBIN (1974, p. 27) menciona que:

“A nocéao de relacado de equivaléncia nunca deve ser dissociada da nocao de
particdo, pois, (...) existe uma conexdo simples, porém importante, entre as duas.”

SCHEINERMAN (2003, p. 98) reforca que: “Uma particdo de um conjunto A é
um conjunto de subconjuntos, néo vazios, disjuntos dois a dois, cuja uniao é A.”

Nesse sentido, para definir formalmente uma particado de um conjunto, fixa-
se o conjunto / ={1, 2, 3, , n}, o qual denominamos conjunto dos indices, a fim
de listar os elementos do conjunto quociente. A partir dai, considere o conjunto
F = {Ai}iem, denominaremos uma familia de conjuntos com indices, onde a cada
i € I corresponde um conjunto A. Em simbolos, escrevemos:

F ={Ai}iecm={A1} U {A2} U {A3} U -+ U {An}.

Definicdo 26. (Particido de um Conjunto) Uma familia F = {Ai}iem de
subconjuntos ndo vazios de um conjunto X &€ uma particdo de X se:

D) UiemAi=Al UA U AU - UA,=X;

i) Aim Aj =@, para i £ j. Isto equivalente a A; N A; # & implica A; = A;.

Observacao:

Emvistadoitemi),dessadefinicdo,escreve-se: Nicm Ai= A1 M Ay M Az M - N Ay,

Exemplo 29. Listar todas as particbes do conjunto A ={a, b, c}.

Resolugdo: Um conjunto P, onde e =1, 2, 3, , € uma particdo de A se cumpre
as condicdes i) e ii) da Definicao 26.

Assim, as particdes de A sdo os conjuntos a seguir:
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P, ={{a, b, c}} = {A}
P, ={{a}, {b}, {c}}.

P,={{a} (b, c}, P,={b} {a, c}} P,={{c} {a b}

P,={{a, b}, {c}}, P,={{a, c}, (b} e P,={{b, c} {a}).

Portanto, ha oito particdes no conjunto A ={aq, b, c}.

Quando uma particdo tem “poucos” elementos, ela pode ser representada no
diagrama de Venn.

Exemplo 30. O conjunto F={{a}, {b, ¢}, {d}} € uma particao do conjunto de A =
{a, b, ¢, d}, pois cumpre as duas condi¢cdes da Definicao 26. Além disso, a FIGURA
14 & a representacao desta particdo no diagrama de Venn.

FIGURA 14 — Diagrama da particédo F do conjunto A.
FONTE: elaborada pelo autor.

Teorema 6. (Teorema Fundamental sobre Relacao de Equivaléncia e
Particao) Umarelagcdo sobre um conjunto X é relacéo de equivaléncia se, e somente
se, a familia F = {Aa}acx & uma particdo de X, com A ={xE X; (x, a) E R, com o,
€ X}.

Demonstracdo: (=) Vamos mostrar que se R é uma relacdo de equivaléncia
sobre um conjunto X, entdo a familia F ={Ad}aex é uma particdo de X, com A = {x
€ X; (x, ) € R, com a € X}. De fato, seja R uma relacdo de equivaléncia sobre
um conjunto X. Considere o conjunto A ={x € X; (x, a) € R, com a € X}. Como ¢&
reflexivo, entdo, a cada a € X implica a € A,. Portanto, Uaex Ao = X.

Agora, vamos mostrar que A N A_# @ implica A = A_. Com efeito, suponha
que yeANA,onde A={xe X;(x,nER, comreXte A ={x€ X; (x s) €ER,
com s € X}.

Como A N A, # @, entdo, existe y € AN A_. Dai, ye A e y € A. Portanto,
Y, NER e (¥, 5) ER.

Sejawe A. Entdo, (w, ) € R e (y, ) € R. Assim, por simetria, (y, r) € R implica
(r, y) € R.
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Como (w, n € R e (r, y) € R, temos, por transitividade, (w, y) € R. Além disso,
e também por transitividade, (w, y) € R e (y, s) € R implicam (w, s) € R. Portanto, w
€ A_. Dessa forma, mostramos que A C A

De modo semelhante, mostra-se que A, C A. Como A CA e A C A, tem-se
A=A.

Como i) UaexAa=X e ii) A=A, entdo, a familia F = {Aa}tacx é uma
particdo de X, onde A ={x € X; (x, a) € R, com o € X}.

(«<) Reciprocamente, se a familia ¥ = {Aa}aex é uma particdo de X, com
A ={xEX;(x,a) ER,comaE X}, entdo R é uma relagédo de equivaléncia sobre o
conjunto X. De fato, seja F = {Aa}acx é uma particdo qualquer de X, onde A ={x €
X;(x, 0) € R, com a € X}. Além disso, considere uma relacdo R sobre um conjunto
X, definida por aRb se, e somente se, existe um A na particdo F = {Aa}aex, tal que
a, be A. Assim:

i) R é reflexivo, pois, a cada a € X, existe um A_na particdo F = {Aa}aex, tal
que aRa.

ii) R é simétrico, pois, pela definicdao da relagao, dados a, b € X, se aR b, entao,
existe um A na particdo F = {Aa}aex, talque a, bE A. Mas, a, bE A, se, e somente
se, b, a € A. Dai, novamente pela definicao de R, temos bR a.

iii) R é transitivo, pois, dados a, b, ¢ € X, suponha que aRb e bRc. Assim, pela
definicdo de R, existem subconjuntos A e A/. (ndo necessariamente distintos), tais
que a,beEAeb, ce Aj. Logo, A,N Aj =@ e, portanto, A = Aj. Dai, q, c e Aj. Entao,
pela definicdo de R, temos aRc.

Assim, aRb e bRc implica aRc. Portanto, R é uma relacdo de equivaléncia
sobre o conjunto X.

A partir desse teorema fundamental, depreende-se que uma relagdo de
equivaléncia R sobre um conjunto X realiza particbes A, ={x €X; (x, a) € R, com «.
€ X} em X, de modo que:

i) Vit Ai=X; e

i)ANA=0,parai#]

Cada subconjunto A de X chama-se classe de equivaléncia determinada por o.
O conjunto das classes de eauivaléncia de X sob a relagcdo R denomina-se conjunto
quociente e denota-se por X /IR = {Aa}aex.

Reciprocamente, o conjunto quociente X/?‘2 = {Au}acx € uma particdo do
conjunto X, onde A, & uma classe de equivaléncia determinada por a que, por
conseguinte, determina uma relacdo de equivaléncia R sobre o conjunto X, com a
familia de conjuntos com indices F = X /3-?. = {Aa}oex-
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CAPITULO 5

CONCEPCAO DE FUNCAO

Uma das noc¢des fundamentais pertinente a Matematica é o conceito de fungéo.
Ele diz respeito a forma de como os elementos de dois conjuntos quaisquer podem
ser associados por uma regra pré-definida.

5.1 Conceito

Para LIMA (2010, p. 13): Uma fungéo consiste de dois conjuntos X e Y (né&o
necessariamente disjuntos) e uma regra f(x) = y que permite associar, de modo bem
determinado, a cada elemento x € X, um Unico elemento f(x) € Y.

Usa-se a notagado f: X — Y (Ié-se: “f de X em Y”) para representar uma funcao
( aplicacao ou correspondéncia), definida pela regra de associacado f(x) = y, onde y
é a imagem de x por f. O conjunto X chama-se dominio de f e denota-se por D, . O
conjunto Y chama-se contradominio de f e indica-se por CD. De maneira simbdlica,
escreve-se:

D =X={xe X;existe yc Y,comy=1f(x)} e CD, =Y.

Segundo o autor, 0 dominio da funcdo é o conjunto em que a funcéo esta
definida. Sobre os simbolos f e f(x), menciona que: “Nao se deve confundir f com
f(x): fé uma funcéo, enquanto que f(x) € o valor que a fungdo assume num ponto x
do seu dominio.”

O elemento f(x) € Y obtido pela regra y = f(x), que define a fungédo f: X — Y,
chama-se imagem de x € X. Todos os elementos de Y, com esta propriedade, da
origem ao conjunto imagem de f que denotaremos por / (f). Em simbolos:

| (f)={y €Y ,y=1(x), para algum x € X}.

Nesse contexto, dada uma funcao f: X — Y, para saber se um certo elemento b
€ Y pertence ou ndo aimagem de f(X), escrevemos a “equacgao” f(x) = b e procuramos
determinar algum x € X que a torne uma sentenca verdadeira.

Observacao:

Para b = f(x), foi usada a palavra “equacéao” no sentido proprio de tentar achar o
valor de x que a satisfaca. Mas, sabe-se que, formalmente, o uso das terminologias
incognita e variavel é diferente. As funcdes possuem variaveis, enquanto que as
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equacdes possuem incognitas.

5.1.1 Existéncia e Unicidade

O conceito de fungdo também pode ser apresentado no contexto de relagcéao e
pares ordenados, de modo que uma relacdo fchama-se funcéo se:

(a,b)e(a,c)ef=>b=c.

LIMA (2010, p. 13) menciona duas condi¢cdes sobre a natureza da regra que faz
parte do conceito uma funcéo f: X — Y, a saber:

C,) existéncia: a regra deve fornecer f(x) €Y, para todo x € X; e

C,) unicidade: a cada x € X, a regra deve fazer corresponder um unico f(x) €
Y.

Assim, quando é dadaumafuncéo f: X— Y, ficam estabelecidas duas condi¢cdes:
a existéncia e a unicidade de f(x) € Y, para todo x € X.

Com o propédsito de sabermos se uma regra que associa os elementos de um
conjunto X aos elementos de um conjunto Y define ou n&o uma fungcdo f: X — Y,
utiliza-se o seguinte critério:

“Para termos certeza que esta lei (regra) define uma funcéo f: X — Y, devemos
verificar que efetivamente a cada elemento de X é associado um Unico elemento
de Y. Deve-se entdo mostrar que se a = b, entdo fla) = f(b).” (HEFEZ, 2002, p.
13, grifos nossos)

Exemplo 31. (Funcao Constante) Sejam dois conjuntos X e Y. Seja um
elemento k fixado em Y, tal que para todo x& X implica f(x) = k. Sob estas condi¢des,
f: X— Y é uma funcao.

Resolugdo: Dados a, b€ X, se a= b, entdo f(a) = k e f(b) = k. Logo, f(a) = f(b)
e, portanto, f: X — Y é uma funcéo.

Uma fungé@o com esta caracteristica chama-se fungdo (ou aplicacdo) constante.

Exemplo 32. (Funcao Identidade) Seja um conjunto X. A fungcédo Id : X —» X
que associa, a cada x € X nele proprio chama-se funcéo identidade (ou inclus&o)
de X e representa-se por /d(x) = x ou, em termos de conjunto, /d, ={(x, x) ; x € X}.

Resolugédo: De fato, Id : X — X definida por /d(x) = x € uma funcao, pois, dados
a, be X, temos fla) = a e f(b) =b. Assim, se a = b, entdo f(a) = (b). Logo, Id: X —
X é uma funcao.

Exemplo 33. Sejam A={a, b, c}e B={p, q, r}. Seja uma relagcdo gde Aem B,
definida por: “g(a) = q, g(b) =r, g(c)=p e g(b) =q". Verifique se g: A— B é ou
nao uma funcgao.

Resolucéo: Observe que: i) a regra g fornece g(x) € B, para cada x € A. De
fato:
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aeEA = gla=qgeB.
beA = gb)=r, gEB.

ceEA = glc)=peB.

Logo, a existéncia de g(x) € B esta garantida, para cada x € A.

Por outro lado, /i) a unicidade nao. De fato, pela regra g, temos b € A implica
g(b) # g(b). Isto compromete a unicidade como um dos critérios para que g seja uma
funcéo de A em B. Portanto, g : A— B ndo € uma funcéo.

Agora, dada uma fungao f: X — Y e um subconjunto A de X. Chama-se imagem
direta de A, pela funcéo f, o conjunto f(A) formado pelos elementos f(x) € Y, tais que
x € X. Em simbolos, representa-se:

A) ={fix) ; x E A}.

Em particular, f(X) é aimagem de fe, por conseguinte, f(X) C Y.
Sejam uma funcédo f: X — Y e um subconjunto B de Y. Chama-se imagem
inversa de B e denota-se por f~'(B), o conjunto:

f1(B) ={xE X; f(x) € B}

Observe que f ~'(B) é sempre um subconjunto de X. Seguem, também, por
definicao: f(@)=0, f(@)=0 e f(Y)=X

Definicao 27. (Grafico de uma Funcao) Seja uma funcéo f: X — Y. O grafico
de f, denotado por G, é o subconjunto do produto cartesiano X x Y formado pelos
pares ordenados (x, f(x)), para qualquer x € X.

Em simbolos, escreve-se:

G ={(x, ) EXXY;y=1fx)}

Isto significa que os pares ordenados que constituem o gréafico de uma funcao
f: X — Ytém, nos primeiros termos, os elementos do dominio e, nos segundos
termos, os elementos da imagem da fungcao . Em simbolos, isto representa:

(x, f(x)) € G, se, e somente se, x€ D, e f(x) Im.

Costuma-se escrever (x, f(x)) € f em lugar de (x, f(x)) € G..

Nesse contexto, uma fungdo f: X — Y é estabelecida por uma colecéo (ou
conjunto) de pares ordenados (x, f(x)) € f C X x Y, obtidos por uma regra bem
definida, que associa a cada elemento x € X, um Unico elemento f(x) € Y.

Em vista das propriedades de existéncia e unicidade de uma funcéo, o grafico
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da fungéo f: X — Ytambém possui duas propriedades, a saber:

G,) para cada x € X existe uma par ordenado (x, f(x)) € f; e

G,)se (x, fix)) Ef e (x,y) €Ef entao f(x)=y.

Segundo LIMA (2010, p. 14), a condi¢cao necessaria e suficiente para que um
subconjunto G, C X x Y seja o grafico de uma fungéo f: X — Y é que, para cada
X € X, exista um unico par ordenado (x, y) € G,, cujo primeiro termo seja x € X. A
FIGURA 15 a seguir ilustra o grafico de uma funcéo f: X — Y.

¥

FIGURA 15 — Gréfico da fungéo f: X — Y.
FONTE: BARTLE, Robert G., 1983, p. 25.

Intuitivamente, quando duas fung¢des que tém o mesmo grafico, elas séo iguais.
Formalmente, temos:

Definicao 28. (Funcoes Iguais) Sejam duas funcées f:A— B e g: C— D.
Dizemos que f e g séo iguais, se:

(a) A= C (dominios iguais) e B = D (contradominios iguais); e

(b) paratodo x € A= C implica f(x) = g(x).

5.2 Funcao Injetiva, Sobrejetiva e Bijetiva

As funcbes podem apresentar outras caracteristicas além da existéncia e
unicidade inerentes ao seu conceito. Dentre elas, os tipos: injetiva, sobrejetiva e
bijetiva.

Definicao 29. (Funcao Injetiva) Uma funcéo f: X — Y é injetiva (ou um-a-um)
quando, para todo x, y€ X, x# yimplica f(x) # f(y).

Para demonstrar que uma funcéo € injetiva, é de praxe argumentar pela

contrapositiva'” (ou contrareciproca) desta implicacdo, ou seja:

f: X —Y éinjetiva se, para todo x, y € X, f(x) =f(y) implica x=y.

17 A contrapositiva (ou contrareciproca) de uma implicacdo é a negacdo da forma reciproca, ou seja, a
partir da forma positiva [hipdtese] implica [tese], obtém-se a forma reciproca [tese] implica [hipotese]. Em seguida,
nega-se a forma reciproca para obter a contrapositiva. (IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 4)
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O esquema de demonstragdo a seguir apresenta duas possibilidades de
justificar se uma funcéao é injetiva.

Esquemas de Demonstracao
D,) Forma direta’.

Neste caso, parte-se da hipotese f(x) = f(y) e, por meio de operagdes matematicas
e raciocinio légico-dedutivo, conclui-se a tese x = y.

D,) Reducéo ao absurdo™.

Inicia-se negando apenas a tese. Mantém-se a hipdtese verdadeira por toda
a construcéo dos argumentos verdadeiros até que se chegue a um absurdo (ou
uma contradi¢cao). Dai, conclui-se que o absurdo (ou a contradicdo) surgiu em
consequéncia da negacéo da tese. Portanto, a tese inicial era verdadeira.

Por outro lado, para demonstrar que uma funcao ngo é injetiva, é suficiente
apresentar um contraexemplo, isto é, mostrar que existem x, y € X, tais que x# y
implica f(x) = f(y).

Exemplo 34. A funcéo inclusdo (ou identidade) Id : X — X, definida pela regra
ld(x) = x € injetiva.

Resolucéao: Pela regra de associagéao, temos: Id(x) = x e Id(y) = y, para todo x,
y € X. Assim, Id(x) = Id(y) implica x = y. Portanto, a funcéo Id : X — X Id é injetiva.

Exemplo 35. Considere X =N. Seja a fungéao f : N — N, definida por f(n) = n
+ a, para todo a € N. A Lei do Corte da operacao de adicao € equivalente a afirmar
que f & injetiva.

Resolugdo: Temos: f(n)=n+a e f(m)=m+ a, paratodo aeN,comn, me
N. Assim, f(n) = f(m) implica n+a =m+ a e, portanto, n=m. Logo, f, € injetiva.

Definicao 30. (Funcao Sobrejetiva) Uma funcéao f: X — Y é sobrejetiva (ou
sobre Y) quando, para todo y € Y, existe pelo menos um x € X, tal que f(x) = y.

LIMA (2013, p. 47) estabelece que: para mostrar que uma fde X em Y é
sobrejetiva, deve-se demonstrar que a “equacao” fix) = y tem pelo menos uma
solucédo x € X, para qualquer y € Y.

Ainda, segundo o autor: “uma condi¢ao necessaria e suficiente para uma fungao
f: X — Y seja sobrejetiva & f(X) =Y.

Para DEAN (1974, p. 11): “A distingdo entre as palavras em e sobre é crucial! E
claro que cada fung¢ao sobre Y, é também uma funcéo de X em Y.”

Definicao 31. (Funcao Bijetiva) Uma funcéo f: X — Y é bijetiva (ou biunivoca)
quando é, simultaneamente, injetiva e sobrejetiva.

18 Forma direta “¢ aquela em que assumimos a hipotese como verdadeira e através de uma série de
argumentos verdadeiros e dedugées légicas concluimos a veracidade da tese.” (IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 11)
19 Reducéo ao absurdo: nome que provém do latim reductio ad absurdum que consiste em “negar a tese e

manter a hipotese verdadeira de uma proposicéo, por todo o processo de argumentag¢éo de demonstracao até que
se chegue a um absurdo ou uma contradicao. Este método € um dos mais importantes e utilizados em demonstra-
¢Oes da Matematica. Ele esta alicercado na lei do terceiro excluido que diz: uma afirmacéo, que néo pode ser falsa,
devera ser necessariamente verdadeira, ndo havendo uma terceira possibilidade. (IRRACIEL; JOSE, 2010, p.13e

14)
KN
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Exemplo 36. (Geométrico) Na FIGURA 16, considere o conjunto X de pontos
da circunferéncia C, exceto o ponto P, e o conjunto de pontos Y da reta perpendicular
ao didmetro dessa circunferéncia que passa pelo ponto P. Afuncao f: X — Y, definida
por f(x) = intersecao da semirreta Px com a reta Y, para cada x € X, € bijetiva.

¥

Sx) [

FIGURA 16 — Funcgéo f: X — Y sobrejetiva.
FONTE: LIMA, Elon Lages, 2013, p. 44.

Resolucéo: De fato, sabe-se da geometria plana que por dois pontos distintos
determina-se uma unica reta que passa por eles. Além disso, se um ponto esta entre
dois pontos de uma reta, entdo, aquele ponto com cada um destes determina duas
semirretas opostas. Assim, para todo b € Y, podemos tracar uma reta f, que passe
por Pe b.

Como aregradafungcdo f: X — Y é f(x) = intersecdo da semirreta Px com a
reta Y, para cada x € X, segue que existe um ponto S € t N C, conforme ilustrado
pela FIGURA 17.
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FIGURA 17 — Construgdo do ponto S pela regra da fungéo f.
FONTE: elaborada pelo autor.

Assim, a “equacao” b = f(x) = intersecao da semirreta Px com a reta Y, onde b
€ Y, tem solucdo x = S. Mais ainda, esta solugao é Unica, pelo fato de P & C. Dessa
forma, temos /_(f) = Y. Portanto, a fungéao f: X — Y é sobrejetiva.

Por outro lado, P ¢& C, assim, a “equagao” b = f(x) tem uma Unica solucao. Dai,
paratodo x, y € X, x# yimplica f(x) = f(y). Logo, a fungdo f: X — Y é injetiva.

Como a funcédo f: X — Y é injetiva e sobrejetiva, simultaneamente, conclui-se
que ela é bijetiva.

Exemplo 37. Sejam uma fungéo f: X — Y e os subconjuntos A e Bde X. Mostre
que flAw B) =flA) U f(B).

Resolugcdo: Como fé uma funcao, temos, para todo y € (AU B), existe x€ AU
B, tal que f(x) = y. Dai, se x € A, segue que y € f(A), e se x € B, temos y € f(B). Em
qualquer caso, temos y € f(A) U f(B). Portanto, {AU B) C f(A) U f(B).

Reciprocamente, para qualquer z € f(A) U f(B), temos z € f(A) ou z € f(B). Dai,
se z€ f(A), existe x€ A, tal que f(x) = z.

De maneira analoga, se z € f(B), existe y € B, tal que z = f(y). Em qualquer
dessas hipobteses, existe w € A U B, tal que f(w) = z. Logo, f(A) U iB) C (AU B).

Como AU B) C flA) U iB) e f(A) U f(B) C AU B), tem-se AU B) = f(A)
U f(B).

Exemplo 38. Sejam uma fungéo f: X — Y e os subconjuntos A e Bde Y. Mostre
que (AU B) = f+(A) U f+(B).

Resolugcdo: Temos: x€f"(AUB) « fix) EAUB< fix) EAoufix) €E B< x&
f+(A) ou xef+(B) < x& f-(A) U f(B).
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5.3 Restricao, Extensao e Composicao de Funcoes

Dada uma fungdo, pode ocorrer a necessidade de restringirmos seu dominio
como parte de outro conjunto especifico, mantendo a regra de associacdo. Neste
caso, obtemos uma nova fungao.

Segundo LIMA (2010, p. 21), “a restricdo de uma funcdo f: X — Y a um
subconjunto AC X é uma funcéo fl, : A — Y, definida por fl,(x) = f(x), para todo x

eA’

Observe que funcgéo restricao fl, : A— Y tem a mesma regra da funcédo f: X —
Y, com dominio A, que esta contido no dominio X de f. Entao, elas se relacionam da
seguinte forma: fl, € um subconjunto de f, pois x € A implica x € X, portanto, (x, f(x))

€ fl, implica (x, f(x)) € f, para todo x € A.
Na forma de conjunto, a funcéo restricao é presentada por:

f.={(x, y) €f;y=1fx),paraxc AC X}.

Por outro lado, a nogcao de extensdo de uma funcao ocorre quando mantemos
a regra de associagao e incluimos seu dominio num outro conjunto, obtendo, assim,
uma nova fungado com dominio neste conjunto mais extenso.

Nesse sentido, a extenséo da funcéo f: X — Y a um subconjunto X C A é obter
uma funcéo fl+: A— Y, tal que fl+(x) = f(x), para todo x € X.

Na representacao de conjunto, a fungcéo extensao escreve-se:

fa={(x, y) € f; y=1f(x), para x&€ X C A}.

Outra fungao importante é definida pela composicao de funcgdes, isto €, dadas
as fungbes f: X— Y e g: Y— Z onde o dominio de g é igual ao contradominio de
f, chama-se funcdo composta, a fungéo go f: X — Z, com a regra de aplicar primeiro
f, e depois, g. Em simbolos, isto equivale a:

(go H(x) = g(f(x)), paratodo x € X.

LIMA (2010, p. 20) menciona que para fazer sentido a definicdo (g o f)(x) =
9(f(x)), para todo x € X, e tenhamos a funcdo composta go f: X — Z, basta que a
imagem f(X) esteja contida no dominio de g, isto é, (X) C Y.

Quando as fungdes fe g séo iguais, temos: go f=gog=g  ou gof = fof =
f=. Este processo de composi¢ao de fun¢des pode ser generalizado.

Dadas as fungées f: X — Y, L: X,—» Y, , f:X — Y, , afuncdo composta

2

fo..ofof:X — Y, éobtidaaplicando primeiro f, depois f, e assim, sucessivamente,
de modo que:

(fo ofof)(x) =f( £(f(x), paratodo x& X, com £(X) C X,, , £ (X,) CX.

29 3 Tn n-1 n

Observacao:
Em geral, a propriedade comutativa nao vale para as fungbes compostas, ou
seja, dadas as fungbes f: X —> Y e g: Y— Z temos (go f(x) # (fo g)(x), para todo
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X € X. Mas a propriedade associativa é satisfeita. De fato, além das funcdes dadas,
considere a fungdo h: Z— W. Temos:

[(hog)of(x) =(ho g) (f(x) = hlg(fix))] = hl(go H(x)]=[ho (go H](X).

Exemplo 39. Sejam a fungéo f: X — Ye afuncéo identidade Id : X — X definida
por Id(x) = x. Note que:

(fo la)(x) = f(ld(x)) = f(x) = y

(Id o f)(x) = ld(f(x)) = f(x) = y.

Assim, qualquer que seja a fungao f: X — Y, tem-se: (fo Id)(x) = (/d o f)(x).
Com isso, dada uma funcéo, podemos definir fungdo inversa a esquerda e a
direita de uma funcéo.

5.4 Funcao Inversa

Segundo LIMA (2010, p. 21 e 22): Dadas as fungbées f: X - Ye g: Y — X
dizemos que:

i) g € uma funcéao inversa a esquerda de fquando go f=Id : X — X, isto é,
9(f(x)) = x, para todo x € X.

ii) g € uma funcéo inversa a direita de fquando fo g=1Id,: Y — Y, ou seja,
f(g(y)) = y, paratodo y € Y.

Definicao 32. (Funcao Inversa) Uma funcéo g : Y — X chama-se inversa da
fungdo f: X— Yquandogof=1Id, e fog=1d,

A existéncia de funcbes inversas a esquerda e a direita esta relacionada as
fungdes injetivas e sobrejetivas, respetivamente, conforme as Proposicoes 6 e 7 a
sequir.

Proposicao 6. Afuncéo f: X — Y possui inversa a esquerda se, e somente se,
€ injetiva.

Demonstragdo: (=) Suponha que exista a funcéo g: Y — Xinversa a esquerda
de f: X— Y. Entdo, go f= Id. Assim, dados a, b € X, temos f(a) = f(b) implica (g 0
f(a) = (g o f)(b) e, portanto, a = b. Logo, f é injetiva.

(=) Reciprocamente, se a funcéo f: X — Y é injetiva, entdo, para cada y € f(X),
existe um Unico x € X, tal que y = f(x). Pondo x = g(y), definimos a funcéao g : (iX) —
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X, tal que g(y) = g(f(x)) = x, para todo x € X.

Fixando um elementos x, em X, considere a fungdo g: Y — X, tal que g(y) = x,,
paray € Y\ f(X), temos: go f= Id. Dessa forma, a funcdo f: X — Y possui inversa
a esquerda.

Proposicao 7. A funcdo f: X — Y possui inversa a direita se, e somente se, é
sobrejetiva.

Demonstracdo: (=) Suponha que exista a fungcdo g : Y — X inversa a direita
de f: X— Y. Entdo, fo g=Id,. Assim, para cada y € Y, pondo g(y) = x, temos f(x) =
f(g(y)) = y. Portanto, a fungéo f: X — Y é sobrejetiva.

(<) Reciprocamente, se a funcao f: X — Y é sobrejetiva, entdo, para cada y €
Y, existe pelo menos um x € X, tal que y = f(x). Isto significa que o conjunto f-(Y) =
@. Assim, escolhemos, para cada y € Y, um x € X, tal que f(x) = y.

Pondo g(y) = x, definimos a funcéo g : Y — X, tal que f(g(y)) = y. Logo, g € a
inversa a direita da fungdo f: X — Y.

Além da possibilidade de existéncia de uma funcao inversa, a unicidade também
€ uma das caracteristicas dessa fungao, isto &, quando existe uma funcéo inversa,
ela é Unica. De fato, suponha que existam duas funcbes inversas g: Y — Xe h:Y
— Xdafuncdo f: X — Y.Assim: fog=1Id, e ho f=Id,. Dai:

h=hold,=ho(fog)=(hoflog=Ildog=g . h=g.

Observacao:
Na justificativa apresentada sobre a unicidade da func&o inversa, mostramos
que se fpossui uma inversa a esquerda, h, e uma inversa a direita, g, entdo h = g.

Indicaremos por f-: Y — X ainversa, quando existir, da funcéo f: X — Y.

Nesse contexto, caso a funcéo f: X — Y seja bijetiva, entédo, para cada y € Y,
existe um Unico elemento x € X, tal que f(x) =y implica - (y) = x.
Com as Proposicoes 6 e 7, podemos escrever o teorema a seguir.

Teorema 7. Uma fungdo f: X — Y possui uma unica inversa se, e somente se,
€ bijetiva.

Demonstragdo: (=) Suponha que a fungéo f: X — Ytenha uma Unica inversa f
-1 Y — X. Agora, suponha, por absurdo, que a, b € X, com a # b. Entao:

f(ay=1fib) (fof-)a)= (fof-)(b) Ida)=Idb) .. a=b.

O que € um absurdo! Pois, a # b, logo, f: X — Y é uma bijecao.
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(=) Reciprocamente, suponha que a funcéo f: X — Y seja bijetiva. Entao, para
todo a € X, temos f(a) = b € Y. Além disso, existe um unico b € Y, tal que a fungao
g:Y— X define g(b) = a, para algum a € X. Dai:

(fo g)(b) = fig(b)) =fa)=b .. fog=Id,

(go fH(a)=g(fla)) =g(b)=a .. gof=Id.

Como (fo g)(b) = (fo g)(b), segue que f tem inversa a esquerda e a direita que
sao iguais. Portanto, g = f- é Unica.

Proposicao 8. Se as fungbées f: X — Y e g: Y — X sao bijetivas, entdo (g o

f)-1 =f-0 g-.
Demonstragdo: Sendo f: X — Y e g: Y — X funcgdes bijetivas, existem as
inversas f-: Y— X e g-: X— Y, tais que:

f-of=1d, e g-og=1d,.
Dai, pela propriedade associativa da composicao de funcdes, temos:
(frog+)o(gof= f-o[g-o(goh]
=f-o[(g-o0g)of
=f-0(ld,o f)
=f-of
= 1Id..

Portanto, f-0 g-* é uma inversa (a direita) de g o . Pelo Teorema 7, concluimos
que tal inversa é unica, assim, f-0g- =(go f)-.
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CAPITULO 6

CONJUNTO FINITO, INFINITO E CONJUNTOS
EQUIVALENTES

6.1 Conjunto Finito

Segundo LIMA (2010, p. 42), a definicao de conjunto finito e infinito esta
vinculada a existéncia ou ndo de uma correspondéncia bijetiva. Assim, dado n€N =
{1, 2, 3, --- }, considere o conjunto / de numeros naturais de 1 até n, isto é:

I ={1}

L={1,2}

| ={1,2,3, -, n}.

Definicao 33. Um conjunto X chama-se finito quando € vazio (X = &) ou quando
existe uma bijecédo a : /[ — X

Se existir a bijecao a.: | — X, dizemos que Xtem o mesmo numero de elementos
(ou numero cardinal) que I, ou seja, X e | tém nelementos. Em decorréncia disso,
cada conjunto / é finito, paraj=1, 2, ---, n. Caso X = &, o numero de elementos de
X é zero.

Ainda nesse contexto, LIMA (2010, p. 43) afirma que a bijecédo a : | — X
representa “uma contagem dos elementos do conjunto X ”, e fazendo a(1) = x,, a(2)
=X, o(3) = x,, -, a(n) = x, 0 conjunto finito X pode ser representado da forma:

X=X, X, =, X}

No caso da bijecdo a : [ — X, definida no conjunto finito |, seguem alguns
resultados importantes, a saber:

Teorema 8. Seja X C /. Se existir uma bijecdo o : | — X, entédo | = X.

Demonstragao: Por indugao sobre n, temos:

Para n =1, seque a : | — X. Assim, | = {1}. Como X C [/, temos X = {1}.
Portanto, X = 1I.

Suponha, por hipétese de inducao, que seja verdadeiro para algum ne considere

— X
| 55

uma bijecado a : [,

1
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Fazendo a(n+ 1) = a € X, arestricdo de a a [ fornece a bijecdo a*: / — X —
{a}. Dai:

i) se X—{a} C I, pela hipétese de inducéo, temos | = X —{a}, onde X =1 _..

ii)se X—{a}Z I,temos n+1& X—{a}. Logo, existe p& |, talque a(p) =n+1.

Assim, por ii), definimos uma nova bijecdo f : | ., — X, tal que B(x) = a(x), se x
#pex#n+1,de modo que, enquanto B(p) = a, temos B(n+ 1) =n+ 1.

A restricdo de B a | nos da uma bijecdo f*: |, -» X—{n+ 1}, tal que X—{n+ 1}
C 1. Logo, pela hipétese de indugcéo, X—{n+1}=1/,com X=1 ..

Portanto, pelo Principio de Inducéo Finita, | = X.

A partir desse teorema, os dois corolarios® a seguir possibilitam saber quando
dois conjuntos finitos tém o mesmo numero de elementos e quando pode ocorrer
uma bijecéo entre um conjunto e a sua parte propria.

Corolario 1. Se existir uma bijecao o : I — [, entdo m = n. Consequentemente,
se existem duas bijegcoesp : /[ — X e y: I — X, entdo m = n.

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, suponha que m = n. Entéao, | C /.
Fazendo A = | e considerando que o : | — | é uma bijecao, segue, pelo Teorema
8, que | =1 e, portanto, m = n.

Corolario 2. Seja um conjunto X finito. Entdo, ndo pode existir uma bijecéo a :
X — Y, tal que Y seja uma parte propria de X.

Demonstragdo: Com efeito, suponha o contrario. Seja X um conjunto finito.
Entéo, existe uma bijecéo p : |, — X, para algum n &€ . Além disso, § tem uma Unica
inversa. Seja A = p-(Y). Entdo, A € uma parte propria de /| e a restricao de f a A
fornece uma bijecéo *: A— Y. Veja o esquema de composicéo de funcdes a seguir.

I P >

o
X -
p*| | B
y=(B*) " oaop [

A

Y

Dessa forma, a fungdo composta y = (B*)"oa 0 f: | — A seria uma bijecao.
Mas, pelo Teorema 8, isto € um absurdo! Logo, néo existe a bijecdo o : X — Y.

Teorema 9. Se um conjunto X é finito, entdo, um conjunto Y C X €& também
finito. Neste caso, a cardinalidade de Y nao excede a cardinalidade de X, e s6 é
igual, quando X =Y.

Demonstracdo: E suficiente mostrar que X = /. Por induc&o sobre n, temos:

Para n=1, as Unicas partesde | sédo @ e |I.

Suponha, por hip6tese de inducao, que seja valido para algum n€ . Considere

20 Coroléario & uma proposicdo que se obtém, por consequéncia imediata, de um teorema. (AVILA, 2006, p.
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um subconjunto YC [ . Assim:
i) se Y C [, pela hipétese de indugcédo, Y € um conjunto finito, com numero de
elementos menor ou igual a n e, portanto, menor ouiguala n+ 1.
ii)sen+1€Y,segue Y—-{n+ 1} C . Assim, existe uma bijecdoa : |, - Y—{n

+ 1}, com m =< n. Agora, considere a bijecao : I ., — Y, definida por f(x) = a(x), para

xel ep(m+1)=n+1.Assim, Yé finito, com numero de elementos menor ou igual
am+1.Comoms=sn,temos: m+1<n+1.

Para mostrar 0 caso em que ocorre a igualdade, usa-se o Corolario 2 do
Teorema 8, ou seja, néo pode existir a bijecdo de | sobre uma parte propria de Y.

Assim, a igualdade s6 ocorre quando Y = /.

Corolario 3. Seja uma funcgao injetiva a. : X — Y. Se Y for finito, entdo Xtambém
sera, e o numero de elementos de X nao excede o de Y.

Demonstracdo: Note que a funcéo a : X — Y define uma bijecdo de X sobre
a(X). Como a(X) C Y e, por hipétese, Y é finito, segue, pelo Teorema 9:

i) o(X) finito implica X finito; e

ii) a cardinalidade de a(X), que € igual a de X, ndo excede a cardinalidade de Y.

Corolario 4. Seja uma funcao sobrejetiva o : X — Y. Se X é finito, entdo Y é
finito e 0 numero de elementos de Y n&o excede o de X.

Demonstragdo: A funcéo o : X — Y é sobrejetiva. Logo, possui uma inversa a
direita, isto &, existe uma funcéo a-: Y — X, tal que o 0 o = Id.. Logo, a funcédo o é
inversa a esquerda de o-'. Assim, o-'é uma funcgao injetiva de Y sobre X que é finito,
por hipbétese. Dai, pelo Corolario 3 do Teorema 9, segue que Y é finito e seu numero
de elementos n&o excede o de X.

A forma apresentada na definicdo de um conjunto finito est4 vinculada ao
conjunto dos numeros naturais N, onde se fixou o subconjunto /| ={1, 2, 3, -, n},
com n € N. Contudo, esta definicao pode ser desvinculada do conjunto N. Isto se
deve ao matematico Dedekind?' (1831-1916). Para ele: “Um conjunto é finito se, e
somente se, ndo admite uma bijecdo com sua parte propria.” LIMA (2010, p. 49)

6.2 Conjunto Infinito

A ideia sobre o infinito & antiga e surgiu a época de Zeno?, através dos seus
paradoxos sobre o movimento.

Um dos paradoxos mais conhecidos diz:

21 Um dos eminentes mateméaticos do séc. XIX que elaborou o conceito de numero real. (BOYER, 1996, p.
390)
22 Zeno de Eléia, foi um dos grandes fildsofos pré-socraticos da antiga Grécia que viveu por volta 450 a.C.

Na matematica, ele é conhecido por seus paradoxos sobre 0 movimento e a partir disso a ideia de infinidade surgiu

pata a reflexdo. (BOYER, 1996, p. 51)
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antes que um objeto possa percorrer uma distancia dada, deve percorre a primeira
metade dessa distancia; mas antes disto, deve percorrer o primeiro quarto; e
antes disso, o primeiro oitavo e assim por diante, através de uma infinidade de
subdivisbes. O corredor que quer pbr-se em movimento precisa fazer infinitos
contatos num tempo finito; mas é impossivel exaurir uma colecéo infinita, logo é
impossivel iniciar o movimento. (BOYER, 1996, p. 53 e 54, grifo nosso)

De acordocom CARACA (1989, p. 13), ilustraremos este paradoxo, considerando
dois pontos distintos A e B sobre uma reta r, obtendo o segmento AB, de modo que
os pontos P, P,..., sdo tais que: P, esta na metade de AB; P, esta na metade P B;
etc., conforme a FIGURA 17.

r
4 A R -F B

FIGURA 17 — Infinitos pontos sobre uma reta.
FONTE: elaborada pelo autor.

Ainda, de acordo com CARACA: intuitivamente, s6 & possivel uma de duas
coisas: ou 0 ponto P/.+1 estd numa posicao de PjB, tal que o segmento PMB é tao
pequeno que a operacao de tomar ao meio termina quando se obter um segmento
de comprimento igual P, ,B ou o comprimento do segmento P, B € zero. Neste
caso, por menor que seja o segmento P B, obtido pelo processo de tomar ao meio,
sempre sera possivel pensar num novo segmento P,B, de modo que o comprimento
do segmento P, B seja menor do que o comprimento do segmento P].B.

Dessa forma, a operacédo de “tomar ao meio” repete-se ilimitadamente e, por
conseguinte, o segmento AB tera uma infinidade de pontos P,, P, -, P ,. Assim,
obtemos um conjunto infinito:

X={P,P, =, P, -}

n

De modo analogo, pode-se fazer para o segmento AP.,.

Apo6s muitos séculos, o estudo sobre o infinito foi retomado e, a partir do séc.
XIX, o matematico alemédo Georg Cantor (1845 — 1918) dedicou-se profundamente
ao estudo do infinito e da continuidade. Todo este esforco produziu um resultado
que surpreendeu os matematicos do mundo quando ele afirmou e demonstrou que
“existem conjuntos infinitos com diferentes cardinalidades®”. Isto significa que ha
diversos tipos de infinitos. Esta foi a maior contribuicao de Cantor para a matematica.
Além disso, ele fez a distincao entre quatro tipos de conjuntos, a saber: conjunto finito,
conjunto infinito, conjunto enumeravel (ou contavel) e conjuntos n&o-enumeravel (ou
nao-contavel, continuo). (BOYER, 1996, p. 388 — 392, grifos nossos)
— Observe que na FIGURA 17, n&o é possivel estabelecer uma bije¢éo o : | —

23 A cardinalidade de um conjunto € a generalizagéo do conceito de nUmero (ou quantidade) de elementos

que possui o conjunto. (NERI; AURELIO, 2011, p. 18)
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X. Usaremos este fato para definir um conjunto infinito.

Definicao 34. Um conjunto X chama-se infinito quando ndo é vazio (X # Q) e,
para todo n € N, ndo existe uma bijecdo o : |, — X.
Tomando a(n) = x, paratodo n€N , temos: a(1) = x, a(2) = x, ... , a(n) = x,, ...

2

e a representacdo do conjunto X infinito, por listagem de seus elementos, é:

X={)(1, le X, }

n

Exemplo 40. O conjunto dos numeros naturais N € infinito.
Resolugéo: Dada qualquer funcédo a : I — N, considere o numero:

p=a(1)+a2) +a3)+ - +an).

Note que p & o(l). Além disso, para todo x € |, tem-se: a(x) < p. Dessa forma,
o : I, — N ndo é sobrejetiva. Portanto, a : | — N n&o é bijetiva. Logo, N é infinito.

Outro raciocinio analogo seria considerar a fun¢éo o : /, — N e tomar o nUmero
k=m+ 1, de modo que m=maxa(x);x=1,2,..., n}

Assim, a(x) < k, para todo x € /. Portanto, o : /| — N ndo é sobrejetiva e,
portanto, a : I — N nao é bijetiva.

Os subconjuntos (finitos ou infinitos) do conjunto dos numeros naturais N
aprentam caracteristicas de limitagcdo, e também da existéncia ou ndo de um maior
elemento.

Definicao 35. Um conjunto X C N é /imitado se existe um n € N, tal que x < n,
para todo x € X. Caso n € X, diz-se que n é o maior elemento de X.

Quando um conjunto X C N ndo é limitado, chama-se ilimitado. Isto significa
que, dado qualquer n € N, existe algum x € X, tal que n< x.

Segundo LIMA (2010, p. 46), todos os subconjuntos do conjunto dos numeros
naturais sao caracterizados pelo teorema a seguir.

Teorema 10. Seja um subconjunto X, ndo vazio, do conjunto dos numeros
naturais . As seguintes afirmacdes sé&o equivalentes:

i) X é finito;

ii) X é limitado;

iii) X possui um maior elemento.

Demonstragcdo: De fato: i) = ii) Seja o conjunto finito X={x, x,, ..., x }. Considere
o numero k= x,+ X, + ... + X. Assim, para todo x € X, temos: x < k. Logo, X é limitado.

ii) = iii) Suponha que X C N é limitado, isto €, existe um n € N, tal que x < n,
para todo x € X. Considere o conjunto C={c €N; ¢ = x, para todo x € X}.
Assim, pelo Principio da Boa Ordenacgéo, o conjunto C possui um menor elemento.
Seja ¢, = min(C). Entao, c, € X. De fato, suponha (por absurdo) que ¢, & X. Logo, c,
> X, para todo x € X.
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Como X é nao vazio, segue c,> 1. Dessa forma, existe pE N, talque ¢,=1 +
p. Dai, se existisse algum x € X, com p < x, isto acarretaria p+ 1 < x e, portanto, c,
< X, 0 que € um absurdo! Pois, supomos ¢, & X. Logo, x =< p, para todo x € X. Isto
significa que p € C. Assim, p< ¢, =1 + p, 0 que também é um absurdo! Pois, ¢, =
min(C). Portanto, ¢, € X. Mas, x =< ¢, para todo x € X, logo, ¢, € o maior elemento
de X.

iii) = i) Suponha que m € X seja maior do que todos os elementos de X. Entao,
XC I e, pelo Teorema9, X é finito.

6.3 Conjuntos Equivalentes

Segundo CARACA (1989, p. 14), a operacao de contagem possibilita comparar
varios tipos de infinito.

Dessa forma, segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 187): “é natural indagar se dois
conjuntos tém ou ndo o mesmo numero de elementos.”

No caso de conjuntos sao finitos, basta contar o numero de elementos de cada
conjunto. Mas, para conjuntos infinitos, a resposta dependera de como se define
que dois conjuntos tém o mesmo numero de elementos. Sobre isto, pensava-se que
todos os conjuntos infinitos possuiam o mesmo numero de elementos, ou seja, a
mesma cardinalidade. Porém, em 1874, Georg Cantor publicou no Journal de Crelle
uma das mais importantes descobertas da matematica: “Os conjuntos infinitos néao
sao todos iguais.” (BOYER, 1996, p. 392)

Nesse contexto, surge a nocdo de conjuntos equivalentes, cuja definicdo €
atribuida a Georg Cantor.

Definicao 36. Um conjunto X é equivalente a um conjunto Y e, representa-se
por X ~ Y, se existe uma bijecao a : X — Y.

Quando um conjunto X ndo € equivalente a um conjunto Y, significa que ndo
existe a bijecdo a : X — Y e, escreve-se X ~ Y (Ié-se: “X ndo é equivalente a Y’)

Exemplo 41. O conjunto dos numeros naturais N = {1, 2, 3, ...} é equivalente
ao conjunto dos numeros pares P = {2, 4, 6, ...}, ou seja, o conjunto dos numeros
naturais tem o mesmo numero de elementos de seu subconjunto proéprio.

Resolugéo: De fato, considere a funcdo o : N — P, definida por a(n) = 2 n.
Assim, a é injetiva, pois, para todo a, b € N, temos:

al@=ab)=>2a=2b=a=0>b.

Além disso, o € sobrejetiva, porque, para todo b € P, existe pelo menos um n
€ N que é solugao da “equacgao” a(n) = b. Basta tomar a “metade de b’ e atribuir a n.

Portanto, o : N — P é bijetiva, N logo, é equivalente a P.

Observe que o conjunto dos numeros pares P infinito € um subconjunto de N,
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que também é infinito. Além disso, P é equivalente ao conjunto N. Isto significa que
um conjunto infinito pode ser equivalente a um subconjunto préprio de si mesmo,
isto €, 0 todo pode ser equivalente a parte. “Esta propriedade € caracteristica dos
conjuntos infinitos.” LIPSCHUTZ (1972, p. 188). Entretanto, Georg Cantor, em 1874,
descobriu que os conjuntos infinitos ndo sao todos iguais.

Teorema 11. Sejam os conjuntos X e Y. A relacdo X ~ Y é uma relacédo de
equivaléncia.

Demonstragdo: A funcéo identidade Id : X — X é bijetiva. Logo, X ~ X, para todo
conjunto X. Dessa forma, a relagdo “~” é simétrica.

Agora, se X ~ Y, existe uma funcgao bijetiva o : X — Y. Dessa modo, a tem uma
Unica inversa o-': Y — X que é também bijetiva. Assim, Y ~ X. Logo, a relagao “~”
é reflexiva.

Finalmente, se X~ Y e Y~ Z existem as fungdes bijetivas a: X—>Y e f:Y
— Ze, por conseguinte, a funcdo composta o a : X — Zé bijetiva. Entdo, X~ Z, ou

seja, X~ Y e Y ~ Z implicam X~ Z Portanto, a relagdo “~” é transitiva.

Como a relacao “~” é reflexiva, simétrica e transitiva, conclui-se que “~” é uma
relacéo de equivaléncia.

6.3.1 Conjuntos Enumeraveis e Ndo-enumeraveis

Com a formalizagc&o do conjunto dos numeros naturais através dos Axiomas de
Peano, o conjunto N={1, 2, 3, -- } tornou-se o conjunto-base (ou referéncia) para o
estudo de outros conjuntos.

A nogao de enumerabilidade ou ndo-enumerabilidade de um conjunto X surge
na possibilidade de existir uma correspondéncia bijetiva entre N e X, de modo que X
seja equivalente a N.

Seja o conjunto dos numeros naturaisN={1, 2, 3, -+ }.

Definicao 37. Um conjunto E (finito ou infinito) chama-se enumeravel (ou
comensuravel) quando é equivalente ao conjunto N.

Em outras palavras, a equivaléncia entre um conjunto qualquer E e o conjunto
dos numeros naturais garante a existéncia da funcéao bijetiva o : N — E, definida
por a(n) = e, onde e, € E, de modo que o enumera os elementos do conjunto E.

Nesse contexto, segundo LIMA (2010, p. 48), esta enumeracéo ocorre fazendo
a(l)=e, a(2)=e, ..., a(n)=e, ..., paratodo nEN.

Dessa forma, a representacao do conjunto E, por listagem de seus elementos,

E={e,e, ,e, -}

n

Além disso, diz-se que o conjunto E tem a mesma cardinalidade (ou quantidade
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de elementos) de N.

Segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 192): Para designar a cardinalidade dos
conjuntos enumeraveis, Georg Cantor utilizava o simbolo Ro (l&-se: “alef-zero”).
Hoje, porém, usa-se o simbolo #(N) = @, para representar 0 numero de elementos
(ou tamanho) do conjunto dos numeros naturais.

Quando um conjunto é enumeravel, diz-se que é contavel.

Definicao 38. Um conjunto infinito E chama-se ndo-enumerével (ou
incomensuravel) quando nao € equivalente ao conjunto E .

Exemplo 42. O conjunto dos numeros naturais N ={1, 2, 3, ... } € equivalente
ao conjunto dos numeros pares P ={2, 4, 6, ... } (ver o Exemplo 41). Logo, P é
enumeravel.

Exemplo 43. O conjunto dos nimeros impares I ={1, 3, 5, } é enumeravel.
Resolugdo: Basta tomar a bijecdo o : N, — I, definida por a(n) =2 n + 1. Assim,
N é equivalente a I e, portanto, I é enumeravel.

Exemplo 44. (Sequéncia) Uma sequénciainfinita de elementos de um conjunto
X, representada por x = (x, x,, X,, - ) = (x), onde n€N, é uma funcédo x:N — X,
definida por x(n) = x. Uma sequéncia qualquer de elementos distintos € enumeravel.
Resolugéo: A funcao f: N — X, definida por f(n) = x_é bijetiva, com dominio N.
Logo, X é equivalente a N. Portanto, a sequéncia (x,, x,, x,, - ), comx € X e nEN

é enumeravel.

Teorema 12. Todo conjunto infinito possui um subconjunto infinito enumeravel.

Demonstragdo: Vamos definir uma funcéo a : N — Xinjetiva, de modo que um
subconjunto infinito D C X seja enumeravel. De fato, dado um conjunto infinito X =
{x,, x,, x,, --- }. Considere o conjunto A = X—J, onde J = U, __{x}, isto é:

A=X=-J e J={x}

A=X-d e J={x,x}

A=X-J e J={xx X, X}

Dessa forma, definimos a funcdo o :N — D C X, de modo que:

a= aA)
a,= a(A)
a,= o(A)
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onde D={a, a, }.

Como X é infinito e J, é finito, temos que A, = X — J, ndo é vazio, para todo n €
N. Mostraremos que o € injetiva. De fato, dados m, n€N, com m< n, temos a, €
D—-{a}.

Portanto, m# n implica a, # a, logo, a é injetiva. Dessa forma, D={a, a,, ... }
€ um subconjunto infinito enumeravel de X.

Teorema 13. Todo subconjunto de um conjunto enumeravel é finito ou
enumeravel.

Demonstragdo: Sejam um conjunto enumeravel X = {x, x,, X, =~ } € um
subconjunto A de X. Entao, existe uma funcao x : N — X, definida por x(n) = x, cuja
sequéncia é:

x=(x, X, X, ) =(x), onde nE N.

Como A C X, temos:

i) se A=(, entdo A é finito e, portanto, enumeravel.

ii) se A # J, seja a fungao bijetiva a : N — {a(1), a(2), a(3), ... }, definida por
a(n) = a,,, onde:

a, €A é o primeiro elemento da sequéncia (x,)

a, €A é o segundo elemento da sequéncia (x)

a, € A é o k—ésimo elemento da sequéncia (x))

Temos, a composicdo bijetiva f o a : {a(1), a(2), a(3), ...} — {a,,, a,
...}, definida por B(a(n)) = a,,.

Dessa forma, A={a,,, a,,, ... , 4, ... }. Dai, se o conjunto {a(1), a(2), a(3), ...}
€ limitado, segue que A é finito. Do contrario, A C X € infinito e, pelo Teorema 12, A

.., a

@)’ a(k)?

é enumeravel.

Corolario 5. Seja um conjunto Xcontavel (enumeravel). Entao, todo subconjunto
A de X é contavel (enumeravel).

Demonstracdo: Sendo X um conjunto contavel (ou enumeravel), pelo Teorema
13, o subconjunto A de X é finito ou enumeravel. Em qualquer um dos casos, A é
contavel.

Teorema 14. Seja um conjunto X enumeravel. Se a funcédo a : X —» Y é
sobrejetiva, entdo, o conjunto Y é enumeravel.
Demonstragcdo: Por hipotese, a funcdo a : X — Y é sobrejetiva. Entéo, existe

Capitulo 6




uma funcdo p: Y — X talque a o p = Id. Logo, o € uma inversa a esquerda
de B e, portanto, f € injetiva. Além disso, o conjunto X é enumeravel, assim, Y é
enumeravel.

Teorema 15. Sejam todos os conjuntos X, X, X, X,, ... enumeraveis. Entdo, U
X, com jEN, &€ enumeravel.
Demonstragdo: Considere esquema a seguir:

.YL] .;‘:»]'2'.. X i3 ___.-"";'.'J Xin
f..-_"/ B " -__',.-".J
.rz r Xm» X3 e X2n
»1’31"' X2 X33 Ix X3n
-J:r.._'..f..f-lvvul BA S S8 FRS EEE B AEE RS B RN A REE P -
Xnl Xn2 Xn3 e Xnn

Por hipotese, cada um dos conjuntos X, X, X, X,, ... € enumeravel. Ent&o,
para manter esta propriedade, considere o conjunto X formado pelos elementos da
diagonal secundaria deste esquema, de modo que:

= )
X, = X, X,
X, = (g X X1,

X, = Py Xogo Xz X},

Dessa forma, Assim, cada Xj é finito e, portanto, enumeravel. Além disso, a
reuniao U X/ =X, UX,UX,UX, U...={X,, X5, Xo0, X;30 Xp01 Xgp» Xy 4» Xpgr Xgpy Xyps -n o
Portanto, U Xj € enumeravel.

Sobre os conjuntos infinitos, o Teorema 12 afirma que: “Todo conjunto infinito
possui um subconjunto infinito enumeravel.” Mas sera que todo conjunto infinito &
enumeravel?

Ha muito tempo, pensava-se que todos os conjuntos infinitos possuiam a
mesma cardinalidade do conjunto dos numeros naturais. Porém, em 1874, Georg
Cantor surpreendeu os matematicos de sua época ao afirmar e demonstrar que
“os conjuntos infinitos ndo sao todos iguais.” Isto significa que existe conjunto
com cardinalidade diferente da cardinalidade do conjunto dos niumeros naturais e,
portanto, infinito ndo-enumeravel. (BOYER, 1996, p. 392)

Ainda nesse contexto, segundo AVILA (2006, p. 33), outro fato surpreendente
€ de haver equivaléncia entre um conjunto infinito e seu subconjunto préprio (ver os
Exemplos 41 e 42).

Mais adiante, veremos em que situagdo ocorre a nao-enumerabilidade de
conjuntos infinitos.
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CAPITULO 7

CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS

Um dos conjuntos numéricos importantes da Matematica é conjunto dos
nameros naturais (ou conjunto-base) N ={1, 2, 3, ...}, cuja formalizacéo foi elaborada
por Peano. Contudo, ha situacdes em que a equacdo m + x = n, na incognita x, ndo
tem solucgao.

Nesse contexto, segundo AYRES (1973, p. 57): “O sistema dos numeros
naturais tem um 6bvio defeito no fato de que, dados n, mEN, a equacdo m+ x=n
pode ter ou ndo uma solucéo.”

Por exemplo, a equacéo m + x = s(m), em x, onde s(m) € o sucessor de mE N,
tem solucdo x = 1. Mas, a equacédo s(m) + x=m nao tem solu¢cdo em N.

Nao obstante, o autor afirma que: “o sistema dos numeros inteiros pode ser
construido a partir do sistema dos numeros naturais.” Isto significa que para solucionar
este problema é necessario ampliar (ou estender) o conjunto dos numeros naturais.

A possibilidade de ampliacdo do conjunto dos numeros naturais deve-se ao
Principio da Extenséo que, segundo CARACA (1989, 10):

o0 homem tem tendéncia a generalizar e estender todas as aquisicdes do seu
pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisicdes se obtém, e

a procurar o maior rendimento possivel dessas generalizacdes pela exploracéo
metddica de todas as suas consequéncias.

7.1 Particao de um Conjunto em Classes de Equivaléncia

Considere o conjunto N x N ={(n, m) ; n, m € N}. Se o par ordenado (n, m)
fosse uma solucédo da equacédo m + x = n, entdo o par ordenado (s(n), s(m)) também
seria uma solucao da equacao s(m) + x = s(n), onde s(k) € o sucessor de k€ N. Isto
motiva a particdo de N x N em classes de equivaléncias, tais que (n, m) e (s(n), s(m))
sejam membros da mesma classe.

De acordo com FERREIRA (2013, p. 36, grifos nossos): “Um numero inteiro
sera, entdo, definido como uma classe de equivaléncia dada por essa relagao.”

Ainda, segundo o autor, “0 conjunto dos numeros inteiros sera, portanto,
conjunto dessas classes de equivaléncia.” Este novo conjunto possui uma “copia
algébrica” do conjunto dos numeros naturais N.

Definicao 39. Seja a relagéo binaria “~” (Ié-se: “equivalente a”). Dados (n, m),
(b, 9 EN XN, diz-se que (n, m) ~(p, q) se, e somente se, n+g=m+ p.

Capitulo 7




Ja vimos que a relacdo “~” (ou “R”) é uma relacdo de equivaléncia e, portanto,
realiza uma particdo no conjunto N x N, que resulta num conjunto de classes de
equivaléncia. O conjunto quociente de N x N nesta relagao desta relacéo é:

NxN/_ = {[n,m],[p.ql, -},

onde [n, m]l ={(a, b) ; (a, b) ~ (n, m), com (&, b) €N x N}. Além disso, sabemos
que:

[n, m] =[p, g] < (n, m) ~(p, ).

Definicdo 40. (Extensdao de N) O conjunto quociente N x N /~, que
denotaremos por Z, chama-se conjunto dos nimeros inteiros.

Em simbolos, representa-se por Z = N x I\\1/.-., ou, de forma equivalente,
L={n, m), [p, q], .-}

Agora, definiremos as operacées de adi¢cdo e multiplicacdo em Z, bem como a
justificativa de algumas de suas propriedades.

7.2 Operacoes de Adicao e Multiplicacao

Para todo [n, m], [p, q] € Z, define-se:

i) a adicao: [n, m] + [p, q] =[(n + p), (M + q)], onde [n, m] e [p, g] s&o as parcelas
e[(n+ p), (m+ q)] a soma;

ii) a multiplicagdo: [n, m] - [p, q] = [(n'p + m-q), (n -q + m-p)], onde [n, m] e [p, q]
séo os fatores e [(n'p + m-q), (n-q + m-p)] o produto.

Teorema 16. As operacdes de adicdo e multiplicacdo sdo bem definidas em Z.

Demonstracdo: Precisamos mostrar que, para todo [a, b], [c, d], [a’, b], [¢), d]
€ Z, com|[a, bl=[a’, b] e [c, d] =[c’, d]valem as igualdades:

i) Adigcdo: [a, bl + [c, d] =[a’, b] + [c), d]; e

ii) Multiplicagéo: [a, b] - [c, d] = [a’, b] - [c¢), d].

De fato, para a i) Adicdo, temos:
[a, bl=[a,b]l<(a b)~(a,b)<=a+b'=b+a’=a’+b<sa+b'=a+b..("
Analogamente:
[c,d=[c,d]<(c,d~(c,d)=c+d=d+c’'=c’+dec+d'=c’+d.. (")
Somando, membro a membro, as igualdades de (*) e (**), obtemos:

(a+o)+b'+d)=(@+c)+(b+d) <= ((a+0),(b+d))~((a’+¢c), (b’+d)) =
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[(@a+c),(b+ad]=[(a'+c),(b'+d)] = [a bl+[c, d=][a),b]+][c,d].

No caso de ii) Multiplicagdo, considere a igualdade:

(a+b)-(c+c)+(@+b)-(d+d)+(c+d)-(a+a)+(d+c)-(b+ D)

=(a'+b)-(c+e)+a+b)-(d+d)+(d+c)-(a+a)+(c+d)-(b+b").

Desenvolvendo cada produto, obtemos:

2€a-c+b-d+a’-d'+b-chY+(@c’+b’ - c+a’d+b-d)+(a’ c+d -a+b-c’'+b’-d)

=2a-d+b-c+a’ -c’+b d)+(@a-c’+b’'-c+a’ d+bd)+(ac+d a+bc’ +b"d).
Aplicando a lei do cancelamento, resulta:

a-c+b-d+a -d+b-c’=a-d+b-c+a’-c’+b"-d &
(a-c+b-dy+(a-d+b-¢c)~(a-d+b-c)+(a’-c’'+b-d) &
[@a-c+b-d),(a-d+b-c)]=[(a’-¢c’+b"-d),(a’"-d +b"-¢)] &

[a,b] - [c.d]=[a’,b"] [c’.d].

As operacgdes de adicdo e multiplicacao podem ser reescritas fixando a [n, m] e
b [p, ql, para todo a, b € Z. Dessa forma, escrevemos:

i’) adicdo: a+ b[n,ml +[p, ql=[(n+p), (m+q)]; e

ii’) a multiplicagdo: a- b[n,m] - [p,ql=[(n-p+m-q), (n-qg+m-p).

7.3 Numeros Inteiros Positivos
Para meN, aequacdo m+ x=s(m) tem solugcéo x =1, pois, s(m)=m+1 e,

portanto, m € solugdo da equacao 1 + x = s(m).
Dessa forma, AYRES (1973, p. 59) estabelece uma bijecédo o : N — /- que a
cada elemento n € N associa a classe de equivaléncia [s(n), 1]. Assim, pela definicao

de adigcao e multiplicagao, para todo p, g € N, temos:
[s(p), 1] +[s(q), 11 =[(s(p) + s(q)), (1 + ] =[s(p + q), 1]; e
[s(p), 11 - [s(q), 1] =[(s(p) - s(q) + 1 1), (s(p) - 1 + s(p) 1)] = [s(p - g), 1].
Portanto, a funcédo o define um isomorfismo de N em {[s(n), 1] ; nEN} C Z,

Agora, suponha que [p, q] = [s(n), 1], para todo n, p, g € N. Assim:
[p, gl =[s(n), 1] < (p, ) ~(s(n), 1) & p+1=q+s(n < p+1=qg+n+1 .

p=n+gq, com p>n.
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Assim, definimos o conjunto {[s(n), 1] ; n € N} como o conjunto dos numeros
inteiros estritamente positivos. Em simbolos, escrevemos:

I+={[s(n), 1] ; nEN}.

Neste caso, /- € isomorfo com N, ou seja, podemos escrever /-={1, 2, 3, ...}.

7.4 Numeros Inteiros Negativos

Para AYRES (1973, p. 59), o nUmero inteiro zero “0” corresponde a classe de
equivaléncia [n, n], onde n € N. Além disso, para todo n, p, g € N, temos [n, n] = [p,
q] se, e somente se, p=q.

Em outras palavras, definimos uma bijecédo a : N — {[n, n] ; n € N} que, a
cada numero natural n associa ao numero 0 (zero) representado pela classe de
equivaléncia [n, n]. Em simbolos, escreve-se:

[n, n] <= 0.

Para as operagdes de adicao e multiplicagcdo de numeros inteiros, decorrem as
propriedades: dados n, m, p, g € N:

i)[p. gl +[n, nl=[p, ql;

ii)[p, ql +[q, pl = [n, n; e

fii) [p, g - [n, n =[n, n].

De fato, em i), temos [p, q] + [n, n] = [(p + n), (g + n)].

Como (p+ n) + g=p + (g + n), segue que:

(p+n),(@+n)~(p,q) < [(p+n),(@+n]=I[p, q] < [p, q] +[n, n]=[p ql

Em ii), temos [p, q] + [q, pl = [(p + q), (g + pP)] =[(p + q), (p + )] = [n, n], onde
n=p+aq.

Finalmente, em iii), temos [p, q] - [n, nl=[(p-n+q-n), (p-n+q-n)]=[n, n,
pois, (p-n+qg-n+n=(p-n+q-n)+n.

Na propriedade i), onde temos operacao de adicao, a classe de equivaléncia [n,
n] representa o zero € o elemento neutro da adi¢do. A classe de equivaléncia [q, p]
representa o simeétrico (ou oposto) de [p, g] na propriedade ii), e denota-se por (— [p,
ql), que chamaremos o negativo (ou inverso aditivo) de [p, q].

De acordo com AYRES (1973, p. 60), supondo [p, g] <= n€N. Como [q, p] = —
[p, q], introduzimos o simbolo — n, para denotar o negativo de n € N. Em simbolos,
escreve-se:

[p. gl <> n<[q, p] < —n.
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A introducgao do simbolo — n (simétrico ou oposto, ou ainda, inverso aditivo de
n) sé foi possivel devido a sua unicidade. Isto significa que, dado um numero inteiro
[p, ] <= n, existe um unico inteiro [q, p]<= — n, tal que [p, q] + [q, p] =[n, n] <= 0. De
fato, suponha que existam dois inversos aditivos de n, isto é, [r, s] <= —a e [t, u] <
— b, com [p, q] <= n. Entao:

o, gl +[r,sl=[n,n] e [p,ql+[tul=[nn <
[0, gl +[r, sl=[p, ql + [t U] =
[p+r,g+s]=[p+t g+ Ul

Mas, [p+r,gq+S]< n+(—a) e [p+1t g+ U]l <= n+ (- b). Assim:

[p+rg+s]l=[p+t,g+ulen(-a=n+(-b)e —a=-b<|[r s]=[t ul.

Finalmente, a propriedade iii) significa que qualquer classe de equivaléncia [p,
gl multiplicada por uma classe de equivaléncia nula sempre resultarda numa classe
de equivaléncia nula.

Com isto, definimos o conjunto dos numeros inteiros estritamente negativos:

I-={n, m]; n<m,comn, me& N}

Assim, por isomorfismo, o conjunto dos numeros inteiros representa-se por:

Z=1-Ul-U{0}={0,+1,+2,+3,...,%n, ..}

Neste novo conjunto, valem todas as propriedades da adicao e multiplicacéo
em N.

7.5 Relacao de Ordem

De modo semelhante em N, podemos comparar dois numeros inteiros através
de uma relacdo de ordem, de modo que: dados n, m € Z, escreve-se “n < m” para
significar que “n esta a esquerda de m” e, analogamente, escreve-se “n> m” para
dizer que “n esta a direita de n7".

Do ponto de vista geométrico, os numeros inteiros podem ser representados
sobre uma reta, de modo semelhante a representacdo dos numeros naturais. A
FIGURA 18 ilustra esta representacéo.

-n . =3 -2 -1 0 1 2 3 = m

FIGURA 18 — Representagcéo dos numeros inteiros sobre uma reta.
FONTE: elaborada pelo autor.

De modo analogo, referente a Proposicao 2 para numeros naturais, observe
que nao existe um numero inteiro entre dois inteiros consecutivos. Além disso, se n
€ Z ,talque n>0, entdo n= 1.

Definicdo 41. Sejam [n, m] <= a e [p, q] <= b, onde a, b € Z. A relagéo de

ordem “<” (I&-se: “menor do que”), em Z, é definida por:
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a<b se, e somentese, n+qg<m+p.

{3 ” “k_n

Analogamente, define-se para “>”, “2” e “<”. Além disso, vale também a lei da
tricotomia, isto &, para quaisquer dois nimeros inteiros a, b € Z, uma, e somente
uma, das afirmacgdes pode ocorrer:

a>b ou a=b ou a<b.

Exemplo 45. Prove que, dados a, b€ Z, a< b se, e somente se, a— b <0.
Resolugdo: Sejam [n, m] <= a e [p, q] <= b. Entéo:

a-b=a+(=b)<[n,m+(-[p ql)=[n m+I[q pl=[n+qg m+p|
Assim:

(=)se a<b,entdo n+g<m+ p e, portanto, a— b<0.

(=)se a-b<0,entdo n+ p<m+ g, logo, a<b.

Exemplo 46. Sejam q, b € Z, tais que b < a. Entéo, existe ¢ € Z, de modo que
a=b+couc=a-b.

Resolucédo: De fato, paratodo a, b€ Z, sejam [n, m] <= a e [p, g] <= b, com n,
m, p, g € L. Ent&o:

a-b=a+(=b)<[nm+(-[p ql)=[nm+[q pl=[n+qg m+p]
Pondo ¢ <= [n + q, m + p], temos:
a=b+c<[p ql+[n+qg m+pl=[n+p+qg m+p+ql=[n,m+[p+q p+q]

Mas, [p+q,p+q] < 0,logo a=b+c<[n,m+[p+q p+q]=[n m].
Portanto, se b < a, entdo, existe c€ Z, talque a=b+couc=a-b.

Exemplo 47. (Regra de Sinais) Para todo a, b€ Z, valem as “regras de sinais”:
a)(-a-(-b=a-b.
b) (+a)-(—b)=—(a-b).

Resolugéo: a) Sejam [n, m] <= a e [p, q] <= b. Entdo, [m, n] <+ —a e [q, p]
< —b.
Além disso:

a-b<[nml-[pqgl=[n-p+m-qn-q+m-pl
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Por outro lado:

(—a)-(—b)e[m,n]-[q,p]=[m-q+n-§>,m-p+n-q]=[n-p+m-q,n-q+
m - p].

Assim, (—a)- (-b)=a- b.
b) Temos: (+ a)(—b) <= [n,m] - [g, pl=[n-g+m-p,n- p+ m-q].

Por outro lado:

a-b<[n mlp,ql=[n-p+m-qn-qg+m-p| .. —(@-b)y<[n-qg+m-p,n-
p+m:-q]

Logo, (+a) - (—b)=—(a- b).
Exemplo 48. (Lei do Produto Nulo) Prove que, paraa, b€ Z,se a- b =0,
entdo, a=0o0u b=0.

Resolugéo: Sejam [n, m] <= a e [p, q] <= be suponha que a=0. Entdo, n=m
e, portanto, n— m = 0. Assim:

ab<[nm-[pgl=[n-p+m-qgn-q+m-pl<0<

n-p+m-qg=n-qg+m-p<

pr(n-m=g-(n-m e

p-(n-=-m-q-(n-m=0<

(n—m)-(p—-q)=0.

Como, por hipétese, n — m = 0, temos, p — g = 0 e, portanto, p = q. Logo,
[p, gl =[p, pl <= 0 =0b.

De modo semelhante, mostra-se que se b= 0, entdo, a=0.

Exemplo 49. Para todo n, m, p, g € Z, mostre que:

a) [s(n), n] <= 1.

b) [n, s(n)] <= —1.

c) [(n+ m), m] =[s(n), 1].
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d) [n, m] - [s(p), p] = [n, m].
Resolucéo: a) De fato, suponha [s(n), n] <= a € Z. Como s(n) = n + 1, temos:
[s(n), nl=[n+1, n]=[n, n]+[1,0].

Mas [n, n] <= 0, logo: [s(n), n] =[n, n] +[1,0]=[1, 0] =[a, 0] & a=1. Portanto,
[s(n), n] < 1.

b) Temos: [n, s(n)] = —[s(n), n] <= 1. Mas s(n), n] <= 1, portanto, [n, s(n)] < — 1.

c)[(n+m), m=[s(n),1] < (n+m),m)~(s(n), 1)< n+m+1=m+ s(n) <
n+1=s(n).

d) Do item a), temos: [s(n), n] <= 1. Logo, [n, m][s(p), p] = [n, m].

7.6 Valor Absoluto
Conforme AYRES (1972, p. 63): O valor absoluto (ou médulo) de um numero
inteiro x, denota-se por | x 1, & definido por:

I xl=x,sex=0 e |Ixl=-x sex<0.

Dessa forma, o valor absoluto de um numero inteiro € sempre positivo ou nulo,
istoé, | xl € /+U{0}.

Nesse contexto, conforme LIMA (2010, p. 71), podemos entender o valor
absoluto de um nimero inteiro da seguinte forma: dado x€ Z, ou x e — x s&o
ambos iguais a zero, ou um é positivo e o outro é negativo. O numero inteiro entre x e
— x que néo for negativo, chama-se valor absoluto (ou modulo) de x e denota-se por |
x |. Isto significa que | x| € o maior dos numeros x e — x. Em simbolos, escreve-se:

| x| = max{x, — x}.

A partir disso, podemos escreverque |l x1=x e | x| =— x. Além disso, | x| =—x
é equivale a — | x| = x. Em suma, para todo x € Z, temos:

-x=slxl=sx
Mais ainda, para todo x € Z, vale a propriedade | x| = |- x |. De fato:
| x| = max{x, — x} =I1—x1=max{—x, — (- X)} = max{— x, x} = max{x, — x} =1 x|.

Ainda, segundo LIMA, o teorema a seguir mostra a equivaléncia da relacao de
desigualdade modular.

Teorema 17. Seja a € Z. Entdo, para todo numero inteiro x, as seguintes
afirmacdes sdo equivalentes:

ij—as<x=<a.

ii)—a<xe x=a.
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i) 1 x1 =< a.
Demonstracdo: De fato, i)—a<x<a<iij)—a<sx e x<a.Como | x| = max{x,
— X}, temos—as=x e x<sa<iii)l x| < a.

Corolario 6. Sejam a, b € Z. Ent&o, para todo nimero inteiro x, | x—al < b se,
e somente se, a-bsx<a+b.
Demonstragdo: Pelo Teorema 17, temos:

I x—alsbe-b<x—-asb<wa-bs<sx+a-a<sa+besa-bsx<a+b.

O valor absoluto de um numero inteiro tem outras propriedades, a saber:

7.6.1 Propriedades do Valor Absoluto

Para todo a, b € Z, as afirmacdes a seguir sdo verdadeiras:
VA) -lal<a=<lal.
VA) —-(lal+1bl) sa+b=<lal+lblela+bl=lal+l|bl. (Desigualdade

triangular)
VA) la-bl=<lal+lbl.
VA) lal-Ibl<la-bl.
VA) lal-Ibl=<la+bl
VA) la-bl=1lal-lbl
Demonstragdo: Em VA,), para todo a € Z, temos:

lal=max{a, —a}<lalz=ae lalz-a.
Mas, | al = — a é equivalente a —1| al < a. Entéo:

lal=a e —-lalsae-lal<za<lal.

Em VA, temos, emvistade VA). —lal<a=<lal e —|lbl<b<Ibl.
Somando estas duas desigualdades, obtém-se:

—(lal+lbl) =a+b<lal+lbl.
Pelo Teorema 17, i) € equivalente a iii), entdo:
—(lal+lbl) csa+bs<lal+lbl<sla+bl<slal+lbl.

Outra maneira de demonstrar esta propriedade é: por definicdo, temos | al = a
elbl=b, logo, —lal<a e —|bl=<b.Assim:

a+bs<lal+lble —-(a+b)=—a—-(+b)=—a+(-by<lal+lbl.
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Como, por definicdo,l a+ bl=a+ b ou —(a+ b), temos:

la+bl<lal+Ibl.
Em VA3), temos, pela Desigualdade triangular:
la-bl=la+(-b)l<lal+l(-b)l=lal+Ibl<la-bl<lal+lbl.
Em VA)), segue, pela Desigualdade triangular, que:
lal=1(a—b)+bl<la-bl+lbl<lal-lbl<sla-bl.
Em VA,), temos, por VA):
lal-Ibl<sla-bl<sla+blelal-Ilbl<sla+bl.

Em VA): Paratodo x€ Z, temos | xI=x, se x=0 e | x| =—x, se x<0.Assim:
sea b>0,tem-se lal=a,lbl=b e a-b>0.Portanto, | a-bl=ab=1I
al-1bl.

- sea, b<O0,seguequel—-al=-(-a)e, portanto, | al = a. Analogamente
para b, isto &,1 bl = b. Aléem disso, a-b>0,logola-bl=a-b=1al-1bl.

se a>0eb<0(ocasoa<0 e b>0ésemelhante),entdolal=a e | b
| =— (- b) = b. Além disso, a-b<0 e, por conseguinte, la-bl=—(—a-b)
=a-b=lal-Ibl
Outra maneira de demonstrar esta propriedade é: Como | x | = max{x, — x},
temos | x| € um dos elementos x ou — x. Assim,l al?=a%> e | (—a)|?=(-— a)? sdo
equivalentes. De modo anélogo, | b 12 = b2
Portanto, la-bl?2=(a-b?=a-bP=1al?-| bl2 Dai:

la-blrP=lal?-IblP<sla-bl?P-lal?-1blP=0<(la-bl+lal-1bl)-(la-
bl-lal-Ibl)=0.

Pela Lei do Produto Nulo, obtém-se:

la-bl+lal-Ibl=0oula-bl-lal-Ilbl=0<=la-bl==lal-lbl=0
ou la-bl=+lal‘lblelabl==xlal-lbl.

Comola-bl e lal-lblséaonao-negativos, conclui-se:

la-bl=lal-lbl.

7.7 Operacoes de Subtracao e Divisao

CARACA (1989, p. 20) menciona que, em relacao as operacdes de adicao e
multiplicacdo, pode-se estabelecer os problemas inversos a seguir:

No caso da adi¢cdo, dada uma soma e uma das parcelas, determinar a outra
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parcela, ou seja:

“Dados a, b€ Z, determinar c€ Z, talque a=c+ b.

Para a multiplicacdo, dado o produto e um dos fatores, determinar o outro fato,
isto é:

“Dados a, b€ Z, determinar c€ Z, talque a-c=b.

Ja sabemos que a operacao de adicao € bem-definida e vale a propriedade
comutativa. Assim, dado qualquer b € Z, existe um Gnico inverso aditivo “(— b)”,
tal que b + (— b) = 0. Dessa forma, a=c+ bequivalea a+(—b)=c+ b+ (—b) e,
portanto, ¢ = a + (— b). Isto sugere a definicdo de subtracao.

7.7.1 Operagdo de Subtragédo

Segundo AYRES (1973, p. 62): dados a, b € Z, a subtracdo é definida por
a-b=a+(-b).
Em outras palavras, a subtragdo a— b & um nimero c € Z, tal que:

a-b=c < a=c+b>b.

Dessa forma, pode-se dizer que a subtracéo é a operacéo inversa da adicéo e
vice-versa.

Exemplo 50. Mostre que, para todo a, b € Z:

a)a+(—a)=0.

b) se a + x = b € uma equacédo em x, entdo x = b + (— a) é solucdo desta
equacao. Além disso, prove que a solucao é Unica.

Resolugdo: a) Seja [n, m] <= a. Entao, [m, n] <= — a. Assim:

a+(—a)<[nm+[mn=[n+m m+n]=[n+m, n+ m] < 0. Portanto, a +
(—a)=0.

Isto dignifica que para cada a € Z, existe um inverso aditivo (- a) € Z, tal que
a+(—a)=0.
b) Sejam [n, m] <= a e [p, g] <= b. Temos:

x=b+(-a)<[pql+([nm)=[p ql+[mnnl=[p+m,q+n] .. x<[p+m,
g + n.

Assim:

a+x<[nm+[p+mqg+n=n+p+mm+qg+n]=[p, q]+[n+m, n+m]
< b ..
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a+x=nb.

Logo, x= b + (— a) € uma solucéo da equacao a + x = b.
Agora, suponha que exista outra solucéo y da equacéo a + x = b. Entao:

a+x=b=a+y<sa+x=a+y.
Pela lei do cancelamento da adi¢do, obtém-se x = y e, portanto, a solugédo é
unica.
Na operacao de subtracdo, ndao valem as propriedades comutativa e associativa.

Porém, vale a propriedade distributiva em relagdo a subtracéo. De fato:
i) Comutativa: Sejam [n, m] <= a e [p, q] <= b. Temos:

a-b=a+(=b) < [n,m+(=[p ql)=[n,m+[q pl=[n+q m+p]

b-a=b+(-a) < [p, g+ (=[nm)=[p q+[m n=[p+m,q+n]

Como[n+ g, m+ p]=[p+ m, g+ n], conclui-se que a— b= b— a.

ii) Associativa: Sejam [n, m] <= a, [p, q] b e [r, s] < c. Entéo:

b-c=b+(-c)<[p,ql+(-[ns)=[p,ql+[s,A=[p+s,qg+1 ..

—(b—¢c)<[q+np+9]

a-b=a+(—b)<[n,m+(-[p,ql)=[n, m+I[q, pl=[n+qg, m+p]
Assim:

a—-(b-c)=a+(-b-¢)<=[nml+[g+rp+S|=[n+qg+r,m+p+ 9]

(a—=b)—c=(a=-by+(-c)<=[n+qg m+pl+[s,N=[n+g+s, m+p+1.
Como[n+g+rm+p+sl=[m+p+s,n+q+ 1], segue:
a-(b—c)=(a—b)—c,comc=0.

iii) Distributiva em relagdo a subtracdo: Sejam [n, m] <= a, [p, q] <= b e [r, ]
< ¢. Entao:
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b-c=b+(-c)<>[p,ql+(-[rs])=[pql+[ssA=[p+s,qg+1] .. b—c<|[p
+5S,qg+1.

Assim:
a(b-c)<=[nm-[p+sg+A=[n-(p+s)+m-(g+n,n-(g+n+m-(p+
s)]
=[n-p+n-s+m-g+m-rnn-q+n-r+m-p+m-s|.

Por outro lado:
a-b-—a-c<[nm-[pqg+([nm-[rs)=[n-p+m-qgn-qg+m-pl+(-
[n-r+m-s,n-s+m-1)
=n-p+m-q,n-g+m-pl+[n-s+m-r,n-r+m-s

=n-p+m-q+n-s+m-r,n-g+m-p+n-r+m-89

=n-p+n-s+m-g+m-rn,n-q+n-r+m-p+m-s|.

Portanto, a-(b—-c)=a-b—-a-c.

Exemplo 51. (Lei do Cancelamento - multiplicagcao) Mostre que, para a, b, ¢
€ Z,a-c=b-c se, e somente se, a=b, sempre que ¢ = 0.

Resolucédo: De acordo com a propriedade distributiva da multiplicacao em
relacdo a subtracdo, temos:

a-c=bc<a-c—-b-c=c-(a-b)=0<a-b=0,comc=0.
De fato, sejam [n, m] <= a, [p, q] <= b e [r, s] <= c. Entao:
a-b=a+(=b)y<=[nml+(([r,s])=[nml+][s,A=[n+s, m+1 ..
a-b=0<[n+s m+1.

Assim, c-(a—b) <= [r,s][n+s, m+1r,com[r,s] c¢=0.Logo,c-(a—b)=0
se, e somentese, a— b=0,com c=0.

A outra questéo, refere-se ao caso em que dados a, b € Z, determinar c € £,
talque a-c=0b.

Nas palavras de AYRES (1973, p. 88), isto equivale a afirmar que: “O sistema
dos numeros inteiros possui um defeito ébvio, que dados os inteiros a = 0 e b, a
equacgao a - x = b pode ter ou ndo solugao.”

Neste sentido, indaga-se: “Que restricdo implicaria na existéncia ou néo do ¢
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inteiro, de modoque a-c=b?7".
Para responder esta pergunta, observe que o membro da esquerda de ac = b
sugere a definicdo de multiplo de um numero inteiro.

7.7.2 Multiplo e Operagéo de Divisdo em

Dados a, b € Z, o nimero b é multiplo do niUmero a, se existe um nimero
inteiro ¢, talque b=a - c.

Se isto ocorrer, dizemos que a é divisor (ou fator) de b e, escreve-se al b (lé-
se: “a divide b”). Neste caso, existe ¢ € Z. Em outras palavras, para todo a, b € Z,
al b se, e somente se, existe c€ Z, talque b=a - c.

Quando temos os multiplos a = m - x (“a € mualtiplo de m*) e b=n -y (“b é
mdltiplo de n”), para todo a, b, n, m € Z, o nimero inteiro m - x + n - y chama-se
combinacéo linear dos numeros me n.

Teorema 18. Sejam a, b,c€ Z. Se al b e al ¢, entdo al (bx = cy), para todo
x, yeE L.

Demonstracdo: Temos, por hipoteses, que al be al c. Entdo, existem r, s€ Z
,faisque b=a-re c=a-s. Logo:

b-xtc-y=a-x-rxa-y-s=a-(x-rxy-s).

Fazendo t=x-r=y-s, paraalgum t€ Z, obtém-se:b-xzc-y=a-t .. al
b-x+c-y.

Observacao:

A escrita al b, com a, b € Z, nao representa operacédo em Z, trata-se apenas
de uma notacéo.

Quando a néo é divisor (ou fator) de b, escreve-se a 1 b (I&-se: “a ndo divide
b”). E justamente neste caso, que reside o “defeito” dos nimeros inteiros, no qual a
equacdo a x = b, com a = 0, ndo possui solucdo em Z.

A restricao a = 0 é necessaria, porque se a = 0, temos b = a cimplica b=0
¢, para algum c € Z . Dai, se b = 0, segue que, ¢ € Z, o que é impossivel! Logo, é
necessario garantir que a = 0.

Agora, se b =0, conclui-se que 0=0-c é verdadeiro, para todo c € Z,

As propriedades a seguir serdo muito importantes para compreender o fato da
existéncia de um numero inteiro entre dois multiplos inteiros consecutivos.

Proposicao 9. (Propriedade Arquimediana em Z) Sejam a, b € Z, com b =
0. Entéo, existe nE N, talque b-n> a.
Demonstragcdo: Por hipotese, b= 0. Entéao, | bl >0. Assim, | bl = 1 e, portanto,
| bl-n=n. Dai:
+ seb>0,temos| bl-n=b-n Pondo n=1al+1, segue:
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Ibl-n=b-n=b-(lal+1)=zlal+1>lal=za .. b-n>a.

+ seb<O0,temos|bl-n=—(—b)-n =b-n. Dai,pondo n=1Ial+1, segue:

| bl-n==(=b)-n=b-n=b-(lal+1)=zlal+1>lal=za .. bn>a.
Em qualquer caso, segue o resultado que queriamos.

Proposicao 10. (Propriedade da Limitacao) Sejam a, be /-={1, 2, 3, ---}. Se
al b, entdo, a< b.

Demonstracdo: Por hipéteses, al b. Entéo, existe g€ I+, talque b=a q, com q
> 1. Dai, multiplicando esta desigualdade por a, obtém-se:

a-qg=a implica b=a-q=a e, portanto, b= a.

Note que a reciproca desta propriedade nao é verdadeira, pois, o contraexemplo
a seguir justifica isto.

Contraexemplo: a=3 e b=5. Temos: 5 = 3, mas, 3 5. Consequentemente,
a relacao “divide” nédo é uma relacao de equivaléncia, pois, nédo vale a propriedade
simétrica.

Teorema 19. (Eudoxo)?* Dados a, be [-={1, 2, 3, -}, com 0 < b =< a, entao
existe um nimero g€ [+, talque b-g=<a<(qg+1)b.

Demonstracdo: Mostraremos que i) a<(qg+ 1) b e ii) b - g < a. De fato, em i),
por hipétese, temos:

azb.
Multiplicando esta desigualdade por g € [+, obtém-se:
a-qg=b-q.
Somando b em ambos os lados nesta ultima desigualdade, segue que:
a-q+b=b-g+b< a-gq+b=b-(g+1)>a .. b-(g+1)>a.

Em ji), considere o niumero inteiro r& /- U {0}, tal que r= a— b - g. Mostraremos
que r< b. De fato, suponha, por absurdo, que r= b. Entao:

r=a-b-g=b<(a-b-qQ+b-g=b+b-q .. a=b-(g+1).

Pelo item anterior, isto € um absurdo! Logo, r< b.

Como re I-U {0}, seque 0 < r implica r=a—-b-q=0e, portanto, a=b - q.

24 Eudoxo (408 —355? a.C.), discipulo de Platdo, foi o mais eminente matematico da sua época. Uma de suas criagdes

foi a Teoria das Propor¢des que compde o Livro V de Os elementos de Euclides. (BOYER, 1996, p. 62)
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Dessa forma, mostramos que: dado um numero inteiro b > 0, qualquer outro
namero inteiro positivo a ou é igual a um multiplo de b ou esta entre dois multiplos
consecutivos de b. Em outras palavras, existe um unico inteiro positivo q que satisfaz
a desigualdade:

b-gsa<(g+1)-be
b-g<sa<b-g+b<
b-g-b-g=sa-b-g<b-gq-b-g+b<
O<a-b-g<b.
Esta Gltima desigualdade sugere a existéncia de outro numero inteiros positivo,
digamos r,talque r=a—-b-q se, e somentese, O0<r<b.

O teorema a seguir garante a existéncia e a unicidade dos numeros inteiros g

er.

Teorema 20 (Divisdo Euclidiana). Dados a, b € Z, com b > 0, existem os
inteiros g e r, univocamente determinados, taisque r=a—-b-q ou a=>b -q + rse,
e somente se, 0 < r<b.

Demonstracdo: Pelo Teorema 19 (Eudoxo), ja demonstramos a existéncia dos
numeros inteiros g e r, onde definimos r=a—-b-q ou a=b-q+r se, e somente
se, O=<r<b.

Outra maneira de mostrar a existéncia de q e r é a seguinte: considere o
conjunto M ={a— b x; x € L}. Entdo, temos dois casos a analisar em relacdo ao
inteiro b = 0 (condicdo necessaria), a saber:

* seb<0,temos b=< —1.Assim, b-lal=<-lal=<a e, portanto, a—b-lal=0.
- seb>0,segueque b=1 implica b-(—-lal)=s—1lal=<a e, portanto, a— b-

(—lal)y=0.

Isto mostra que MCNe M = . Logo, pelo Principio da Boa Ordenacao,
existe no conjunto M um menor elemento. Seja r= 0, o menor elemento de M. Entéo,
pondo r=a—b-q,temos: r<| bl. De fato, suponha, por absurdo, que r=1 bl. Assim,
r—1bl=0.Dai:

r-Ibl=a-b-g-Ibl=a-b-(g+1)<r implica a-b-(g—1)=s<r.

Mas isto é um absurdo! Pois, contraria a condicdo de r ser o minimo do conjunto
de M. Logo, r<| bl.

Agora, vamos demonstrar a unicidade de q e r. Com efeito, suponha que
exista um outro par de inteiros s e t,alémde g e r,talque: a=b-s+tf comO0=
t<b.

Como a=b-g+r,com O<r<b e a=b- s+t comO0=t<b, entédo:

b-g+r=b-s+tcom O=<r,t<b b-g+(r—-f)=b-s,com O=<r,t<b.

Observe que b-q+ (r—1 éum mdultiplode b e bl b-q. Entdo, bl r-t. Mas,
r,t< b, logo, lr—t<Ibl.
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Assim, bl r—t se, e somente se, r—t=0, ou seja, r=1.
Comor—-t=0,temos b-g+(r—-f)=b-s,com0=r, t<bé equivalentea b -
g = b - s. Mas, por hipétese, b>0 e b é fator comum, entdo g=s.

Observe que, se r=0, aexpressaoa=b-g+r,com0=r<b,reduz-seaa=>b
- q. Isto significa que a é um mudltiplo de b ou, de modo equivalente, b &€ um divisor de
a. Em outras palavras, “b ‘cabe’, no maximo, g vezes em a’. Neste caso, a divisdo
de a por b chama-se exata. Mais ainda, existe um tunicoq& |+, talque a=b - q. Os
nameros inteiros a e b chamam-se, respectivamente, dividendo e divisor. O inteiro g
chama-se o quociente e r, o resto da divisao de a por b, semprecomQO=<r<bouO =<
r<=b-—1. 0 numero (b- 1) chama-se maior resto possivel. Em simbolos, escreve-se
r.=b—1.

Quando a divisdo de a por b néo é exata, isto €, quando r = 0 na expressao a
=b-qg+r,com 0<r<b, entdo:

O<r<be0<a-b-g<beb-g<a<b-g+beb-g<a<b(g+1) <

4 1
g<y<q+1.

Ponto n = E, com b>0,temos g<n<q+ 1. Porém, ndo existe um niamero
inteiro entre dois nUmeros inteiros consecutivos, isto é, o conjunto{n&€ ;a<n<a
+ 1, para todo a € Z} é vazio.

Segundo AYRES (1973, p. 88), para corrigir este “defeito” dos numeros inteiros,
€ preciso fazer a jun¢do, aos numeros inteiros, os numeros da forma n = % (simbolo
de fracao ordinaria), para formar um novo sistema de numeros.
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CAPITULO 8

CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS

8.1 Extensao dos Inteiros

Para ampliar o campo numérico do conjunto Z, de modo a formar um novo

campo numérico, considere o conjunto:
LZ(ZNOY) ={(n,m);nE L e me Z\0}.

Agora, definimos neste conjunto a relacao “~”, de modo que, para todo
(a, b), (c, d) € Z (Z\0y):

(a, b) ~(c, d) se,esomentese a-d=>b-c.

Dessa forma, a relacdo “~” &€ uma relacdo de equivaléncia, pois valem as
propriedades reflexiva, simétrica e transitiva. Com efeito, para todo (a, b), (c, d), (e,
f) € Z (Z\{0)), temos:

i) reflexiva: (a, b) ~ (a, b), pois,a-b=b-a=a"-b.

ii) simétrica: (a, b) ~(c,d) < a-d=b-cec-b=d-a<(c,d ~(a b ..

(a, b) ~(c, d) < (¢, d) ~ (a, b).

iii) transitiva: (a, b) ~ (¢, d) e (c,d)~(e, )< a-d=b-c e c-f=d-e.
Multiplicando a primeira igualdade por fe a segunda por b, obtém-se:

a-d-f=b-c-f ec-f-b=d-e.besa-d-f=d-e.b.

Como (¢, d) € Z ( Z \{0}), segue que d = 0. Entdo, podemos cancelar o fator d
desta ultima igualdade (por isso que consideramos o conjunto Z sem o zero). Assim:

adf=deb<s af=eb< (a b)~(f e).
Mas, por i), temos: (f, e) ~ (e, f). Logo:
(a, b)~(c,d) e (c d)~(e )= (a b)~(e .

Além disso, a relacéo de equivaléncia “~” faz uma particéo do conjunto Z x( Z
\{0}) em classes de equivaléncia, de modo que:

Zx(ZNOD/_ = (10, m1. [p. q1. ).

a

onde a classe de equivaléncia [n, m] denotaremos por b (Ié-se: “a sobre b”),
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com b = 0. Assim:

=la

={(x,y) € Zx(Z\{0}): (x,y) ~(a,b) & xb=ya}.

a

Isto significaque (x,y) € b se, e somente se, (x, y) ~(a, b) que, por conseguinte,

€ equivalentea x-b=y-a.
Exemplo 52. Seja §= (6, y) € Z x (Z\MO}); (x,y) ~ (2,3) & 3x=2y}. Assim:

2 )
a)(4,0) 3 ,pois, (4,6)~(2,3) & 3-4=26=12.
2
b)(1,2) & 3 - porque (1,2) *(2,3).De fato, 3-1 #2:2 < 3#4.

Definigdo 42. O conjunto quociente Z > (Z\{0})/_, que denotaremos por @
, serd chamado de conjunto dos numeros racionais.

Em simbolos, escreve-se: g — Zx (Z\{0})/_ ou, usualmente, por:

Q={%;a,beﬂ,combi0}.

Para DOMINGUES (1991, p. 195), “cada representacao

com a, b € Z e b # (0, chama-se numero racional dado de uma fracgo ordinaria
de numerador ‘a’ e denominador ‘b’.”

a
b ]

Teorema 21. (Propriedade Fundamental da

Igualdade) Sejam
% ) g e Z x (Z\{0}) dois numeros racionais. Entdo, & _ £ se, e somente se, a -
d=b-c. b a
Demonstragco:
Sejam [n, m] % e [p.g]l « % ,onde [n, m], [p,q] € Zx(Z \{0})/~ .
Entao:
a C
553 < (n,m]=[p,q] & (n,m)~(p,q) & ng=mpad=bc .

a

C
8=L o ad=be.
b d ¢

O

Agora, segundo AYRES (1973, p. 89), define-se no conjunto dos numeros

racionais Q: o zero, o um, o inverso aditivo e o inverso multiplicativo, e também o
elemento de imersdode Zem Q.

Para todo n, m € Z, definimos:
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I
<

ozero. [0,n] «— 0 <

oum: [n,n] — 1 < =1.

o inverso aditivo. — [n,m] =[—n,m].

oinverso multiplicativo: [n,m]-=[m, n],se n=0 ou [n,mM] < < [n,m]! e n
n

0 elemento de “imersao”de Zem Q:[n,1] & n < =n,comn € Z.

RIS 3=

Esta ultima definicdo (a imerséo de 7 em @.), veremos adiante com mais
detalhes que permitira escrever: '

Z={%e@;m=l}.

8.1.1 Operagébes de Adicao e Multiplicacdo

Para todo [n, m], [p, q] € Q., define-se:
[)a adigdo: [n, ml +[p, ql=[n-g+m-p,m-q];e
ii) a multiplicagc&o: [n, m] - [p, q] =[n - p, m - q].

Teorema 22. As operacdes de adicdo e multiplicacéo sdo bem definidasem Q..

Demonstracdo: Precisamos mostrar que, para todo [a, b], [c, d], [p, ql, [, S] €
@-, com [a, b] =[c, d] e [p, q] =, s], valem as igualdades:

i) Adigcdo: [a, bl + [p, q] =[c, d] +[r, s]; e

i) Multiplicacéo: [a, b] - [p, q] = [c, d] - [r, S].

De fato, no caso de i), adicdo, temos: [a, bl =[c, d] < (a, b) ~(c,d) = ad=b -
c. Analogamente, [p, gl =[r, s] < (p, Q) ~ (1, S) « p - s= q - r. Portanto:

[a, bl +[p, gl=[a- g+ b p, b-q]
=[(a-g+b-p)d-s,b-q-d-s]
=[(@a-d-q-s+b-d-p-s),b-q-dvs].
Mas,a-d=b-c e p-s=q-r. Assim:

[a, bl+[p,gl=[a-d-q-s+b-d-p-s,b-q-d-s]
=[b-c-q-s+b-d-g-rb-q-d- 5]
=[b-q(c-s+d-rn,b-qd- s

=[c-s+d-r,d- 9

=[c, d] + [, S].
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No caso de ii), multiplicagdo, segue que:
[a, b] -[p, gl =[ap, b-q]
—la-p-d-s,b-q-d-s]
=la-d-p-s,b-q-d-s].
Mas,a-d=b-c e p-s=q-r Logo:

[a, b] -[p,ql=[a-d-p-s,b-q-d-5]
=[b-c-q-r,b-q-d-9
=[b-q-c-r,b-q-d-9]
=[c-rd-s

=[c,d -[r s].

Com isto, para todo [n, m], [p, q]e@-, com[n, ml «— E e [p, q] € 3

, a adicao e a multiplicacao podem ser reescritas da forma:

i’) Adicao: [n,m] + [p,q]l =[ng + mp,mq] <
ii’) Multiplicacao: [n, m]-|p, q] = [n'p, m-q] < % .

Observacoes:

1) Os elementos de @-, conjuntos dos numeros racionais, sao classes de
equivaléncia de pares de inteiros e, portanto, com natureza diferente dos niumeros
inteiros, do conjunto  Z;

2) A propriedade transitiva da relagéo de equivaléncia definida em Z x ( Z \{0})
justifica o motivo de considerar o conjunto Z \{0}, o qual se exclui o zero de Z.

Nesse contexto, segundo FERREIRA (2013, p. 55 e 59), ndo é apropriado
escrevermos Lc Q. Apesar disso, “existe uma aplicacéo injetiva (grifo nosso) de
Z em Q que ‘preserva’ as operacgOes aritméticas e, dessa forma, permite que a
imagem de Z em @-, por esta aplicacéo, seja uma copia algébrica de Z em Q-

O que motiva a existéncia desta funcao injetiva é o elemento de imerséo que
definimos no conjunto @-, isto é, a classe de equivaléncia:

n
[n,1] &= n & 1 =n,comn € Z.

Assim, para fazer a inser¢do de Z em Q. considere a fungéo o : Z — Q,
. n -
definida por a(n) = —. Entdo:
1
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i) a &€ injetiva, paratodo n€ Z; e
ii) o preserva as operacgdes de isomorfismo o(n+ m) = a(n) + a(m) e o(n-m)
= a(n) - o(m); e arelacdo de ordem n=m implica a(n) = a(m), paratodo n, me Z.

De fato, em i), temos: a(n) = a(m) = %:? = n = m. Logo, a é injetiva,
paratodo n, me Z.
- n n n m
Em ii), seque: a(n) + a(m) = I+I = n+m=a(n+m) e a(n-m) =1 1"
n om
a(n) coa(m); e n<m = T ST = a(n) = a(m), para todo n, me Z.

Portanto, a imagem de em 4, isto &, o conjunto a(Z) = {%, ne Z} € uma
copia algébrica de Z em Q.

Ainda, conforme o autor: “essa imersdo de Z em Q. também mostra que €
infinito, ja que Z contém uma copia de N.” (grifos nossos)

Por consequéncia disso, todas as propriedades referentes aos numeros inteiros
valem também no conjunto dos niumeros racionais.

Proposicao 11. Todo numero racional, ndo nulo, possui um unico inverso
multiplicativo, cujo produto deles é 1.

Demonstragédo: De fato, seja [n, m] <= a = 0 um numero racional, com n = 0.
Entao, por definicdo, temos [n, m]+ = [m, n].

Pondo [m, n] <= a+ € @, paratodo [n, m}- € @, com n = 0, segue:

a-a'<[nmmnl=[n-mm-n=[n-mn-m]<1.

Assim,a-a'=1.

Agora, suponha que exista outro inverso multiplicativo [r, s] <= b~ € Q. de
[n, m] <= a= 0, com s = 0. Ent&o:

ara'=1=a-b.

Pela Leido Corte, a-a'=1=a-b— éequivalente a a'= b-. Assim, existe um
unico inverso multiplicativo para cada numero racional, ndo nulo, cujo produto € 1.

m
Dessa forma, podemos substituir [n, m]= = [m, n] por —, com n = 0, de modo
n

a
que ab! = . com b #0.
1
Em particular, para m = 1, temos [n, 1] =[1, n] < —, com n = 0. Assim,
ab'=a 1 "
=a- ..

8.1.2 Operagébes de Subtracao e Divisao

A operacgao de subtracao € analoga a que foi definida para os numeros inteiros,
porém, com inverso aditivo definido em Q. isto é, a classe de equivaléncia — [n, m]

= [_ n, m], para todo [na m], [ps q] € Q
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Para todo r, s € Z, chama-se diferenca entre re s, o nimero t€ Z, tal que t
=r+ (— s) ou, de forma equivale, r=s+ 1.
Assim, para todo [n, m], [p, gl € @, com [n, m] <> r=§ e [p.q] « s ==
, temos:
a-d-cb
b-d

— [n,ml+ (—[p.g)=[n.ml+[-p,.ql=[ng—mp,mq] &

alao

(—5)=~—
r—s=r+(-s)=—-
b

Observe que, em relagcédo a operacao de adicdo, para obter a diferenca, basta

“ » [Tt

trocar o sinal de mais “+” pelo sinal de menos “-”, ou seja:
Adica a.+c_a-d+c-b Subt . a ¢ ad-cb
igdo: -+ =" e Subtragdo: - ——= = bd

Para definir a operacéo de divisdo em @, seguiremos o raciocinio analogo a
subtracéo em relacdo a adicdo, porém, fazendo uso do inverso multiplicativo em @Q..

Sabemos que a cada numero racional [n, m], ndo nulo, existe um inverso
multiplicativo denotado por [n, m}+ = [m, n], com n = 0, de modo que:

[n,m]-[m, n] < 1.

Com isto, é possivel definir a divisdo de dois numeros racionais, sempre
observando que o divisor ndo pode ser nulo. Em relacéao a classe de equivaléncia [n,
m], isto significa, n = 0.

Definicao 43. Sejam [n, m] e [p, q] € @-, n&o nulos, com n, m, p, g € Z. A
divisdo de [n, m] por [p, q] é a classe de equivaléncia [n, m] : [p, q] = [n, m] - [q, pl,
onde [g, p] € o inverso multiplicativo de [p, q].

Com isso, sejam [n, m], [p, g1 € @Q., ndo nulos. Pondo [n, m]
- Z e [p,q] <« %,,temosz

b
a.c . _ 2.2 por ac_g@aaga
5 a [n,m]: [m,n]=[n,mllq,p]l=I[ng,mp] < - —. Portanto =3z

a
Na pratlca isto significa que, d|V|d|r um numero racional — 5 Por outro racional,
C
nao nulo, ;, basta “repetir racional E e multiplica-lo por i porém, com 0s termos

invertidos.”
Em particular, dados a, b, n € Z, com b, n =0, temos:
b 1 a
a:b=a:—=a-—=-
1 b b
© a a 1 a
-—In=—-——=—,
b b n b
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Segundo FERREIRA (2013, p. 63): “E usual, nos textos elementares de
matematica, adotar-se a notacéao % para
d

aln

a
b

Portanto, a existéncia de um inverso multiplicativo em @, que ndo existe em
Z \{0, = 1}, é uma das caracteristicas que os diferenciam.

Os numeros racionais tém as seguintes propriedades, paratodo r, s, t€ Q.

iy Comutativa:r+ s=s+re r-s=s-r.

ii) Associativa: (r+s) +t=r+(s+1) e (r-s)-t=r-(s-1.

iiiy Existéncia de um zero e de uma unidade:0€ Q. e 1€ Q.

iv) Existéncia de inversos (aditivo e multiplicativo): dado r € Q. existem —
r, r-€ Q, taisque r+(-N=0e r-ro=1.

v) Lei distributiva: r-(s+ ) =r-s+r-t

Um sistema numérico, onde estdo definidas as operacbes de adicédo e
multiplicacdo com estas cinco propriedades (comutativa, associativa, existéncia de
um zero e de uma unidade, existéncia de inversos — aditivo e multiplicativo — e a lei
distributiva), chama-se corpo.

Assim, o conjunto dos numeros racionais @. é um corpo. Mas, o conjunto
dos numeros inteiro Z ndo € um corpo, pois, para todo nimero inteiro, ndo vale a
propriedade do inverso multiplicativo e, por consequéncia imediata, o conjunto dos
nameros naturais também ndo € um corpo, porque nao possui a propriedade de
existéncia dos inversos (aditivo e multiplicativo).

Observacodes:

1) Todo numero racional, ndo nulo, possui um unico inverso multiplicativo.

2) No conjunto dos numeros inteiros, apenas 1 e —1 possuem inverso
multiplicativo.

3) O zero nao possui inverso multiplicativo.

8.2 Relacdo de Ordem e a Enumerabilidade em Z e Q.

8.2.1 Relagcédo de Ordem
Segundo FERREIRA (2013, p. 58), a relacéo “<”, em Q. é definida por: dados

a C a
0S nuUmeros racionais p € g com b, d = 0, dizemos que 5 € “menor do que ou

< %,quando a-d<b-c.

SR

H b c
igual a 3 e escreve-se

Dessa forma, vale a seguinte propriedade:

a C
Proposicao 12. Sejam dois nimeros racionais e 7 com b, d > 0. Entao,
a [
3 < 5 se,esomentese, a-d<b-c.
d B a ¢ 1 1 _
Demonstragdo: Observe que < g¢ equivalenteaa-<c. 7 Isto significa

11 . . e b
que 5 e T séo, respectivamente, os inversos multiplicativos de b e d, onde b, d> 0.

Além disso, b - d > 0. Portanto:
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< C = da-

|~

1 1
E —(b.d){(-g‘(b-d) & ad< be.

e

Proposicao 13. Sejam os numeros racionais positivos re s. Se r< s,
501 1
entao 1 > =
5 T _ . ~ 1 1
Demonstragdo:Sejam[n,m]<>re [p, q] <> s.Entéo,[m, nje— = ¢ [g.p] <« —.
r )
Entao:

1 1
r<s e nlm<plg < ng<mp < mp>nq < mn>qglp < ;>;

Isto significa que “quanto maior for um numero racional positivo, menor sera
seu inverso.” (LIMA, 2013, p. 72)

8.2.1.1 Propriedades da Relagao de Ordem

Para todo a, b, ¢, d€ @, valem as seguintes propriedades:

iysea>b,entdoa+c>b+c.

iiysea>b e c>d entdoa+c>b+d.

iiiyse a>b,entadoa-c>b-c,parac>0 e a-c<b-c, parac<O.

Demonstracdo: Em i), observe que (a+ ¢)— (b+ c) =a— b. Mas, a> b implica
a-b>0.Entédo, (a+c)—-(b+c)=a—-b>0.Logo, a+c>b+c.

Em ii),comoa>b e ¢>d, segueque a—b>0 e c—d>0. Assim:

(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)>0e, portanto, a+c>b+d.

Em iii) Temos: a>b e ¢>0.Entdo,a-—b>0 e ¢>0,istoé, a-c—b-c=
(a—b)-¢c>0. Logo,a-c>b-c.

Por outro lado, se ¢< 0, temos: a—b>0e c>0e, portanto,a-c—b-c=(a
—-b) -c<0.Assim, a-c<b-c.

8.2.2 Enumerabilidade em Z e Q.

Conforme AVILA (2006, p. 34): “é surpreendente que o conjunto dos nimeros
naturais seja equivalente a varios de seus subconjuntos préprios (...)". Mais intrigante
ainda, é o fato de que o conjunto dos numeros racionais Q. seja equivalente ao
conjunto dos nimeros naturais N, isto &, Q. seja enumeravel.

Antes de abordarmos esta questao, mostraremos que o conjunto dos nUmeros
inteiros Z é enumeravel, isto &, existe uma bijecdo de Nem Z.

Proposicao 14. O conjunto dos numeros inteiros Z é enumeravel.
Demonstragdo: De fato, considere o conjunto dos numeros inteiros a seguir:

Z:{O,I1,12,13,"',in,"'}-
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Em vista das condi¢cées de particdo de um conjunto, podemos reescrever 0
conjunto Z da forma:

LZ={0,+1,£2,+3,,2xn, ~}={0,£2,+4, -, +2-n ~3U{x1,£3, -+, =2
n_1)’ ...},

paratodo n€N,={0, 1, 2, --- }. Isto cumpre as condi¢cdes de particao de conjunto,
pois, fazendo P-={0,+2,+4, -, 2 -n, -} e F={x1,£3, -, (2 -n-1), -},
temos:

)P-UL=1Z; e
i) P-N k= .
Agora, considere a funcdo o : Z — N, definida por a(n) = —2:n,se n<0e

a(n) =2-n—1, se n> 0. Entdo, o € uma bijecéo e, portanto, possui inversa o : N
— £, definida por a-(n) = — n , senépar e o(n) = n+l sene impar. De fato:
2

2
n .
a(n)=—2-n,sen50=>n=—2-a—1(n)=>or1(n)=—-;, se n é par
e
n+1
an=2n-1, sen>0=2-a'(n)—1=n=a(n) = , se né impar.
2

A funcéo inversa o-, assim definida, enumera o conjunto Z.

Proposicao 15. O conjunto dos numeros racionais Q. & enumeravel.

Demonstracdo:Parajustificar este fato, usaremosideia apresentadano Teorema
15. Para tanto, € suficiente mostrar que o conjunto dos niumeros racionais positivos
@+ é enumeravel. De fato, considere todos os subconjuntos, cujos elementos sdo
nameros racionais positivos, escritos na ordem crescente das somas constantes do
numerador com o denominador, um apds outro, conforme 0 esquema seguir:

1
A1={I},comsomaigua]a2=l+l.

1 2
A2={E,I},comsomaiguala3=l+2=2+1.

1 3 .
A3={5,I},comsomalguala4=l+3=3+1.

1 2 3 4 .
mz{z,g,z,;},comsomalguala5=1+4:2+3=3+2=4+1.

1 5 )
A5={E,I},comsoma1guala6=l+5=5+1.

Note que cada AC @, onde j E N, é contavel e a U A= @, logo, pelo
Teorema 15, Q * é enumeravel.
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Teorema 23. (Arquimediana) Sejam a, b € Q. Se a> 0, entdo, existe pelo
menos um n €N, tal que a-n> b. b
Demonstragdo: De fato, por hipétese, a > 0. Logo, existe n €N, tal que — < n,
a

o . 1
para todo b € @ . Mas isto é equivalente a b'E< n.

L o : 1 . : b
Note que % € o inverso multiplicativo de a. Assim, b- g<ne equivalente a — -a
a
< n-a. Pela Lei do Corte, obtemos: b< a-n.

Corolario 7. Dado qualquer a > 0 em @, existe n €N, tal que an>1ou

1
O<;<a

Demonstragdo: Pelo Teorema 23, temos: b < a-n. Assim, basta fazer b= 1, para
obtermos o resultado.
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CAPITULO 9

CORPO ORDENADO E CORPO ARQUIMEDIANO

9.1 Corpo Ordenado

Dado um corpo K, chama-se corpo ordenado ao subconjunto K- do corpo K, o
qual cumpre as seguintes condicoes:

i) K- € fechado para as operagdes de adicao e multiplicacéo, isto é, para todo
a, be K-implica a+ be K e abe K.

ii) Dado a € K-uma, e somente uma, das trés possibilidades podem ocorrer: ou
a=0oua€Ee K ou —ae K.

Denotando-se por K- o conjunto dos elementos — a, onde a € K+, o corpo K pode
ser escrito da forma:

K=K U{0}U K,

onde K-, {0} e K- sao disjuntos dois a dois. Os elementos do conjunto K- chamam-
se negativos.

Proposicao 16. Em todo corpo ordenado K, se a € K, com a =0 e K C K,
entao & € K-
Demonstracdo: Como a € K- e a = 0, entdo, pelo item ii) da definicdo de corpo
ordenado, s6 restam duas possibilidades: ou a € K- ou — a € K-.
se a € K-, temos: & = a-a. Logo, pelo item i) da definicdo de corpos ordena-
do, segue que & € K-.

+ se—ae€ K, temos &= (—a) (—a) e, porconseguinte, &€ K-.

Observacao:

Num corpo ordenado K, ndo existe a € K:, com K- C K, tal que @& =—- 1. Em
outras palavras, — 1 ndo é quadrado de nenhum elemento.

Ainda, segundo o autor, num corpo ordenado, para dizer que a € menor do que
b, escreve-se a < b e isto significa que b— a € K-, isto €, b— a = c> 0. Em outras
palavras, se a < b, entdo existe um unico ¢ € K-, tal que b = a + c¢. A unicidade se
justifica devido a operacado de adicdo ser bem definida.

De modo analogo, diz-se que a € maior do que b, e escreve-se a > b, para
significar que existe c€ K-, talque a=b+ c.
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Num corpo ordenado K, além das propriedades que valem para a relacao de
ordem a < b no conjunto dos nimeros racionais @, valem também as propriedades
de transitividade (dados a, b€ K, se a<be b< ¢, entdo a< c¢) e tricotomia (dados a,
b € K, entdo uma, e s6 uma, das opg¢des ocorre: ou a<bou a=boua>b).

Do exposto, @Q.é um subconjunto de corpo ordenado K. Mais ainda, podemos
dizer que o conjunto dos nimeros racionais @Q.é um corpo ordenado, pois é possivel
formar um subconjunto K- de Q. cujos elementos sdo numeros racionais a/b, com
abeN={1,2,3,..}

Depreende-se que o conjunto dos nimeros racionais Q.tem as propriedades de
relacéo de ordem, é arquimediano e enumeravel e, sobretudo, € um corpo ordenado.

9.2 Corpo Arquimediano

FERREIRA (2013, p. 31, 63 e 65) adverte que o Principio da Boa Ordenagao —
todo subconjunto, ndo vazio, de numero naturais possui um menor elemento — nao
se verifica no conjunto dos nimeros racionais @. pois existem subconjuntos néo
vazios no conjunto dos numeros racionais que séo limitados inferiormente, mas néao
possuem um menor elemento. De fato, por exemplo, considere o subconjunto R- C
Q. formado pelos nimeros racionais positivos a seguir:

R ={1/n;ne neN}.

Entéo, fazendo n percorrer N ={1, 2, 3, ... }, obtemos a sequéncia decrescente
de numeros racionais positivos:

] t]

=
| =
Wl

1
n

Iy

Esta sequéncia ndo possui um elemento minimo e, portanto, o conjunto R-nao
tem um menor elemento. Assim, o conjunto Q. ndo é bem ordenado, embora seja
um corpo ordenado.

Ainda, segundo o autor, “os corpos ordenados para 0s quais sua copia de
nameros naturais € ilimitada superiormente chamam-se corpos arquimedianos.”

Teorema 24. Em um corpo ordenado K — {0}, as seguintes afirmacdes s&o
equivalentes:

i) K é arquimediano;

ii) para todo a, b € K, se a> 0, existe pelo menos um n €N, tal que a-n> b;

iii) qualquer que seja a € K, se a> 0, existe pelo menos um n €N, tal que 0 <
1/n<a.

Demonstracdo: i) = ii) Como K é arquimediano, entdo, K é ilimitado
superiormente. Dessa forma, para todo a, b € K, com a > 0, existe n € N, tal que

E < n e, portanto, a-n> b.

a ii) = iii) Para todo a, b€ K, com a> 0, existe n&, tal que a-n> b. Fazendo
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b=1,temos: an>1oui/n<a ComoneN={1,2, 3, ... }, seque que n>0 e,
portanto, 0 <1/n. Assim,0<1/n<a.

iii) = i) Qualquer que seja a € K, com a > 0, existe, por iii), um n €N, tal que
O<1/n<1/a,logo, a<neN={1, 2, 3, ... }. Portanto, K é arquimediano.

Segundo LIMA (2010, p. 75), para que um corpo ordenado K seja arquimediano
é suficiente que satisfaca qualquer uma das condi¢cdes deste Teorema 24. Entéao,
o corpo ordenado do conjunto dos numeros racionais Q. é arquimediano, pois, ele
possui a condicéo ii) deste teorema, basta ver o Teorema 23.

Exemplo 53. (PROFMAT/2014 - adaptado) Seja o conjunto dos numeros

racionais diadicos D = 2% ; m,n € I'. Mostre que dados a, b € K — {0}, corpo
ordenado, com a< b, existe d€ D, talque a<d<b.

Resolugéo: Temos: a < b implica b — a > 0. Assim, pelo item iii) do Teorema
24, existe pelo menos um n € F, tal que 0 < zin < b - aq, portanto, 1 < 2'-b — 2q.
Consequentemente, existe pelo menos um m € [, tal que 2~-a < m < 2--b e, por
conseguinte, a < zﬁn < b. Fazendo d = 2% conclui-se que existe d& D, tal que a<

d< b.

Exemplo 54. (Desigualdade de Bernoulli)®>® Seja um corpo ordenado qualquer
K. Se a> -1, entdo, para todo n € N vale a desigualdade:

(1+ar=1+an.
Demonstragdo: Seja a proposicao:
P(n):(1+a)y=1+ancoma>—-1ene&N.

Entdo, por inducéo sobre n, temos:
i) Para n=1, aproposicao P(1):(1+a)=1+a=1+a-1 éverdadeira.
ii) Suponha, por hipétese de inducéo, que a proposicéo seja verdadeira para
algum n € N. Vamos demonstrar que P(n) implica P(n+ 1). De fato, temos:
A+a=(1+ar-(1+aq).

Mas, por hipétese de indugéo, (1 + @)= 1 + a-n, além disso, a>-1 ou 1+a

> 0, logo:
A+a)y=(1+ar-1+a)=1+an-(1+a)
=(1+a)+an-(1+aq)
=1+a+an+an
=1+a(1+n)+cacn.
25 Jacques Bernoulli (1654 — 1705), ilustre matematico sui¢o que dedicou seus estudos sobre as séries infini-

tas. Em 1689, publicou um artigo sobre este assunto, no qual apresentou a desigualdade binomial, hoje conhecida
por “desigualdade de Bernoulli”. (BOYER, 1996, p. 287, grifos nossos)
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Como a parcela a:-n € sempre um numero positivo, segue que:
A+ay=z1+a(1+n+aen=1+a-(1+n).

Entdo, pelo Principio de Inducéo Finita, a proposicéo € verdadeira, para todo
neN.

9.3 Densidade de um Conjunto

Do ponto de vista geométrico, segundo GUEDES (1996, p. 4), os numeros
racionais podem ser associados aos pontos de uma reta, onde se fixam dois pontos:
P, para corresponder ao zero; e P, para corresponder ao um, de modo que o
segmento PP, representa a unidade.

Dessa forma, “os numeros racionais sdo obtidos por subdivisbes adequadas do
segmento unidade”, conforme a FIGURA 19, onde nE N.

B B
1

0 |
1

Il
1

n+1

FIGURA 19 — Representagéo dos numeros racionais por subdivisdo da unidade na reta.
FONTE: elaborada pelo autor.

Observe que o numero racional 1/n € maior do que 1/(n + 1), pois, pela
Proposicao 12, temos: n<n+ 1 implica 1/n>1/(n+ 1), paratodo nE€N.

Ainda, segundo o autor: “dado um ponto qualquer da reta, podemos obter
racionais tdo perto dele quanto se queria; basta tomar subdivisées cada vez mais
finas da unidade.” (grifos nossos) Isto motiva definir densidade de um conjunto.

Definicao 44 (Densidade). Um conjunto X chama-se denso quando, entre dois
de seus elementos quaisquer, existe uma infinidade de elementos de X.

Dessa forma, é imediato que o conjunto dos numeros naturais N e dos inteiros
Z nao sao densos. Para justificar isto, basta ver Proposicao 2.

Proposicdo 17. O conjunto dos nimeros racionais Q. é denso.
Demonstragcdo: De fato, sejam os numeros racionais r € s, com r < s. Entao,

decorre do item i) da propriedade de relacdo de ordem que: r<s=r+a<s+a.
Fazendo a=r, temos:

r+r<s+r=2r<r+s=r<(r+s)/2.
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Analogamente, fazendo a = s, segue que:

r+ s<s+s=r+s<2s=(r+s)2<s.

Portanto, r< (r+ s)/2 < s. Definindo x = (r + s)/2, temos r< x < s. Assim,
mostramos que existe racional entre dois racionais.

Note que este racional foi obtido pela média aritmética entre os racionais r e
s. Para demonstrar que existe uma infinidade desses racionais, basta proceder do
mesmo modo, isto é:

r+s
X =—"
2
r
r+x; Tt—— 3r+s
X2 = = =
2 2 4
3r+s
r+x; TH—F— 7r+s
X3 = = =
2 2 8
7-T+5
r+xz T+t—5— 157r+s
X4 = = =
2 2 16

r+X; 15r+s
2 16

Xy =

FIGURA 20 — Uma infinidade de niUmeros racionais entre re s, com r< s.
FONTE: elaborada pelo autor.

Continuando este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente
(x) =(x, x,, x, X, ... ), com uma infinidade de elementos, cujo temo geral é:

n
x,,:W,ondenz l.
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De fato, por indugcdo em n, temos: para n=1,

_@Y-1)r4s s
21 2’

X1

Agora, suponha que, para algum n € N, seja verdade. Demonstraremos que
vale também para n + 1. Com efeito:

(2™-1)-r+s
r+xn, Tt T—Dn— 2hr+"-1)r+s  (2M42"-1)r+s  (20H1-1)r+s
Xn+1 = 2 2 - 2N - on+i - on+il
. . U, 2"—-1)r+s
Assim, pelo Principio de Inducéo Finita, x, = o paratodo n= 1 natural.

O

9.4 Um Obice em Q. na Reta

Diante da propriedade de densidade dos numeros racionais, pensava-se que
eles cobriam (ou preenchiam completamente) a reta, pois, “as fragdes racionais séo
tdo densas que entre duas quaisquer delas, por mais préximas que estejam, ha
sempre outra.” (BOYER, 1996, p. 393) No entanto, Georg Cantor mostrou que isto
nao é verdade. Por exemplo, é possivel estabelecer uma correspondéncia bijetiva
entre 0 conjunto dos numeros naturais e o conjunto das fracbes apresentadas na
Proposicao 14.

A propriedade de densidade, segundo CARACA (1989, p. 57), “(...) depende
apenas do carater infinito do conjunto (...)".

Dessa forma, para cada numero racional existe um ponto sobre uma reta. Em
outras palavras, existe uma funcdo de @.em P, onde P é o conjunto de pontos da
reta, que é injetiva. Com efeito, sabemos que dados dois nUmeros racionais r< s,
existe uma sequéncia decrescente (x) = (x,, x,, X,, X,, ... ), com uma infinidade de
elementos, cujo temo geral é o numero racional:

_(2"=1)1+s

Xn =

" ,onden=1.

Assim, considere a funcdo o.: Q. — P, onde P é o conjunto de pontos da reta,

definida por a(x) = P, tal que P, € P, onde n € N. Entao, para todo /, j € N, temos:

{2':—1)-r+s (Zf—l)-r+s
21 * 2]

XiFX; =

p 2t Qi 2] o 2 2l 2 = (s—r) 20 # (s — )20

Capitulo 9




Mas, por hipétese, r< s, isto €, 0 < s— r, de modo que, pela Lei do Corte,
segue:

(s—nN2i=(s—nN2=2=2=j=i=P=P = a(x) = a(x).

J

Portanto, a funcdo o.: Q. — P é injetiva.

Agora, resta saber se esta funcéo € sobrejetiva. Em caso afirmativo, os nUmeros
racionais preencheréo toda a reta. Mas, do contrario, existird pelo menos um ponto
da reta que, pela funcédo a, ndo correspondera a nenhum numero racional. Neste
caso, surge a pergunta: a que numero, entdo, tal ponto estara associado pela funcéo
a?

Para responder esta indagacéo, sera necessario ampliar o conjunto Q. de
modo a incluir estes numeros “estranhos” ao conjunto dos racionais e, portanto,
formar um “novo” conjunto mais amplo do que o conjunto Q. com a propriedade de
ser um corpo ordenado completo.
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10.1 Um Obice Aritmético-Geométrico: a incomensurabilidade na reta

CAPITULO 10

CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

O problema que abalou os pitagéricos?® foi a descoberta da incomensurabilidade
— atribuida por alguns a Hipasus de Metaponto (ou Crotona) durante o fim de 500
a.C. — na qual a medida da diagonal um quadrado, com seu lado, ndo pode ser
expresso por uma unidade de medida comum, por menor que seja esta unidade. Em
outras palavras, a divisdo entre a mediada da diagonal e do lado de um quadrado
nao € um numero racional. (BOYER, 1996, p. 49 e 50)
Segundo CARACA (1989, p. 75):

o carater de seita da escola pitagoérica, em que os aspectos mistico e politico (...)
ombreavam com o aspecto cientifico, prestava-se a essa tentativa de segredo a volta
de questéo de tal maneira embaracosa, onde sé havia a ganhar com o debate publico
e extenso; os pitagoéricos instituiram como norma, pelo contréario o segredo, o siléncio.

A demonstracdo mais antiga deste 6bice geométrico baseia-se em considerar,
sem perda de generalidade, um quadrado OABC de lado OA = 1, sobre uma reta, e
a diagonal OB = r, conforme a FIGURA 21 a seguir.

C

: Reta

0]

FIGURA 21 — Quadrado OABC de lado 1 e diagonal r.
FONTE: elaborada pelo autor.

Dessa forma, r ¢ (Q.. Com efeito, P. € um ponto de interse¢éo do arco de
circunferéncia de raio OP, com a reta. Assim, deve existir um numero racional r = OB,

26

Os pitagéricos eram os discipulos de Pitagoras (580 — 600 a.C. aproximadamente) — profeta e mistico que
fundou em Crotona (hoje, costa sudeste da ltalia) uma sociedade secreta: a Escola Pitagorica. Nesta instituicdo de
ensino e conhecimentos, o lema era: “Tudo € numero”. (BOYER, 1996, p. 33)

Capitulo 10




tal que P esteja associado a r.
Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retédngulo OAB, obtemos:

r=1+1:x r=2.

Isto significa que existem m, n € I+, irredutiveis, tais que r= —, ou seja:
n

2
(E) =2 & m’>=2n’

n

Agora, observe que nm=é um numero par, logo, m é par. De fato, suponha, por
absurdo, que m seja um numero impatr, isto &, m=2-p + 1. Entéo:

m=2p+1)e=4pr+2p+1=2-2r+p)+1=2-g+1,onde g=2-p2+p.

Assim, nr é impar, mas isto € um absurdo! Pois, por hipétese, nr é um nimero
par. Portanto, m é par e podemos escrever m = 2-k.

Como me =2-m, temos 2 = (2:k): = 4-k» implica = = 2 k2. Dai, pelo mesmo
motivo, e sendo par implica n par.

Portanto, m e n sdo numeros pares e, portanto, ambos divisiveis, 0 que € um
absurdo! Pois, m, n € |- s&o irredutiveis. Logo, ndo existe um numero racional r cujo
quadrado seja igual a 2.

Segundo CARACA (1989, p. 54), esta constatacdao mostra que os dois segmentos
de reta— o lado e a diagonal do quadrado — ndo tém medida comum. Sempre que
isto acontecer, diz-se que estes segmentos sado incomensuraveis.

Ainda, segundo o autor, trata-se de uma “insuficiéncia geral do campo numérico
racional para traduzir as relagdes geométricas (...)".

Do ponto de vistade funcéo, isto significa existe nUmero racional que corresponde
a um ponto da reta, mas nem todo ponto da reta corresponde a um numero racional.
Em outras palavras, a funcdo o : Q. — P, onde P é o conjunto dos pontos de uma
reta, € injetiva, mas nao é sobrejetiva, ou seja, nao é bijetiva.

Nesse sentido, a existéncia da incomensurabilidade revela a insuficiéncia dos
nameros racionais.

10.2 A Natureza da Particao da Reta e a Incomensurabilidade

Desde a época de Hipasus e Pitagoras da Magna Grécia, o problema da
incomensurabilidade perdurou ha séculos e muitos matematicos dedicaram esforgos
na tentativa de resolvé-lo, como por exemplo:

Galileu e Leibniz tinham julgado que a ‘continuidade’ de dois pontos sobre uma
reta era consequéncia de sua densidade — isto €, o fato que entre dois pontos
quaisquer existe sempre um terceiro. Porém, os numeros racionais tém essa
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propriedade, no entanto ndo formam um continuum. (BOYRE, 1996, p. 390)

Segundo FERREIRA (2013, p. 67), Georg Cantor, ja citado em outras
contribuicbes a matematica, e Dedekind (1831 — 1916) construiram, a partir dos
nameros racionais e por métodos distintos, o conceito de incomensurabilidade dando
origem a um novo conjunto, isto é, uma extensao do conjunto dos niumeros racionais.

Ainda, segundo o autor, Georg Cantor baseou-se nas Classes de Equivaléncias
de Sequéncias de Cauchy e Dedekind inspirou-se na Teoria das Proporgcbes de
Eudoxo criando o conceito de corte. Neste estudo, optaremos pelo método de
Dedekind.

Em 1859, Dedekind perguntou:

“O que ha na grandeza geométrica continua que a distingue dos numeros
racionais.” (BOYRE, 1996, p. 390)

Para resolver o problema da incompletude dos numeros racionais em relagéao
a reta, ele percebeu que o conjunto dos numeros racionais “podia ser estendido de
modo a formar um continuum de nameros reais”. Mais ainda, concluiu que:

a esséncia da continuidade de um segmento de reta nao se deve a uma vaga
propriedade de ligagdo mutua, mas a uma propriedade exatamente oposta — a
natureza da divisdo do segmento em duas partes por meio de um ponto sobre o
segmento. Em qualquer divisdo dos pontos de um segmento em duas classes,
tais que cada ponto pertence a uma e somente uma, e tal que todo ponto numa
classe estd a esquerda de todo ponto da outra, existe um e um sé ponto que
realiza a divis&o. (...) Por essa observacéo trivial o segredo da continuidade sera

revelado. (BOYER, 1996, p. 390).

10.3 Cota Inferior e infimo, Cota Superior e Supremo

Segundo AVILA (2006, p. 62 — 64), um subconjunto C de um corpo ordenado K
chama-se limitado inferiormente quando existe k € K, tal que k < ¢, para todo ¢ €
C. Se isto acontecer, cada k € K com esta propriedade chama-se cota inferior de C.

Definicao 45. Chama-se infimo (caso exista) de C a maior das cotas inferiores.
Para que um numero s seja o infimo de um conjunto C é necessario e suficiente que
satisfaca as duas condicOes a seguir:

i) s = ¢, para todo c € C;

ii) dado qualquer ¢ >0, existe c€ C, talque c—e < s (ou c< s + &).

Note que o infimo (quando existe) de um conjunto pode ou n&o pertencer a este
conjunto. A limitacdo inferior de um conjunto C contido no corpo ordenado K assim
como as cotas interiores e o infimo estéo ilustrados pela FIGURA 22 a seguir.
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Cotas inferiores

Ny

FIGURA 22 — Cotas inferiores e infimo de um conjunto C contido num corpo ordenado K.
FONTE: elaborada pelo autor.

Nesta figura, observe que as cotas inferiores formam um conjunto de
aproximacoes, por falta, do infimo s, de modo que satisfaca as propriedades i) e ii)
do infimo de um conjunto.

De modo semelhante, um subconjunto C de um corpo ordenado K chama-se
limitado superiormente quando existe k € K, tal que ¢ < k, para todo ¢ € C. Neste
caso, cada k € K com esta propriedade chama-se cota superior de C.

Definicao 46. Chama-se supremo (caso exista) de C a menor das cotas
superiores. Para que um numero s seja 0 supremo de um conjunto C é necessario e
suficiente que satisfaca as duas condi¢des a seguir:

i) c < s, para todo c € C;

ii) dado qualquer ¢ > 0, existe c€ C, talque s—e<c(ou s< C + g).

Observe que o supremo (quando existe) de um conjunto pode ou ndo pertencer
a este conjunto. A limitagcdo superior do conjunto C contido no corpo ordenado K
assim como as cotas superiores € o supremo estao ilustrados pela FIGURA 23 a
seqguir.

Cotas superiores

g

FIGURA 23 — Cotas superiores e o supremo de um conjunto C contido num corpo ordenado K.
FONTE: elaborada pelo autor.

Nesta ilustracdo, note que as cotas superiores formam um conjunto de
aproximacoes, por excesso, do supremo s, tal que satisfaca as propriedades i) e ii)
do supremo de um conjunto.

Exemplo 55. Considere o corpo ordenado de numeros racionais Q.. Seja o
conjunto X C @, tal que X={x; a< x =< b}. Prove que o infimo de X é a e o supremo
de Xé b.

Resolugéo: O infimo de X é a. De fato: i) Como a < x, segue que a é cota inferior
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de X.

ii) Seja ¢ uma cota inferior X. Para que a seja o infimo de X, ndo pode ocorrer
a < ¢. Com efeito, caso isto aconteca, pela propriedade de densidade, existe d € X,
tal que a < d < c. Basta tomar d = (a + ¢)/2.

Assim, d < c¢. Logo, ¢ ndo é cota inferior de X, o que € um absurdo! Entéo, c< a
e, portanto, a é o infimo de X. Note que o infimo de X ndo pertence a X.

O supremo de X é b. Com efeito: /) x < b implica b é cota superior de X.

ii) Seja s uma cota superior de X. Para que b seja o supremo de X, ndo pode
ocorrer s < b, pois, caso isto aconteca, segue, pela propriedade de densidade, que
existe d € X, tal que s < d < b. E suficiente tomar d = (s + b)/2.

Dessa forma, d= b. Logo, dnao é cota superior de X, o que é uma contradicao.
Assim, b < s e, portanto, b é o supremo de X. Observe que 0 supremo de X é também
elemento de X.

Exemplo 56. Considere o corpo ordenado de nimeros racionais @ . Mostre
qgue o subconjunto C = {%; n €N} de Q. tem supremo igual a 1. N

Resoluggo: i) Temos: n€Nimplica n+1&N. Como n<n+ 1, segue que 1
<1, paratodo n € N. Logo, 1 é cota superior de C. Observe que 1 & C.

ii) Agora, precisamos mostrar que 1 € a menor daf cotas superiores do conjunto

n
C. Inicialmente, note que, para n=1,temos — = —— = 1/2. Entéo, suponha que
n+1 1+1

exista um numero ¢ € Q. talque 1/2<e<1.Assim, 1 —¢>0.

Como @@. é arquimediano, existe n € N tal que n-(1 —€) > € que é equivalente a
e <nl(n+1)e, portanto, e < n/(n + 1) < 1, para todo n € N. Assim, nenhum numero
racional ¢ <1 é cota superior de C. Portanto, 1 é o supremo de C.

Exemplo 57. Seja o conjunto D = {2% ; nE€N}C Q. Prove que o infimo de D
€ zero.

Resolugéo: i) Observe que, paratodo n€N, 0 < zin Logo, 0 é cota inferior de
D. Além disso, note que 0 & D.

ii) Agora, mostraremos que 0 é a maior das cotas inferiores de D. Em outras
palavras, nenhum ¢ > 0 é cota inferior de D. De fato, sabemos que o conjunto dos
nameros racionais Q. é arquimediano. Como D C Q. segue que o conjunto D é
também arquimediano, logo, para todo ¢ > 0, existe n € N, tal que:

1

1 1
—<¢c e —<ne —-<1+n.
n C o

Pela desigualdade de Bernoulli, temos:

1T+n<(1+1)=2n
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. 1 R | 1
Assim, =<1+n=<(1+1)=2 0useja, = <2e, portanto, on < c¢. Dessa forma,
C C

nenhum c¢> 0 é cota inferior do conjunto D. Entéo, 0 é o infimo de D.
Utilizaremos esta mesma ideia para resolver o exemplo a seguir.

Exemplo 58. Mostre que o infimo do conjunto X = { 1 ; n € N} é zero.

Resolucéo: i) Temos: 0 < 1 , para todo n&€N. Assim, Oné cota inferior de X. Além
disso, note que 0 & X. "

ii) 0 € a maior das cotas inferiores de X, ou seja, nenhum x> 0 é cota inferior
de X. De fato, o conjunto dos numeros racionais (). é arquimediano e, como X C Q.
, segue que X é também arquimediano. Assim, pela propriedade arquimediana, para

todo x>0, existe n €N, tal que:

1
nx>1=0< — <x.
n

Dessa forma, nenhum x > 0 € cota inferior do conjunto X. Entéo, o infimo de X
€ zero.

Quando o infimo (resp. supremo) pertencer ao conjunto sera chamado de
minimo (resp. mMaximo).

Observacoes:

1) Em geral, o infimo ou o supremo de um conjunto pode ou nao pertencer ao
conjunto.

2) O infimo de um conjunto, quando existe, & unico. Da mesma forma para o
supremo.

3) Se o conjunto é &, entdo, ndo possui infimo nem supremo, pois, nao existe
menor elemento nem maior.

10.4 Corte de Dedekind

Para LIMA (2010, p. 78), a incompletude dos racionais para formar o continuum
deve-se ao fato de que “alguns conjuntos limitados de numeros racionais néao
possuem supremo (ou infimo).” De fato, vimos que nao existe um numero racional r,
tal que r- = 2. Entdo, considere os conjuntos E e D limitados por nUmeros racionais
contidos num corpo ordenado K:

E={reQ.;r<2,comr>0} e D={re Q.;r>2,comr>0}.

Mostraremos que o conjunto E ndo tem maximo e o conjunto D ndo tem minimo
em Q.

De fato, no primeiro caso (E ndo tem maximo em @), suponha que existe um
namero racional positivo s, tal que s> r. Vamos mostrar que, mesmo assim, teremos

Capitulo 10




s <2

Em outras palavras, o conjunto E ndo tem maximo se, para todo re Q. é
possivel encontrar g € Q. de modo que (r+ g):<2.

Como s>r, seja s=r+ g. Sem perda de generalidade, pode-se considerar g =
1/n uma quantidade bem pequena o quanto se queira, tomando n bem grande, onde
n € N. Dessa forma, s = r+ 1/n. Logo:

<2 © r+1/m)?<2 © rP+2rmn+ 1’ <2 © Qr+1/n)l/n<?2 -

Majorando o termo (2r + 1/n)1/n, obtemos:
(2:r+1/n1/n<(2:r+1)1/n.

Logo, (2:r+ 1)1/n<2 —r < n> (2:r+ 1)/(2 — r). Portanto, tomando n nestas
condi¢cbes, obtemos s < 2. Desta forma, o conjunto E n&o possui elemento maximo.
Em outras palavras, o conjunto E ndo admite supremo em Q.C K.

Analogamente, no segundo caso (D n&o tem minimo em Q., suponha que
existe um numero racional positivo s, talque r>s. Entdo, r=s+1/n ou s=r—1/n.
Assim:

s=(r—1/ne=r—-2-rin+1/re.
Minorando o termo rr— 2-r/n + 1/, obtemos:

r=21n+1/m>r—-2-1n.

Logo, r—2r/n>2 < n>2-r/(r— 2). Assim, tomando n nessas condi¢cdes, tem-
se s > 2. Portanto, o conjunto D ndo possui elemento minimo. Isto significa que o
conjunto D n&o possui infimo em @Q.C K.

Agora, considere o corpo ordenado Q. C K. Seja um ponto P, sobre uma reta
associado a x € K, tal que x: = 2. Suponha que P, realize uma particao {E, D} dessa
reta, onde E={reQ,;r<2,comr>0} e D={re Q;r>2,comr>0} sob as duas
condicoes:

* nenhum ponto esta fora desta particao {E, D}; e

+ todo elemento e € E esta a esquerda de todo elemento d € D e, reciproca-
mente, todo elemento d € D esta a direita de todo elemento e € E.

Definindo x =2 se, e somente se, x= /2, temos: x= V2. ¢ Ee D.

Nesse contexto, AYRES (1973, p. 97) menciona que: se x associado ao ponto
P, que corta a reta, ndao € um numero racional (ja demonstramos isto), entao, todo
namero racional esta ou no conjunto E ou no conjunto D, porém, nunca em ambos.
Analogamente, se x € um numero racional, entdo, com excecao dele, todo numero
racional esta ou no conjunto E ou no conjunto D, mas ndo em ambos, conforme
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ilustrado pela FIGURA 24 a seguir.
E.
E ~| - D K
e':/l\l“d

x=V2

FIGURA 24 — Corte de uma reta pelo ponto P, com separador x = .

FONTE: elaborada pelo autor.

Aqui, chegamos a insuficiéncia do corpo ordenado @ C K e, portanto, no 6bice
do problema da continuidade da reta apresentado por Dedekind.

Segundo CARACA (1989, p. 59 — 60): Em 1872, Dedekind publicou uma obra
que tratava sobre a Continuidade e Numeros Irracionais. Neste escrito, ele conseguiu
responder a questao que propds em 1859, acima citada. Em suas palavras:

(...) nds atribuimos a reta a qualidade de ser completa, sem lacunas, ou seja,
continua. Mas esta continuidade, em que consiste? A resposta a esta pergunta
deve compreender em si tudo, e somente ela permitira desenvolver em bases
cientificas o estudo de todos os campos continuos (...). Pensei nisso sem resultado
por muito tempo, mas, finalmente achei o que procurava. Consiste ela (...): todo
ponto da reta determina uma decomposicdo da mesma em duas partes, de tal
natureza que todo o ponto de uma delas esta a esquerda de todo o ponto da
outra. Ora, eu vejo a esséncia da continuidade na inversado desta propriedade
e, portanto, no principio seguinte: ‘se uma reparticdo de todos os pontos da reta
em duas classes esta a esquerda de todo o ponto da outra, entdo existe um e
s6 um ponto pelo qual é produzida esta reparticao de todos os pontos em duas
classes, ou esta decomposicao da reta em duas partes’. (...) A propriedade da
reta expressa por este principio n&o & mais que um axioma, e € sob a forma deste
axioma que nés pensamos a continuidade da reta, que reconhecemos a reta a
sua continuidade.

Ainda, conforme o autor, Dedekind resolve o problema da continuidade da reta
a partir do copo ordenado dos numeros racionais e propde um postulado ou Axioma
da Continuidade da Reta.

Axioma de Dedekind. Todo corte da reta € produzido por um ponto dela, isto
€, qualquer que seja o corte (E, D) existe sempre um ponto da reta que separa as
duas classes Ee D.

Nesse sentido, com a propriedade da relacdo de ordem, segundo AVILA (2006,
p. 58), todo corte (E, D) na reta possui elemento de separagao, que pode pertencer
a classe E, como seu maximo (ou supremo, neste caso), ou pertencer a classe
D, como seu infimo (ou minimo, nesta situacdo). Assim, se r € um elemento de
separacgao do corte (E, D), podemos representar por C este corte, isto é: C = (E, D).

Com esta notacéo de corte e o axioma de Dedekind, podemos definir corte em
Q., de acordo com AYRES (1973, p. 98).
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Definicdo 47. (Corte em @) Um conjunto de niimeros racionais C & um corte,
com elemento separador r, quando cumpre as trés propriedades a seguir:

i) C é um subconjunto proprio (néo vazio) de @ ;

ii)seae Q,com a<r, entdoaE C;

iii) paratodo ce€ C, existe be C, tal que c<b.

Ainda, segundo o autor: “A esséncia destas propriedades € que um corte ndo
possui nem um elemento minimo (primeiro) nem um elemento maximo (ultimo).”

Observe que na propriedade i), temos que demonstrar duas coisas: C € um
subconjunto préprio de @.e C nao é vazio.

Na propriedade ii), devemos demonstrar que todo racional menor do que o
elemento separador pertence ao corte.

Finalmente, a propriedade iii) menciona que, em todo corte racional, ndo existe
elemento maximo. Em outras palavras, ndo existe supremo que pertenga ao corte.

Proposicdo 18. Sejam C um corte, com elemento separador r, e c€ Q.
Entéo, c é cota superior de C. se, e somente se, c€ @.\C.

Demonstragdo: (=) Suponha que c¢ seja cota superior do corte C. Entado, ¢ &
C, pois, do contrario, ¢ seria elemento maximo de C, contrariando a condi¢ao iii) de
definicéo de corte. Logo, c€ Q. \C.

(<) Reciprocamente, suponha que ¢ € Q\C. Entéo, ¢ é cota superior do corte
C, pois, caso contrario, teriamos: ¢ € @Q., com ¢ < r. Isto implicaria ¢ € C, pela
propriedade ii) da definicdo de corte. Mas, isto € uma contradicao.

O

Proposicdao 19.Serc Q. e C={a;a€c @, com a<r}, entdo C é um corte
em @.e o elemento separador r é a menor cora superior de C.

Demonstracdo: Parte i) da definicéo de corte: o conjunto @. é ilimitado inferior
e superiormente. Logo, ndo tem infimo nem supremo. Assim, existem p, g € @, tais
que:

+ p<re,portanto, C = J; e
¢ r<gq,segueque C= Q.

Logo, C é um subconjunto proprio ndo vazio de @.

Parte ii) da definicdo de corte: seja s € C. Entado, s < r. Assim, para todo a € ,
tal que a< s implica a<s<r. Logo, a€ C.

Parte iii) da definicdo de corte: para todo s € C, temos: s < r. Dai, pela
propriedade da densidade em @, existe d € Q. tal que s < d < r, basta tomar d =
(s+ n/2.

Sendo d < rimplica d € C. Isto significa que, para todo s € C existe d € C, tal
qgue s < d. Portanto, s ndo é elemento maximo de C.

O fato que, para todo s € C, existe d € C, tal que s < d e, portanto, s néo &
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elemento maximo de C, justifica que r é a menor cota superior de C.

Vimos que o conjunto dos nimeros racionais Q. ndo satisfaz o axioma da
continuidade de Dedekind, pois, os conjuntos E={r€ Q. r<2}e D={re Q. r
> 2} de numero racionais, por exemplo, carecem (respectivamente) de elementos
maximo e minimo. Logo, ha “lacunas” no conjunto @. e, portanto, ndo forma um
continuum, isto &, ndo completam a reta, embora seja muito denso nela.

Com isso, Dedekind resolve o problema da continuidade (ou completude) da
reta.

10.5 Numero Real

A definicdo de corte de Dedekind, a partir do conjunto do numero racionais,
gera numeros que ndo sao racionais.

Dessa forma, CARACA (1989, p. 62) menciona a necessidade de uma definicao
para esses nimeros de separacdo que néo pertencem ao conjunto Q..

Definicao 48. Chama-se numero real ao elemento separador x do corte C, de
Dedekind na reta, tal que:

i) se x € um numero racional, o corte chama-se racional; e

ii) se x ndo € racional, o corte chama-se numero irracional e seu elemento
separador sera um namero irracional.

O conjunto constituido por todos 0os niumeros que nao sao racionais chama-se
conjunto dos numeros irracionais e denota-se por R\ Q.

CARACA (1989, p. 63) destaca que para se definir um numero racional a/b séo
necessarios dois numeros inteiros a e b, com b = 0 € ndo € necessario “percorrer’ 0
infinito. Mas, para definir um nimero real, de acordo com Dedekind, sdo necessarias
duas classes (conjuntos infinitos), ou seja, ha necessidade do conceito de infinito.

Ao conjunto de todos 0s numeros racionais e irracionais, chama-se conjunto
dos numeros reais e indica-se por R = Q.U (R\Q).

Com isso, obtemos o conjunto dos numeros reais R que representa um “continuo
numérico”, de modo que 0s numeros irracionais vém preencher as “lacunas” de
descontinuidade existentes no conjunto dos nimeros racionais Q..

Por ndo haver “lacunas” no conjunto R, a reta passa a ser 0 modelo geomeétrico
que exatamente o representa, conforme ilustrado pela FIGURA 25 a seguir.

0

FIGURA 25 — Modelo geométrico do conjunto dos numeros reais .
FONTE: elaborada pelo autor.

O zero é um numero real que separa as classes (ou conjuntos) R-={a; a<0}e
R -={b; 0 < b}docorte (R -, R -), conforme representado na FIGURA 26 a seguir.
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FIGURA 26 — Representacéo das classes R-={a;a<0}e R-={b; b> 0}

do corte (IR -, R +) na reta.
FONTE: elaborada pelo autor.

A classe (ou conjunto) R-={a; a< 0} chama-se semirreta negativa e 0s numero
reais associados aos pontos que pertencem desta semirreta chamam-se numero
reais negativos. De modo semelhante, a classe (ou conjunto) R-={b; b> 0} chama-se
semirreta positiva e 0s numeros reais que correspondem aos pontos desta semirreta
chamam-se numeros reais positivos.

Em virtude da completeza da reta estruturada no axioma de Dedekind, o
conjunto dos numeros reais R chama-se corpo ordenado completo.

No contexto de funcéo, o que faltava para a aplicacdo o : Q. — P, onde Pé o
conjunto dos pontos de uma reta, ser sobrejetiva, agora, o conjunto IR cumpre este
papel e, desse modo, existe uma funcéo a : R — P bijetiva.

Ademais, segundo GUEDES (1996, p. 9), o axioma de Dedekind pode ser
escrito em termos de infimo e supremo, conforme descrito a seguir:

Postulado do infimo (Dedekind). Todo subconjunto (ndo vazio) de R, limitado
inferiormente, possui um infimo em R.

De modo semelhante:

Postulado do Supremo (Dedekind). Todo subconjunto (ndo vazio) de R,
limitado superiormente, admite um supremo em R.

Segundo LIMA (2010, p. 80): “todo corpo ordenado completo é arquimediano.”
Como o conjunto dos numeros reais € um corpo ordenado completo, temos a
proposicao a seguir.

Teorema 25. (Arquimediano) é aquimediano, ou seja, vale qualquer uma das
propriedades a seguir:

i) dados a, b€ R, com 0 < a < b, existe pelo menos um n €N, tal que n a> b;

ii) para todo a € R, com 0 < a, existe pelo menosum n€ N, talque 0 < 1/n< a.

Demonstrag&o: i) Suponha, por absurdo, que n a < b, paratodo nE€N. Considere
o conjunto dos multiplos de a:

M(a) ={na; neN}.

Este conjunto n&o é vazio, pois, sendo 0 < a, temos: 1 a € N. Além disso, M(a)
é limitado superiormente por b, logo, pelo Postulado de Dedekind, o conjunto M(a)
admite supremo.

Seja s o0 supremo de M(a). Como o conjunto N tem a propriedade n € N implica
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n+ 1 €N, segue, para todo n €N, que:
nass=(n+1)-ass=na+as<ss=nass—a.

Mas, por hipbtese, 0 < a. Logo, s — a é uma cota superior de M(a) menor do
que o supremo s, 0 que é um absurdo! Assim, existe pelo menos um n € N, tal que
na>b.

ii) Temos: 0 < a. Entao, por i), existe pelo menos um n €N, tal que n-a> b, com
b> 0. Fazendo b =1, segue que: n-a>1. Como 0<1/n,temos: 0<1/n<a.

Teorema 26. (Densidade) Os conjuntos Q. e (R\Q) sdo ambos densos em R.

Demonstracéo: i) Densidade de @. em R.

Sejam a, b € R, tais que a< b. Entdao, b— a>0. Como R é arquimediano, existe
pelo menosum n& ,talque O<1/n<b-ae, portanto, 1 <nb-na.

Como a diferenca n b — n a é maior do que 1, existe pelo menos um m € Z,
tal que:

na<m<nb .. a<m/n<b,comn&N.

Isto significa que existem infinitos nUmeros racionais entre 0os numeros reais a
e b. Portanto, @. é denso em R.

ii) Densidade de (R\@Q.) em R.

Para obter um namero irracional, considere 1/n< (b — a)/\/?., isto é, V2/n< (b-
a). Assim, os nimeros da forma m - v/2/n, com m € Z\{0} s&o irracionais e dividem a
reta com espacamento de tamanho+2/n, pois:

(m+1) -v2/n — m-v2/n=+2/n.

Como v2/n < (b - a), entdo, algum m -/2/n deve estar entre ae b, isto é, a<m
-v2/n < b, para algum m € Z\0}.

Agora, se m, € ZX0} for o menor, tal que b < m, - V2/n, entdo o numero irracional
(m,— 1) - V2/n esta entre a e b, ou seja, a< (m, — 1) - V2/n < b. Dessa forma, ha
infinitos nimeros irracionais entre dois numeros reais. Portanto, o conjunto (R\@Q)
€ denso em R.

Outra maneira de demonstrar a densidade de (R\Q) em RR.

Pelo item i), sabe-se que Q. é denso em R. Entdo, para todo a, b € R, tais que
a<b, existem r,s€ Q,taisque:a<r<s<<b.

O conjunto Q. é denso e, portanto, existem (r+ s)/2 € Q, tais que: r< (r + s)/2
<sour<r+(s—n/2<souainda, r<r+(s—-n-h<s,comr+(s—-n-LeQ.e 0
<A<1.

Portanto, a<r+(s—r -A<b,com O<A<1.

Agora, note que v2/n > v2/(n + 1), para todo n € N. Entdo, pondo A = v2/(n +
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1), com n € N, tem-se infinitos nimeros irracionais A, tais que: a<r+ (s—1n - v2/(n
+1) < b.

Definindo d = r + (s — - v2/(n +1), obtém-se infinitos nUmeros irracionais d, de
modo que a< d< b.

Exemplo 59. Sejam r, s€ @, com r < s. Prove que o nimero r + (s — nN/vV2 é
irracional e r<r+ (s— N2 < s.

Resolucéo: i) Suponha, por absurdo, que o nimero a = r + (s — N/VJ2 seja
racional. Entdo, a— r= (s — r)/v/2 é racional e, portanto, V2. = (s—n/(a—n,com a=r
€ racional, o que é um absurdo!

Portanto, o nimero r + (s — N/v/2 & irracional.

i) Dado que o numero V2 & irracional, entéo, pela propriedade arquimediana de
R=Q U (RQ) tem-se 1 EN, talque 1 -v2>1 e, portanto, 1 >1/+/2 ou 0<1//2
<1.Mas, r<simplica s—r>0.

Multiplicando a desigualdade 0 < 1/+/2 <1 por s — r, obtemos:

0<(s—=ni2<(s=1.

Somando r nesta ultima desigualdade, tem-se: r<r+ (s— N2 < s.
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CONCLUSAO

Ao propor a tematica Conjuntos e Fungdes articulando conceitos, propriedades
e demonstragdes visando a formacéao continuada do professor da Educacao Basica,
abrem-se possibilidades de abordar a relagdo professor, contetdo e aluno.

Nesse contexto, o ensino e a aprendizagem da matematica ganham
importancias significativos. Assim, procuramos refletir sobre a nogao de conjuntos e
fungdes, fazendo uso de conceitos, definicdes, exemplos, observacdes, esquemas,
teoremas e figuras para construir uma perspectiva que possibilite 0 aprimoramento
da linguagem técnica, a elaboracdo de conceitos e estratégias, a pratica de enunciar
e demonstrar teoremas, visando a atuacao do professor de matematica na sala de
aula e a construgcdo dos conhecimentos matematicos, de modo com prioridade ao
pensar em detrimento ao calcular, contribuindo significativamente a aprendizagem
dos alunos.

Dessa forma, acreditamos ter contribuido para o aperfeicoamento do professor,
a fim de que ele conduza com mais seguranca suas praticas pedagogicas e
proporcione melhor qualidade no ensino da matematica na Educacao Basica.

Concluséao
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