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RESUMO

A solucao do problema de filtragem possui uma importancia indiscutivel dentro da
engenharia, como pode ser visto em uma gama de artigos encontrados na literatura,
baseados nas equacdes algébricas de Riccati. Neste contexto, propomos uma nova
metodologia para solucionar o problema de filtragem, utilizando-se dos principios de
otimizacdo convexa e dualidade a fim de obter uma forma quadratica estavel, para
obtencao de forma direta do filtro, com horizonte de tempo reduzido para aplicacoes
em tempo real, em norma H,e H,_ com propriedades de convergéncia, estabilidade
numérica e solugdes bem condicionadas. A principal vantagem deste método em
relacdo aos tradicionais é a possibilidade de se obter uma familia de ganhos em
alguns casos até melhores, se comparados aos obtidos via abordagens convencionais
utilizando as equacdes de Riccati. Apresentaremos alguns exemplos ilustrativos para
evidenciar a eficiéncia da metodologia proposta por comparar e discutir os resultados.
PALAVRAS-CHAVE: Equagbes Algébricas de Riccati, Fitro H,e Filtro H,,
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ABSTRACT

The solution to the problem of filtering has an indisputable importance in engineering,
as can be seen in a range of articles in literature, based on algebraic Riccati equations.
We therefore propose a new methodology to solve the problem of filtering, closed loop,
using the principles of convex optimization and duality in order to obtain a quadratically
stable, to obtain the direct form filter with reduced time horizon for real-time applications
in standard and convergence properties, numerical stability and well-conditioned
solutions. The main advantage of this method over traditional is the possibility of
obtaining a family of gains that in some cases even better compared to those obtained
via conventional approaches using the Riccati equations. Present some illustrative
examples to demonstrate the efficiency of the proposed methodology for comparing
and discussing the results.

KEYWORDS: Algebraic Riccati Equation, H, Filter and H,, Filter.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O estudo da solugao do problema de filtragem (WILLIAM, 1999) possui uma
importancia indiscutivel dentro da engenharia, como pode ser visto em uma gama
de artigos encontrados na literatura. Desde meados do século vinte até entéo, vimos
o desenvolvimento e o constante aprimoramento de técnicas para tratar os mais
diversos casos, desde os problemas lineares mais simples, até os de filtragem robusta
com a incerteza da caracteristica estocastica do ruido ou modelagem imprecisa do
sistema. O objetivo do projeto de filtros & criar um sistema que reproduza sinais de
interesse, reconstituidos com a menor influéncia possivel do ruido presente nos sinais
de entrada do filtro. O estudo do problema de filtragem 6tima aplicada a sistemas
lineares invariantes no tempo comec¢a com Wiener (1949). Em seu trabalho, Wiener
abordou o problema no dominio da frequéncia sob um ponto de vista estocastico.
Kalman (1960, ver bibliografia no apéndice A), a partir da representacao do sistema
em espaco de estados, resolveu 0 mesmo problema para o caso mais geral em que
0s parametros do sistema sdo ndo-estacionarios, podendo variar com o tempo. No
caso estacionario, foco deste trabalho, os filtros de Wiener e Kalman coincidem e
produzem erro minimo em norma H, (BASAR, 1995). Tal filtro possui ordem igual a
do sistema original e proporciona uma solugao recursiva e probabilistica 6tima para
sistemas dinamicos lineares, empregando métodos baseados na equacao de Riccati
(WILLIAN, 1999). A qualidade da estimativa produzida pode ser avaliada através da
norma do erro de estimagéo resultante e, normalmente, a norma H, é utilizada com
essa finalidade. Esse tipo de estimacdo 6tima, no entanto, requer o conhecimento
exato dos sinais atuantes no sistema (KWAKERNAAK, 1972).

O problema de filtragem em norma H_, ao contrario do caso H,, comegou a
ganhar destaque nas Ultimas décadas (BASAR, 2001). O problema consiste em
projetar um filtro que minimize o valor maximo do ganho de energia entre a entrada
do sistema e o erro de estimacéo por ela provocado (ZHOU, 1996), (SHAKED, 1992).
Por serem menos sensiveis a variagbes de parametros do que os estimadores de
variancia minima, os filtros H_, passaram a ter ampla aplicagéo em situagoes que
requerem robustez. Por exemplo, quando o sistema original apresenta algum tipo de
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incerteza quando as caracteristicas estatisticas dos sinais envolvidos no problema
n&o sdo perfeitamente conhecidas (SHAKED, 1992). Em geral, filtragem em norma H,
€ um caso particular da filtragem em norma H_ em regime estacionario quando néo ha
incerteza nas caracteristicas estatisticas dos sinais envolvidos.

No entanto, ha muitos fatores que justificam a reconsideracao do método dos
minimos quadrados para a filtragem em norma H, de aplicagbes em temo real. Em
primeiro lugar, os limites computacionais dos anos 60 que demandavam umaformulacéo
recursiva, tem atualmente quase que desaparecido devido ao avango continuo das
tecnologias computacionais e do emprego dos métodos de otimizacdo convexa
presentes na literatura. A metodologia de programacéo quadratica (PQ), por exemplo,
tem reduzido consideravelmente o tempo necessario para resolver problemas de
programacao nao-linear. Adicionalmente, o desenvolvimento de algoritmos eficientes
baseado em otimizagdo convexa tem permitido um acréscimo significativo de pesquisa
na andlise e sintese de estimadores de estados em que, o projeto de filtragem em
norma H, e H_ tem sido reduzido ao problema de obter uma solugdo definida nao-
negativa da equacao algébrica de Riccati (ARE), ratificando a estreita relacdo entre tal
equacao e o problema de filtragem linear.

Neste contexto, esta dissertacdo tem como objetivo a proposicdo de um novo
método de estimagdo de estado sem o emprego das equacdes algébricas de Riccati,
baseado em programacao quadratica via regides de confianga (TRS — Trust Regions
subproblems), para a obtencéo de forma direta de uma familia de ganhos de filtro
em norma H,e, por extensao, de filtro em norma H,, de sistemas lineares em tempo
discreto e invariantes no espaco de estados. Esta metodologia resulta em problemas
de otimizagc&o convexa computacionalmente mais simples, apresentando propriedades
de estabilidade numérica e matrizes bem condicionadas e um bom potencial para tratar
problemas de filtragem e controle (FACANHA, 2010). Em adicdo, uma das principais
vantagens deste novo método é a possibilidade de projeto de filtros sub6timos com
horizonte de tempo de reduzido para aplicacbes em tempo real. Nao encontramos na
literatura um algoritmo recursivo de estimagao em norma H, com horizonte de tempo
reduzido que seja capaz de determinar um filtro de horizonte de tempo arbitrario para
o qual o erro de estimacado apresente nhorma minima.

1.1 Objetivos da Dissertacao

Esta dissertagédo trata especificamente de problemas de filtragem (H, e H, )
considerando sistemas lineares em tempo discreto representados por modelos no
espaco de estados com os seguintes objetivos gerais e especificos.

1.1.1 Objetivo Geral

Propor uma nova metodologia para sintese de filtros de Kalman e filtros Robustos

via otimizagao convexa.
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1.1.2 Objetivos Especificos

« Formular um novo algoritmo para solugdo do problema de filtragem, inde-
pendente das equacdes de Riccati, baseado em principios de dualidade e
estratégias de condicionamento de matriz, via subproblemas de regides de
confianca.

+ Enunciar teoremas matematicos que garantam a equivaléncia entre as
equacoes de Riccati obtidas via nova metodologia e a tradicional.

«  Compor uma familia de solugcbes de ganho para atender a necessidade do
projeto do filtro.

« Comparar via simulacdes, a abordagem proposta com abordagens tradicio-
nais via equacoes de Riccati.

1.1.3 Organizagédo Geral desta Dissertacéo

Esta dissertacédo esta distribuida em cinco capitulos e quatro apéndices. Um
breve comentério acerca dos demais capitulos sera feito a seguir.

« Capitulo 2: Fundamentos Matematicos

Neste capitulo, apresentaremos os fundamentos tedricos a serem utilizados
no decorrer da dissertacdo envolvendo normas, valores singulares, principios de
dualidade, regides de confianca, Filtros de Kalman e Filtros Robustos.

« Capitulo 3: Nova metodologia para Sintese de Filtro de Kalman

Neste capitulo, apresentaremos como contribuicdo desta dissertacdo uma
metodologia para solucéo do problema de filtragem independente das equacgdes de
Riccati. Obteremos essa metodologia através de teoremas matematicos em forma
quadratica estatica, equivalente ao Lagrangeano do sistema. Esta forma quadratica
estatica sera reescrita em um modelo de horizonte reduzido via estratégia de
regularizacdo através de regides de confianca a fim de se gerar uma familia de ganhos
para o filtro com uma boa estabilidade numérica e solugdes bem condicionadas. Ao final
do capitulo, apresentaremos dois exemplos para analisarmos as principais vantagens
e desvantagens da nova metodologia em relacdo a metodologia de referéncia.

+ Capitulo 4: Nova metodologia para Sintese de Filtro Robusto

Neste capitulo, estenderemos a metodologia proposta no capitulo 3 para obtengao
de uma familia de ganhos para filtros robustos e através de simulagdes realizaremos
uma analise comparativa da metodologia proposta com a metodologia de referéncia
para fins de aplicacdo em projetos de filtros robustos.

« Capitulo 5: Conclusao e Trabalhos Futuros

Por fim, finalizaremos este trabalho apresentando algumas conclusdes e
discutiremos algumas extensdes dos resultados obtidos.
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+ Apéndice A
Apresentaremos um resumo da Bibliografia de Rudolf Emil Kalman.
+  Apéndice B
Apresentaremos o desenvolvimento matematico das equacgdes do Filtro Kalman.
+  Apéndice C
Apresentaremos os fundamentos de otimizagao.
Apéndice D

Apresentaremos alguns casos de analise de condicionamento da matriz H .

1.1.4 Producéo Cientifica

Durante o desenvolvimento deste trabalho tivemos como producgao cientifica o
seguinte artigo:

Facanha, T. S.; Costa Filho, J. T.; Carneiro, A.L. Uma Nova Metodologia para
Sintese de Filtro de Kalman. SBPO-Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional,
2010.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Apresentaremos neste capitulo os fundamentos tedricos a serem utilizados
no decorrer da dissertacdo envolvendo principios de norma e valores singulares que
serao utilizadas para analise, verificacdo de desempenho e estabilidade de sistemas.
Analisaremos os conceitos de dualidade e minimizacdo de quadraticas via regido de
confianca para resolvermos o problema de filtragem 1, e H_ Também analisaremos os
principais conceitos sobre os filtros H, e H_

2.1 Normas H,e H,
As teorias de estimacéo de estado H, e H_ fazem grande uso de normas, que sao
medidas do tamanho de um vetor ou de uma matriz.

2.1.1 Normas de vetores
Definicao 2.1. Seja ¥ um espaco vetorial e xe y €V, a fungéao ”0” é dita ser uma
norma em V se satisfaz as seguintes propriedades:

1) | =0.
2) ”x”=0<:>x=0.

3) x| =lal

) ety <+

,VaeR .

Esta definicao € geral e se aplica, ndo somente a vetores, mais também a matrizes.
Definicao 2.2. Seja x = [x1 i S ]T um vetor de n elementos pertencentes
aos numeros reais. A definicao geral da norma deste vetor é (DOYLE, 1996):

1<p<n

w0\
b, =(Ep1") "
i= (2.1)

Somente trés normas-p, obtidas pelo conjunto p para 1, 2 ou © sdo comumente
usados:
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Nome Formula Comentirios

it
norma -1 [, = 2|, Somatério dos valores absolutos
=1
E—
9 I = |§[¢|* |Raiz quadrada do somatério dos valores absolutos
norma — 2 H)."j = |Z‘x;|
S = quadrado.

o = m:;rx|xﬂ.

norma - oo Maximo valor absoluto

Tabela 2.1 — Resumo de normas de vetores

llustracao geométrica:

Na Figura abaixo é visto uma ilustracdo do lugar geométrico das trés normas
para vetores bidimensionais (n = 2).

X5 A 1
. p=
A thzh I, =1
\| __h’1 ";_I |x|| =|.!.’]|+|_xz|
o
|
'y
< x|, =1 p=2
it i i, =P +
- 1
1
&
& 1 |x|:: =1
_p = T
- o = maxpo s
]

2.1.2 Normas de Matrizes

Estendendo o alcance de normas de vetores para matrizes requer o entendimento

do papel destas matrizes como operador linear, decisivo na teoria de estimacéo de
estado com muitas variaveis.

Recordando a definicdo de multiplicacao de matrizes tem-se: para uma matriz
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ap, a s 2 ay,
A— dsy a-22 dsrs as,
_aml am2 am3 T amn_ mxn

de m-linha e n-coluna no espago R™" e para um vetor de saida y € R e
um vetor de entrada X € ER” escreve-se y = Ax onde cada elemento do vetor de
entrada é dado por ¥y, = 2.7_;a,;X; , sendo que a, é o elemento da matriz A na
linha I e coluna J . Pode-se definir normas uteis para matrizes em termos do ganho
do vetor norma de x para y. Isto é, arazdo da norma de saida V e aentrada X mede
o ganho de A como um operador linear, de entrada no espaco R" e saida no espaco
R™ . Desde que esta relacdo ndo é sempre fixa, mas depende da escolha de x, usa-
se 0 maximo ganho possivel da norma do vetor de entrada para o vetor de saida:

e

I,
xeR 2.2)

A norma da matriz definida neste método é chamada de norma induzida, pois
€ induzida pela escolha da norma do vetor. Existem trés normas de matriz induzida
comumente usadas, correspondentes a normas de vetores para p=1,2 € o

4], =

Nome Férmula Comentirios
I | A.“ ﬁ | Miximo somatério dos valores absolutos das
norma - = max a; colunas.
=0 A) ou Maximo valor singular, denotado de G(.).
norma - 2 A [ A (AT A ]],»;' maxh.( A" A) é o maximo autovalor de A” A |
= |FCLX A T

” H1 t ) Achar Autovalor A;, A, det(Af — A) =

norma - o ”A” = ma_x a a; ‘ Maxima soma da linha (valor absoluto).

~=1

Tabela 2.2 — Resumo de normas de mairizes

Do pontode vistateoérico, paraum ssistema, asnormasinduzidastémainterpretacao
de ganhos de amplificacdo entrada/saida. Outra norma de matriz freqientemente
usada é a norma Frobenius. Ela € definida como:

|A|| \/trago(AT

a|
i=l j=1
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2.1.3 Norma H,para Sistemas Discretos

Anorma H, de uma matriz de transferéncia G(s) € definida por (VIDYASAGAR,
1993):

T

1 . e %
IG|, =( TR{G (e’W)G(e’w)dw})
2 (2.3)

e a correspondente temporal:

()
<. 2”; TAEe s (2.4)

em que a operacgao de integracéo utilizada no caso continuo aparece substituida
pelo somatério. As mesmas propriedades e interpreta¢des discutidas no caso continuo
podem ser transpostas para o caso discreto.

2.1.4 Norma H, para Sistemas

A norma - da funcéo de transferéncia da matriz G(s) pode ser definida por
(ZHOU, 1996; SHARED, 1992):

1611, = max|Gle™ ) e
weR
e a correspondente temporal

o0 weR Hu(t)||2 2.6)

em que u(t) é um vetor sinal de entrada e (Gu)(t) = y(¢) é o correspondente
vetor sinal de saida de G. A norma-2 representa a energia do sinal. A norma- « da
funcdo de transferéncia da o ganho maximo possivel se o ganho é medido usando a
norma-2. A norma -© € uma norma induzida.

2.1.5 Valores singulares

O valor singular de uma matriz A € definido por:
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G (A =JAL(ATA), i=1,2,.n @7

em que O(A) representa o i-ésimo autovalor de A"A, e A7 é a transposta
conjugada de 4.

O maximo valor singular g,, fornece a norma espectral de uma matriz, isto é, seja
A uma matriz, entao:

A= 2 (A7 4)

Uma matriz é dita ser grande se seu menor valor singular g_for grande, e pequena
se seu maior valor singular o,, & muito pequeno, isto é:
Matriz grande: o >>1
Matriz pequena: o, << 1
A seguir tém-se algumas propriedades dos valores singulares:

by Cu=4

o, (A) = lfmin”AA‘ﬂ
2) Vo=

Al=-1
Wl

4) 0<o, (A)<o,(A)

3) o, (A+B)<o,(A)+o,(B), BeC™

g (A+B)<o,(A)+0c,(B)

6)

7 lon (A -1<o,(I+A) <0, (A)+1

) |JM(A}_1| <0,+A)=20,(A)~+]

e

9) Ou(AB) <0, (A)o,(B)

2.2 Dualidade Entre Controlabilidade E Observabilidade

Nesta secao, apresentaremos 0s principais conceitos da dualidade entre
controlabilidade e observabilidade.

Considerando um sistema linear e invariante no tempo, de ordem n, com p
sinais de entrada e ¢ sinais de saida, pode-se escrever a representacao de variaveis
de estado sem ruido na forma matricial como:

X, =Ax, +Bu, (28)
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v, =Cx,+Du, (2.9

onde:

X, - vetor de estados (r X1 ).
i, : vetor de sinais de entrada ( px1).
¥, : vetor de sinais de saida (g x1).

: Matriz dindmica (B X #),

A

B : Matriz de entrada (nX p).
C' : Matriz de saida (gxn).
D

: Matriz do sistema ( g X P ), geralmente essa matriz é nula.

A figura 2.1 mostra a representacéo gréafica do sistema em variaveis de estado.

L 4

D

K =32

A

Figura 2.1 - Representacao do sistema em variaveis de estado

Teorema 2.1. Um sistema dinémico linear invariante no tempo é controlavel se,
e somente se, qualquer das seguintes condi¢cdes equivalentes for satisfeita:

1. Opar (4,B) é controlavel.

2. O posto (rank) da matriz de controlabilidade C. é de mesma ordem que a
matriz 4.

C. = LBE AB: A’B:- --A"'IBJ (2.10)

o

3. Amatriz W =] exp(anBB" exp(a’dr [Z,ZQA'"BBT(AT)W) for definida positiva.

4. A matriz complexa [A—A1,B] tem posto n para A€ C .

5. Os autovalores de (4+ BK) podem ser escolhidos livremente através de
uma escolha adequada de X .

Prova. Ver referéncia (PALHARES, 2000), (ZHOU, 1996).

Teorema 2.2. Um sistema dinamico linear invariante no tempo é observavel se,
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e somente se, qualquer das seguintes condi¢des equivalentes for satisfeita:
1. Opar (4,C) é observavel.

2. O posto (rank) da matriz de Observabilidade O, é de mesma ordem que
a matriz 4. Nota-se que 4 é uma matriz quadrada de ordem #, onde n

indica a ordem do sistema.

C
CA

0. =|CA’

n—1
(€A™ (2.11)

3. O sistema ¢é observavel se, e somente se, a matriz

W, (1) = Texp(ATt)CTC exp(A)dr (: S cary” CTCAmJ for ndo singular para qualquer

m=0

t>0
A-A1
4. Amatrizcomplexa |  |tem posto ! para
5. Os autovalores de (4+LC) podem ser escolhidos livremente através de
uma escolha adequada de [, .

ieC_

g. (4',C") é controlavel.
Prova. Ver referéncia (PALHARES, 2000), (ZHOU, 1996).

Teorema 2.3. Considerando o sistema dindmico expresso nas equacgdes (2.8) e
(2.9). Seja (A4,B,C, D) as matrizes que compde o modelo de espago de estado do
sistema, sua dualidade sera (4",C",B",D"). Portanto, o par (4,B) é controlavel

se, e somente se, o par (4",B") for observavel.
Prova: (A4, B) é controlavel se, e somente se:

W.=> A"BB"(A")"

m=0

for ndo singular para qualquer ¢ > 0. O par (4",B") é observavel se, e somente

se, trocando A4 por A" e C por B”.

W,=> A"BB"(A")"

m=0

for ndo singular para qualquer ¢ > 0.
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2.3 Minimizacao de Quadraticas

Uma vez que os problemas de filtragem neste trabalho serdo resolvidos via
forma quadratica estatica conforme definido em (2.12), apresentaremos a seguir 0s
fundamentos teoricos envolvendo minimizagdo de quadraticas.

2.3.1 Formulagéo do Problema

Dada a matriz simétrica He[(" ", o vetor be[]" e a constante cel], consideraremos
0 seguinte problema de otimizac&o:

. 1
min f(s)= ESTHS +b's+c (212

1
=—s"Hs+b"
e SO =S HSHISHC o Vf(s)=Hs+b e V2f(s)=H para

todo Sel " .Portanto, de acordo com os conceitos de otimalidade de segunda ordem
e convexidade (Apéndice C), podemos classificar facilmente os pontos estacionarios
de (2.12). Com efeito, se s éum ponto minimizador local, necessariamente teremos
H =V*f(s")>0. Poroutro lado, se H =0 , temos que a Hessiana V? f(s)é semi-definida
positiva para todo Se[ " e, em consequéncia, f € uma fungéo convexa. Portanto, se
H>0es um ponto estacionario, necessariamente sera um minimizador global.

Lema21-Se H>0e s um ponto estacionario de (2.12), entéo s éum
minimizador global de (2.12).

Para resolver o problema (2.12) temos a disposicao uma variedade de métodos
tantos diretos como, por exemplo, a decomposicao espectral ou fatoracéo de Cholesky,
quanto iterativos a exemplo do método dos gradientes conjugados. No entanto, o
uso de tais métodos incorre, freqientemente, em um custo operacional intoleravel ou
problemas de instabilidade numérica (LAUB, 1991), além de que, a solucao de (2.12)
via gradientes conjugados podem ser intoleravelmente lenta em problemas de grande
porte, se 0 nimero de condicdo da matriz Hessiana (H) é grande.

Nesses casos, 0 método baseado emregidao de confiangavem sendo recentemente
utilizado para “regularizar” o problema (2.12), de modo que a matriz Hessiana ()
passe a ter um numero de condicdo menor. A estratégia, de modo geral, consiste em se
construir um problema (2.13) equivalente ao original (2.12), porém bem condicionado
e apresentando solugdes estaveis, conforme detalharemos na secéo a seguir.

2.3.2 Método das Regibes de Confianga

As primeiras idéias envolvendo regides de confianga surgiram em um artigo
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de Levenberg (KASSAM, 1985), e posteriormente foram retomadas por Marquardt'
(LANCASTER, 1995) que apresentou, pela primeira vez, a estrutura de subproblemas
de regides de confianca, que permitiram a Powell (NAMARVAR, 2003) desenvolver um
algoritmo de regides de confianga para a resolucao de problemas de minimizagao sem
restricdes. Os métodos de regides de confianga vém sendo utilizados naimplementacéo
de redes neurais (LIU, 2004), reconhecimento de imagens (LEVENBERG, 1944)
e, principalmente, como subproblemas auxiliares para resolucédo de problemas mal
condicionados (LAUB, 1991), (OGATA, 1994), como aqui é o caso. H4 uma vasta teoria
que trata da convergéncia dos métodos de regides de confianca (EBIHARA, 2004),
(NAMARVAR, 2003), (NASCIMENTO, 2007), (OLIVEIRA, 2006), (PEDREGAL, 2004),
atribuindo-lhes um fundamento algébrico bastante intuitivo com fortes propriedades
de convergéncia e comprovada eficiéncia numérica (DOYLE, 1978), (LAUB, 1991) e
(ROJAS, 1985).

Neste trabalho, utilizaremos as idéias subjacentes a regularizagédo, constantes
aos métodos de regides de confiangca, para obtermos uma familia de ganhos com
caracteristicas de robustez que ndo podem ser obtidas por métodos tradicionais de
Riccati.

2.4 Procedimentos de Regularizacao

Nesta secéao, consideraremos o seguinte problema:

min f(s) =%STHS +b's+c

“S” <A (2.13)

ond: H=H"el™ bell" cell ,A>0 < [|=]l,.
convencgao adotada daqui em diante.

Recentemente, alguns autores utilizaram (2.13) como uma maneira de
“regularizar” o problema de minimizar uma quadratica irrestrita, pois a estrutura muito
especial do problema (2.13) proporciona caracterizacbes dos minimizadores muito
mais poderosos que no caso geral de minimizacao restrita (LAUB, 1991). A idéia é
que, quando H é mal condicionada, a solucédo exata de (2.12) carece de sentido, por
ser extremamente sensivel aos erros dos dados, ou ao arredondamento. Por outro
lado, o problema (2.13) é bem condicionado se A ndo é grande. Portanto, substituir
(2.12) por (2.13) assegura uma maior estabilidade numérica uma vez que (2.13) é bem
condicionada para pequenos valores do raio A. Para obtermos um subproblema (2.13)
que fornegca uma solugado para (2.12) apresentando matrizes bem condicionadas e
convergéncia garantida, consideraremos o0s seguintes teoremas a seguir.

1 Dando origem ao algoritmo de Levenberg-Marquardt.
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Teorema 2.4. Seja o problema (2.13), se o vetor = L 10,A] é asolugéo para
(2.13) entéao 5 éuma solugcao para a equacéo da forma:

—k
(H+ul)s =-b (2.14)
Onde: H+ul)20, 120, u(A=IIs"1)=0,
Prova: O problema (2.13) é equivalente a:

min  f(s)
—T— 2
5 S SA 545

Como s éa solucdo de (2.13), 5 satisfaz as condicdes de KKT (Karush - Kun-
Tucker) para (2.15), ou seja, ha um =0 tal que:

Hs +b+ns =0

uGE"TE —AY) =

Portanto, 5 & u verificam (2.14). Para que (H+/11) > (), consideraremos
inicialmente que s # 0 Como s é a solugdo de (2.13), § também & minimizador
global de f(5) sujeito a ||S|| = H H Entso:

—%

fE®2fGE) para todo S tal que HE” = ‘ S

(2.16)

paratodo S tal que HSH - ‘S

Substituindo (2.14) em (2.16), temos:

l—THE —5 (H+ ul)s = 1§*H§*— 5 (H+uls”
2 2 (2.17)

Rearranjando (2.17), temos:

%(E—E*)T(H+,ul)(§—5*) >0

para todo S tal que [[5] = HE H Como 5" #0), as direges 5§ —5  tais que
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||§|| = ‘E* envolvem todas as diregdes do espaco exceto os ortogonais a 5 . Agora,
qualquer vetor ortogonal a 5 & o limite de uma sequéncia de vetores V, para as
quais Vi (H +uD)v, 20 Portanto, passando ao limite, a expressdo VI (H + ul)v =0
valem também para os vetores V ortogonais a E*. Portanto, (H + ul) >20.

Se s = 0, por (2.14) temos que b =0. Entao s =0 & minimizador local de:

N
min 5 "Hs +c¢

s.a ||s” <A

uma vez que H >0 e v/ (H + ul)v >0 vale para todo v e[] ™ com
u=0

No teorema acima, mostramos que, num minimizador global (2.13), a Hessiana
do Lagrangeano deve ser semidefinida positiva globalmente, e ndo apenas restrita a

um subespaco (PEDREGAL, 2004), (BOYD, 1994).
O préximo teorema fornece as condi¢des suficientes que garantem que 5 e

solucéo de (2.13).

Teorema 2.5 - Sejam uell ¢ 5 e[l satisfazendo (2.14) tais que:

(H+uD)5 ==b com (H+pD20 g

Com H semi-definida positiva.
) Se i=0c¢ H?H <A entiio § ¢ a solugio de (2.13).
2y Se HI*H =A , entio S"é a solugao de:
mlm M(E):%E"Hﬁ +c

Sal ”.S_H =A

=A entdio § é a solugio de (2.13). Além disso, se

5

3) Se =0e |

(H + ) ¢ definida positiva, S ¢ dnico em (1), (2) ¢ (3).

Prova: Se e s~ satisfazem (2.18), s~ & minimizador da quadratica:
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M(5)= % S(H +ul )s+5'b+¢

Logo:

M(s)=M(s )+—(_*T 5 —5'%)
(2.19)

Paratodo § €] ". De (2.19) segue-se:

M@G)=2M(s )+—(—*T —5T%)
(2.20)

Para todo § ] " As afirmacdes i), ii) e iii) sdo conseqliéncias imediatas de
(2.20). A unicidade segue de (2.19), pois se (H + ul) 20, a desigualdade é estrita para
S#S - .

Os teoremas 2.4 e 2.5 mostram que, se ha uma solugdo § para o problema
(2.13) situado na fronteira da bola, B [0,A], esta deve satisfazer com seu multiplicador
correspondente u , as seguintes equacoes:

(H +pul )s=-bII5 lI=A

com u>0e (H+ul)>0.
Se 4 =..<4, s30 os autovalores de H, a condigio H + 12 =0 &
equivalentea 1 = —/11.Assim, as limitagdes sobre o multiplicador u, para detectarmos

2.21)

as solucdes na fronteira, se resumem em:

p=max{0,—-4 } 2.22)

Portanto, para encontrarmos solugcbes de (2.13) na superficie da bola basta
perceber que #20 yma vez que H ¢ definida positiva, portanto, o sistema
(H + ul )E*: —b tem como solugéo Unica §=—(H + ul )™'b uma vez que,
neste caso, (H + ul ) € ndo singular. Entéo, encontrar g >0 satisfazendo (2.21) é
equivalente a resolver:

WH +pl ) 'bll=A (5 0

Observacao 2.1. Alguns algoritmos para obtengéo dos valores de x podem ser
encontrados em (BOYD, 2004), (COUTINHO, 2005), (LEVENBERG, 1944) e (LIU,
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2004).
2.5 Filtro H, (Filtro de Kalman)

O Filtro de Kalman (KALMAN, 1960) €, porém, considerado por muitos o grande
avanco dateoria de estimacao do século vinte. Muitas realizacées desde suaintroducao
talvez ndo fossem possiveis sem ele. A Filtragem de Kalman vem sendo aplicada
em areas tao diversas quanto: aeroespacial, navegacado maritima, instrumentacéo de
usinas nucleares, modelamento demografico, astronomia, meteorologia, economia e
industria em geral.

O filtro de Kalman é um estimador para o problema gaussiano linear quadratico.
Tal problema consiste na estimagéo dos estados instantdneos de um sistema linear
dinamico com ruido gaussiano por meio de medi¢cdes linearmente relacionadas aos
estados e também contaminadas por ruido branco. Na pratica, o filiro de Kalman é
um conjunto de equacgdes que oferece uma solu¢cdo computacional eficiente para os
métodos dos minimos quadrados.

Quando as caracteristicas da perturbacdo e do ruido sédo condizentes com as
suposicoes usadas no desenvolvimento do filtro de Kalman, ou seja, sao variaveis
aleatérias brancas e suas densidades espectrais sdo precisamente conhecidas, 0
filtro de Kalman consiste no processo 6timo de estimacao de estados no sentido dos
minimos quadrados e da minima variancia. No caso estacionario, o filiro de Kalman
coincide e produz erro minimo em norma H, . Entretanto, € dificil ter informagoes sobre
as propriedades estocasticos das perturbacdes a priori. Neste caso, a estimacao de
estados baseada no critério dos minimos quadrados pode sofrer uma degradagéo por
causa das incertezas estatisticas das perturbacdes (TAKABA, 1996).

O Filtro de Kalman discreto é um algoritmo linear, recursivo e de variancia
minima para a estimacao dos estados desconhecidos de um sistema dinamico a partir
de medicdes discretas, corrompidas por ruido. Estado, neste contexto, se refere a
qualquer quantidade de interesse envolvido no processo dindmico. Assim, esse filtro é
um procedimento iterativo representado em varias etapas de processamento, conforme
podemos observar na figura 2.2.

erro de covaridncia inicial

(Predicio)

Cilculo do ganho
de Kalman } ]

‘ Projecido adiantada dos

L Estimativainicial e

erros e parimetro
Cileulo do erro de covariancia
para as estimativasatualizadas

Figura 2.2 — Malha usual do Filtro de Kalman

funcio das medidas

Estimativa atvalizada em ’
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Visto que para o desenvolvimento do algoritmo devem-se considerar algumas
propriedades estatisticas das variaveis aleatérias Gaussianas contaminadas com
perturbacdes do sistema e ruidos de medida (GREG, 2001). Estas propriedades
d&o base matematica para o desenvolvimento das principais equacdes do Filtro H,,
conforme podemos observar no Apéndice B.

2.5.1 Formulagdo do Problema e Resumo do Algoritmo do Filtro H,

Considere a descricao do sistema dinamico invariante em tempo discreto exposto
nas equacoes (2.24) e (2.25).

X, =4x +Bw, (224

Y. =C.x, +D,v, k=1, 23K (225

Assume-se que o ruido de processo, W, € [] n, e o ruido de medida,V, € o™,
séo variaveis aleatérias independentes, brancas, de média zero e com distribuicdo de
probabilidade gaussiana. Suas matrizes de correlacdo sdo assumidas conhecidas e
sdo representadas por O, e R, respectivamente.

Apesar de ndo ser muito trivial encontrar os valores de O, e R, é importante
que estas reflitam a precisdo relativa existente entre o0 modelo dindmico e 0 modelo
de medicéao. Isto significa, por exemplo, que se as medi¢des sdo precisas e 0 modelo
dinamico é impreciso, os elementos da matriz O, devem ser maiores que aqueles
de R .Em particular, se as medicdes sao perfeitas, R =0 e se o modelo dinamico é
perfeito, O, = 0. Obviamente, isto ndo acontece na pratica e mesmo se ocorresse,
um filtro de Kalman nédo seria a ferramenta mais apropriada para resolver este
problema.

O vetor de estados a ser estimado é x, € ", enquanto que Yy, € 0™ & o vetor
de medidas. E importante lembrar que o ruido de processo é usado para descrever
tanto os erros ocorridos no processo quanto as incertezas no modelo de estados. As
matrizes 4, , B, , C, e D, possuem dimensées adequadas e a estimativa inicial X,
é X,, sem perda de generalidade.

A estabilidade do filtro de Kalman resulta da iteragdo da equagao de Riccati que
€ dado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.6. (Estabilidade Exponencial do Filtro de Kalman) O filtro de Kalman
€ nominalmente e exponencialmente estavel devido o par (A,C ) ser observavel e
(4,07) ser estabilizavel, R>0 e O, >0.

Prova. Ver referéncias (SOUZA, 1986) e (VICENT, 1991).
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Como ja foi comentado, o filtro de Kalman é o processo 6timo de minimizagdo do
erro quadratico de estimacao de estados, ja que o erro de estimacao é causado pelas
perturbacdes, construidas pelas incertezas na estimativa inicial do vetor de estados e
pelos ruidos de processo e de medida, o problema consiste em determinar a estimativa
fck do vetor de estados através do seguinte processo de otimizacao (SAYED, 2001):

K
. — 2 2 2
min J o, (X, w,v) Ol oy =X 110 + E (tw, 117+ 11y, 117)
0" k_O

(2.26)

Sujeito as equacdes (2.24) e (2.25), e sendo JT uma matriz definida positiva que
representa a incerteza do estado inicial.

O filtro de Kalman estima o vetor de estados de um processo através de um
controle com realimentacéo de estados. Por isso, suas equagdes sao recursivas, 0
que torna o processo de estimagao de estados menos dispendioso em termos de
esforco computacional.

Pelo fato de ofiltro de Kalman ter sido vastamente estudado e aplicado em diversos
problemas, o desenvolvimento matematico do processo de otimizagao anunciado na
equacéo (2.26) é detalhadamente descrito no apéndice B.

Segue abaixo, na Tabela 2.3, um resumo das equacdes do filtro de Kalman.

Equacoes do Filtro de Kalman Discreto

Preditor (Estimativa a priori) J%m-l = [Clir—l”{:k—h'k—l

e - . T Ia
Recursio de Riccati P.,=A P . A ,+B_ 0B
Cdlculo da estimativa X, =%, +K (3, —-Cx.. )

(atualizacdo do estado)

Ciilcullo dg covariﬁnci.ai . P,=(-KC)P,
(atvalizacdo da covaridncia)
Ganho de Kalman K,=P, C/(CP, Cl+R)"

Tabela 2.3 — Resumo das Equacdes do Filtro de Kalman

2.6 Filtro H,

O filtro H_, pode ser definido como um problema de minimizagdo da maxima
energia do erro de estimacéo devido a qualquer tipo de perturbacdo, ou seja, sem
0 conhecimento das caracteristicas estatisticas dos ruidos. A otimalidade do filtro
de Kalman estd fundamentada em algumas aplicagdes particulares, onde ha a
necessidade de conhecimento das caracteristicas do ruido de processo e de medida.
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No entanto, na maioria das aplicacdes, estas informacdes néao estdo disponiveis ou néo
estao bem modeladas. Assim, ndo podemos garantir um bom desempenho para este
filtro. Enquanto isso, o filtro H_ garante um bom desempenho numa determinada faixa
de variagdo do erro de estimac&o. Visto que a norma H_ é uma norma L, induzida, o
problema de otimizagcado H_ pode ser considerado como um problema de otimizac&o
minimax (SHARED, 1992).

Entéo é necessario obter um ganho que minimize o efeito da perturbagéo sobre
a saida regulada. Nesta secéo, faremos uma apresentacdo das caracteristicas do
filtro H_ e apresentaremos as equagdes que definem o filtro robusto para sistemas
dinamicos em tempo discreto.

2.6.1 Formulag&o do Problema

NoOs consideraremos o sistema dinamico discreto no tempo:
X = Ax + Bow, X, =0 (227)

. =C.x, + D, k=1,2,3K (228

Onde x, €Ul " y, €l 7 sdoosvetoresde estado e medicao, respectivamente.
Considera-se o ruido do processo, w, € ™, e o ruido da medida, v, €U q, estas
variaveis sdo desconhecidas, visto que s&o sinais arbitrarios em ZL,[0,K]. O ruido
do processo é utilizado para descrever tanto erros ocorridos no processo, como
também para descrever as incertezas do modelo de estados. Assumimos que D, é
ndo —singular, entdo R, = D,.D{ >0 e que as matrizes 4,,B,,C, e D, possuem
dimensdes apropriadas.

Este sistema n&o possui entrada controlada. Entdo, temos que estimar o

vetor de estados, X,, e também a saida regulada do sistema, Z, . Defini-se estimar
z, €U 7 por:

z, =L Xx
k kk(2.09)

Consideramos 2k como a estimativa de Z, baseada em {yo,---,yk}. Também
supomos que a estimativa do estado inicial X, , a priori, € definido por X, . A matriz L,

possue dimensao apropriada.
2

A estimativa, fk, tenta minimizar o erro de estimacao ao quadrado,sz:oHZk -
, enquanto se tenta maximizar o erro de estimativa ao quadrado das perturbacdes do
sistema. A partir dos valores arbitrarios de ||Wk || : ||Vk|| e ||x0|| que determinam o maior
erro de estimacao, podemos definir a fungcao custo, J, como:

Uma Nova Metodologia Para Sintese de Filtros H,E H_| Capitulo 2



Ju (& X,,w,v) = Z}io”zk —Z ”2 -7 (Zf:o|\wk\|2 + Z:’:()H"kl\z +x _J_Co”if1 ) (2.30)

Entdo, o problema da filtragem H_é encontrar as estimativas ka e fk que
satisfacam:

‘ 2

2

N A
Zk=()HZk R <y

N 2 N 2 — 2
S+ X e ml

sup

A constante positiva )~ representa a magnitude de uma penalidade com relacao
a perturbacao e TT € uma matriz definida positiva que representa a incerteza do estado
inicial, X,. Assim, este problema consiste em determinar as estimativas X, e fk que

satisfagam, j,,_(z:x,,w,1) <0 sujeitosa D oWl + 2o Vel +% =% [ #0.

O problema da filtragem H_ pode ser formulado como um problema minimax da
funcéo custo J 11 (25 X4, W,V). Ao compararmos a funcéo custo na equacéo (2.30) com
a funcéo custo utilizada para o filtro de Kalman em (2.26), notamos que a equacéo
(2.26) é parte da equacgao (2.30), onde a fung¢ao custo do filtro H_ pode ser reescrita
como:

T, (232, w,v) = Z:,:()sz ~% ‘2

_7/2{][-12 (XO,W,V)} P

32)

Desta forma, quanto maior € o valor do pardmetro y”em comparagdo com a
energia do erro de estimagao, menor é a influencia da minimizacdo com respeito a fk
no processo de estimacéo. Portanto, para valores elevados do parametro )/, o filtro H,
tende a se aproximar do filtro de Kalman. Como este parametro indica o limite superior
de energia dos erros de estimagao devido as perturbacdes e incertezas, ele pode ser
usado para determinar o grau de robustez do filtro.

Continuando a formulac¢do do problema do filtro H_, com a utilizacado da equacgéo
(2.28), que relaciona o vetor de medida, ), ao ruido de medida, Vv, , obtem-se:

Vi :Dk_l(yk _Ck'xk)(

2.33)

Desenvolvendo a norma, ||vk||2 , temos:
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Hvk “2 = V/i»rvk =(y, —Cx, )T-(D/CTD/C )71-()’,& —Cx,)

=y, —Crx, )T (R, )71 (¥ —C.x)
2
N ”yk ~ ”R’“l (2.34)

Entao, substituindo as equacdes (2.29) e (2.34) na equacéo (2.30) podemos
reescrever a fungdo custo do filtro H_:

N

S, (Z5%,W,V) = Zk:()“kak — Zx ”2 -y (Z::o”wk “2

+z:/:0 ”)’k —Cx;

2
R + ”xO

— %l (2.35)

Assim, o0 problema minimax entre fk e (XO,Wk,Vk) passa a ser entre fk
e (x),W,,),). As estimativas 4timas sdo denotadas, respectivamente, por Z,e
(X0, Wes ).

O ruido de processo ou perturbacao do pior caso é representado por WZ . O ruido
de medida do pior caso, v,t , corresponde a medida y,t . A solucéo 6tima do problema
minimax & definida por (Z;,X,, W, ,V,) .

Para maximizar a equacéao (2.35) em relacéo x, e w, , obtemos a seguinte fungcéo
hamiltoniana da equacéao (2.35).

1 _ .
H, =E7’ 2-”ka1< — 3

bl
2 k

ﬂ_Q%ﬁd
1 _
_E {on ~X H;' } + AkTH (Ax, +Bw,) (2.36)

k 3k
Seja (xk J“k ) a trajetéria 6tima de (Xk s /1,( ) gue corresponde a perturbacéo do
pior caso WZ. Verificam-se as seguintes condicoes necessarias de otimalidade:

1. Condicao de estado:

oH,

ES * ES ES
=X = Xy = AX +Bw,
aﬂ’kﬂ

2. Condicao do hamiltoniano:
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+1

H o= i{—lw,fwk + ﬂ,kTHBkwk} =0=>w, =B,
ow, ow, | 2

oH, ..
3. Condigéo de co-estado: = }bk
Ox,

’1: = y_zLika: — ]/_zLizk + AkT’l;l + C]?Rk_lyk - CkTRk_ICka

4. Condigcéo de contorno: - /10
0x,

=S - -5

ox,
assim, temos:

*k

X, = x, + 114,

As equacbes encontradas a partir da verificagcdo das condi¢cdes necessarias de
otimalidade constituem um problema de TPBVP (Two Point Bundary Values Problem)
(SHARED,1995)(TAKABA, 1996).

In - B]f BIZP x; +1 | _ A'k 0 'xlj
o A |4l LCIR'C-EL 1) A

A partir da analise destas condi¢cdes de otimalidade no hamiltoniano da funcéo
custo do filtro robusto (2.36) e ap6s algumas manipulagdes algébricas, podemos
obter as equacgdes do filtro, bastante conhecida na literatura atual (TAKABA, 1996) e
descritas na Tabela 2.4.

Uma Nova Metodologia Para Sintese de Filtros H,E H_| Capitulo 2




Equagdes do Filtro H, (Filtro Robusto)

Saida Regulada do Sistema =L,

Ganho de Kalman K =P, C(CP, C+R)"

Célculo da estimativa %, =%, K0, -Ci.,.)
(atualizagdo do estado)

Cdlculo da covarifincia P =AP E;I A; +B, B, P =TI

(atualizagdo da covaridncia)

E, =1 +(C/R'C, -y LL)P

Tabela 2.4 — Resumo das Equagdes do Filtro H_
2.7 Dualidade entre Filtro de Kalman e o Regulador Linear Quadratico

O exemplo melhor conhecido da dualidade entre estimacdo e controle é a
dualidade entre o filiro de Kalman e o regulador linear quadratico (NAIDU, 2002).
Este significado tedrico torna possivel a aplicacdo de algoritmos de estimacdo em
problemas de controle e vice-versa. Neste trabalho, esta dualidade é considerada na
deducéo desta nova medologia de sintese do filtro de Kalman.

Seguindo a notagcdo adotada para a formulagao do problema de filtro de Kalman,
apresentamos sucintamente o seguinte problema de controle 6timo de sistema
dinamico invariante no tempo:

Sitema Dinamico: X,,, = Ax, + Hu, + Bw, (2.37)
1
Funcao Custo: J(x,,u,,k) = xNQxN +5u,fRuk (2.38)

Para a obtengcdo do controlador 6timo & também empregada uma funcéo
quadratica:

v(xk,k)=%x,kaxx oo
.39

Definindo a equacgao de Bellman (BERTSEKAS, 1996), temos:
]EXZVka = muin {]EMZRM/C + —XZQX/( + %(Axk + Hu, )T‘//(+1(Ax/< + Hu/()}

(2.40)

Minimizando analiticamente o hamiltoniano, resultando em:
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w, =—(R+H'"V, [HY'H"V, A, 5 4

Substituindo a equacao (2.41) na equacao de Bellman, encontraremos a equacao
de Riccati em tempo discreto:

Vk =0+ ATVk+1A - ATVk+1H(R + HkTVk+1H)_1 HkTVk+1A (2.42)

onde, podemos observar que a equacao (2.42) é idéntica a equacéo do caculo
de , Buxo1 descrita na tabela 2.3.

Relacao entre as Equacdes de Riccati discreta e continua

Para o regulador linear quadratico, a equacao de Riccati em tempo continuo
pode ser definida, utilizando as equacdes de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) (PANDY,
2001):

_V = QO+ A"V +VA-VHR'H'V (2.43)

Para o filtro de Kalman-Bucy (MORTENSEN, 1968), a equacdo de Riccati em
tempo continuo é dada como:

S=C"(DD"Y'C—-A"S —SA—SBR'B"S (2.1
onde S é ainversa da matriz de covariancia.
Comparando a equacédo de Riccati para o regulador linear quadratico (2.43) e
filtro de Kalman (2.44), obtemos a dualidade de Kalman em tempo continuo na Tabela

2.5:
Regulador Linear | Filtro de Kalman
Quadritico
\% p!
A —-A
HR'H" BR'B'
Q cT(pD™Y'C

Tabela 2.5 — Dualidade: Filtro Kalman (informagéo) e LQR

Porém, é possivel obtermos uma nova forma de dualidade entre controle e
estimacéo. Seja a inversa da matriz de covariancia S = P~' . Esta correspondéncia

Capitulo 2
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resulta numa equivaléncia entre ¥ e P! (TODOROV, 2006). Vamos o explorar o
fato de que, se S uma matriz simétrica definida positiva, a derivada no tempo de sua

inversa é:

i[S’l] =—-S'Ss!
dt (2.45)

Substituindo S = P~ na equacao (2.44), obtemos:

P=—P'SP™ 24

Na equacéo de Riccati (2.44) substituimos S ' por P, temos:

S=C"(DD")'C—-A"P"'—P'A—P'BR'B" P (2.47)

Substituindo a equacao (2.47) na (2.46) e organizando os termos, obteremos a
seguinte equacao de Riccati para filtros:

P=—P[CT(DD")Y'C—A"P'—P'A—P'BB"P'1P
P=BR'B" + AP+ PA" — PC" (DD")™'CP (2.48)

Assim, comparando esta nova forma da equacao de Riccati (2.48) com a equacéo
(2.43), nota-se:

Regulador Linear | Filtro de Kalman
Quadratico
V P
A A’
H c’
R DD'
Q BR™'B"

Tabela 2.6 — Dualidade: Filtro de Kalman e LQR

Esta dualidade ndo pode ser generalizada, € especificamente entre filtros e
controle LQR Gaussiano (NAIDU, 2002). Nesta secéo, observamos a dualidade entre
o filtro e o controle LQR em tempo continuo mais também se pode considerar esta
mesma relagcao em tempo discreto, através de uma aproximacao de Euler.

X, < x(kA), A<~ (I+AA), B<— (I +AB),R< AR, Q <~ AQ (2.49)

Uma Nova Metodologia Para Sintese de Filtros H,E H_| Capitulo 2



onde A é o intervalo de tempo, utilizado na aproximacao de Euler para mapear
um sistema continuo em um sistema discreto, ou seja, obter uma solu¢éo exata para
o controle LQR em tempo discreto.

Analisaremos uma relacao entre as equacdes de Riccati para controle LQR em
tempo continuo e discreto, conforme mostrado na proposicéo 2.1. Desta relagéo fica
evidente que a equacao de Riccati em tempo discreto (2.43) possui mais termos do
gue a equacao de Riccati em tempo continuo (2.44).

Proposicao 2.1. As equacgdes de Riccati em tempo continuo e tempo discreto
descritas pela equacéo (2.50) sao idénticos no limite A - 0

Vi

_ 2
%:QwLATVk o(A7)

+V

A=V _ HR+AH'V, H)Y'H'V,_ + (2.50)

+1

(2.50)
onde o(A”) sdo os termos de segunda ordem.

Prova: Substituir as matrizes da equacéo (2.42) com seus analogos em tempo
continuo (2.49) obtemos:

V., =AQ+(I+AA)'V, (I +AA) — (I + AAV,, AH(AR+AH'V,_ H) "' AH"V, (I + AA)
= AQ + Vk+1 + Vk+1AA + AATVHI + AZATV:HIA
+(V AH + AV, AHYAR+ANH'V_ H) ' (AH"V,,,+A°H'V, | A)

Eliminando os termos de segunda ordem, temos:

V,=AQ+V,  +AV, A+AA"V,  —AV, HR+AH'V_H)'H'V,_,
Reorganizando os termos e incluindo o termo de segunda ordem o(A%) , temos:

Vk

_ 2
%:Q_;_IqTV]C V. +@

+ Vk+1A_Vk+1H(R + AHkTVkHH)_l HkT k+1

+1

Tirando o limite A - 0 , obtemos a equacgao de Riccati em tempo continuo (2.43).
2.8 Comentario Final

Neste capitulo, analisamos o0s aspectos mais importantes que serao empregados
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na estruturagcdo da nova metodologia para filtros, referentes normas H, e H_, dualidade,
minimizacéo de quadraticas, regides de confianga, procedimentos de regularizagao de
(2.21), sistema observavel e filtro H, e H_..

No capitulo a seguir, apresentaremos um novo método para a solugcéo do
problema de filtragem aplicando dualidade, sem recorremos as tradicionais equacoes
de Riccati, e demonstraremos a equivaléncia entre o método proposto e o convencional
para filtros.
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CAPITULO 3

NOVA METODOLOGIA PARA SINTESE DO FILTRO
DE KALMAN

Este capitulo tem como objetivo propor um novo método em estimacdo de
estados, baseado em programacao quadratica, para a obtencdo de forma direta de
filtro em norma H,. Uma das principais vantagens deste novo método é a possibilidade
de ser obter projetos de filtros com horizonte de tempo de reduzido para aplicacées
em tempo real.

Ao final do capitulo, apresentaremos dois exemplos didaticos para ilustrar as
principais vantagens do novo método. Esta metodologia, com consisténcia algébrica
(boas propriedades de estabilidade numérica e matrizes bem condicionadas)
subjacente, possibilitar-nos a obter uma familia de resultados subétimos para filtros,
em alguns casos, até melhores que as obtidas via solu¢ado recursiva de Riccati.

3.1 Condicoes de Otimalidade

A partir da notagao do problema de filtragem adotada no capitulo Il, considere a
seguinte fungao custo do filtro de Kalman (2.26):

Ty G ) =% =T+ 2 Il + 20 Il

Continuando a formulacao do problema do filtro de Kalman, com a utilizacao da
equacao (2.25), que relaciona o vetor de medida, Y, , ao ruido de medida, v, , obtém-
se:

Vi = Dk_l(yk -Cx,) (3.1)

2
Desenvolvendo a norma, ||Vk|| , temos:
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HVkHZ = V}:Vk = (yk _Ckxk )T -(DZDk )_1'(yk _Ckxk)

=(y —Cx, )T (R, )_1-(yk —Cx,)

B Hyk G HRk_' (3.2)

Entao, substituindo a equacao (3.2) na equacéo (2.26) podemos reescrever a
fungao custo do filtro

Sy, (X, w,v) = on _)_50”121—1 + ZszoHWk ; + Zszouyk —C.x,

2
-1
R (3.3

Assim, o problema de minimizacédo da funcédo custo do filtro H, passa a ser
determinada em relagdo a (x,,W;,),) e ndo mais em (X,,W,,V,). Para minimizar
JH2 em relacdo a X, e W, formamos o hamiltoniano:

2

H, = on _x0”n—l

+||Wk||ik + 3 _Ckkajek—l + A (A, + Bow,) 54

Verificando as condigbes necessérias de otimalidade, temos:
Condicao de estado:

aH * * *
ko _
on =Xy = X = Ax +Bow,

k+1 (3.5)

Condicao Hamiltoniano:

oH o |1 x _
aw: =0:>%k{5w,{Rka +ikT+lBka}=0:> W, :_Rlegﬂk+l

(3.6)

Condicao Co-Estado:

* * a ]. —
=, =>4 = —8 {——(ykT —kaCkT)Rkl(yk —Ckxk)+/1,f+1Akxk}
X, 2

OH,
ox,

A =C/R'C,x,+A ..,
(3.7)
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Condicao Contorno:

oH,

Ox,

=4 =>4 o —E(ch—xoT)H (X — %)

0 (3.8)

Visto que o problema é convexo, estas condicbes sao necessarias e suficientes.
Assim, devido a inexisténcia de procedimentos de recorréncia, os calculos de W, e
X, em (3.6) e (3.7), depende somente de /lkﬂ, assim:

*

w, =—R.'Bi 4, (3.9)
x, =0 (4 — A" 4,0 (310

xy =Q ', @11)

3.2 Particularidade da Formulacao do Problema de Filtragem

Considerando fck ser uma estimativa de X, , baseado na medicao de {yo, “ees yk}
, podemos reescrever a equacao (3.1):

-1 A
v =D C(x, =) (3.12)

Definindo X, = X, — X, como sendo o vetor dos residuos entre os estados reais e
os estimados. Podemos reescrever a fungéo custo (3.3) do filtro:

~ A |12 ul ~ |12 ul 2
T2 (B w0y = = F [ + Z”xk”Q * Z”Wk Ry
k=0 k=0
T p-1
onde Q = Ck R Ck.
Empregando os resultados descritos nas Tabelas (2.5) e (2.6), podemos redefinir
Q = B, R 'B] e afuncéo lagrangeana do sistema como:

N
I(X oWy A k) = on _)_50”21-[—1 +Z(”j€k ”; + Hwk ;( )+ ;LJil(Akak +C1{wk — X))
k=0

(3.14)

3.3 Formulacao Dual via Programacao Quadratica

O problema de filtragem 6tima discreta envolve uma solucéo iterativa de uma
sequéncia de sistemas resultantes da discretizacdo de um processo continuo,
representado por equacgdes diferenciais parciais que descrevem seu comportamento
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dindmico. De modo geral, em intervalos de tempo menores tornam mais precisa
a aproximacao discreta, porém aumentam o numero de varidveis de estado. Para
obtencéo de solugdes eficientes, ha a necessidade de explorar estruturas matriciais
especiais.

Neste trabalho, estendemos o conceito da teoria de dualidade para estabelecer
relacbes entre estruturas algébricas resultantes de transformagbes duais de um
conjunto de equacgdes dindmicas complexas em um conjunto de equacdes estaticas
mais simples. Assim, consideraremos o seguinte problema dual:

max L (4,,))

’lk-f—l

sa V,  I(x ,w ,4,.,k)=0

(3.15)
Onde, L(ﬁ'k+l) = I;I'Vlin l(xk ’Wk ’ﬂk_;_] ’k) .
Podemos reescrever este problema dual:
max min [(x, ,w 4, ,K)
At Wik
n
sa A, €l
Xg=¢
- - ] oAk
Xy =0 Ay
H _ _1 &
Wi = R Ck A’kﬂ
~ -1 *
X = Q (/lk —-A ;{’k+1) (3.16)

A solucao dual pode ser obtida numericamente por técnicas do tipo gradiente
(DOYLE, 1978), entretanto é computacionalmente dispendioso, pois envolve umagrande
quantidade de calculos. Para reduzirmos os custos computacionais e simplificarmos o
processo, propomos dada a concavidade estrita da funcdo VL(4,,,), uma reformulacéo
do problema dual dindmico de modo a obtermos uma forma quadratica estatica definida
no teorema a seguir.

Teorema 3.1 — Dada a concavidade da funcdo dual VL(4,,,) e as restricoes
dadas por (3.16), o problema dual dindmico pode ser resolvido através da seguinte
forma quadratica estatica:
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ATHA+ATh+¢
(3.17)

min M (A1) =

N | =

sa Ael™

~

onde, HannN € uma atriz simétrica por bloco tridiagonal, definida positiva e
formada por N? blocos de dimensdes 1 X 1, b & um vetor de dimensées nNxl,

celle ] el™ dado por:

A=[4 ... AN]T el ™

(3.18)

Prova: Para obter a forma quadratica estatica da equacéo (3.17), iniciamos com
a substituicdo das restricbes dadas na equacéo (3.16) na equacao (3.14) em seguida,
expandimos os termos do somatério para os valores de k=0,1,..,N -1, conforme
podemos observar abaixo:

Para k=0

. P B . o . .
I(x,.w,.4,,0)= Exli.QxN + E[x;; Ox, + wf‘; Rw, ]+ /T{r [A(;r X, +C;j W, — X, ]
L EQR, = AL0T00 Ay = AL0 2,
sowy Rwy = (=R'CyA) R(=R'C,A) =4 C/R'C, A,

DA A F +Cowy — X 1= A A F + A Cow, — A K
=4 A X+ A Co(—RC ) - A0 (A4 - A A)]
=N A Z -~ A CRCA-A QO A+AH O AL

Assim:

- 1 _ | P | .
[(x,,w,,4,0) :EJ;Q Ay +5ngx0 —EA,TCOTR 'C A,
4 MK A QAT QTAL

Utilizaremos um artificio matematico para incluir no somatério os termos
(-ATO'A,+A]0'A /12)_

Para k=1:
Podemos definir a equag¢ao quadratica estatica como:
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— 1 | B | -
LD =S 40 Ay + 158 0% ~ S ATCIR A+ AT AT,

N-1 -

IS | -
+Z[E X, O%, __’q“A—TnCER Cohin + A AT =40 A,
k=1

+A QA A 1+ [-A,07' A, + AL0TTA AL ]

Onde:

| ST S T AT .
g [E X, OF, _EH{‘C{; R'Cy A+ 4 Ayx,] para o instante kK =0,

|-A, O '/1 +ﬁ.iQ_1Ai/1-\ 1| para o instante k = (N —1) |

ﬂ
E X::Q:ER= [Q_l (’:L ' AR;"!H] )-lll Q [Q_l{;" K A /1,{-4.1)]
= [';I“A-TQ_%& _’J“L-THA;Q_I)“L- o ’IEQ_IAk;'ml +A&+1A1< Q An'ﬂhm
' A;HAI ’l:ﬂA;[Q_l(;{i o AA- ﬂ“;f;l )]
=2 Q A~ A A QAL

Assim a equacao quadratica estatica pode ser reescrita:

> 1 - _
L(A)= ——,f{‘iQ A +[ X Q"'_E/'-‘ITCT TCoA A Agx]
NI

+3 LA O A+ S AL QA+ A0 AT,

]
}l+l(C R_lc +AﬁQ_lA )/17,+1J

(3.19)

Agrupando os termos segundo os vetores adjuntos, obtemos a matriz H :

'V, W 0 0
whv, wo-. 0
aolo . . .
o .o
0o 0 0 W' V|

Ao calcular os valores de cada termo da matriz, temos:
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Portanto, a forma quadratica estatica esta definida:
7 =7 77
m?xL (1) =52. HA+A b+c

Visto que maximizar (1) € equivalente a minimizar —L(4) na mesma regiéo do
espago (POWER, 1984). Considerando M (1) =-L(1), teremos:

onde: H =—H ,b=-b ¢ E=—c.

Observacao 3.1: A matriz H é definida positiva. Pois, por definicdo, temos que
0=0">0 e R=R" >0, assim, como a soma de uma matriz definida positiva (R) com
uma semi-definida positiva (Q) é uma matriz definida positiva, ao considerarmos
Vi=-V, | temos entédo que % >0. Utilizando a mesma argumentacéo para /> >0 e 7, >0,

A seguir, apresentaremos o Lema 3.1, referente ao complemento de Schur,
para ratificarmos nossa argumentacao a favor de H ser definida positiva. Podemos
encontrar algumas aplicagbes e demonstragdes do Lema 3.1 em Boyd (1996), Cruz
(1996), Feingold (1962), Kassam (1995) e Wang (1998).

Lemas 3.1 (Complemento de Schur) - Para a matriz simétrica [T :

~

—

I
o §I <
SIS =
SNEE o
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As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

i. TI>0

ii. >0

—_

>0

iii.

(35}

. V>0, V,- WV W >0

Através da argumentacédo inicial, observacdo 3.1, temos que os blocos da
diagonal principal de H(¥,.V,.V,) sdo definidos positivos e pelo Lema 3.1, sem perda de
generalidade, o conjunto {V, >0,V,-W'V,"'W >0} é equivalente a:

Pois a matriz:
fi-| % 0
1o VvV, -W'V'W

E definida positiva se, e somente se, V>0 € V>0 e V, —-W'V,'W >0~ Neste
sentido, ao definirmos uma matriz inversivel T :

Assim, temos que:

S I 7 U
fn=r|_  _|T
W'V,

Entao, podemos concluir que a matriz H é definida positiva e, portanto, por
extensdo temos [[>0 e A > 0.

3.4 Novo Algoritmo para Equacao Algébrica de Riccati

Apresentaremos a seguir, para projeto de filtro de Kalman, uma extenséo de dois
teoremas propostos em Nascimento (2007) para se obter uma solugao alternativa da
equacao algébrica de Riccati e uma matriz de ganho de Kalman F . Nestes teoremas
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esta garantida a existéncia de uma solucédo da equacao de Riccati recursiva que é
idéntica a solucéo classica baseada, por exemplo, em programacéo dinamica (KIRK,
1970). Para a nova sintese do filtro de Kalman, apresentamos somente a forma
equivalente dos teoremas propostos para a solucéo equacéo de Riccati, explorando o
resultado tedrico da dualidade entre estimacgéo e controle.

Teorema 3.2 — Ao considerarmos um problema de filtragem, existe uma funcéo
matricial P,, tal que:

P, =AH A" +Q (3.0

Para o menor valor do indice de desempenho dado por:

.o o L7, -
J (X, W, k) =minJ (X, ,w, ,k) ==X, P, X,
Wi

(3.21)

Prova: Para provar o teorema 3.2, necessitamos do seguinte valor 6timo de /T*
dado pela equacéo (3.17):

V,MA)=HA - b=0

Organizando os termos:

AT=H"b 3

Na formulagcao matricial da equacéo (3.22), temos:

4 Izu Izlz Izw ATxo
/’1'2 _ Hzl sz Hzl Onxl
/IN HN] I__INN Onxl

Ou
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Considerando, sem perda de generalidade, N =2, temos:

|:/1lj|:|:ﬁ]l ﬁl2:||:AT‘xO:|
/’LZ H2] H22 Omm
Portanto, temos a seguinte identidade:

|: ‘71 W:||:ﬁ11 ﬁ12:|_|:1n.xn Onxnj|

WT V2 H21 H22 Onxn Inxn (324)

Assim, a equacéo (3.13) pode ser reescrita para N =2, k=0,1,2 obteremos:

- 7

%, o o0 o o]z

_ 1, X 0O @ 0 0|l =x

S (K K = E)CE,-Q.XT(, * Wi O O R O|lw,
w, (0] 0 (0] R w, (325)

Substituindo as restricées (3.16) na equacéo (3.25), temos:

0'h-Ar)[[e 0 0 olQ-al)
1 ~1
J(xk,mf..k)=lx§Qx0+ Qilﬂz 0 Q0 0 0 ingﬂ
2 -R'C 4 0 0 R 0|| —R'CA
-R7'C 4, 0 0 0 R -R7'C 2,
Definindo alguns termos:
0 (A4 -A4) 0 0 0 0
re Q’]ﬂz s 200
-R'C A 0 0 RO
—R7'C 4, 0 0 0 R
A equacéo:
J (%, W, k)—lchch +irreor
ek 27050 2 (3.26)

Entdo, substituindo 4, = H,,A"%, e A, = H,,A" %, na equacéo (3.26), teremos:

.o | _ .
J (X .w, k) :Exéon +ExéA H (VH, -WH,)A"%,

1.y or o505 = -
+5x§AH; WV, H, +W"H A", (3.27)
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Ao considerar a matriz identidade (3.24) e a equacgéao (3.27), temos:

| T [ I .
— X, OX, +5xg AH, (I, )A'X, + Exg AH] (0 _)AX,

J (X, w, k) =
2 (3.28)

Organizando os termos:

o~ 1 ~T - T ~
J (X, . w k)=—Xx,(AH A + X
( k k ) 2 0( 11 Q) 0 (329)

Assim, para k=0,1,...,N-1 e estrutura citada na equacéo (3.29) permanece
inalterada. Portanto, concluimos que a partir da equacéo (3.21), a matriz P, fornece o
custo minimo, quando esta definida na forma:

P, = AH A" +Q (330

Proposicao 3.1 — Ao considerarmos a equacéao do sistema:

~ AT~ T 4~
X, =AXx +C, Ax,

E possivel definir o ganho F :

F=(CrA)" (©-A7)
=(CIA)'[Q'(H, Al — A H, Al )— A"l (3.31)

Prova: Para N =2, sem perda de generalidade, temos:

{2‘1 } _ {I—_Iu H12:||:ATXO:|
A H, H,| 0,, (3.32)

Ou seja, a exemplo de (3.23), temos A, = H,, A" x, e A, = H,, A" x,.
Portanto de
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k
~ T ~
xl—(AA) X,

F

Ao considerarmos a equacgao das restricoes (3.16), temos:

5 =0"'(14 —A )
=Q '"(H,,A— AH, A")X,

Ou seja:

X, = (@)k X,

Portanto:

x=(0®) x, e AL=0

E, como gostariamos:

F=(C")'O-A"] 333

Teorema 3.3- Para garantir a existéncia da matriz C que satisfaca (3.32):
®@=Q'(H,-AH,)A"
Existe F , a solucéo de (3.31), se e somente se:

U (C{ATF) =0 (334
onde:
Z
c"=[u, U,
[ ][0} (3.35)

Visto que a matriz U=[U, U,] é ortogonal e z é nédo singular. Entdo, ¢ é dado
explicitamente por:

F=Z"U](©®-A") (3.36)

Prova: Consideramos que C tem posto completo. Isto implica na existéncia da
decomposicédo em (3.35). A partir de (3.31), F deve satisfazer:

C'F=0- A"
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Multiplicando as equagodes por g7, temos:

ZF =U} (©-A")
0=U/(@-A")
Pelo qual (3.34) e (3.35) seguem diretamente.

Comentario 3.2. A equacéo (3.36) implica que F existe se, se e somente se,
R{F — A"} R{C"y=NR{U,} onde R{.} €0 espaco range. Para a decomposicao
em (3.35) de C", pode-se utilizar, por exemplo, decomposicado por valores singulares
(FARIAS, 1998), em que Z =2V, onde = = diagonal{c, .o, ,....c, }, é
uma matriz positiva e ¥ € uma matriz ortogonal. Outro método de fatorizagdo que pode
ser empregado € a decomposicao QR, e neste caso, Z é a matriz triangular superior.

Comentario 3.3. Uma alternativa para calcularmos o ganho £ é realizarmos
uma alocacgao de polos, com o objetivo de incluir todos os autovalores do sistema em
malha fechada em uma sub-regido do plano convexo, através da determinagdo de uma
lei de estimacéo conveniente. A localizacdo dos polos do sistema estéd diretamente
relacionada com os indices de desempenho do sistema. Para alocar arbitrariamente
todos os pdlos do sistema é necessario que todas as variaveis de estado possam ser
medidas ou observadas com sucesso, ou seja, 0 sistema deve ser completamente
observavel. Existem funcbes do Matlab para calcular este ganho, a partir da informacéao
de (A{.C; A) e da localizacdo desejada para os polos. Neste trabalho utilizamos o

T T
comando place (4 -Ci 4 P)

, este algoritmo empregado na funcéo place encontra
uma solugao robusta para sistemas com multiplas entradas. Mesmo para sistemas
com uma unica entrada recomenda-se o0 uso da fungao place.

A Tabela 3.2, mostra um resumo entre a solugéo de Riccati (P,.) € a nova

metodologia (7;;") abordada:

i = T T
Modelo do sistema %, =A% +Clw,

- T~ T
Yy =B x5, + Dy,

lN—l

Funcao custo 5 | . ~T e
J(E,w, k) =ExNQxN+EZ[x}: k+w§ka]
=0

Solugdo Otimizada

. 1. — -
J(F,w, k) = ExoT (AH“AT + )%,

Pye P=APA" — APCT[C'PC+ R CPA +Q

P P=AH A" +Q

Ganho Kalman K= PCT[R n CPCT]—I

Ganho FCE F= (Y107 Hyd ~ A A )= A']

Tabela 3.1 — Comparacao entre Filtro via Riccati e nova metodologia
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Embora o algoritmo proposto necessite da inversa da matriz Hessiana ( f7),
conforme definido na equacéao (3.22), temos que esta matriz inversa pode ser calculada
off-line utilizando diversos métodos numéricos tais como: fatorizacdo de House-Holder
(FILHO, 2003), rotacao de Givens (FILHO, 2003), fatorizacdo de Cholesky (CAMPOS,
2008) e decomposicao em valores singulares (FILHO, 2004).

A aplicacao direta de algoritmos de otimizagdo néo linear estatica a problemas
dindmicos pode resultar em métodos de otimizacdo com problemas de estabilidade
numérica. Considerando o condicionamento do sistema e a possibilidade de
resolvermos o problema (3.17) em dimensbes reduzidas da Hessiana (H)
garantiremos resultados mais significativos. Assim, os requerimentos de desempenho
computacional para fins de aplicacéo do algoritmo em tempo real seriam satisfeitos,
considerando-se as relevantes questdes de instabilidade numérica e solucbes
imprecisas concernentes a um sistema mal condicionado. Para amenizar o problema
de um sistema mal condicionado, podemos conferir uma analise de casos envolvendo
0 numero de condicdo do sistema exposto no apéndice D.

Em adicdo, como veremos neste e no capitulo seguinte o ajuste no niumero
de condicdo (vide analise detalhada do numero de condicdo no apéndice D) sera
importante para gerarmos uma familia de ganhos para filtros H, e H_. Notaremos na
secao a seguir, que as estratégias de regularizacao possibilitardo boas probabilidades
de estabilidade numérica e aplicacbes on-line do algoritmo proposto para horizonte de
tempo reduzido, implicando na reducéo dimensional da matriz ( 7).

3.5 Estratégia de Subproblemas de Regiao de Confianca - TRS

Nesta secdo, propomos uma estratégia para obtermos um problema equivalente
ao original (3.17) de tal forma que o mesmo seja resolvido através de subproblemas
de TRS, para os quais a matriz Hessiana (H) tenha dominancia bloco diagonal
(OLIVEIRA, 2000), (URREA, 2008) e possamos trabalhar com dimensdes reduzidas
da matriz (ﬁ). Portanto, definimos o seguinte problema de programacao nao linear
baseado em regides de confianga:

min M (1) =%ZTI§Z+ZT5+E

sa HZ” <AA>O 0

Onde : H~=_H’ 5=_b,5=_c

A estrutura especial do problema (3.37) proporciona caracteristicas dos
minimizadores muito mais poderosos que no caso geral de minimizacao irrestrita
(LAUB, 1991), pois conforme exposto no Capitulo 2, ao resolvermos sucessivas vezes
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o problema (3.37) nos aproximamos da solucéo citada em (3.17), considerando que
temos de garantir a existéncia de uma solugéo 4.

3.6 Proposicao do Filtro via Otimizacao On-line

Através dos experimentos realizados, verificamos que para N pequeno O erro
do residuo |vM ()| é reduzido tornando a matriz ( ) melhor condicionada. Neste
sentido, é possivel uma reducao significativa da dimensao da matriz (A ), de nN para
nd , onde d << N, 0 que possibilita diminuir seu numero de condicéo e ratifica o fato
de que podemos resolver este problema de otimizagdo convexa (3.17) por intervalos
(LAUB, 1991), ao se resolver sucessivas vezes o problema (3.37). Por este critério, ao
considerarmos d =2 com 4 =[4 41" teremos ent&o o problema (3.37) aproximado do
problema (3.17), assim:

C'R'C+Q" -0'A A |Alx
T 71Q T -l ¢ IR by 2 e "= ’ (3.38)
-A'Q C'RC+Q +A'Q A 0

H (3.38)

Hxn

Entéo, é possivel conseguir dominéncia no bloco diagonal aumentando-se o valor
de y e, por conseguinte, boas propriedades de convergéncia e uma maior estabilidade
numeérica. E claro que a relagdo entre os valores de @ e R na matriz 4 em (3.38)
também pode garantir dominéncia estrita bloco diagonal (FARIAS, 1998), ou seja:

2 N A
Z”H,;;ijH <1

k+#j

Onde: H,,, H, sdo submatrizes (nxn) de A .
Notemos que quando i - « , ou mais especificamente, ¢ > max{0,-o,}, a matriz
(H + ul) tende para:

nxn nxn

0 C'R'C+Q '+ A"Q"'A+ ul

{CTR‘IC +O 7+ ul 0 }
nxn (339)

nxn

Portanto, com as perturbagdes causadas pelo parametro p, é possivel situar os
autovalores de H , dentro de uma regido de confianca:

H =(H+ul)™" (340

Assim, torna-se possivel reduzir a dimensao do sistema e garantir solugdes
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estaveis e bem condicionadas. Entao, obtemos de forma semelhante ao teorema 3.1,
o algoritmo que viabilize a obtencdo de ganhos para modelos considerando a matriz

Hessiana de ordem reduzida. A partir de ® = Q™' (H, — AH,,)A” é possivel através de
ajustes em y situar os pélos da matriz ® numa determinada regido.

3.7 Analise e resultados

Nesta secao, apresentaremos dois exemplos para ilustrarmos a nova metodologia.
Analisaremos os resultados comparativos entre a abordagem do Filtro de Kalman
convencional via as equagodes de Riccati e a nova metodologia.

Exemplo 1
Considerando um exemplo didatico, temos o seguinte sistema abaixo:

X, =x, +0.1w,
Ve =XtV

x, =1

Neste caso, consideraremos a matriz [T= 1, com ruido w,=0 para ver a
sensibilidade do filtro v, =D, '(y, —C,x,) .

O ruido de medigéo v, é visto como ruido branco gaussiano com média zero. Na
Figura 3.1 e 3.2, mostraremos a simulacao dos resultados para as seguintes matrizes
de correlacdo: R=0,01 e Q, =1.

Resposta ao Filtro de Kalman

~— YREAL
— Y ESTIMADO DE KALMAN
* Y OBSERVADO I

0.8 T T

0.7

0.6

0.5

FILTRO DE KALMAN ( VERMERLHO )
0.4 .
©
% 0.3 FILTRO FVPQ ( VERDE ) 1
(2]
0.21 4
0.1 e . -
0 T S
01 : cot R
0.2 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
No de amostras
Figura 3.1 — Erro de Estimag&o entre Kalman x F,,:y=10e N, =2

Na figura 3.1, observamos que para y= 10 € N,, =2, temos 0 mesmo erro de
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estimacao para o filtro de Kalman utilizando as Equacbes Matriciais de Riccati e o
filtro com a nova metodologia F,,, . Realizou-se uma redugéo de condi¢éo de H,
conforme o valor de N,

nt.

e/ou ajustamos o valor do parametro p.

s Resposta ao Filtro de Kalman

~— Y REAL
— Y ESTIMADO DE KALMAN
* Y OBSERVADO I

0.7

0.6
\

‘
0.5f
‘

i
0.4 \‘ FILTRO DE KALMAN ( VERMELHO ) 7

saida

\ FILTRO FVPQ ( VERDE)
0.21 \

01

04, . .ot Lot . A
.

0.2 ! ! ! ! ! ! ! ! !
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

No de amostras

Figura 3.2 — Erro de Estimacéo entre Kalman x FVPQ :p=20e Nint. =2

Na Figura 3.2, observamos que para y=20 e N,

nt.

=2, temos uma solucdo com
o Filtro Fy,, relativamente melhor do que o Filtro de Kalman convencional, onde a
metodologia proposta tende mais rapidamente a seguir o sinal real. Também temos
a vantagem que a nova proposta tem uma reducdo computacional significativa em
relacéo a o Filtro de Kalman baseado nas Equagdes de Riccati. Na Tabela 3.2, temos
uma analise do condicionamento da matriz H .

Total de iteragdes | Valorde u A Condicionamento A | Ganho Kalman / FCF
l?'llliﬁ
N, =18 p=0 408,2343
11,8316 34,5037 02824 /02824
N, =2 p=0 {272 9145
49,3077 5.5349 01743 /0,1743
N, =2 =10 [ 82,9145
. 59,3077 4,7703 02782/0,2782
N, =2 =20 292,9145
69,3077 42263 0,3542 /10,3542

Tabela 3.2— Analise de condicionamento da matriz H.

Exemplo 2
Foram utilizados dois conjuntos de video, sendo um experimento controlado em
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laboratoério e outro utilizando videos recuperados a partir do projeto Caviar (FISHER,
2002), sendo um video outdoor a partir de um movimento em linha reta.

O primeiro experimento utilizou o movimento de uma esfera com uma camera
posicionada em uma posi¢cao superior. A esfera realizou um movimento retilineo
uniforme (MRU), com perturbagdes, gerando um video com 42 frames e 11frames por
segundo (fps). Os valores de inicializacdo das matrizes relacionadas as equacgdes de
estado e as covariancias do ruido R sao mostradas no sistema abaixo:

1 0 At O 1 0
01 0 As 0 1
“Tlooo 1 o0|™ o o™
o0 0o 1] |0 0
y,=[0 0 0 4]x +v,
[ 5.62 —3.82}
R =
382 263 (3.41)

As covariancias da perturbagao Q e do erro de medida P sao inicializadas,
respectivamente, com matrizes identidades multiplicadas com valores pequenos
(0.001) e altos (1000).

Foram testados os valores para py= 5 e py=20 . A Figura 3.3 mostra os resultados
de rastreamento obtidos. Observamos na Figura 3.3:

(a) A primeira estimativa do Filtro de Kalman (vermelho) é bem mais proximo do
que a estimativa do F;,, (azul), quando comparado com o real (verde).

(b) A iteragao (/i=16), observamos que o filtro de Kalman e F;,, estdao com
estimativas proximos ao real.

(c) Foi inserido uma perturbacdo que desacelerou o movimento da esfera na
iterag@o (i=26). Neste caso, observamos o F,,, com uma estimativa mais
precisa do que Filtro de Kalman.

(d-f) Realizamos o mesmo experimento para m=20. Concluimos, a partir
destes experimentos, que o F,,, possui maior sensibilidade a perturbagao do
movimento em relagéo ao filtro de Kalman.
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Figura 3.3 - Comparagéo rastreamento entre Filtro de Kalman e FVPQ
(a-c) p =5; (d-f) y=20.

No Segundo experimento, foi utilizado um video outdoor, obtido no projeto CAVIAR
(FISHER, 2002) onde o movimento de um ser humano se aproxima ao retilineo uniforme.
Este video possui total de 170 frames a 15 fps. Utilizando a inicializagdo definida na
equacéo (3.41), apenas modificando o valor de R para atender ao comportamento
observado do experimento, observamos na Figura 3.4:

(a) Na iteracdo 31, uma diferenca entre as estimativas do filiro de Kalman
(vermelho) e Fyp, (azul) em relagéo ao real (verde), resultado de uma maior

convergéncia do £, .

(b) Naiteragao 60, ofiltro F,,, ainda apresenta um melhor resultado em relagao
ao Filtro de Kalman.

(c) Mesmo na iteracao 135, quando o filtro de Kalman conta com um numero
suficiente de iteragOes para uma estimativa mais confiavel, observamos o F,,
com melhores resultados utilizando apenas 2 interagdes.

Figura 3.4 - Video percurso em linha reta. (a) i=31, (b) i=60, (c) i=135

Podemos observar as comparagoes entre os filtros de Kalman e F,,, das
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trajetorias nos eixos X e Y na Figura 3.5(a-b), respectivamente. Notamos que para
ambas as trajetorias os resultados dos estados estimados a partir do F,, sao mais
préximos da trajetéria real do que aqueles estimados pelo filtro de Kalman.

0 0
0 EEAL RESL
20 ] = FE
| SN g AN — FV¥PQ
Fral N g |
T, 250 .,
L 1] oy EEA N
) S, o ", .
Ao N 5 0 N\
180 F . \'\__M
140 150 ‘“\._\_‘M
- \‘—\a-\_\_‘_
100 .
1
| . . . . . ; i i a . . . . . . . .
D 20 4 B @ 10 120 14 i@ & W @ B B M 0 i@ & i
Iteragies Iteragies
(a) (b)

Figura 3.5 — Trajet6rias no eixo X e Y

Na Figura 3.6 (a-b) observamos o grafico de dispersao dos dois filtros nos eixos
X e Y respectivamente. Quando comparados em relagdo ao grafico de dispersao, os
pontos de trajetoria do F,, se apresentam com maior convergéncia em relagéo aos
pontos do FK.

- .
= FK
e PRt
J,-” -
b= L b
=] o =]
e
Lg o r %
-

g 180 f’-"/'/ g
L f L

11] ‘_,-—"

o
,-""

50 //_/

oy

o . . . .

o &0 100 150 EE =)

Carmintho Real
(a)

Figura 3.6 — Dispersé@o no eixo Xe Y

Utilizamos também descritores estatisticos como erro médio quadratico,
correlacao e Desvio Padrao para fins de comparacao dos dois métodos. Os resultados
podem ser observados na Tabela 3.3. Notamos que, para todos os descritores
estatisticos utilizados, o F,, obteve melhores resultados para os dois eixos.
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Descritores FK-X axis FK-Y axis FCF-Y axis FCF-X axis
Bias 9.5777 11.9708 1.6197 2.0224
RMSE 18.0160 22.9459 3.0837 3.9618
Correlagao 0.9967 0.9968 0.9998 0.9998

Tabela 3.3— Descritores Estatisticos
3.8 Comentario Final

Neste capitulo, apresentamos uma nova metodologia para sintese de filtro de
Kalman em tempo discreto, que possibilitam a obtencéo de uma familia de ganhos,
como uma solugéo alternativa ao filtro de Kalman convencional, via equagdes de
Riccati. Apresentamos exemplos e simulagdes com o objetivo de compararmos a nova
proposta com as solugdes convencionais do filtro de Kalman, a fim de ressaltar as
vantagens do novo método, com eficiéncia no tocante as condi¢cées de desempenho,
estabilidade, e principalmente, a caracteristica de flexibilidade no sentido de se poder
obter uma familia de solugdes eficientes através de ajustes no parametro .

No proximo capitulo, reescreveremos esta metodologia para filtros H_, mostrando
que o novo método resguarda todas as vantagens apresentadas na solugcao
do problema H, e que também possui um bom potencial para tratar problemas
envolvendo incertezas.
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CAPITULO 4

NOVA METODOLOGIA PARA SINTESE DO FILTRO
ROBUSTO

O objetivo fundamental da teoria de filtragem é buscar a robustez dos sistemas,
ou seja, garantir ndo somente um bom desempenho, mais também a estabilidade
frente as eventuais incertezas sobre o sistema, isto € um requisito indispensavel em
qualquer projeto. Neste capitulo, sera desenvolvida a nova metodologia para solugéao
de filtros em norma H_ . Visto que os filtros robustos sao alternativas interessantes
para a maioria dos problemas de filtragem em norma H,, onde as equacgdes do filtro
robusto s&o muitos similares as do filtro H,. Assim, podemos dizer que o filtro H_nada
mais é do que uma versao modificada do filtro de Kalman (ou filtro H,), pelo uso de um
parametro y; constante positiva, que representa o fator de robustez.

Neste contexto, inicialmente estenderemos a metodologia proposta no Capitulo
3 para a obtengao de uma familia de ganhos na filtragem H_ e, ao final, através de
um exemplo realizaremos uma analise comparativa da metodologia proposta com
a convencional, para fins de aplicagcdo em projetos praticos de filtragem robusta.
Assim, as demonstracdes para as proposi¢cdes e teoremas serdo omitidas, devido a
similaridade com as proposi¢coes apresentadas no capitulo anterior.

4.1 Formulacao Dual via Programacao Quadratica

Portanto, conforme a estratégia via dualidade apresentada no capitulo 3, temos
a seguinte funcéo dual (A, ,,) aser maximizada:

N-1

. ~ 12 2 2

max L (4,,) =max min > [[%], =" w.[,
k+1 e+l Wi Xy k=0

T, .T~ T ~
A (A X, +Cw, — X )]

|
+§xNQxN

Uma Nova Metodologia Para Sintese de Filtros H,E H_| Capitulo 4



Sujeito as restricoes:

w, =7 "R'C, A, (4.2)
X =0"(4 —AL.) (4.3)
Xy =0 Ay 44)

~ 12 AT =~ 2 T
onde ”xk”Q =X 0%, e ||wkHR =w, Rw,
Segundo o teorema 3.1, o problema (2.30) pode ser reformulado no seguinte
problema de otimizagéo estatica:

min MA)=—A"HA+A"b+¢

N[ =

sa Ae0™ (4.5)

Onde: H,v..~ & uma matriz simétrica bloco tridiagonal, definida positiva
e formada por N? blocos de dimensées n xn, b é um vetor de dimensdes
nNx1, celle 1 1™ dado por:

A=[A ... ] 0™

Substituindo as restricdes dadas pelas equagdes (4.2) a (4.4) na equacgao (4.1),
de modo que obtemos:

(1) = —%zﬁQ"ﬂN + %5@5 —%&T[C”R*C—y‘chcm + A A'E

N-1
+%Z{—A{+1<A{ O A=y CIC+CIRCOA, + AL 07 AL, |}

k=1

1 N-1 L -
+EZ{1,{ Q'A+4 ATQ A}
k=1

Onde: xO = 5 .

Desenvolvendo o somatério para k € K, obtemos a matriz H :

v, W 0 0
WiV, W0
o P
0 . e T
0 0 0 WV

Ao calcular os valores de cada termo da matriz, temos:
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V.=—(C'R'C-y>C"R'C+Q™")
V,=V,-A"Q"'A

V.=V,

W=0"A

|
c=—X,UX
7 0 0%

b=[ATx, 0, - 0,7

4.2 Estratégia de Regularizacao

Neste ponto, de forma semelhante a estratégia adotada no capitulo anterior
podemos reescrever a (4.5):

min M(Zk):%/TTFIE+ITI5+E
s.a H/T” <AA>0

Sendo possivel conseguir a dominancia bloco diagonal aumentando-se o valor
de y e, em adic&o, situar os autovalores de (H + uI)™" dentro de uma regido desejada.

4.3 Proposta para Filtros H_ via Otimizacao on-line

Ao considerarmos d = 2 com 4 =[4 4] teremos entdo o problema aproximado
ao problema (4.5):

C"R 'C—3 ?>C"C+Q ! —O 'A A, | AT xR,
Tyt P— 2t —1 Tyt sl o, =
— AT (CTRT'C — 7 2C " C + Q'Y+ ATOT' A ez A, o

P>
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Onde :

Conforme ja mencionado no capitulo anterior, amedida p- o, amatriz (H + ul)™
tende para:

(C"R'C-yC'C+Q Y +ul,, 0
0 (C"R'C-y*C"C+Q '+ A"Q ' A+ ul,, (4.9)

Portanto, com o ajuste de p , é possivel situar os autovalores de (H + uI)™ dentro
de uma regiao desejada.

Apl6s as consideracdes feitas até aqui, propormos um novo algoritmo para o
projeto de filtros robusto, considerando o indice de desempenho, através de solu¢des
bem condicionadas e numericamente estaveis.

Calculo do Ganho F'
De forma semelhante ao capitulo 3, consideramos as equacgdes (4.3), (4.7) e
(4.8) para k =0 de modo que:

X = (A))X,
=0'(4 - AL)
=Q'(H, — AH,)A”
= 0%, (4.10)
Assim:

A, =0
(A +C A F,)=0

F,=(C{A) (©-A) (4.11)
para. ® =Q '(H,, — AH,)A"

Apartirde ® =07'(H,, — AH,,) A" de modo que possamos através de ajustes em
Y situar os po6los da matriz ® numa determinada regiao.

4.4 Analise e Resultados

Nesta secédo, apresentaremos um exemplo para ilustrarmos a nova metodologia
para filtros H_ . Analisaremos os resultados comparativos entre a abordagem do Filtro
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Robusto convencional via as equagdes de Riccati e a nova metodologia.

Exemplo 1
Considerando um exemplo didatico, temos o seguinte sistema abaixo:

X, =x +0.1w, x, =1
Vi =XtV

Z, =X,

Neste caso, consideraremos a matriz T[=1 , com ruido W; =0 para ver a
sensibilidade do filtro v, = D;' (¥, —C,x,). Na Figura 4.1, mostraremos a simulacdo
dos resultados para as seguintes matrizes de correlagdo: R =0,09 ¢ O, =1,

08

T T

— Y REAL

— ¥ ESTIMADO ROBUSTO
+ Y OBSERVADO i

FILTRO ROBUSTO ( VERMELHO )

FVPQROBUSTO ( VERDE )

saida

.
. . + .
+ 0 . o
+ + b
. +
. .. + . e
+ + =
.
.
. .
* + - .
.
01k . + +

02 : L I I L L 1 I L .
1} a 10 15 20 25 30 ] 40 45 50

Amostras

Figura 4.1 — Erro de Estimagéo: Filtro H_x FVPQ robusto: y=0e y=1.25
Na figura 4.1, observamos que para y= 0 e y' = 1.25, temos 0 mesmo erro de
estimacao para o filtro Robusto (&, =18) convencional via equacdes de Riccati e 0
filtro com a nova metodologia, F,,, Robusto (¥, =18). O ganho calculado pelo filtro
robusto via Riccati e £,,, Robusto € o mesmo, K =0.6180. Ao diminuir o valor do
parametro de robustez 9 (1.25 para 0.2) e realizarmos uma variacdo da matriz de

correlacdo R (0.09 para 0.01), podemos observar:
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Figura 4.2 — Erro de Estimagéo entre Kalman x £,,:y=3e N, =2

Na Figura 4.2, observamos que para py=3 e V.. =2, temos uma solugdo com o
filtro £, robusto relativamente melhor do que o Filtro Robusto convencional, onde
a metodologia proposta tende a seguir o sinal real de forma mais estavel. Nota-se
também uma reducédo computacional significativa da nova metodologia em relacéo a

o filtro Robusto via equacgdes de Riccati.
4.5 Comentario Final

Neste capitulo, apresentamos uma nova proposta para solugdo do problema de
filtragem robusta. A matriz de ganho é obtida sem a necessidade do uso de equacdes
de Riccati que em projetos de filtro nem sempre as ARE apresentam uma solugéo
estabilizante para o sistema. Esta metodologia proposta proporciona um projeto de
filtros muito mais simples, cuja metodologia da utilizacdo de horizonte de tempo de
ordem reduzida e os ajustes do parametro py conferiram boas condi¢des de estabilidade
e desempenho robusto. Neste sentido, foram obtidas solugdes eficientes sem o
emprego das equacgdes de Riccati.

A nova metodologia aumenta a robustez do filtro, garantindo uma flexibilidade
no sentido de se poder obter uma familia de ganhos eficientes através do ajuste
do parédmetro g mesmo em casos que as solugdes via equacdes de Riccati nao
apresentam solugdes estabilizaveis.
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CAPITULO 5

CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Esta dissertagédo tratou da solugdo de problemas de filtragem H, e H_.
Observamos que a solugao proposta para filtragem é dual a solugao dos problemas
de LQR. De modo geral, os tratamentos dos problemas abordados aqui se deram em
dois niveis. O primeiro tratou a obtencéo de estruturas algébricas matriciais especiais
e os resultados tedricos consistentes que levem a solugcéo das equacgdes algébricas de
Riccati. O segundo referiu-se a extenséo de tais resultados a filtros H, e H_em tempo
discreto com horizonte reduzido para aplicacées em tempo real. Com a obtencao deste
algoritmo, possibilitou uma solucéo alternativa, em alguns casos até melhores quando
comparadas a solugéo do problema de filtragem em norma H, e H_via equagdes de
Riccati.

Utilizamos dos principios de otimizacéo convexa e dualidade a fim de obtermos
uma forma quadratica estatica, equivalente ao Lagrangeano associado ao sistema,
que foi resolvido através de procedimentos de regularizacao, via regides de confianca.
Para ressaltar as vantagens da nova abordagem, utilizamos uma aplicacdo em
processamento de imagens que exige fortes requerimentos de desempenho
computacional, de estabilidade numérica e de tempo real. Para atender a estes
requerimentos, esta nova metodologia possibilitou obter, de forma simples, uma
familia de ganhos eficientes através do ajuste do parametro y de acordo com as
caracteristicas desejadas para o projeto do filtro.

5.1 Contribuicoes

Neste sentido, destacamos as seguintes contribui¢des:

Nova metodologia para solugdo das ARE, ampliando o escopo tedrico e cien-
tifico das solugdes alternativas as de Riccati.

+  Emprego da nova metodologia para solugéo eficaz dos problemas de filtra-
gememnorma H, e H,.

+ Utilizacado de formar quadraticas com dimensdes reduzidas, que possibilitam
bom condicionamento e projetos alternativos a filtragem em aplicacbes de
otimizagdo on-line.
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«  Com esta metodologia, os parametros livres (matrizes de ponderac¢do) podem ser
fixados, sem a necessidade de ajuste exaustivo, pois 0 parametro escalar y pode
ser usado como instrumento para adequar o sistema de filtragem as condi¢coes
de robustez de desempenho e estabilidade.

5.2 trabalhos Futuros

Algumas possiveis extensdes dos resultados da dissertacao sao:

+  Propor a formulacdo e solucao de problemas de jogos dindmicos do ponto
de vista estatico.

+ Estender a nova metodologia para solugéo do problema de filtragem mista.
+ Estudar novas aplicacdes de filtragem robusta.

- Estender esta nova metodologia para solucdo de problemas de filtragem
para casos ndo estacionarios.
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APENDICE A

BIBLIOGRAFIA DE R. E. KALMAN

Rudolf Emil Kalman, filho de Otto e Ursula Kalman nasceu em Budapest, Hungria,
em maio de 1930. Sua familia mudou-se para os Estados Unidos durante a segunda
guerra mundial.

Kalman recebeu o grau de bacharel e mestre em Engenharia Elétrica no MIT
(Massachusetts Institute of Thechnology) em 1953 e 1954 respectivamente. Seu
orientador era ErnestAdolph Guillemin e o tema da sua dissertacdo era o comportamento
das solugbes de equacgdes de diferenca de segunda ordem. Depois disso, Kalman
obteve o titulo de Doutor em Ciéncia na Universidade de Columbia em 1957. Nesta
época, a Columbia era bem conhecida pelos trabalhos em teoria de controle liderados
por John R. Ragazzini e Lotfi A. Zadeh.

Suas principais posicdes incluem: pesquisador no R.LLA.S. (Research Institute
for Advanced Study) em Baltimore, entre 1958-1964, professor da Universidade de
Stanford entre 1964-1971, e professor pesquisador e diretor do Center for Mathematical
System Theory da Universidade da Florida entre 1971 a 1992. Além disso, desde
1973, Kalman também lecionou a cadeira de Teoria Matematica de Sistemas no ETH
(Swiss Federal Institute of Technology) em Zurich.

Ele foi merecedor de numerosos prémios, incluindo a medalha de honra do
IEEE (1974), a Medalha do Centenario do IEEE (1984), o Prémio de Kyoto em Alta
Tecnologia da Fundacédo Inamori do Japao (1985), o Prémio Steele da Sociedade
Americana de Matematica (1987) e o Prémio Ballman (1997). Kalman é membro da
Academia Nacional de Ciéncias (EUA), Academia Nacional de Engenharia (EUA) e
Academia Americana de Artes e Ciéncias. Além disso, € membro estrangeiro das
Academias Hungara, Francesa e Russa de Ciéncias e recebeu muitos doutorados
honorarios.

Kalman é casado com Constantina nee Stavrou com quem tem dois filhos,
Andrew e Elisabeth.
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APENDICE B

DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES DO FILTRO
DE KALMAN

O Filtro de Kalman pode ser definido a partir de um sistema que pode ser descrito

por duas equacgdes que compdem um modelo geral de um sistema dinémico discreto,
da seguinte forma:

X = Ax, +Gowy x, =0 (B1)

v, =H,x, +v, k=1,2,3,K (B2

A Tabela abaixo resume as principais equacdes para obtencdo do Filtro de
Kalman Discreto -FKD.

Equacdes do Filtro de Kalman Discreto N®
Preditor (Estimativa a priori) Xy =A% 10 B4
Recursdo de Riceati P, =A_ B ., A +G_0G B8
C:ilcu'lo d‘f cstimativa Rpp =X K (v, —H X, ) B.16
(atualizacdo do cstado)
Calcu'lo d‘f Covananc[;:‘ ‘ ﬂ.-‘k =(! _Kkﬂk)ﬂ."k | B .20
(atualizacio da covariincia)
Ganho de Kalman K, =P, HI(HP, H +R)" B.21

Tabela B.1 — Resumo das Equacdes do Filtro de Kalman

Serao descritos a seguir o desenvolvimento das equacdes do filtro de Kalman:
Passo 1 — Calculo dos estados estimados a priori (Predicao).

Considerando a equacgao dinamica (B.1) e tornando a média condicional dos dois
lados da equacao, temos:

Elx./ yo» Y = 2o d=ALEX Yoy Y o Y JHG W e Y o Y]
(B.3)
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Porém, desde que W, seja independente de
Vis Wi os Tt W, € Xg e X,eleéindependente de {y,, y. - ¥}

, tal que:
Elw, /Yy, s -+ Yial=Elw, ,1=0

Assim, a Eq. (B.3) fica reduzida a:

Elx./ yoo Y15 0 M d=ALEX 1Yy Vs o Y]

Que corresponde a:

Xpsk—1 = A 1 X _1/x—1 (B.4)

Passo 2: Calculo da matriz de covariancia do erro de predicao a priori
A matriz de covariancia para o erro de predicao de 1 passo, pode ser

determinada, como:

F = E[(x, — X0 (X — X0y "/ Yo» Yi» 0 Vil (B.5)

A través da propriedade dos vetores aleatorios Gaussianos (SINGH, 1978),
garante que o erro de predicao (x, —x ) € independente da sequéncia
Yoo V1> """ Yia, de tal forma que a matriz de covariancia da Eq. (B.5) pode ser

reescrita da seguinte forma:

Bc/k—l = E[(xk _')%k/k—l)(xk _’Qk/k_l )T] (BB)

O erro de predicao pode ser descrito assim:

X =X = A (X — X))+ G W (B.7)

Para calcularmos a matriz de covariancia a priori, £ , substituimos a Eq. (B.7)
na Eq. (B.6), assim temos:

Py =E{A (0 =% D+ G w  [A (x, =%, D+G w1
= E[A_x (A x ) —A_x (A%, ) +A_x  (G_w,_)

~ T -~ T - i 7
A X (A ) ALK (A g ) A (G )
T ~ T T
+G o w (A x5 ) —G w (AL X ) 6w ((Gw )

Colocando os termos em evidéncia e considerando que E[x,_w, ,1=0, desde
que X;_; sejaumafuncdode x,ede Wo>» Wi» °°° Wi, masnaodeX,_,. Nasoma
X, _, tem média zero e também:
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~ T - T o T o
Elx, Wi /Y =X Elwe o l=X_ 1 Elw,_,1=0

Teremos:

= E{Ak—lxk—l (’4k—]xk—] )T - Ak—l‘x.!c—l (Ak—]jk—l."k—l )T + Ak—l‘xk—l (Gk—lwk—l )T

A1 = T )AL 0
- Ac—l‘ik—lfk—l (141'—ka—] )T + A‘k—l‘ik—]:'k—l (lqk—]‘xk—l.-'k—l )T - Ak—l‘;%k—l.n‘k—l (G}r—]“’{#—l )T
Ay Ry e (X =% 1AL 0
+G W (AL X )T G W (A;c—lfk—wc—l )T +G Wi (G W, )T}
0 o G, ,0GL,

= A X, (x _‘)Ek—l.-'k—l)A:"—l — A K e (X _j“x—1m—1)A;—| +GR—IQG:—I
= E{A_x (5, — X ) Af?—] —A X (g _“%k—l.-*k—l)r ‘4:—1 +Gk—lQG.:—l}

Ay B =R W — R ) FAL
Pk

A matriz covariancia do erro de predicao de 1 passo, possa ser determinada
pela expressao abaixo, chamada de Recursao de Riccati.

Pk/kfl = AkflecfllkflAlzll +Gk—1QGIZLl (B.8)

Passo 3 — Predicao de um passo da estimativa a posteriori (Atualizacao do
estado).

Neste passo deseja-se expressar a estimativa de X, dado as medidas até ¢, , ou
seja, dado a sequéncia de medidas de saida {y,, v, ---y,,, }=v,. Parafazeristo,
determina-se a densidade de probabilidade condicional:

P(Xk/yo, Yi- - Yi-1» yk)=p(xk/Yk)
Notando que se pode reescrever esta densidade de probabilidade condicional
como:

p(-xk /Y/()=P(xk /Yk_l,yk)

onde separa-se a saida da ultima medicdo de todas as medidas da sequéncia
Y, . Aplicando o teorema de BAYES para esta expressao, isto conduz para a seguinte
relacéo:

XY, XY, x 1Y
):p(k klyk):p(yk/xkil)p(k “):P()’k/xk’ym)p(k )

p(x, 1Y)=px 1Y, .y

T L) Pt ) POY) (B9

Considerando a equacéo (B.2) e observando que o conhecimento de x, implica

que a Unica quantidade aleatéria € v, que é independente de {¥. ». = Y}

(desde que {v,} seja uma sequiéncia de variaveis aleatorias independentes e v, seja
independente de x;, e w,,w,,...,w, ), pode-se entdo escrever:
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P/ %Y ) =p(y / x)

Substituindo na equacao (B.9) obtém-se:

Py, /x) p(x, /Y,_))

p(x, 1Y) =
ok P Y ) (B.10)

Nesta ordem, para determinar a maxima estimativa a posteriori usando a
expressao acima, somente sera necessario avaliar a densidade de probabilidade do
numerador desde que o denominador ndo seja uma fungéo explicita de x, .

Para avaliar a densidade de probabilidade condicional p(yk /xk), considera-se
a equacéo de observacgao (B.2). Paraum dado x,, y, € um vetor aleatorio Gaussiano

de média.
Ely, /x1=H,[x, /x. 1+ E[v, / x.]
que resulta:
Ely, /x1=H,[x,]
desde que:

Elv,/x,1=E[v,]1=0

A matriz de covariéncia do erro é dada por:
E[(yk _Hkxk )(yk - Hkxk )T] = E[VkVZ] =R

Entdo se pode escrever a densidade de probabilidade p(y;/x,) da seguinte
forma:

1 _
=5 Ok —H X YR (v —Hyxy)

p(y./x)=Ke (B.11)
onde K é uma constante de normalizagao.
A densidade de probabilidade é Gaussiana de média JACk/k_l e covariancia B
, assim:

< T 1 -
=5 X =X pe1 " By (X —Xp i1

1
p(x /Y, D)=K e ? (B.12)

de tal forma que a densidade de probabilidade a posteriori p(y,/x,) pode ser
escrita assim:

1 _ - _ -
v —H x0T R (g —H  xp )+ (X — Ry 1) Pie (g — gz 1)1

p(x /Y ) =K'e 2 (B.13)

Aqui, K" também leva em conta o denominador p(y, /Y, ,) da equagéo. (B.10).

Afim de desenvolver a estimativa maxima a posteriori, pode-se derivar o logaritmo
do expoente da equacédo (B.13) em relagcdo a X; e iguala-se a zero para obter a
estimativa 6tima x,,, . Assim, obtém-se:
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OCx— y);Q(x— Y) =20(x—y)= HA»TRil(J’k —Hx,)— P1(7L—1(xk — X ) =0
X

para x, =X,

(HZ‘RilHk -+ P/:/Lfl )'i\:k/k = H/Z‘Rilyk -+ Pki/llcfl'i:k/kfl

Kprn :(HIZ—RilHk t Rjifl)il(H:Rilyk t 1'17/71(71*%1:/1&71)

i”k/k = (H:RilHk -+ ’7{7}1:71 )71 H;Rilyk —+ (H}:‘ RilHk —+ I’ki’llcfl)il ’)ki/]lcfl&k/k*l) (B-14)

M Az

Considerando (H;R'H,+P,, )" =M e usando o Lema da Inversdo de Matriz,

temos:

M ' =, HR "H,)) —>NMM ' =M, ,+H R ",
—> I = MP.,, , +~NMH, R "H] —> MF,,, , —1 — NMH,R "]

Assim, o0 segundo termo da equacéao (B.14), temos:

Mﬁ:il—lj"km—l =(- MH:-R_IHk )5
=(MM™'—-MH]R'H)X,,
=MM %, —MH/R'H X, ,

= J%k.fk—l _(H:"R_lHk +Pk_fllc—l)_l H;R_lijkIR—l (B15)

Substituir (B.15) em (B.14) vem:
ik!k = (H:R_lHk + PI(_/.;—] )_1 HkTR_lyk + "x“k.’k—l _(H:R_IHI( + Pk_/:(—l)_lH:R_lHkﬁk;’k—l

Organizando os termos, a equacao pode ser reescrita assim:

)zk/k = 'ijk/kfl + (HIZ‘R_IHI( + Pk_/llc—l)_1 H,Z‘R_l(yk - Hk)%k/kfl) (B.16)

Esta expressao nos habilita a atualizar o valor de estimacéo de estado dado uma

nova observagao.
Finalmente, calcula-se a variancia do erro de estimacédo. Nota-se que:

's‘\:k/k = (HZRilHk -+ ij/l—l )71 (H:Rilyk + 19167116—1 -721\»/1\»—1)

e =H,x, +v,

Logo:
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X

r — X

k

~ T -1 1\t T -1 T 1 1
w=x—(H,R H, +F, ) (H/ R Hx, +H R vk+Pk/kl k/k— 1+Pklk X — Boeax)

Simplificando a equacgéao, temos:
Xy — Xy = _(HkTRilHk + P/://lcq )71[H:R71vk Pk/llc V(o — X )]

e
B = El(x, — X0 )" (x, — X1

Usando as expressdes acima e notando que V, e X, sao independentes, sendo
v, um ruido de média zero e, também, que v, e x,, , sao independentes, obtém-se:

P, =(H!R'H,+ P, ) "®17

As expressoes (B.16) e (B.17) envolvem a inversédo de matrizes n x n, onde n é
a ordem do vetor de estado. Porém, desde que o vetor observacéo seja usualmente
de ordem baixa, & possivel converter estas inversdes de matrizes para ordens
menores de si mesmas, usando o Lema de inversédo de matrizes e realizando algumas

manipulagdes algébricas, temos:

M '=(P,, | +HR 'H,) >MM '=MP, ,+HR 'H)
I =MP,), +MH R 'H! >P, =M+MH R 'H!P, ,

FrwH, = MH, (I+R_1HTPA/k—lHk)
=MH, R '(R+H] P, H,)

Reorganizando os termos:

Pow H (R+H{ P, \H) =MH, R (R+H P, H)NR+H P, H)"
£

—1 -1
B (R+H.R wa ) =MH R

I)Rfi\'*]H.R (R+Hk Ijkfk*lH.R) H: :MHﬂRilH:
B IHk(R_'_H;-IJk;'k lHk)_IHT =M(M_I_Pr;xl( l)=MM_I_M k_nlt 1
'Pi s IH&(R+HJ:!;:'aA IHK')ilH;Vﬁk l_ﬂf& IiMR(;.i lﬂ)’ﬁ' 1

Bi- lHk(R_'_H:f)k.fk—lHk) lHk Bova =B —M

M=F,, — B, H(R+H[F, H)'HF,,

Assim, pode-se reescrever a expressao da equacéo. (B.17):

(H R_lH +})k/k l)_ k/k 1 })k/kleIZW(Hk})k/klekT +R)_1Hk}:;c/k7]

e para a expressao (B.16) precisa-se avaliar que a igualdade abaixo é

verdadeira

(H,R'H,+F, ) 'HR' =P, H (HPF, H +R)" (B.18)

O segundo membro da equacao (B.18) foi obtido como visto na demonstracéo
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abaixo:

M=(HR'H, +P,, ) 'H R ~(HIR™™!

M.(H/R'Y'=H[R'H, +F,;_)".

Elevando a poténcia negativa vem

M TH/!R'=H/R'H, +F, , x (Bppr—1)
M HIR'P, = H;.Bc/k—lRilHk +7 x(R)
Mﬁl-H:a/k L =HkTPk.tk H + R

Elevando a poténcia negativa, temos:

(MilHZ—Pk/k—l)il = (H/Z_Pk/k—lHk +R)™! X(H:Pk/k—l )]

M=(H B, H, +R)Y'H!IPFE,

Como pode ser visto, a equagao acima € o segundo membro da equacéo (B.18).
Usando a igualdade acima, obtém-se as duas novas relagbes a seguir.

“%k/k = 55k/k—1 -+ ‘Dk/k—lHkT (HkPk/k—lHkT -+ R)il (Ve — Hkik/k—l) (B,19)

e

ik = Peiees — Prper H L (H Py H + R H Py (B.20)

As equacdes (B.4), (B.8), (B.16), (B.20) constituem as equacdes do filtro étimo de
variancia minima linear desenvolvido por Kalman e Bucy.

A equacéo (B.19) nos habilita calcular a estimativa 6tima no instante k, dadas
as medidas {»- »- - %} usando a predicdo de um passo e a diferenca entre a
saida atual y, e a saida predita #/«%.«. A diferenca ( y, — H,X,,,_,) € chamada
de “Processo de Inovagéo” que reflete a discrepéncia entre a medida atual y, e as
medidas preditas H.%«.. Em um residuo de média zero, as duas medidas estdo em
completo acordo. A diferenca ( y, — H,X,,,_,) € ponderada pelo seguinte termo:

K, = Pk/k—lHkT(Hch/k—lHkT +R)"! (B.21)

A matriz (ou vetor) x, € o fator de ponderagdo e usualmente chamado de
“Ganho do Filtro de Kalman”, que minimiza o erro de covariancia a posteriori. O
fator x, minimiza os termos individuais da diagonal principal de B, pois estes termos
representam as variancias dos erros de estimacao dos elementos do vetor de estado
gue esta sendo estimado.

Uma forma do resultado de K que minimiza (B.20) é determinada por (GREG,
2001):

K, = Plc/k—lHZ (HkPk/k—lHZ +R)_l
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Analisando a equacdo acima se vé que, quando o erro de covariancia das
medidas R se aproxima de zero, 0 ganho K pesa mais fortemente no residuo (erro de
estimacédo) e a medida atual y, é cada vez mais confiavel, enquanto a medida predita
H, X, , cada vez menos confiavel, ou seja:

lim K, = H,'
R, —0

Por outro lado, quando o erro de covariancia da estimativa a priori p,  se
aproxima de zero, o ganho K pesa menos fortemente no residuo (erro de estimacgao)
e a medida atual ), é cada vez menos confiavel, enquanto a medida predita H,x,,, , é
cada vez mais confiavel, ou seja:

lim K, =0

Bk —0
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APENDICE C

CONCEITOS DE OTIMIZACAO

Consideraremos o seguinte problema de otimizagao:

min f(s)

sa. seQcll” ¢

Onde f :U " —> U é a fungdo objetivo, S & o vetor com as variaveis de
decisédo e o conjunto Q, frequentemente definido por um conjunto de igualdades e
desigualdades, € o conjunto factivel no qual os pontos de Q serdo os pontos factiveis
de (C.1).

As solugdes de s e Q do problema (C.1) serdo chamados de minimizadores e 0s
valores correspondentes f(s') sdo os minimos do problema. Sucintamente, dizemos
que:

O s & minimizador global de (C.1) se f(s") < f(s) para todo s € £). Neste caso,
f(s") é chamado de minimo de f em Q.

O s é minimizador local de (C.1) se existe £ > 0 tal que f(5) < f(s) para todo
s € Q tal que |s—5]|<é.

As condicbes que garantem a existéncia de um minimizador global para o
problema (C.1) sdo dadas pelo teorema de Bolsano-Weierstrass'.

%
Teorema C.1 — Se Q é compacto, e f:Q—0 ¢ continua, entdo existe S € Q2
minimizador global do problema (C.1).

A seguir apresentaremos algumas definicdes e teoremas relativos as chamadas
condicbes de otimalidade do problema (C.1). Consideraremos f € C*(Q) para
expressar que /() tém derivadas continuas até a ordem k no conjunto que contém Q.

1 Karl W. T. Weierstrass matematico aleméao do século XVIIl, considerado o pai da analise moderna e Ber-

nhard P. J. N. Bolzano tedlogo, filosofo e matematico checo.
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C.1 Otimizacao

C.1.1 Minimizacao com Restricoes de Igualdade

Consideraremos para f,h e C'(Q2) 0 seguinte problema de otimizacao:

min f(s)
s.a. h(s)=0

(C.2)

Onde: F:00" -0 ,A:0" -0 e Q={sell”1h(s) =0}

Com o intuito de apresentarmos solugdes vis os classicos métodos de Lagrange
a fim de obtermos um problema sem restricao, temos que os gradientes de f(s) e

h.(s) tal que 1 <i < m sdo dados por:

af (s) Oh(s)
0s, oh,
Vf(s)= : Vh(s)= :
S| Oh(s)
os, oh,
O jacobiano das restricbes é dado por:
Vh(s) =(Vh(s) Vh(s) Vh,,(s))

As Hessianas de f(s) e h(s) tal que 1<i<m s&o dados por:

2’ f ()
Os?,

F(s)=V7f(s)= :
o’ f(s)

Os,s,,

&% h(s)

H(s)=V?H(s) =

8% f ()

asn Sl

3 f(s)
os>,

8% h(s)
Os,,s,

B’ h(s)

n

Definicao C.1 — Dizemos que s e Q ={s €[] " | h(s) =0} é um ponto regular

se o posto de VA(s) é igual a m, ou seja, (VA (s) Vh(s)

conjunto linearmente independente.
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As demonstracdes dos teoremas C.2 a C.7 podem ser encontradas em (BAZAR,
2001).

C.1.2 Multiplicadores de Lagrange e Condic6es Necessarias de 1° Ordem

Teorema C.2 — Se s & minimizador local regular de (C.2) entdo existem os
multiplicadores de lagrange 4 <[] " tais que:

V(s )+ A"Vh(s ) =0
Assim, as condicbes necessarias de 1° ordem:
V(s )+ A"Vh(s) =0 3

Juntamente com as restricoes:

Vh(s)=0 (4

*
Consisteemumtotalde n + m equacdes nasincognitas S e ﬂ, Porconseguinte,
0s possiveis minimizadores para o problema (C.2) serdo os pontos estacionarios ou
criticos que, que, simultaneamente, resolvem (C.3) e (C.4).

Definicao C.2 — Chamamos de lagrangeano associado ao problema (C.2) a
funcéo:

[(s,A)= f(s)+ A" h(s) cs

De modo que as condi¢cdes necessarias de 1° ordem podem ser expressas da
seqguinte forma:

Vi(5.2)=0 (g

V., Ii(s,4)=0 (C7)
C.1.3 Condicoes Necessarias de 2° Ordem

Teorema C.3 — Suponhamos que f,heC’e " & minimizador local regular de
(C.2). Entao existem os multiplicadores de lagrange A e[] " tais que:
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VI (s )+ A"Vh(s)=0
Se denotarmos por E o plano tangente, £ = {qg : VAa(s")qg = 0}, entdo a matriz:
L(s)=F(s)+A"VH(s))
E semi-definida positivaem E | isso é,4"L(s")g =0, Vq e E, onde:

L(s) =V?3(s,A)

C.1.4 Condicoes Suficientes de 2° Ordem

Teorema C.3-Se f,heC? s e Q satisfaz as condigbes necessarias de primeira
ordem para (C.2) e ﬂ € o multiplicador de Lagrange e s’ & minimizador local estrito
para (C.2)

q"'L(s)g>0,Vg2z0eM

A seguir apresentaremos as condigcdes de Karush, Kunh? e Tucker® que
consistem em uma extensdo dos métodos classicos dos multiplicadores Lagrange
e visam desenvolver as condigcdes necessarias e suficientes para um problema de
otimizagdo com restricbes de igualdade e desigualdade, tranformando-o em um
problema de otimizacdo sem restricao.

C.1.5 Minimizacao com Restricoes Gerais

Consideraremos o seguinte problema geral de otimizagéo:
min  f(s) (s
sa. h(s)=0,i=1,2,...,m 9

c,(s) <0,k =1,2,...,p (€10
seQcl” (C.11)
Onde: f :0" =0

é a fungéo objetivo; h:[1" — [ ™ e c:0" — 0 ? s&o, respectivamente,
as restricoes de igualdade e desigualdade que formam o espaco de solugdes

2 Harold Kunh é professor de matematica na universidade de Princeton e possui contribuicbes em progra-
macao nao linear e teoria dos jogos.
3 Albert William Tucker, falecido em 1995, deixou importantes contribuicdes nas areas de topologia, teoria

dos jogos e programacao nao-liear.
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factiveis em Q.
C.1.6 Condicoes de Karush-Kunh-Tucker

O resultado tedrico mais importante em otimizacao néo linear recebe o nome
de condi¢cdes de Karush-Kunh-Tucker (KKT) (MEHRAN, 2007). Uma vez que estas
condi¢Oes permitem estabelecer relagdes entre as derivadas da fungéo objetivo e as
derivadas das funcbes que definem as restrigoes.

Em trabalhos independentes Karush e Kunh (JACQUOT, 1994), respectivamente
em 1939 e 1951, apresentaram as condicoes de otimalidade de primeira ordem para
gue um dado ponto no espago possa ser considerado um ponto 6timo.

C.1.7 Condicoes Gerais de KKT

Teorema C.5 — Suponhamos que [ £ (s),k(s).c,(s)] € C' € seja s~ um minimizador
local regular de (C.8) sujeito as restricdbes (C.9), (C.10) e (C.11). Seja ainda,
I ={ie{l,....,p}lc,(s)=0} . De modo que Vh(s)u{Vc,(s),iel} € um conjunto
linearmente independente. Entdo existem uUnicos multiplicadores de Kun-Tucker
Aseees A, €0 e 1 20paratodo [ € [, tais que:

V(s + i/@wl,. (sH+D Ve (sH=0

iel

Desta forma, se $ é um ponto regular e minimizador para o problema (C.8),
definindo 1, =0 se i ¢ I , podemos reescrever as condicdes de KKT da seguinte
forma:

Vf(s*)+glthi(s*)+§,uchk(s*)=O ©12)
h(sH)=0, i=1,...,m (C.13)
ck(s*)SO, k=1,...,p (C.14)
,ukck(s*)=0, k=1,...,1 (C.15)
H, =20, k=1,...,1 (C.16)
As n+m+p equagbes formam um sistema ndo linear nas incognitas

sell”, Ael™e uel?” Assolugdes deste sistema que satisfazem (C.15) e (C.16)
sao os pontos estacionarios de (C.8).

C.1.8 Condicoes de 2° Ordem

Condicoes Necessarias
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Teorema C.6 — Suponhamos que [£(s).ka(s).c,(s)]€C> € s um ponto regular
das restricdes sujeito as restricbes (C.9), (C.10) e (C.11). Se § & um ponto de minimo
para o problema (C.8), entdo existem os multiplicadores Ae01™ e ul?, u=>0,
tais que:

Ls)=F )+ THE)+mM C(s") 17

E semi definida positiva no espaco
M ={q Z Vh(s*)q — O’ ch(s*)q — O, Yv e V}, onde:

L(s)=V?I(s",A, 1)
C(s)=VZec(s)
| %4 ={v:cv(s*) =0,u, >0}

Para

U™ A1) = F () + D AT () + D 41,6,(5)

Condicoes Suficientes

Teorema C.7 —Seja [f (5),h(s),c,(s)] € C* e se s satisfaz a condicio necesséria
de 1° ordem para (C.8) e, além disso, 4’ L(s )¢ >0, Vg#z0eM entao s* & minimizador
local estrito para o problema (C.8).

Na secéo a seguir apresentaremos as definicbes e propriedades concernentes
a convexidade e dualidade, uma vez que do ponto de vista tedrico, convexidade e
dualidade fornecem estruturas sob as quais resultados relevantes sobre como
algoritmos podem ser obtidos (KIRK, 1970).

C.2 Condicoes de Otimalidade

Convexidade é um dos conceitos chave em analise matematica. Com hipbteses
de convexidade, as condicoes necessarias de otimalidade passam a ser suficientes.
Em outras palavras, todo ponto estacionario torna-se uma solugdo do problema. Em
particular, qualquer minimizador local é global. Além disso, no caso convexo podemos
desenvolver a teoria da dualidade em sua forma mais completa, isto €, associar ao
problema original (primal) outro problema, chamado dual, que sob certas hipbteses &
equivalente ao original e as vezes é mais facil de resolver.

Recentemente, a teoria da dualidade é obtida como uma regra central no
desenvolvimento e unificacdo da teoria de otimizacdo, devido a originalidade da
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mesma e a implementacdo de novos algoritmos para o tratamento de uma grande
classe de problemas praticos (KIRK, 1970) e (MEHRAN, 2007).

C.2.1 Convexidade: Definicoes e Propriedades

As definicdes e teoremas a seguir garantem a existéncia de um Unico minimizador
global para um problema sob a hip6tese da convexidade.

Definicao C.3 — O conjunto Z <" & chamado um conjunto convexo se para

quaisquer S, y € Z eparatodo pe[0,1], [ps+(1-p)yleZ.

Definicdo C.4 — Se Z é um conjunto convexo, f :Z —[], é uma fungéo
convexa se paratodo § ,y€Z, pel0,1].

fos+(A=p)y)<pf(s)+U=p) (V)

Definicao C.5 — Chamamos de problema de programacgao convexa:

min £ (s)

sa. se/

Onde Z é um conjunto convexo e f:Z —[, é uma fungdo convexa.

Teorema C.8 - Em um problema de programacéao convexa, todo minimizador local
€ global. O conjunto dos minimizadores € convexo. Se f é estritamente convexa, ndo
pode haver mais de um minimizador.

Teorema C.9 — Se o problema de minimizagdo com restricdo de igualdade e
desigualdade (C.8) € um problema de programacéo e em s~ valem as KKT gerais
(Teorema C.5), entao s & um minimizador global.

C.2.2 Dualidade: Definicoes e Propriedades

Do ponto de vista pratico, dualidade aparece como uma ferramenta poderosa
na busca de solugdes 6timas. Além disso, ha uma estreita relagdo entre dualidade
e convexidade (LAUB, 1991), (MEHRAN, 2007), (KIRK, 1970) e (HOCKING, 1991)
como veremos no Teorema C.10 a seguir.

Definicao C.6 — Chamamos o problema dual de (C.8) sujeito as restricoes (C.9),
(C.10) e (C.11) ao problema:
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min [(s,A, )
sa. VI(s,A,u)=0

#=z0 (C.18)

Onde:

m P
l(S,/I,,LI) = f(S) + Z /’Lih,'(s) + Z/’lici(s)
i=1 i=1
Podemos, portanto, reescrever (C.8), como:
max l(s,ﬂ,,u)zf(s)+iﬂih[(s)+zp:ﬂici(s)

sa VIO +D ARG+ X uels)  (CA9)
i=l i=1

©u=0

C.2.3 Gap de Dualidade

Definicao C.7 — Dado o problema primal (C.8) podemos definir o problema dual
como (MEHRAN, 2007), (KENNETH ,2004):

max O(u,A)

s .a. u >0 (C.20)
Onde a chamada fungéo dual @ é definida no par de multiplicadores (,A) por:

O(u,A) = inf [f(s)+ pc(s) +Ah(s)]

Proposicdo C.1 - Uma vez que f:0" =0, h:0" 0" e c:0"—>0%eC' .
Sempre teremos que:

max {f(s):c(s)<0,h(s)=0}<min {f(s):c(s) <0,h(s)=0}
A diferenca, temos:
min{ £(s): ¢(s) <0,h(s) =0}—max {O(u,1): >0}

Damos o0 nome de gap* de dualidade.
Prova: Ver referéncia (HOCKING, 1991).

4 Termo em inglés que significa abertura, intervalo.
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Quando néo ocorre a situacdo de gap, o problema primal e dual coincidem em
seus pontos de minimo e maximo, respectivamente. Conforme assegura o Teorema a
seqguir.

Teorema C.10 — Suponhamos que o problema (C.8) é tal que as funcdes
f:0">0ec:[]" —>[] P séo convexas em [] " e que s° &€ um ponto KKT com os
multiplicadores correspondentes 11" ¢ A*. Entdo (s,4",4)é a solugdo dual (C.20).
Além disso, o valor objetivo primal e dual coincidem, isto &, f (s ) =6@(A", ) . Ou
seja, ndo ha gap de dualidade.

Prova: Ver referéncia (KAWAOKA, 2004).
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APENDICE D

CONDICIONAMENTO DE MATRIZES

Considerar os seguintes casos envolvendo o numero de condi¢do de um sistema
do tipo:

Caso 1
O vetor independente ) é alterado para = g5 € H é mantido inalterado. Supor
que a solugédo de ] " seja alterada para 2" + 627" Assim, temos:

HA +32)=((b+0b)= HSA =—-0b

A partir de uma norma consistente:

"Ml e 17 =

(D.1)
Combinando as equacgdes (E.1) obtemos:

lo2”
[Ea

|22

|4

<|al&~|

2|

A quantidade 5l mede a alteragao relativa no vetor solugcao /'L , enquanto " ”

a alteracao relativa no vetor b. Assim, podemos verificar que a razao entre a alteragao
relativa na solugéo e a alteracéo no vetor b ¢ limitada pelo nimero || A|[|&~*| também
conhecido com numero de condicdo de H (cond (H)).

Caso 2 .
Amatriz H é alterada para H + AH e o vetor b é mantido inalterado. Supor que
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a solucéo de )}T* seja alterada para ,T* + 5,?‘. Assim, temos:
(H+AH)YA +2")=-b= (H+AH)SA =-AHA’
SA" =—(H+AH)'AHL" |y
Considerando que ”I'_IHHI‘_I_IH <1 Entso & possivel mostrar que:
(H+AH)' = +ID)H'

Onde:

||

Il L

Considerando a norma em ambos os lados da equacéo (D.2), obtemos:

67" | a+ ol Jlad] 2]
A lam]|x ]
= i
1= lar]

Caso 3

A matriz H é alterada para H +AH e o vetor b é alterado para ];:a[; e a
solucdo 1" é alterada para 1*+51°. Considerando que H +AH é nao-singular,
entdo é possivel mostrar que:

)| i )
P gt 1 A
(D.3)

Ao se observar o efeito das perturbagcdes aditivas nos casos acima, € notoério
a importancia do numero de condicdo para analisar se um sistema € ou ndo mal
condicionado, considerando que o sistema do tipo mostrado na equacéo (3.20) € medido
pelo numero de condigéo, pois ele da a maxima ampliacdo que a variagcao relativa da

Uma Nova Metodologia Para Sintese de Filtros H,E H_| Apéndice D



solucéo pode sofrer frente a uma perturbagéo ou no vetor de termos independentes ou
na matriz dos coeficientes. Entdo, um problema € denominado como mal condicionado
ou numericamente instavel se pequenas alteracdes nos dados de entrada ocasionam
grandes erros no resultado final.

Comentario D.1: Como definido anteriormente o numero de condicédo €
dependente de uma norma, em geral, se uma matriz € bem ou mal condicionada com
relacdo a uma norma, ela é também bem ou mal condicionada com relagéo a algumas
outras normas (FARIAS, 1998). Para verificarmos a condicionamento de um sistema,
devemos considerar a equacgao (D.3). Por razdo de simplicidade, suponha que:

ox _
Assim, H € aproximadamente menor ou igual a 2.cond(H).10™“. Se 0 erro

relativo nos dados é de 107¢ e se o erro relativo na solugdo deve ser garantido para
: - - — . 1
menor ou igual 107", entdo cond(H) tem de ser igual ou menor a ElOfH . Por exemplo,

- . : N |
suponhamos que d =5 e uma precisao de 0.001 é desejada, assim (H)SEIO2 =50,
Neste caso, um sistema & bem condicionado se cond(H) é menor ou igual a 50 .
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