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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 1

O ALGORITMO ESPECTRAL COMO ALTERNATIVA AO
ALGORITMO K-MEANS EM CONJUNTO DE DADOS

Luciano Garim Garcia
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
(UFRGS)

Porto Alegre - Rio Grande do Sul

Leonardo Ramos Emmendorfer
Universidade Federal do Rio Grande (FURG)
Rio Grande - Rio Grande do Sul

RESUMO: Neste trabalho busca-se tratar
do problema de agrupamento de dados pela
abordagem de particionamento de grafos. Com
isto, utiliza-se uma versao espectral e obtém-
se uma solucéo relaxada que € utilizada no
processo de agrupamento. No intuito de medir
a eficacia do método espectral utiliza-se o
algoritmo k-means para comparar resultados de
agrupamento de dados artificiais. Finalmente,
utiliza-se a medida-F para fazer o comparativo
estatistico dos métodos e inferir conclusoes.
PALAVRAS CHAVE: Particionamento,
Agrupamento, Grafos, K-means.

ABSTRACT: In this work data clustering problem
is transformed in graph partitioning problem.
That way, a spectral version is used and a
relaxed solution is obtained, and then is used
in the clustering process. In order to measure
the efficacy of the spectral method, the k-means
algorithm is used to compare clustering results
with artificial data. Finally, the F-measure is
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used to make the statistical comparison of the
methods and infer conclusions.

KEYWORDS: Partitioning, Clustering, Graphs,
K-means.

11 INTRODUCAO

O reconhecimento de padrées em
matematica sempre foi alvo de estudo de
varios pesquisadores. Nas ultimas décadas
diversos métodos de exploracdo de dados
foram desenvolvidos com a finalidade de extrair
informacgdes Uteis que antes estavam implicitas
em numeros e tabelas. Sendo assim, pode-
se dizer que estudo de agrupamento torna-se
uma ferramenta Util para a analise de dados em
diferentes situacdes. A analise de agrupamento
tem aplicacbes em situagbes simples do dia-
a-dia (desde o inicio da infancia, aprende-se a
distinguir entre gatos e cachorros, ou plantas e
animais, melhorando continuamente esquemas
de classificagdo subconscientes) assim como
em diversas areas, como biologia, pesquisa
de mercado, processamento de imagens,
reconhecimento de padrdes, geografia, e
muitas outras (Dos Santos, 2015).

Diversos métodos de agrupamento
de dados buscam encontrar agrupamentos
6timos,

porém surgem certas limitacdes

correspondentes a cada algoritmo utilizado.
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Com isto, existe uma grande necessidade de encontrar métodos inteligentes que
realizem esta tarefa de maneira bem geral, independente do formato do conjunto de
dados.

Neste trabalho, utiliza-se o método de agrupamento espectral baseado em
particionamento grafos para descobrir 0s grupos existentes em conjuntos de dados
artificiais. Desse modo, espera-se que 0s agrupamentos acontecam de forma mais
natural do que outros algoritmos como, por exemplo, o k-means (LANGKVIST, 2014).

2| METODOLOGIA

Considere um conjunto de dados descritos por pares ordenados (x;, x;) € R.
Cada par de elementos descrevem um ponto no plano cartesiano e, sua relacao com
os demais pode ser descrita por uma funcdo de similaridade. Seja W;; = f(d(xi,xj), a)
a matriz simétrica composta pela fungao de similaridade que leva em consideracao a
distancia euclidiana entre os elementos e parametro de distribuicdo gaussiana dos
dados (NG, 2002). Assim pode-se modelar a matriz de similaridade de acordo com a
equacgao abaixo:

_d*(xx;))
=g 202

Neste caso, usando a matriz de similaridade dos dados poder-se-ia aplicar
algum algoritmo que tomasse as informagdes dessa matriz para determinar os grupos.
Porém, esta formulagéo é bastante sensivel ao parametro que € uma medida global,
nao levando em consideracao informacodes locais dos dados. Nesse sentido propde-se
transformar o problema de agrupamento de dados em um problema de particionamento
de dados, conforme descrito na Figura 1.

Métrica de Qualidade

de Agrupamento

* Medida -F

* Problema de
Particionamento de
Grafos

* Problema de
Agrupamento de
Dados

Figura 1- Esquema da metodologia abordada

Para fazer a transformacao do problema considera-se cada par ordenado como
o vértice do grafo e a medida de similaridade entre os dados é posto como 0 peso
de cada aresta que conecta um vértice em outro. Neste sentido a nova formulagéao
trata de obter particbes no grafo que descrevam coerentemente a estrutura dos
grupos a serem formados. No ponto de vista de particionamento utilizam-se funcoes
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objetivo com o intuito de medir a qualidade das particées. Otimizada a funcao de
particionamento e gerado 0s grupos, retorna-se ao problema de agrupamento com a
solucdo obtida e, utiliza-se uma métrica de qualidade de agrupamento para medir a
eficacia do resultado.

2.1 Solucao do Problema de Particionamento de Grafos

Dado um numero keN,;, e um grafo G = (V,E) com pesos ndo negativos em
suas arestas, w:E - Rs,, 0 problema de particionamento de grafos busca determinar
uma particdo P de V com grupos de vertices P={V,,...,V,} satisfazendo as seguintes
condigoes: V.U ... UV, =Ve V;u..uV, =V e V,nV; =0,vi # .

Figura 2- Grafo particionado

Considere a seguinte modelagem para o caso particular do biparticionamento:
dados dois conjuntos disjuntos de vértices V e V¢ de um grafo G define-se:

O somatério dos pesos das arestas dos dois conjuntos por:

Cut(l-"', VC) = Z Wiy

ueEV,ve¥ e

« O somatoério dos pesos das arestas dentro do conjunto V por:

Cut(V,V) = Z Wy
ueV . vev

+ O total de pesos provenientes do grupo V:

Vol(V) = Z d,

uel

Para medir a qualidade das particbes é possivel recorrer ao uso de funcdes
objetivo que otimizadas propiciem particdes equilibradas. Uma particao equilibrada
ocorre quando vértices da mesma particdo possuem arestas com pesos grandes
(alta similaridade) e aresta entre particbes distintas possuam pesos pequenos (pouca
similaridade). Neste sentido, podem-se utilizar fun¢gdes de corte minimo, corte por
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razéo, e corte normalizado (JIA, 2014). Neste trabalho é utilizado a funcdo de corte
normalizado justamente por proporcionar cortes mais equilibrados no grafo (SHI,
2000).

2.1.1 Funcg&o de Corte Normalizado

O particionamento leva em consideracao as conexdes dentro e fora de um grupo,
ou seja,

NCut(V,V®) = Cut(V,V°) (Voil(lr’) + Vaizvf))

Neste caso € levado em consideracéo o tamanho das particbes. Porém, quando
se introduz condicGes para obter particdes equilibradas, o problema do corte minimo
embutido na fungéo de corte normalizado torna-se um problema NP-dificil (WAGNER,
1993). Nesse sentido, trabalha-se com a versao relaxada do problema obtendo uma
solucdo aproximada para a fungéo objetivo.

Considere a seguinte relaxacao para NCut :

seueV

Sela f — [fp --wfn]t com fu — {_VOI(I'_V];

Vol(ve)

ouc VC} . A fim de reescrever NCut considere:

z

ffo=quWuv(fu—ﬁ;)2 = Z W(%(V)Jr%)

ueV,vev

Onde L é chamada de matriz laplaciana, definida por L=D-W, tal que W é a
matriz de pesos do grafo (ou adjacéncias) e D é a matriz diagonal com elementos
descritos por Vol (V,V°)

Procedendo analogamente para a matriz D:

d, dy — 1 !
fbf = Z i = Z, Vol(vy: ZV Vol(Ve)? ~ Vol(V) ' Vol(Vo)

ueV

Entao, reescreve-se NCut, como:

fiLf

NCut(v,V®) = 52

Em resumo, tem-se de otimizar a seguinte fungéo:

L

] c — s
min Neut(V,V¢) = mmfth,onde
1 eV
—— 56U
Vol(V)
f = [flr '":fnlc com fu = 1
— c
VoI(V‘)’seu EV
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t
Para esse propésito, considera-se: I3Y; sujeito a ftD1 com solugcdo dada pelo

segundo menor autovalor do problema (VON LUXBURG, 2007).

Lf = ADf
DD-ILf = ADf
DILf = Af

Lf =2f

De acordo com (FIEDLER, 1973), o segundo menor autovetor associado ao
segundo menor autovalor, que € solu¢do do problema acima, é capaz de descrever
uma particdo no grafo determinada pelo sinal das suas componentes. Ou seja, é feito
um mapeamento dessas componentes diretamente no grafo gerando as particoes.
Em suma, ao invés de particionar o grafo de acordo com as componentes dos vetores
caracteristicos da solucdo exata utiliza-se as componentes da solugcéo relaxada
conforme a figura abaixo.

ue Visef,>=10

Solucao exat Solucao relaxada .
Solugao exata olugao 1 { v E Vi sefs < 0

ogeeee ..ll

®
000CO000 00000°®

Figura 3 — Solucao exata e solugéo relaxada

Dependo do volume de dados (quantidade de vértices) € necessario aplicar um
algoritmo de agrupamento nas componentes do autovetor solugao para determinar os
grupos. Em geral, utiliza-se o algoritmo k-means, amplamente utilizado na literatura,
jA que em poucas iteracdes € possivel obter os grupos. Além disso, no caso geral
de particbes em subconjuntos disjuntos, utilizam-se as componentes dos -menores
autovetores para determinar as particées, sendo fundamental o uso de um algoritmo
de agrupamento nesta etapa (NG, 2002).
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31 ALGORITMOS DE AGRUPAMENTO

Nas proximas secbes sao apresentados os algoritmos k-means e espectral via
k-means, objetos de estudo deste trabalho.

3.1 Algoritmo K-means

O algoritmo k-means baseia-se na minimizagcdo de uma medida de custo, a
distancia interna entre os padrées de um agrupamento (LINDEN, 2009). A minimizagcéao
do custo garante encontrar um minimo local da funcao objetivo, que dependera do
ponto inicial do algoritmo. Esse tipo de algoritmo é chamado de ‘n&o-convexo’, pois, a
cada iteragao diminui o valor da distor¢éao, visto que o resultado final depende do ponto
inicial usado pelo algoritmo.

Algoritmo 1: Algoritmo k-means
Entrada: Conjunto de exemplos contendo vetores de atributos d-dimensionais e k= nUmero
de grupos.
Saida: k vetores de média e afiliagéo para os N vetores de atributos D
1. Escolha estimativas iniciais arbitrarias ej (0) para os A j=1,....,m (isto &, para centroides
dos k grupos);
2. Repita:
fori=1to N do
Determine o representante mais prdximo, isto &, 6, (centroide mais proximo) de x..
Faca b(i) = j;
fori+1to k do
Atualizagé@o dos parametros: Determinar 6, como a média dos vetores x, € X com b(i)

=J,

3. Repetir passo 2 até que ndo ocorram mudangas em 6, entre duas iteragdes sucessivas.

A principal vantagem do k-means € a convergéncia da solugdo em poucas
iteracdes, sendo esta convergéncia dependente da inicializagcdo dos centros dos
grupos e da geometria dos dados. Outro fator importante para o funcionamento do
algoritmo é a informacéo preliminar da suposta quantidade de grupos contidos na
distribuicdo dos dados. Ou seja, 0 numero de k grupos deve também ser informado
pelo usuario, acarretando uma dependéncia no resultado dos agrupamentos. Além
disso, 0 k-means pode nao funcionar de maneira esperada dependendo da curvatura
da distribuicao dos dados no plano bidimensional (GARCIA, 2017). Geralmente, o
método funciona bem em conjuntos onde os grupos estdo bem separados, ou seja,
em distribuicOes gaussianas.

3.2 Algoritmo Espectral via K-means

O algoritmo pioneiro desta metodologia surgiu gragas ao trabalho de (NG, 2002),
que apresentou sua metodologia no artigo intitulado "On spectral clustering: Analysis
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and an Algorithm”. Os passos do algoritmo espectral basicamente desempenham
a tarefa de obter a matriz laplaciana do grafo de similaridade e calcular os seus
autovetores para agrupa-los via k-means.

O parametro de escala controla a rapidez com que a matriz de similaridade
decresce levando em consideragéo a distancia entre x. e X (VON LUXBURG, 2007).
A matriz € obtida calculando-se o peso de cada aresta incidente em um determinado
vértice, desse modo, forma-se uma matriz diagonal, a qual é utilizada na obtencao da
matriz laplaciana. Calculando-se os k autovetores de L, obtém-se as matrizes U e logo
ap6s Y onde no passo 5 ocorre a aplicagao do algoritmo k-means.

Algoritmo 2: Agrupamento espectral via k-means (NG, 2002)

Entrada: Conjunto de pontos X ={x,,..., X }, desvio padréo o € o nimero de grupos k.
Saida: Grupos A,,..., A, )

1. Formar a matriz de similaridade W definida por: W;; = e 202

2. Construir a matriz laplaciana: L=D - W

3. Encontrar os k autovetores de L (escolhidos para serem ortogonais entre si no caso
de autovalores repetidos), e forme matriz U colocando os autovetores em colunas:

Ulug i+ & uy] € RVK

4. Formar a matriz Y a partir de U normalizando cada linha de para ter valores unitarios.
5. Considerar cada linha de Y como um ponto em [R¥ e classifique-os em k grupos via
algoritmo k-means Y, = Uij .

[ v5
6.Colocar os pontos originais x, no grupo j, se e somente se, a linha i da matriz y for colocada
no grupo j.

4 | EXPERIMENTOS

Nesta secdo apresenta-se uma série de experimentos feitos com a aplicagao
dos dois algoritmos de agrupamentos em diversos conjuntos de dados. A utilizacao
do k-means tem por objetivo obter uma comparacao de resultados em relagao ao
algoritmo espectral, ja tal algoritmo possui popularidade em diversas aplica¢des. Para
medir a qualidade dos agrupamentos obtidos, optou-se pelo uso da medida-F, sendo
gue em todos os conjuntos utilizados é possivel obter o seu "ground truth” na literatura.

4.1 Medida Estatistica de Qualidade de Agrupamento

Com o intuito de medir o desempenho dos algoritmos utilizados em cada conjunto
de dados foi utilizada a medida-F. Dada uma predigéo (h (x) = (h, (x), ...,h_(x)) € Y de
rétulo binarioy = (y,,..., ¥,), @ medida-F & definida a seguir:

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 1




(1+ %) X%, yihi(x)
52 Z:’;1 Yi +E?;1 hi(x)

F(y,h(x)) = € [0,1]

Esta medida essencialmente corresponde a uma média harménica ponderada
de precisao e exaustividade (DEMBCZYNSKI, 2013). Para utilizar esta medida foram
considerados os resultados corretos dos agrupamentos encontrados na literatura.
Para cada teste foram definidas as variaveis TrueCluster e PredictedCluster, ou
seja, a informacédo dos grupos corretos e dos grupos formados pelos algoritmos
respectivamente.

4.2 Conjunto de Experimentos |

Em cada experimento a seguir existe um determinado problema de agrupamento
relacionado a sua estrutura. O primeiro conjunto chamado Two Spirals possui curvaturas
acentuadas que dificultam a aplicagao dos algoritmos.

No segundo conjunto de dados ClusterinCluster existem dois grupos formados
por duas concentragdes circulares de pontos, uma pequena e outra maior. Neste
caso, o desafio esta em agrupar corretamente um grupo que esta dentro de outro. Tal
dificuldade é evidente, pois 0os conjuntos ndo séo linearmente separaveis, além de
possuirem variancias distintas.

Por fim, no conjunto Corners existem quatro concentracées de pontos
distribuidos em forma de esquinas. Os grupos deste conjunto possuem a caracteristica
de serem construidos de maneira bem simétrica, enfatizando claramente a sua
divisdo. Igualmente espacados, os retédngulos que formam as esquinas possuem a
mesma distancia em relagcéo aos retangulos dos outros grupos adjacentes. Devido a
esta caracteristica, a dificuldade em agrupar as esquinas corretamente consiste em
nao levar apenas em consideracao o fator distancia entre grupos, mas também o fator
vizinhanga de cada elemento.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 1




K-médias Espectral/K-médias

e,
P T
E R
a ( .
w
Q S
E -, ‘“)
’*\..”*
Rt TS

b
WV
8
1]
2
9] e
£ gfﬂ\}‘
5 j
2 N/
=
o
vl b
B wsest @ PR
=1
1)
S »32%?% -3 i‘:::*}'i’"iiiﬁ

e i g

Y @

Figura 4 - Resultados dos experimentos referentes aos conjuntos de dados Two Spirals,
ClusterinCluster e Corners para os algoritmos k-means e espectral.

A partir da Figura 4 pode-se obter uma visdo geral da aplicagcao dos algoritmos
nos conjuntos de dados em estudo. O experimento referente ao conjunto de dados
Two Spirals mostrou a eficacia do método espectral em determinar corretamente os
grupos. Ja a aplicacéo do k-means resultou em uma particao linear no grafo, gerando
também dois grupos, porém com resultados n&o satisfatorios.

No experimento referente ao conjunto ClusterinCluster, os resultados obtidos
pelo k-means foram similares aos resultados do conjunto anterior. Uma particdo
linear descreve os dois grupos gerados de acordo com os centroides inicializados e
posicionados iterativamente entre os dois grupos reais.

No ultimo conjunto de dados Corners 0 método espectral via k-means obteve
corretamente os grupos. Devido a simetria dos dados, o algoritmo k-means agrupou
os retangulos de acordo com os centroides posicionados ao norte, sul, leste e oeste
do conjunto, ndo retratando corretamente a estrutura dos grupos.

4.3 Conjunto de Experimentos Il

Para a aplicacéo dos métodos de agrupamento discutidos aqui, foram escolhidos
alguns conjuntos de dados disponiveis em (FU, 2007), (JAIN, 2005) e (CHANG, 2008).
Houve a preocupacdo em trabalhar com conjuntos de dados de diferentes formatos
geomeétricos, sendo especificos para a finalidade de analisar os resultados de cada
algoritmo aplicado.
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No primeiro teste foi utilizado o conjunto de dados Jain que possui o formato
de duas meias luas conforme a Figura 5. Pode-se inferir visualmente que o conjunto
possui dois grupos bem definidos e bem separados no plano bidimensional. A principal
dificuldade em agrupar corretamente estes conjuntos esta relacionada diretamente
a curvatura em que 0s mesmos se dispdéem no plano. Sendo assim, € interessante
ressaltar que metodologias que obtenham um particionamento linear no conjunto
provavelmente poderao falhar ao tentar descobrir corretamente os grupos.

No segundo experimento foi utilizado o conjunto de dados Flame, que por sua
vez possui caracteristicas geométricas interessantes, composta por uma distribuicao
esférica de elementos e outra concentracéo no formato de meia lua conforme Figura 5.

Por fim, é utilizado o conjunto de dados Spiral que também possui um formato de
curva, neste caso é possivel identificar que o numero de grupos existentes no conjunto
é trés, conforme é possivel analisar na Figura 5.

Espectral/K-médias

Jain

Flame

Spiral

Pt

w"
s
Y ( A
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Figura 5 - Resultados dos experimentos referentes aos conjuntos de dados Jain, Flame e Spiral
para os algoritmos k-means e espectral.

Conforme a visualizacéo da Figura 5 € possivel notar que o algoritmo k-means
nao obteve um agrupamento coerente de acordo com a estrutura do conjunto Jain. Isto
se deve ao fato de que a utilizacao de centroides como paréametro de agrupamento nao
funciona de maneira eficaz em conjuntos de dados que possuem uma determinada
curvatura. Como a distribuicdo dos dados no plano ndo acompanha uma distribui¢cdo
gaussiana, entdo o uso do k-means neste caso ndo é o mais recomendado. Ja os
grupos formados pelo algoritmo espectral geraram um resultado melhor que o seu
antecessor. Apesar disso, a informacao proveniente da matriz laplaciana nao foi
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suficiente para estabelecer um agrupamento coerente com a geometria do conjunto.
Neste caso, existem duas possibilidades para a falha, a primeira seria a ineficacia
do k-means quando aplicado nas componentes do autovetor solugao e, a segunda a
proximidade das componentes que podem levar a um agrupamento equivocado.

Os grupos do conjunto Flame estabelecidos pela metodologia k-means,
formaram-se de maneira incorreta, agrupando parte da meia lua juntamente com a
concentracéo superior acima dela. Considerando a concentragéo circular de elementos
neste conjunto, conclui-se que o k-means consegue eficientemente colocar um
centroide correto nesta regido. Porém, em relagéo a meia lua este acerto do método
torna-se impossivel. No segundo algoritmo o resultado coerente, pois visualmente os
grupos formaram-se corretamente respeitando a distribuicdo dos elementos no plano.
E interessante ressaltar que o desvio padrdo dos dados é moderadamente diferente
entre os dois grupos, o que pode dificultar a resposta de varios algoritmos baseados
neste parametro.

Novamente o numero de grupos informado como entrada em ambos os
algoritmos € o mesmo, desse modo, sera possivel estabelecer uma relacdo entre
os resultados obtidos por cada um deles. No experimento com o0 uso do k-means o
agrupamento do conjunto Spiral ndo foi satisfatorio, novamente o problema ocorre
devido a curvatura da distribuicdo dos elementos no plano. Diferente de muitos casos,
neste conjunto nem uma boa inicializacdo do centro ira estabelecer corretamente os
grupos, sendo assim, o algoritmo é ineficaz neste caso. Em contrapartida, o algoritmo
baseado na metodologia de particionamento espectral apresentou bons resultados.

4.4 Conjunto de Experimentos Il

Nesta secéo de experimentos os conjuntos de dados foram escolhidos de
acordo com a sua dimensao. Em experimentos anteriores os conjuntos utilizados
eram bidimensionais, porém, propde-se nesta secdo a aplicacdo dos algoritmos
em elementos com coordenadas (X, X, x,) . A escolha dos dois primeiros bancos de
dados foi de acordo com o "The Fundamental Clustering Problems Suite (FCPS)”.
Cada conjunto possui uma determinada caracteristica que dificulta o processo de
agrupamento. Problemas relacionados a densidade, distancia, varidancia e nao
linearidade s&o abordados. No ultimo experimento desta secéo, é utilizado o conjunto
de dados Iris, proveniente do repositério de Aprendizagem de Maquina UCI.

O conjunto de dados Chainlink € composto por dois anéis tridimensionais, tal
que sua principal caracteristica de agrupamento é a separacéo nao linear dos grupos.
Devido a proximidade entre os elementos dos dois grupos o fator distancia ndo se
torna suficiente para a determinacéo correta do agrupamento.

Analisando a Figura 6 nota-se, primeiramente, que o resultado de agrupamento
pelo método k-means ndao obtém corretamente os grupos formados pelos dois anéis.
Esta configurac&o do conjunto ndo permite que as posicdes dos centroides se ajustem
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de acordo com a curvatura dos dados, desse modo, ocorre uma particao linear do
conjunto gerando dois grupos que nao correspondem a geometria correta dos dados.

K-médias Espectral/K-médias

Chainlink

Figura 6 - Resultados dos experimentos referentes ao conjunto de dados Chainlink para os
algoritmos k-means e espectral.

Nesse experimento o algoritmo espectral conseguiu identificar corretamente os
grupos, isso se deve ao fato de que as componentes do autovetor solucéo estavam
bem separadas, assim ndo houve dificuldades para o agrupamento e mapeamento
dos mesmos.

Um problema interessante muito abordado em técnicas de agrupamento esta
relacionado a diferenca de desvio-padréo e variancia entre diferentes grupos. No caso
do conjunto Atom, na Figura 7, existem dois grupos que possuem valores bem distintos
de desvio-padréo, além de que existe o fato de um grupo menor estar contido dentro
de outro maior. A caracteristica do conjunto também nao ser linearmente separavel
torna-se um agravante para o agrupamento correto dos elementos.

K-médias Espectral/K-médias

Atom

Figura 7 - Resultados dos experimentos referentes ao conjunto de dados Atom para os
algoritmos k-means e especitral.

Novamente, o fator agrupamento via centroides nédo foi eficaz, evidenciando
a dificuldade de estabelecer grupos em formato esférico também em dimenséao
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tridimensional. Em contrapartida, o algoritmo espectral obteve o resultado 6timo
mesmo existindo a enorme diferenca de desvio-padréo entre os grupos.

O conjunto Iris € um dos mais conhecidos nas &reas de classificacdo e
agrupamento de dados. Introduzido por Ronald Fisher em 1936 no artigo "The use of
multiple measurements in taxonomic problems” o seu uso traz importantes avancos na
area de analise discriminante linear. O conjunto de dados consiste em 50 amostras de
cada uma das trés espécies de lIris (Iris setosa, Iris virginica e Iris versicolor). Foram
medidas quatro caracteristicas de cada amostra: o comprimento e a largura das sépalas
e pétalas, em centimetros. Com base na combinacdo dessas quatro caracteristicas,
Fisher desenvolveu um modelo discriminante linear para distinguir as espécies umas
das outras.

K-médias Espectral/K-médias

Iris

[ A ]

Figura 8 - Resultados dos experimentos referentes ao conjunto de dados Iris para os algoritmos
k-means e especitral.

Na Figura 8 nota-se que os algoritmos k-means e espectral via k-medias
apresentam resultados bem similares. Pode-se notar que grupo mais abaixo do
conjunto € o mesmo em ambos os resultados de agrupamento dos algoritmos, neste
caso, este grupo refere-se a Iris setosa. Desse modo, os dois métodos diferem apenas
na parte superior do conjunto Iris, onde se concentram os grupos Iris virginica e a Iris
versicolor, 0os quais apresentam uma maior concentracdo de pontos e proximidade
entre si, dificultando a tarefa de agrupamento.

Conforme a tabela abaixo € possivel obter um comparativo mais abrangente entre
os dois algoritmos abordados neste trabalho. A tabela consta de resultados obtidos de
medida-F quando utilizadas as saidas dos algoritmos, e comparadas com 0s grupos
reais fornecidos pelos repositdrios de dados utilizados. A partir dos valores da tabela
pode-se dizer que o algoritmo k-means obteve uma média de 0,54 de medida-F, indo
a contrapartida do algoritmo espectral com média de 0,97 de medida-F. Em geral,
considerando conjuntos de dados com uma geometria mais simples, ambos algoritmos
podem apresentar resultados similares, conforme pode-se ser visto no conjunto Iris.
Porém, quando confrontados para aplicacdo em dados com certo grau de curvatura o

algoritmo espectral é o que possui melhores resultados de medida-F.
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Resultado da Medida-F
Conjuntos de dados | K-means | Espectral
TwoSpirals 0,4797 1

ClusterinCluster 0,4138 1
Corners 0,2813 1
Jain 0,8288 0,9446
Flame 0,806 0,9825
Spiral 0,2695 1
Chainlink 0,384 1
Atom 0,6146 1
Iris 0,8085 0,8148

Tabela 1 — Resultados de medida-F para os conjuntos de dados utilizados nos experimentos.

51 CONCLUSAO

Neste trabalho foram apresentados conceitos introdutérios de particionamento
espectral de grafos, juntamente com a apresentacdo do principal algoritmo de
agrupamento espectral de dados. Pode-se notar a eficacia do método espectral quando
utilizado em conjuntos de dados que possuam uma curvatura acentuada, enfatizando
a sua utilizacdo nesse contexto. Em diversos problemas de aplicagdo nem sempre
os dados terdao um formato viavel para o seu agrupamento, sendo assim, o método
espectral pode ser utilizado garantindo uma saida melhor do k-means proporcionaria.

No que se refere a medida de qualidade de agrupamento, nem sempre sera
possivel utilizar a medida-F, visto que, em conjunto de dados reais ndo se sabe
previamente a distribuicdo correta dos grupos. Seria interessante, para trabalhos
futuros, estabelecer uma medida que permita ao algoritmo obter um feedback quanto
a deteccédo do numero correto de grupos reais. Algumas medidas ja possuem tal
propdsito, como por exemplo, a medida Silhouette, que € amplamente utilizada nos
algoritmos baseados no k-means.

Por fim, espera-se que este trabalho contribua como referencial conceitual sobre
agrupamento de dados e possa ser utilizado para futuras contribuicbes nesta area de
pesquisa. Além disso, enfatizando os bons resultados, conclui-se que a metodologia é
promissora e pode ser aprimorada em trabalhos futuros.
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RESUMO: Neste artigo, a matriz de
transformac¢do da Transformada Numérica de
Pascal (TNP) é investigada e novas relacdes
baseadas na decomposi¢cao desta matriz, por
meio do produto de Kronecker de duas matrizes
de Pascal, sao propostas com aplicagbes na
implementacao da TNP.

PALAVRAS —-CHAVE: Transformada Numérica
de Pascal, Triangulo de Pascal Modular, Corpos
Finitos, Produto de Kronecker.

ABSTRACT: In this paper, the Pascal
Number Theoretic Transform (PNTT) matrix is
investigated and new relationships based on
the decomposition of this matrix, by means of
the Kronecker Product of two Pascal matrices,
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are proposed with applications on the PNTT
implementation.
KEYWORDS:
Transform, Modular Pascal Triangle, Finite
Fields, Kronecker Product.

Pascal Number-Theoretic

11 PRELIMINARES

Uma das principais razbes de se
pesquisar transformadas numéricas € o fato
das mesmas nao apresentarem o0 chamado
erro de arredondamento ou truncagem, uma
vez que toda a aritmética se efetua em um
corpo finito. Tais transformadas tem sido
aplicadas em algumas areas da Engenharia
Eletronica, tais como Processamento Digital
de Sinais, Cédigos Corretores de Erros e
Criptografia, entre outras [4, 5]. Recentemente
foi introduzida a Transformada Numérica de
Pascal (TNP) [8]. Definida sobre o corpo finito
com um numero primo de elementos, GF(p) (do
inglés, Galois Field), e baseada no triangulo de
Pascal modular, esta transformada apresenta o
interessante aspecto de que seu comprimento
e a caracteristica do corpo sao independentes,
0 que nao acontece nas demais transformadas
numéricas conhecidas na literatura [2, 3, 4,
5]. Neste cenério, uma questéo relevante, de
um modo geral, é a complexidade aritmética

Capitulo 2




(entendida aqui como o numero de multiplicacdes e adicbes) necessaria ao calculo da
transformada. Muitos algoritmos eficientes tém sido desenvolvidos visando reduzir esta
complexidade aritmética [2]. A utilizag&o do triangulo de Pascal [1] na definicao da TNP
permite que sejam exploradas relagées bem conhecidas, o que leva a implementacoes
eficientes da mesma [9].

Definicao 1.1. A Transformada Numérica de Pascal (TNP) da sequéncia v =

(Vgse-Vyy)s V, € GF (p) € asequénciaV=V,V,..,V,,),V, eGF (p) emque

0

N—-1

V, = Z Cl, v (mod p). (1)

i=0

Em formato matricial, tem-se V = P v, em que os elementos de P séo [P ] =
Cliwr L,k=0,1,+,N—1.

Teorema 1.1. (Transformada Inversa) A TNP inversa da sequénciaV = (V, V., ...,

V,,) éasequénciav = (v, .., V,,) emque

N-1

v = Z [(—I)Hk

=0

N-1
cick| v (2)
J=Max(ik)

Algumas propriedades da TNP de comprimento , sobre , podem ser verificadas
[8]:

. ATNP de um impulsov = (1,0, ..., 0) € uma constante.
II. ATNP de uma constante é um impulso deslocado.

lll. Uma dada componente V, depende apenas das componentes v, 0 <i <
p-1-k

IV. Ainversa da matriz Ppé triangularinferiorem relagdo a diagonal secundaria.
Seus elementos sdo os mesmos de Pp porém aparecem refletidos em
relagdo a esta diagonal.

V. A soma dos elementos das linhas de Pp, com excec¢ao da ultima linha, é
congruente a zero modulo p

VI. As complexidades multiplicativa e aditiva para se computar a TNP sao,
respectivamente,
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M(N) = w AN) = @ (3)

21 DECOMPOSICAO DA MATRIZ DE PASCAL MODULAR

Amatrizde Pascal sobre GF (p) pode ser decomposta como o produto de Kronecker
de duas matrizes de Pascal, quando a ordem desta matriz puder ser fatorada como o
produto N = Lp Esta importante propriedade, demonstrada no Teorema a seguir, tem
relacdo com a autoestrutura da TNP.

Teorema 2.1. A matriz de Pascal P, em que N = Lp, sobre o corpo finito GF
(p), pode ser obtida a partir do produto de Kronecker Py = P, ® B, em que P e Pp sao
matrizes de Pascal de ordem L e p, respectivamente.

Prova. Pela definicdo do produto de Kronecker, tem-se que os elementos da
matriz 4 @ B, em que A € uma matriz m x n e B € uma matriz p x g, s@o obtidas
multiplicando-se cada elemento da matriz A pela matriz B, obtendo-se uma matriz mp x
ng. Como as matrizes de Pascal sdo quadradas, tem-se que m=n=Le p =q. Entéo,
a matriz resultante do produto de Kronecker possui ordem Lp Considere o produto de
Kronecker Py = P, ® B, em que

1 1 1 1 1 1
1 1 1 ! cl
P, = ! 6:2 c:L e b =1; ’ 1
1 ¢k ci, 1 ¢t s
Tem-se,
P, P, P,
1 1,1
po=p@p=|" Gh " GG
P, CL7'B, - CH4P,

Sejam r e s os indices que identificam os blocos formados pelas copias da matriz
P, multiplicada pelos termos binomiais de P, Entao, s =0,1, ... .L-1e[P]rs=C"
AmatrizP =P, &® Ppé formada pelos elementos obtidos pela multiplicagéo CLSCEH,
emaque 35 =0,1,,p—1 Note que os indices das linhas (i) e das colunas (j) da matriz
P, sao dados por

i=T+rp, j=]=sp,

o1 R
emaquer=l;] es=|}e.Assim,
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(r+s)!_[(i' +i)—(r+s)pl!

— j —
(PE. ® Pp)u = C;+SC:+} (mod p) = st G—1p)( —sp)!

Deseja-se provar que

(r+s)! . [+ — G +spl!

—cr o) -
(PL®By),; = ClasClyy (mod p) = == < ) G — sp)!

— ci, (mod p) (4)

Fixando-se os valores de r e s, a prova é feita por indugédo em i. Por simetria, a
prova por inducdo em j é semelhante.

. Passobase:i=0 - r=0 Entao

(0+s)! [(0+))—(0+s)p]!

— — 0
0l's!  (0—=0p)(j—sp) 1= G
Il. Passo da Inducéo:
_MG+14 D=0 +9p] G+ [(+)) =0 +s)p]!
@ P”]Hl.j - (i+1-7rp) rist  ({—-rpl(G—sp)!’ ©)

Supondo que a Equacao (4) é verdadeira, entdo

C[G+14) = +5)p]
i+1j (i+1—7rp)

(P.®PB,) “Cly; = Cfffy 1 (mod p). (7)

Este teorema tem consequéncias que derivam das propriedades do produto de
Kronecker, a saber, se A e B sdo duas matrizes quaisquer, entao

1. Associatividade: AQBQC=(AQB)®C=4Q (B ().
2. Se A e B sao matrizes triangulares entdao A @ B € uma matriz triangular.
3. Se A e B sdo matrizes simétricas entdo A @ B é uma matriz simétrica.

4. Se AiM;j sdo os autovaloresde Ae M, séo os autovalores de B, entdo A;H;
séo os autovalores de A @ B. Esta propriedade auxilia na determinagao da
autoestrutura da TNP.

Exemplo 2.1. A matriz da TNP de comprimento N = 5 possui 1 autovalor no
corpo base GF (5) e 4 autovalores no corpo de extensao GF (5%) Entao, € possivel
determinar de que forma os autovalores da TNP de comprimento N = 25 estédo
distribuidos em relacao a GF (5) e a GF (5?). O produto de autovalores no corpo base
produz autovalores no corpo base e o produto de um autovalor no corpo base por um
autovalor no corpo de extensao produz um autovalor no corpo de extensao. O produto
de autovalores no corpo de extens&o pode produzir autovalores no corpo de extensao
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ou no corpo base. Neste caso, o produto de autovalores pertencentes a GF (5%) produz
metade dos autovalores em GF (52) e metade em GF (5). Dos 25 autovalores, 9 estao
em e 16em

Observagdo. Apesar de existir a TNP para qualquer comprimento, a fatoracao
da matriz da TNP por meio de um produto de Kronecker s6 existe nas condi¢des do
Teorema 2.1.

A Proposicao 2.1 permite identificar quais as poténcias de um elemento primitivo
do corpo de extensao que produzem elementos no corpo base.
p:_;l

Proposicao 2.1. Se p za( )_ em que a é um elemento primitivo do corpo de
extensao GF (p™), entao, B € GF (p) Ademais, os elementos B, emque k=1,2, ..., p
-1, pertencem a GF(p)

Prova. Observe que
ﬁ(p—ll = gP™1 = 1,

e, portanto, B € GF (p) . Como as poténcias de um elemento no corpo base estéo
no corpo base, e os elementos do corpo base possuem ordens que séo divisores de
(p -1), segue-se que B*e GF (p), k=1,2, ..., p-1

Proposicao 2.2. Se 1t (x)é o polindbmio gerador de GF (p™), entdo, pelas Relacdes
de Girard pode-se identificar qual o valor da primeira poténcia do elemento primitivo
gue se encontra no corpo base, a saber

m—q

B = rx(%) = (—1)™r(0) (8)

Prova. Seja m(x) = apx™ + ap_1x™ "1 + -+ a,x + a, o polinémio gerador de
GF (p™), em que a_= 1. Entdo se e os seus conjugados séo as raizes de 1 (x) pelas
relacbes de Girard tem-se

aaP ".a,pm—l = (_1)]?1?1-(0)’
m_y
qltp P+ 4p™Tt = a( p-1 ) = (—=1)™n(0)

e o resultado segue.

31 0OS AUTOVALORES DISTINTOS DA MATRIZ Pp’

Nesta secdo os autovalores distintos da matriz de transformacéo da TNP de
ordem p" sdo encontrados. As operacdes realizadas a seguir sao feitas modulo p
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Proposicao 3.1. A matriz de transformacéo da TNP sobre GF(p), em que p € um
primo impar, cuja ordem é N = p' satisfaz i =LFvL., em que | é a matriz identidade de
ordem N

Prova. A matriz de transformacao da TNP cujo comprimento € N = p’ satisfaz

P2 =LPL, 9)
em que
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
L= :
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

Uma vez que L, = |, entdo Py = LPyLLPyL = LP§L. Mas

LPZL = LLPyLL = Py
e assim
Pp =Py = Pi=1,.

Proposicao 3.2. Os autovalores associados a matriz de transformacéo da TNP
de ordem N = p" sobre GF (p) em que p € um primo impar, satisfazem A3= 1.

Prova. Se v € uma autosequéncia da TNP com autovalor associado A, entéo P,v
= Av Da Proposicao 3.1 pode-se escrever e o resultado segue.

Uma decorréncia da Proposicao 3.2 € que todos os autovalores da matriz de
transformacao da TNP de ordem p’ estédo no corpo base GF(p) se, e somente se, 3 é
um divisor de (p -1). O exemplo a seguir ilustra de que forma estes resultados podem
ser usados para encontrar os autovalores da TNP.

Exemplo 3.1. Considere a TNP de comprimento N = 25, sobre GF(5) Note que
como 3 } (p — 1), entéo, o unico autovalor sobre GF(5) € A = 1 Os autovalores sobre
sdo a® e a'® em que a é um elemento primitivo do corpo. Esses autovalores (1, a® E
a'®) possuem multiplicidades 9, 8 e 8, respectivamente.

Exemplo 3.2. Sobre (GF(7) a matriz de transformacéo da TNP de comprimento
N= 72 possui todos os seus autovalores em GF(7) Esses autovalores {1,2 e 4} possuem
multiplicidades 17, 16 e 16, respectivamente.
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3.1 Uma forma alternativa da matriz de transformacao inversa da TNP

Novas relacdes na matriz de transformacado da TNP foram obtidas, as quais
permitem uma implementacdo mais simples da TNP inversa proposta em [8]. Este
resultado tem aplicagao no calculo desta inversa (Eq.(2)).

Proposicao 3.3. (Transformada de Pascal Inversa para N = p)A matriz de
transformacao da TNP inversa de comprimento N = p" é a matriz de elementos

_ — ppT-1)-i
[Py, Z ClikC, e = Coppr_1y—iafy (10)

Prova. Uma consequéncia imediata da Proposi¢do 3.1 é que A partir da Definicéo
1.1, observa-se que os elementos da matriz Pv sdo dados por

]u Z C:+k ke (11)

A acado da matriz L na Eq.(9) é mapear a posicéo (i,j) da matriz P na posicao
(pr-1-1i,p" -1 -j) da matriz Pﬁ; assim, o resultado segue.

A proposicao 3.3 permite reescrever a expressao da TNP inversa, Eq.(2), para o
caso em que N = p', na forma

p=1-i
Vi = Z Catp-1)-i+ky Vi (12)

41 CONCLUSOES

Neste trabalho novas relagbes na matriz de transformacdo da TNP sé&o
apresentadas, com aplicagdes na Transformada Numérica de Pascal (TNP). Mostra-
se que, para ordens que sao multiplas da caracteristica do corpo, é possivel decompor
a matriz de Pascal modular como o produto de Kronecker de matrizes de Pascal de
ordens iguais aos fatores envolvidos nesta fatoracdo. Como consequéncia direta
das propriedades do produto de Kronecker, segue-se que os autovalores da matriz
de Pascal original podem ser encontrados a partir dos autovalores das matrizes
envolvidas na fatoracdo. Uma nova expresséao para a TNP inversa de comprimento foi
apresentada. Aplicacées da TNP nas areas de sistemas de comunicacao multiusuario,
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codificacdo de canal e criptografia estdo sendo investigadas.
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CAPITULO 3

ALGORITMOS RAPIDOS PARA O CALCULO DA
TRANSFORMADA NUMERICA DE PASCAL
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RESUMO: Este artigo propbe algoritmos
rapidos para computar a Transformada
Numérica de Pascal (TNP) de comprimentos
e . As simetrias da matriz da TNP, bem como
sua fatoragao como um produto de Kronecker,
foram usadas para se obter uma reducao da
complexidade multiplicativa para seimplementar
a transformada. Os algoritmos propostos
resultaram em uma reducédo da complexidade
entre 84% e 99,9%. Considerando o critério
de complexidade multiplicativa, os melhores
resultados sdo obtidos quando o comprimento
da TNP é uma poténcia de um primo.
PALAVRAS —CHAVE: Transformada Numérica
de Pascal, Triangulo de Pascal Modular,
Algoritmos Rapidos, Produto de Kronecker.

ABSTRACT: This paper proposes fast
algorithms for computing the Pascal Number
Theoretic Transform (PNTT) of blocklengths
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and . The symmetries of the PNTT as well as
its factorization as a Kronecker product were
explored to reduce the multiplicative complexity
for implementing the transform. The proposed
algorithms resulted in a complexity reduction
from 84% to 99.9%. Taking into account the
the best
results are obtained when the blocklength of the

multiplicative complexity criterion,

PNTT is a prime power.
KEYWORDS:
Transform, Modular Pascal

Algorithms, Kronecker Product.

Number-Theoretic
Fast

Pascal
Triangle,

11 INTRODUCAO

Transformada discretas desempenham

um papel relevante em Engenharia e
suas aplicagdes devem-se principalmente a
existéncia de algoritmos rapidos para sua
computacdo. Neste cenario, transformadas
definidas sobre corpos finitos sdo atraentes
porque nao apresentam o chamado erro de
arredondamento ou truncagem, uma vez que
empregam aritmética modulo p. Este trabalho
aborda as chamadas transformadas numéricas,
isto &, transformadas definidas sobre o corpo
finito GF(p).

Eletronica, tais como Processamento Digital

Algumas areas da Engenharia

de Sinais, Cédigos Corretores de Erros e
Criptografia, entre outras, tém sido beneficiadas
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com o uso de tais transformadas [3, 4]. Uma questao importante para a implementacéao
de uma dada transformada é a complexidade multiplicativa necesséaria para sua
computacdo. Muitos algoritmos tém sido desenvolvidos visando reduzir esta
complexidade. Estes algoritmos, implementados em Processadores Digitais de
Sinais (DSP), em FPGA ou em circuitos integrados de aplicagao especifica (ASIC),
permitem o desenvolvimento de equipamentos capazes de processar informacdes em
tempo real.

Recentemente, uma nova transformada definida sobre corpos finitos, a
Transformada Numérica de Pascal (TNP), foi introduzida [5]. A TNP se baseia no
tridngulo de Pascal modular e apresenta propriedades, decorrentes de sua estrutura
autossimilar, que podem ser usadas na concepc¢ao de algoritmos rapidos. Neste trabalho
séo propostos algoritmos rapidos para computar a TNP. Na Secao 2, a definicdo da
TNP é apresentada. Nas Secdes 3, 4 e 5 s&o desenvolvidos algoritmos rapidos para
a computacao da TNP de comprimentos N =p, N = kp e N = p, respectivamente. Na
Secéao 6 sdo apresentadas as conclusdes do trabalho.

2 | PRELIMINARES

Existem, pelo menos, 12 definicdes para a matriz de Pascal, todas baseadas no
tridngulo de Pascal [2]. Neste artigo, foi adotada a definicdo a seguir, que emprega
aritmética sobre o corpo finito GF(p).

Definicao 2.1. A Transformada Numérica de Pascal (TNP) da sequéncia v = (v,,
. Vy4) V. € GF(p), € a sequéncia V= V0, V1, ...,V .), V, € GF(P), em que

N-1

V= Z Cl, . v; (mod p) (1)
i=0

A complexidade multiplicativa direta do céalculo da TNP de comprimento N, por
meio da Definicdo 2.1, € M (N) = N2. Pode-se mostrar [5] que, para N = p, a matriz da
TNP é uma matriz triangular superior. Neste caso, a complexidade multiplicativa direta,
incluindo-se as multiplicac¢des triviais (multiplicacdes por + 1), €

M) =2+ 1. )

E possivel reduzir esta complexidade multiplicativa observando certas simetrias
decorrentes da estrutura do triangulo de Pascal. Assim, inicialmente considera-se um
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exemplo em que tais simetrias podem ser observadas e exploradas.

Exemplo 2.1. Considere a TNP de comprimento N = 7 da sequéncia v =
(vo, -+, V6)T, v € GF(7), V.= (Vo, Vi, -+, V)T, Vi € GF(7) em que

a
V= Y Cloi (mod 7).

i=0

Em formato matricial, tem-se V=P_v , ou seja,

o1 1 1 1 1 1 1 19V
Vil 11 2 3 4 5 6 0"
Vil |1 3 6 3 1 0 o0fr:
Vzl=[1 4 3 6 0 0 0||vs
Wl 11t 5 1.0 0 0 ollvs
Vel 11 6 0 0 0 0 o}lvs
V.l L1 0 0 0 0 0 ollvel

Note que:

I.  Os coeficientes ndo nulos da segunda linha da matriz P sdo congruentes,
moddulo 7, aos inteiros 1, 2, 3, -3, -2 e -1, respectivamente. Assim, V1 pode
ser escrita como V. = (v, - v,) + 2(v, - v,)+ 3(v, - V,), reduzindo-se de seis
para trés o numero de multiplicacbes para sua computacdo. O mesmo
raciocinio pode ser aplicado as outras linhas pares.

II. Os coeficientes ndo nulos das linhas impares sao simétricos. Explorando-
se esta simetria, V,, por exemplo, pode ser computada como V, = (v, +V,)
+ 3(v, +v,) +6v,, reduzindo-se o numero de multiplicagbes de cinco para
trés. O mesmo raciocinio pode ser empregado as outras linhas impares.

31 ATNP DE COMPRIMENTO PRIMO
As simetrias do tridngulo de Pascal modular [1], observadas no Exemplo 2.1,

levam ao resultado mostrado a seguir.

Proposicao 3.1. A TNP de comprimento N=p, em que p € um numero primo
impar, pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa
dada por

M(N) = M(p) = (W)
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Prova. Se M) = Mpar(p) + Minpar (P). denotam, respectivamente, as
complexidades multiplicativas associadas as linhas pares e as linhas impares no
célculo da TNP de comprimento , entdo pode-se escrever Mpar(P) € Mimpar(P), em
que

Mye, (p) =1+2+ +(P;_1) _ (pzs_ 1)}

p—1 pi—1
Mu’mﬂm'(p)=1+2+“'+(T +p=( 8 )+P-

Uma vez que a primeira linha somente requer multiplicagdes triviais, e cada uma
das (p-1) linhas subsequentes possui pelo menos uma multiplicacéo trivial, resulta

t_4 3
M(p) = Mpar'(p) + Mrrupar(P) -p=p-1= (%)

O valor para M(p) indicado na Eq.(3) € uma cota superior para a complexidade
multiplicativa, uma vez que existe a possibilidade de se ter outras multiplicacdes triviais
na matriz da TNP. Para se obter uma expresséo que nao inclua multiplicagées triviais,
€ necessario contabilizar quantos termos s&o congruentes a + 1 modulo p na matriz
P,. Assim, por exemplo, para o caso N = 11 tem-se, pela Eq.(3),M (11) = 20 Todavia,
uma analise da matriz P_, revela que o numero de multiplicagoes nao triviais € 17. Na
Tabela 3.1 sdo apresentadas as complexidades multiplicativas para o calculo da
TNP, cujo comprimento N é um numero primo impar, considerando-se os métodos:
i) Método direto (Eq.(2)); ii) Método rapido baseado na Proposicao 3.1 (Eq.(3)).

Comprimento
Método 7 11 13 17 19 23 29
Eq.(2) 28 66 91 153 190 276 435
Eq.(3) 6 20 30 56 72 110 182

Tabela 3.1: Comparativo da complexidade multiplicativa da TNP de comprimento , sobre , de
acordo com as Equacdes (2) e (3).

41 A TNP DE COMPRIMENTO N = kp

Quando a matriz da TNP possui uma ordem do tipo N = kp,k >1 entéo é possivel
decompor esta matriz como o produto de Kronecker Py = P ® B, [6].

Exemplo 4.1. Considere a matriz da TNP sobre GF(5) de comprimento N= 15




O W B O B W R D e W R e
CoORRWE OO WE DO W
(=N = = = = N ==
CcCoOoOoOROoOoOCOROoOOoo o e
[FUN U SR JCRNIC RN SE R A A A Y [ S S
[ S SRR SR = R % R S I R FUR
SO W WO O R NS D W e
SO oW OO WN DO S R e
CoOocoWoOoOOoOONOOoO oo e
L B I L R T 2 R
== A T e R = I o R S L B e e L e R
OO WE OO W WD D W
[T e T S N e Y - T Y S B e Y e e
CoOoCOoOROOOOoO WO oo o=

o
[4,]
|
A

Note que P, pode ser escrita como

=|p, 2P, 3P,
Ps 3P Ps

e a complexidade multiplicativa para a TNP de comprimento N = 15, sobre GF(5),
pode ser expressa em funcéo da complexidade da TNP para N+5. Assim,

?0 Py Py P ﬁo
= Pl = PS 2P5 3P5 ﬁl ;
1‘}2 Pe 3P P: 1‘32

em que Vo = Vo, Vi, Vo), Wy = (Vg, Vg, -+, Vo), Vy = (Vi Vg, e, Vig), B =

(vg, vy, v4), By = (U5, 0,7, Vg), Dy = (V10, V11,7 V1g)-

No calculo de ¥, as parcelas (Ps?, Psp1ePs9,) foram computadas e armazenadas,
de modo que, na computacdo das componentes , ndo € necessario efetuar nenhuma
outra multiplicagao por , mas apenas multiplicacdes para cada termo binomial.

Teorema 4.1. A TNP de comprimento , em que é um numero primo impar,
pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa dada

por
Z—4p+3
M(N) = M(kp) = (%) + plk — 1)% (4)
Prova. Note que quando p = 2 ou p=3 s6 existem multiplica¢des triviais. A prova
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deste Teorema pode ser feita considerando-se , ou seja,

V’u P, Py Py Do
V= A _ P, Cr}F‘p C,}Pp 1’7t1 '
Vi1 B Cli:(_lpp Cé‘,;_j‘sz Uk

Note que o vetor coluna v possui k componentes, em que cada uma possui
dimensédo p. Armazenando-se todos os produtos resultantes da multiplicacao
da primeira linha da matriz P pelo vetor v, evitam-se multiplicagbes adicionais no
calculo das outras componentes de V. Cada produto requer M(p) multiplicacoes,
conforme Eq.(3). Note a existéncia de uma submatriz (k -1) X (k-1) em que as uUnicas
multiplicagcdes necessarias sao pelos termos binomiais e envolve p multiplicacdes
cada. O resultado segue.

NaTabela 4.1 é apresentada a complexidade multiplicativa M(N), dada pela Eq.(4),
para o calculo da TNP de comprimento N= kp. Para efeito de comparac¢ao é mostrada
a complexidade multiplicativa direta, bem como a reducdo nesta complexidade
proporcionada pelo algoritmo rapido.

N 10 15 20 30 35
M(N) 9 26 53 137 194
N2 100 225 400 900 1225
Reducao (%) 91 88,44 86,75 84,77 84,16

Tabela 4.1: Complexidade multiplicativa da TNP de comprimento N = 5k,k >1.

51 ATNP DE COMPRIMENTO N = p*

Quando o comprimento da transformada € do tipo N = p', entéo € possivel usar o
fato de que a matriz da TNP pode ser decomposta como P = P, & Pyr-1

Teorema 5.1. ATNP de comprimento N = p', em que € um namero primo impatr,
pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa dada
por

p:—3p+2
2 r

M(") =p" 'M(p) + (r — Dp™! (

em que M(p) é dado pela Eq.(3).
Prova. A prova é feita por indugdo em .
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Passo Base: Fazendo-se r = 1, na Eq.(5), resulta em M(p) = M(p)
Passo da Inducéo: Considera-se a Eq.(5) verdadeira e faz-se N= p™'

Expressando P naformaP =k ® Ppr, tem-se

1

2 Ppr Pypr Ppr Por11 o
V| _[Ppr 2Ppr -+ (P—1)P,r 0O H 12 ‘
Vil Py 0 o 0 0 1Py

em que os vetores Vi e D possuem p* componentes, i, k =0,1 ..., p-1. Observe
que

Vo = Pprf?g + Ppr‘ﬁl + -+ Pp"ﬁp—la

em que cada uma das p parcelas contribui com M(p") multiplicacdes, resultando
em uma quantidade de multiplicacées igual a pM(p"). As linhas restantes s6 contém
multiplicacdes por coeficientes binomiais. Devido a estrutura triangular superior da

matriz P__,, a quantidade de coeficientes binomiais € dada por

Z-3p+2
1+z+...+(p_2)=(%),

com p" multiplicagdes para cada componente. Assim, resulta

p?—3p+2
M(p™*") =pM(p") +p" (f)

2 2
p —3p+2 p°—3p+2
=y M) + (r — 1)y (T) ' (—)

2
2-3p+2
=p’"M(P)+rp”(7p zp )

e o0 resultado segue.

Na Tabela 5.1 é apresentada a complexidade multiplicativa M(N), dada pela
Eq.(5), para o calculo da TNP de comprimento N = P?, em que p € um primo maior do
que 3. Para efeito de comparacdo é mostrada a complexidade multiplicativa direta,
bem como a reducao nesta complexidade proporcionada pelo algoritmo rapido.
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N 25 125 625 3.125 15.625
M(N) 40 350 2.500 16.250 100.000
5"+1
57 ( > ) 325 7.875 195.625 4.884.375 | 122.078.125
Reducéo (%) 87,69 95,55 98,72 99,66 99,92

Tabela 5.1: Complexidade multiplicativa da TNP de comprimento N =57, r > 1

6 | CONCLUSOES

Neste trabalho sdo apresentados algoritmos rapidos para computar a
Transformada Numérica de Pascal. O fato da TNP usar uma matriz de Pascal modular,
trazendo consigo todo um conjunto de propriedades e de simetrias, produz um cenario
promissor para a construcao de algoritmos rapidos para sua computacdo. Tendo em
vista que a matriz da TNP é triangular superior, quando sua ordem N &€ uma poténcia
de um numero primo p, foram propostos algoritmos rapidos para a computacéo de
transformadas de comprimentos N = kp e N = p". Os algoritmos propostos resultaram
em uma reducao de complexidade multiplicativa entre 84% e 99,9%. Em relagao a
esta complexidade, os melhores resultados s&o obtidos quando o comprimento da
TNP é uma poténcia de um primo.
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RESUMO: O objetivo desta pesquisa €
apresentar atividades e andlise dos conteudos
da disciplina de Célculo Diferencial do curso de
Licenciatura em Matematica da Universidade
Tecnoldgica Federal do Parana do Campus de
Cornélio Procopio (UTFPR-CP). A disciplina
de Célculo Diferencial e Integral é base para
importantes aplicac6es cientificas e tecnologicas
na maioria dos campos das ciéncias pura e
aplicada e no entanto, mas nota-se que o0s
alunos apresentam dificuldades no processo de
ensino-aprendizagem desta disciplina, o que
acarreta em um alto indice de reprovacdes e
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SOFTWARE GEOGEBRA

evasbes em cursos de graduagdo. Pensando
nisto, a professora que ministrou a disciplina
de Calculo Diferencial no segundo semestre
de 2017 e primeiro semestre de 2018, propbs
um Projeto de Extensédo, que comecou em
outubro de 2017 e ainda estd em andamento,
pautado em construcbes e animagbdes no
Sofware Geogebra como possibilidade de
aprendizagem. Os alunos participantes do
Projeto sdo alunos que estavam cursando
ou ja haviam cursado a disciplina de Calculo
Diferencial. A metodologia empregada foi
analise, construcdo e animacgao dos conteudos
de Calculo Diferencial no Sofware Geogebra, e
0s reunides semanais para o desenvolvimento
das atividades no Laborat6rio de Informatica da
Matematica (LIM) da UTFPR-CP.
PALAVRAS-CHAVE: Algebra; Aprendizagem;
Calculo Diferencial; Geogebra; Geometria.

11 INTRODUCAO

No ambiente educacionalumadas grandes
buscas dos docentes em relagdo aos alunos é
a aprendizagem. Este processo é complexo,
uma vez que O aprender acaba sendo um
conjunto de ag¢des, na qual o individuo adquire
informacgdes, expande as ideias e conceitos,
constroi novos significados, para assim utilizar
esse conhecimento na resolugao de problemas
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da vida cotidiana. Na busca de estratégias para compreender as interfaces do processo
de ensino e aprendizagem muitos estudiosos tém se dedicado sobre diferentes
perspectivas e dentre elas encontra-se a insercao de situacdes onde o aluno sinta-se
motivado a aprender, aproximando 0s conceitos as situagdes vivenciadas no cotidiano,
tornando a aprendizagem mais relevante e significativa ao aluno. Sendo assim, é
possivel perceber em encontros e eventos cientificos de Educacdo Matematica que
existe, por parte dos professores, uma busca e interesse por materiais, recursos e
atividades diversificadas que tornem suas aulas mais atrativas aos olhos dos alunos.

A introducdo da Informética na Educacédo, segundo a proposta de mudanca
pedagdgica, exige formacao bastante ampla e profunda dos educadores. Nao se trata
de criar condi¢des para o professor simplesmente dominar o computador ou o software,
mas sim, auxilid-lo a desenvolver conhecimento sobre o proprio conteudo e sobre
como o computador pode ser integrado no desenvolvimento desse conteudo. Nesse
enfoque, a questdo da formacéo do professor mostra-se de fundamental importancia
no processo de introducdo da Informatica na Educacéao, exigindo solugdes inovadoras
e novas abordagens que fundamentem os cursos de formacgao (VALENTE, 2005).

As disciplinas de Matematica sao consideradas pelos alunos, mesmo por aqueles
que frequentam cursos da area de ciéncias exatas, como sendo as mais dificeis de
suas grades curriculares e, como consequéncia desta dificuldade, sdo elas as que
geram maiores indices de reprovacdo. Em particular, nas Universidades, a disciplina
de Calculo Diferencial e Integral, propostas nos primeiros e segundos semestres dos
cursos tem sido a principal protagonista desses elevados indices de reprovacdes
e evasoOes estudantis. No entanto, observa-se que o ensino da matematica tem
enfrentado dificuldades no que diz respeito ao seu ensino/aprendizagem. Encontra-
se, na literatura, estudos que buscam entender as razbes dessas dificuldades e, ao
mesmo tempo, encontrar alternativas que possam contribuir para a aprendizagem
dos conteudos estudados nessas disciplinas (CURY, 2006; FERREIRA & BRUMATTI,
2009 e SILVA & FERREIRA, 2009).

As dificuldades tornam-se bastante visiveis pela referida disciplina, por apresentar
um alto grau de abstracao e necessidade de representacdes graficas e/ou algébricas,
motivos esses considerados pelos académicos como sendo dificeis. Dessa maneira,
desenvolveu-se nesse Projeto de Extensao a utilizagdo do conceito matematico ligado
a tecnologia do Software Geogebra, com o objetivo de auxiliar os académicos na
compreensao dos principais conteudos da disciplina de Calculo Diferencial, abordando
0s principais conceitos de fungdes, limites, derivadas de funcédo de uma Unica variavel
real e suas representacdes graficas.

2 | REFERENCIAL TEORICO

A utilizagdo de novas tecnologias como os softwares educacionais podem
auxiliar na solug¢ao de problemas encontrados no ambito educacional desde o ensino
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fundamental ao superior. Os softwares matematicos sao apresentados como uma nova
proposta pedagdgica, utilizados para a motivagdo da aprendizagem e a participacéo
mais ativa do aluno. O Geogebra é um software matematico livre, desenvolvido por
Markus Hohenwarter no inicio de 2001 na University of Salzburg, na Austria, para ser
utilizado em ambiente de sala de aula, tendo continuidade na Florida Atlantic University.

Pelo Geogebra se tratar de um software livre, os colaboradores podem realizar
alteracdes em seus codigos fontes atualizando ou acrescentando novas ferramentas,
a fim de disponibilizarem melhoramentos a todos que o utilizem.

O Calculo Diferencial e Integral foi desenvolvido por Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) e por Isaac Newton (1643-1727). O Caélculo Diferencial e Integral tem
importancia nas diversas ciéncias, tais como, na matematica pura e aplicada, quimica,
fisica, engenharias.

O estudante de Calculo Diferencial e Integral deve ter um conhecimento em
certas areas da matematica, como fun¢dées (modular, exponencial, logaritmica, par,
impar, afim e segundo grau, por exemplo), trigopnometria, polinbmios, geometria plana,
espacial e analitica).

31 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A metodologia empregada foi de reunides semanais realizadas no Laboratério de
Informética da matematica (LIM) da Universidade Tecnologica Federal do Parana na
cidade de Cornélio Procépio (UTFPR-CP), sendo os participantes, alunos que estavam
cursando a disciplina de Célculo Diferencial no segundo semestre de 2017, novos
alunos entraram no Projeto no primeiro semestre de 2018 e alguns que ja cursaram a
disciplina em outros periodos, e a professora coordenadora do Projeto é a mesma da
disciplina.

Nessas reunides desenvolveu-se atividades do conteudo de Célculo Diferencial
utilizando o Geogebra. Apds a construgcdo geométrica e animacgao das atividades, eram
feitas andlises e discussdes dos resultados. Em seguida, fazia-se as formalizagdes da
definicdo, teoremas e resultados matematicos desta disciplina.

Aqui apresentamos algumas das atividades realizadas nesse Projeto de Extenséo,
apresentando os comandos para serem realizadas as atividades no Geogebra e a
formalizac&o dos conteudos.

Atividade 1: Assintota Vertical

+ Digite na caixa de entrada a funcao f(x) = 1/(x-2);
- Digite na caixa de entrada a reta x=2(coloque op¢ao tracejado nesta reta);

Selecione a opcao CONTROLE DESLIZANTE e clique sobre a tela, criando
o controle deslizante 2.01 < a <3.5. Repita 0 processo e crie o controle de-

slizante 1.5 <b <1.99;
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ﬂ QO Digite agui para pesquisar

Digite na caixa de entrada os pontos A = (a,f(a)) e B = (b,f(b));

Selecione a opcédo RETA PERPENDICULAR, clique no ponto A e 0 eixo X,
criando a reta perpendicular g. Da mesma forma, clique sobre o ponto B e o
eixo X, criando a reta perpendicular h;

Selecione a opc¢éo INTERSECCAO ENTRE DOIS OBJETOS, clique sobre o
ponto A e 0 eixo X, e clique em seguida sobre o ponto B e o eixo x, criando
os pontos C e D, respectivamente;

Selecione a op¢cao SEGUIMENTO e crie os seguimentos AC e BD;

Clique com o botéo direito do mouse sobre o ponto C, e marque a opgao
EXIBIR RASTRO. Fagca o mesmo com o ponto D;

Clique sobre os controles deslizantes com o botéao direito do mouse e sele-
cione a op¢ao ANIMACAO.

Fonte: Autoria Propria (2018).

Atividade 2: Assintota horizontal

Digite na caixa de entrada a funcéo f(x) = 1/(x-2);
Digite na caixa de entrada a reta x=2;
Digite na caixa de entrada a reta y=0(eixo X);

Selecione a opcao CONTROLE DESLIZANTE e clique sobre a tela, criando

o controle deslizante 3 < a < 10. Repita o processo e crie o controle desli-
zante-5<b<1;

Digite na caixa de entrada os pontos A = (a,f(a)) e B = (b,f(b));

Selecione a opcédo RETA PERPENDICULAR, clique no ponto A e 0 eixo Xx,
criando a reta perpendicular g. Da mesma forma, clique sobre o ponto B e o
eixo X, criando a reta perpendicular h;

Selecione a opcéo INTERSECCAO ENTRE DOIS OBJETOS, clique sobre o
ponto A e 0 eixo X, e cligue em seguida sobre o ponto B e 0 eixo x, criando
os pontos C e D, respectivamente;
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+ Selecione a opcdo SEGUIMENTO e crie os seguimentos AC e BD;

« Cligue com o botao direito do mouse sobre o ponto C, e marque a opgéao
EXIBIR RASTRO. Faga o mesmo com o ponto D;

Clique sobre os controles deslizantes com o botéao direito do mouse e sele-
cione a opcao ANIMACAO.

Definicao 2: A reta y=b é denominada uma assintota horizontal do grafico da
funcéao f se pelo menos uma das seguintes afirmacdes for valida:

I Jtim f(x)=b e para um numero N, se x > N, ent&o f(x) = b;

Il Jlim f()=b g para um nimero N, se x <N, entdo f(x)  b.

pn
g Il

je==i] >
ﬂ Q Digite aqui para pesquisar o

Fonte: Autoria Propria (2018).

Atividade 3: Limite de Funcao Trigonométrica

« Ative a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE (janela 10) e crie um controle

-3<ac<3;

+ Digite na caixa de entrada a funcéo f(x)= (sinx)/x;

+ Digite na caixa de entrada o ponto A= (a,f(a));

« Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR (janela 4), a seguir trace uma
reta perpendicular ao eixo x, passando por A. Essa reta sera rotulada auto-
maticamente como reta g;

- Trace agora uma reta perpendicular ao eixo y, passando por A. Essa reta
sera rotulada automaticamente como reta h;

Ative a ferramenta INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS (janela 2), e mar-
que a interseccado da reta g com o eixo x. Da mesma forma marque a inter-
seccao da reta h com o eixo y. Os pontos de intersecc¢ao serdo rotulados
como B e C, respectivamente.
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+ Ative a ferramenta SEGUIMENTO (janela 3), e crie o seguimento AB e AC;

+ Ative a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO (janela 11) e clique sobre
asretas g e h;

Clique com o botéo direito do mouse sobre o ponto B, e marque a op¢ao
EXIBIR RASTRO. Fagca o mesmo com o ponto C;

« Clique com o botéo direito do mouse sobre o controle deslizante e seleciona
a opgcéo ANIMACAO.

Definicdo 4: Considere a funcdo f(x) ==22  definida em R - {0}. Avaliando o

X

comportamento da fungao para valores de x proximos a 0, temos:

sen(x)

s = lim——= =1
Teorema 4: = lim=
= GeoGebra Classic 7 — x
(k] &~ L B> C O &N =2 & Sce Q=
O —ors =V s e
. 4 b=-122
- 3@ B

= @
ﬂ Q Digite aqui para pesquisar

Fonte: Autoria Préopria (2018).

Atividade 4: Assintota Obliqua

+ Digite na caixa de entrada a funcéo f(x) = (x"2 + 3) / (x-1);
+ Digite na caixa de entrada aretah =1;

+ Digite na caixa de entrada a funcéo g(x) = x+1.

Definicao 4: Areta y=mx + b é denominada uma assintota obliqua do gréafico da
funcdo fse Umlf(x) = (mx+b)] =0 onde m 0.

X—+00
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= GeoGebra Classic P X
DR SINCIIPANEIES D=
s N SRS @

=
H O Digite aqui para pesquisar

Fonte: Autoria Prépria (2018).

Atividade 5: Teste da Derivada Primeira

Digite na caixa de entrada a funcéo f (x) = x3 = 3x? + 1;

Digite na caixa de entrada também a fungao m(x) = 3x? - 6x;

Ative a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE e crie o controle de -5 <a <5;
Digite na caixa de entrada o ponto P = (a, f(a));

+ Insira na caixa de entrada o comando Raiz [f], obtendo assim trés pontos
que serao nomeados automaticamente como A, B e C;

+ Digite na caixa de entrada o comando Extremo [f], obtendo assim os pontos
DeE;

+ Novamente digite na caixa de entrada o comando b = x(D) e ¢ = x(E);

« Insira na caixa de entrada, o comando: Se [a < b, “decrescente”, Se [b<a <
c, “decrescente”, Se [a > ¢, “crescente”]]];

Na caixa de entrada digite o comando, Tangente [E,f], criando assim a reta
tangente a f, no ponto E, nomeada automaticamente por d;

+ Digitando Inclinacéo [d], na caixa de entrada, obtemos a inclinagéo;

+ Na caixa de entrada digite o comando, Tangente [D,f], criando assim a reta
tangente a f, no ponto D, nomeada automaticamente por g. Apds digite o
comando: Inclinacgéo [g];

+ Na caixa de entrada digite o comando, Tangente [P,f], criando assim a reta
tangente a f, no ponto P, nomeada automaticamente por j. Apéds digite o co-
mando: Inclinagao [j];

+ Insira na caixa de entrada: Q = (x(P), j);
« Selecione a op¢ao HABILITAR RASTRO, no ponto Q;

- Ative a opcdo ANIMACAO, clicando com o botéo direito do mouse e depois
0 esquerdo sobre o controle deslizante.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 4




Teorema 5: (Teste derivada de primeira): Seja f uma funcéo continua em todos
0s pontos do intervalo aberto (a, b) contendo um nimero ¢ e suponha que f' exista em
todos os pontos de (a,b) exceto possivelmente em c:

I. Se f'(x) > 0 para todos os valores de x em algum intervalo aberto tendo ¢
como estremo direito e se f'(x) < 0 para todos os valores de x em algum
intervalo aberto tendo ¢ como extremo esquerdo entao f tera um valor
maximo relativo em c.

Il. Se f'(x) <0 para todos os valores de x em algum intervalo aberto tendo ¢
como extremo direito e se f'(x) > 0 para todos os valores de x em algum
intervalo aberto tendo ¢ como extremo esquerdo, entao f tera um minimo

relativo em c.
= GeoGebra Classic e — =] X
R AS L D004 N = e bc Q=
b=0 =N B8
@ -
@
@ =13
Q@ a=ress0
Q = (065, 0)
Q@ c-ewmo
o] ©.1)
o] 2.3
@ r-(an
@ o-nxnwy’ - ©
Tets Q
@ = a
& S

Fonte: Autoria Préopria (2018).

Atividade 6: Sinal da Derivada de Primeira Ordem

+ Digite na caixa de entrada a funcéo f (x) = x* - 4.

Selecione a opcao CONTROLE DESLIZANTE e clique sobre a tela, criando
um controle deslizante de -5 <a < 5.

+ Digite na caixa de entrada o ponto P = (a, f (a)).

+ Digite na caixa de entrada o comando, Tangente [P, f] criando assim uma
reta tangente em P a curva f, nomeando automaticamente por g.

« Selecione a opcao RETA PERPENDICULAR, clique sobre o ponto P e de-
pois sobre o0 eixo X.

« Selecione a opcdo INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, clicando sobre a
reta perpendicular g e sobre o0 eixo x, obtendo assim o ponto A.

+ Desative a opcéo EXIBIR OBJETO, clicando com o botéo direito do mouse
e depois o0 esquerdo sobre a reta perpendicular h.
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« Ativando a ferramenta SEGMENTO, crie o segmento , com o botdo direito
do mouse, selecione a opcg

Digite na caixa de entrada xa = a, arraste da janela de visualizacdo xa=ae
deixeo sobre a tela perto do controle deslizante.

« Selecione na janela de visualizacéo a equacéao da reta tangente e arraste-a
para proximo do controle deslizante.
Selecione a opcdo HABILITAR RASTRO no ponto A e com o botdo direito do
mouse clique sobre o controle deslizante e selecione a op¢ao ANIMAR.

Teorema 6: Seja f uma funcdo continua no intervalo fechado [a,b] e derivavel no
intervalo aberto (a,b):

i) se f'(x) > 0 para todo x em (a,b), entdo f sera crescente em [a,b];

ii) se f’ (x) <0 para todo x em (a,b), entdo f sera decrescente em [a,b].

(]l LA (@))€ =] ies OF =
rungio =P N @
@ w
Ey= 25556
Reta xa = —125
@ ey=2555%

ppppp

a
£
<

ol

Fonte: Autoria Propria (2018).

Atividade 7: Grafico da Funcao da Derivada

- Digite na caixa de entrada a funcéo f(x)=(x"3) - (4*x"2) + (3*x);

« Ative a ferramenta PONTO (janela 2) e marque um ponto qualquer sobre o
eixo x. Esse ponto sera rotulado automaticamente como ponto A;

« Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR (janela 4), a seguir trace uma
reta perpendicular ao eixo x passando pelo ponta A. A reta sera rotulada
automaticamente como reta g;

- Ative a ferramenta INTERSECCAO DE DOIS OBJETOS (janela 2), e mar-
que a interseccao entre a reta perpendicular g e a funcao f. Esse ponto sera
rotulado automaticamente como ponto B;

+ Ative a ferramenta EXIBIR/ESCONDER OBJETO (janela 11) e clique sobre
aretag;
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« Ative a ferramenta RETA TANGENTE (janela 4), a seguir trace a reta tan-
gente a fungao f passando pelo ponto B. Essa reta sera rotulada automati-
camente como reta h;

- Ative a ferramenta INCLINACAO (janela 8), e marque a inclinacdo da reta
tangente h. Essa inclinacdo sera rotulada automaticamente como inclinagéo
a,

+ Digite na caixa de entrada o ponto C=(x(B),a);

+ Clique com o botéo direito do mouse sobre o ponto C e marque a opcao
EXIBIR RASTRO;

« Cligue com o botéo direito do mouse sobre o ponto A e desmarque a opgao
EXIBIR ROTULO;

« Ative a ferramenta TEXTO (janela 10) e clique num lugar préximo do ponto
A. Ao aparecer uma janela texto, digite x e clique em ok;

+ Clique com o botéao direito do mouse sobre o texto x e selecione PROPRIE-
DADES;

+  Clique sobrea guia POSICAO na caixa de selecéo e vincule o texto ao ponto
A, assim teremos o ponto X;

+ Cligue sobre o ponto X e arraste sobre o eixo x.

Definicao 7: Dizemos que f’(a) representa a derivada de uma fungédo f em um
numero a do dominio de f, ou seja, a inclinagdo da reta tangente a f em a. Se deixarmos
0 numero a variar, substituindo-o por pela variavel x, chegamos a definicao de funcao

derivada:
, lim (I'(Hﬁx)-f(-ﬂ) , .~
f(x) = fm\=—4 ), onde Ax é a variagdo em x.
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Fonte: Autoria Propria (2018).

Atividade 8: Limite de Funcao Exponencial
i) a>0, fécrescente
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« Ative a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE e crie o controle de 1 <a <5,
com incremento igual a 0,01

Digite na caixa de entrada a funcao f(x)= a’x, observe assim o comporta-
mento do grafico de f(x)=a’x, onde a>0 e a#1.

« Ative a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE e crie o controle de -7 <b <8,
com incremento igual a 0,01

Digite na caixa de entrada o ponto A = (b, f(b)).

« Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR, clicando com o botao esquer-
do sobre o ponto A e depois sobre 0 eixo x, obtendo uma reta perpendicular
por A ao eixo x. Sera nomeada automaticamente como g.

+ Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR, clicando com o botao esquer-
do sobre o0 ponto A e depois sobre 0 eixo y, obtendo uma reta perpendicular
por A ao eixo y. Sera nomeada automaticamente como h.

- Selecione a opg¢éo INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, clicando com o bo-
tdo esquerdo do mouse sobre as retas g e h.

+ Clique com o botéo direito do mouse sobre as retas g e h, desativando a
opcao EXIBIR OBJETO.

« Selecione a opcdo SEGMENTO, clicando primeiramente sobre o ponto A
e depois sobre o ponto B. Ative novamente a opcdo SEGMENTO clicando
primeiramente sobre 0 ponto A e depois sobre 0 ponto C, com isso obtemos
os segmentos (AB) e (AC).

Clicando com o botao esquerdo do mouse sobre o ponto A, ative a opgao
EXIBIR RASTRO, refaca o mesmo procedimento para os pontos B e C.

+ i)j0<ax<1,fécrescente

« Ative a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE e crie o controlede O <a <1,
com incremento igual a 0,01

- Digite na caixa de entrada a fungao f(x)= a”x, observe assim o comporta-
mento do grafico de f(x)=a’x, onde O<a<1.

« Ative aferramenta CONTROLE DESLIZANTE e crie o controle de -7 <b <8,
com incremento igual a 0,01

+ Digite na caixa de entrada o ponto A = (b, f(b)).

+ Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR, clicando com o botao esquer-
do sobre o0 ponto A e depois sobre 0 eixo x, obtendo uma reta perpendicular
por A ao eixo x. Serd nomeada automaticamente como g.

+ Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR, clicando com o botao esquer-
do sobre o0 ponto A e depois sobre 0 eixo y, obtendo uma reta perpendicular
por A ao eixo y. Sera nomeada automaticamente como h.

- Selecione a opcdo INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, clicando com o bo-
t&o esquerdo do mouse sobre as retas g e h.

Clique com o botéo direito do mouse sobre as retas g e h, desativando a

opcao EXIBIR OBJETO.
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« Selecione a opcdo SEGMENTO, clicando primeiramente sobre o ponto A
e depois sobre o ponto B. Ative novamente a opcdo SEGMENTO clicando
primeiramente sobre 0 ponto A e depois sobre 0 ponto C, com isso obtemos
os segmentos (AB) e (AC).

« Clicando com o botao esquerdo do mouse sobre o ponto A, ative a opgao
EXIBIR RASTRO, refaca o mesmo procedimento para os pontos B e C.
Teorema 8: Seja a >0 e a # 1 um real qualquer. Existe uma unica funcgéo f,
definida e continua em R, tal que f(x) = a*, para todo racional x.
Propriedade 8: i) xf_:?fm(a)x = +oo

ii) x!h;n (@)*=0

R A LD OO )30 222 DS

HIF3E- I =N
12
o H b=-§95
b=-6.95 H as47s

T We— 8 (F) —_— 11
a=475 £
1 —— 5 (5)

f(x) = 4.75"

A = (-6.95, 0)
gx=-695
hiy=0

B = (-6.95,0)

C=(0,0)

i=6.95

i=o0

+|® ® @ @ OO 00 @
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b=-2.05
fx) =a

- 0.7

A= (b, (b))
— (-2.05, 2.08)

g : Perpendicular (A, EixoX)

— x=-205

h : Perpendicular (A, EixaY)
— y=208

B = Intersecio (g, EixoX)
— (-2.05,0)

C = Intersecio (EixoY, h)

— (0, 2.08)

i Segmenta (C, A)

— 2.05

j: Segmento (A, B)
— 208 Q

a+

Fonte: Autoria Préopria (2018).
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4 | RESULTADOS E DISCUSSOES

Nestas reunides desenvolveu-se atividades do conteudo de Célculo Diferencial
ministrado nas aulas do curso de Licenciaturaem Matematica fazendo o uso do Software
Geogebra, os quais foram realizadas atividades em relacéo aos seguintes contetdos:
Funcao definida por partes, limites de funcdo definida por partes, limite de funcao
quadratica, limites no infinito e assintotas horizontais, limites infinitos e assintotas
verticais, assintota obliqua, continuidade de fung¢des, Teorema do Confronto, limite
de uma funcé@o exponencial, logaritmica e trigonométricas, reta tangente ao grafico
de funcbes, derivada pela definicdo de limite, derivada de func¢éo constante, derivada
de funcédo seno e cosseno, derivada de funcéo logaritmica, derivada de funcéo de
polinbmios, Teorema de Weirstrass, sinal da derivada primeira, sinal da derivada
segunda, Teste da Derivada Segunda e Teorema do Valor Extremo. Primeiramente, foi
feita uma discussao e questionamentos de como seriam realizadas as atividades, em
seguida, os alunos do Projeto faziam as etapas das construgdes no Geogebra, e com
as animacgdes dos graficos discutimos e analisamos a formalizacdo mateméatica das
definicoes e Teoremas apresentados da disciplina de Célculo Diferencial.

51 CONCLUSAO

Considerando a relevéancia da utilizagcado de recursos computacionais na sala de
aula e tendo em vista a importancia da abordagem conceitual de Célculo Diferencial,
este Projeto de Extensédo auxiliou os alunos no ensino de Calculo Diferencial a partir
da interpretacdo geométrica, o qual foi explorado graficamente os conteudos e os
alunos puderam visualizar e investigar. E importante no estudo de Calculo Diferencial
e Integral, a parte tedrica conciliada com a parte geométrica. Com relatos dos alunos
do Projeto, as atividades realizadas no Projeto de Extens&o com o Sofware Geogebra
foram importantes na aprendizagem de Calculo Diferencial, pois conseguiram uma
melhor visualizagdo das teorias estudadas em sala de aula, bem como, auxilio no
processo de ensino- aprendizagem. Observaram também, que através do software
Geogebra como ferramenta de ensino, foi possivel evidenciar hipdteses e conceitos
matematicos aliando software educacional juntamente com o conhecimento ja obtido
nesta disciplina, com proposito de alcangar e ampliar a compreensao dos conceitos.
Diante deste contexto, esta experiéncia vivenciada semanalmente no ambito da
Universidade pretende auxiliar o ensino-aprendizagem de conteddos matematicos
por intermédio da visualizacao grafica do software Geogebra, podendo favorecer o
discente na compreensao dos conteudos matematicos, bem como estimular o docente
em suas atividades pedagogicas. Com a manipulacao e aprendizado das ferramentas
no Sofware Geogebra, este Projeto de Extensdo também contribui para os alunos
em outras disciplinas. A professora deste Projeto também aproveitou as atividades
desenvolvidas nas reunides para auxiliar em suas aulas na disciplina de Calculo
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Diferencial que ministrou.
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CAPITULO 5
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RESUMO: Neste artigo, apresenta a deducéao
matematica e encontra a solucdo analitica e
numérica da equacéo diferencial ordinaria linear
de segunda ordem, com condi¢des de contorno
do tipo Dirichlet-Dirichlet, que descreve um
arranjo estrutural viga-pilar utilizado na
Engenharia Civil. Como estudo de caso, obtém-
se a equacao diferencial da linha elastica
de uma viga biapoiada com carregamento
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distribuido. A priori, foi encontrado a solugao
analitica desta equacao e implementou-se um
programa em MATLAB, em que, calculou a
solucdo numérica, com base no Método das
Diferencas Finitas, aplicando o Método de
Decomposicéo em LU para resolver o sistema
de equacdes lineares. Por fim, para validagao
dos resultados numéricos, os mesmos foram
comparados com a solugéo analitica.
PALAVRAS-CHAVE: Linha elastica; Analise
Estatica; Euler-Bernoulli.

ABSTRACT: In this paper, he presents the
mathematical deduction and finds the numerical
and analytical solution of the second order
linear differential equation, with Dirichlet-
Dirichlet boundary conditions, which describes
a structural beam-pillar arrangement used in
Civil Engineering. As a case study, we obtain
the differential equation of the elastic line of a
biapoiada beam with distributed load. A priori,
the analytical solution of this equation was found
and a MATLAB program was implemented, in
which the numerical solution was calculated
based on the Finite Differences Method,
applying the Decomposition Method in LU to
solve the system of linear equations. Finally, for
validation of the numerical results, they were
compared with the analytical solution.
KEYWORDS: Elastic
Euler-Bernoulli.

line, Static analysis,
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11 INTRODUCAO

O estudo de deflexdo de vigas € importante na Engenharia Civil. Utiliza o termo
deflexdo para se referir a configuracdo deformada do eixo longitudinal de uma viga,
gue ocorre quando a mesma € submetida a carregamentos que causam flexdao. Em
projetos de Engenharia, busca-se que a estrutura (ou elemento estrutural) satisfaca os
parametros aceitaveis onde, evita-se deslocamentos excessivos para que, o Estado
Limite de Servico (ELS) e o Estado Limite Ultimo (ELU) sejam atendidos, conforme
recomenda a NBR 6118 [1].

Neste trabalho, apresenta a deducdo matematica da equacdo diferencial
ordinaria (EDO) linear de segunda ordem, conforme [3], que controla a deflexdao em
vigas, conhecida como equacao da linha elastica, dado por (1),

d*u(x) M
dx?  E.l,

em que, u denota a fungcdo que governa a deflexao da viga a um distancia x, Mo
momento fletor, |, 0 momento de inércia da segéo transversal da viga e E_, 0 médulo
de elasticidade secante a ser utilizado nas analises elasticas de projeto, conforme
recomenda a NBR 6118 [1].

O produto E_(l, € chamado de rigidez a flexdo da viga e o0 momento fletor pode
ser obtido por meio do equilibrio estatico em uma secéo transversal da viga, Figura 1.
Na Figura 1, g é a intensidade da carga uniformemente distribuida, | € o comprimento

do véo e R a reacao de apoio.

Yy
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q
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Figura 1 - Viga biapoiada com corte na secao transversal a uma distancia x, em que O x <.
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A Figura 2, denota a se¢ao transversal da viga em questao, em que b, é a largura
e H é a altura da secéo transversal.

Figura 2 - Secao transversal de uma viga retangular.

Ao observar a Figura 1, obtém-se a equagcdo do momento fletor na viga, (2) onde
realiza-se o equilibrio de momentos na secao de corte, [3], [6],

x?_
EM=M+qT—xR“=D. (@)

A reagéo de apoio,R_, pode ser determinada ao fazer o equilibrio de forcas na
direcéo y, ao utilizar o carregamento total, conforme (3),

e ao isolar M encontra (5),

M= q:_z—x(i—x). (5)

A equacéo (5) representa a variacdo do momento fletor ao longo do comprimento
da viga. Ao substituir (5) em (1), obtém-se (6),

d*u(x)  qx
dx? — 2E.l,

(1= x), (6)
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que representa a equacdo da Linha Elastica de uma viga biapoiada com
carregamento uniformemente distribuido, sujeita as condi¢cdes de contorno dadas em

(),

u(0) =0 e u() =0, (7)

nas quais, indicam que os deslocamentos nos extremos da viga sao nulos, ou
seja, ndo ha deflexdo nos apoios. As equacdes (6) e (7) garantem a unicidade da
solucéo do problema de valor de contorno (PVC), conhecido como Dirichlet-Dirichlet.

2| APLICACAO EM VIGAS PRE-FABRICADAS

A idealizacédo de vigas e as equacgOes apresentadas anteriormente podem ser
utilizadas em diversos casos na Engenharia Civil, como exemplo, apresenta-se o caso
de vigas pré-fabricadas em concreto armado, Figura 3, em que, observa-se uma viga
apoiada em dois pilares, sendo este um arranjo estrutural muito comum em edificios
pré-fabricados e pré-moldados [4].

Figura 3 - Viga tipica de concreto armado pré-fabricada.

Esse tipo de estrutura recebe o nome de pré-fabricada, pois os elementos
estruturais sado produzidos em industrias especializadas, sob condi¢des rigorosas de
controle de qualidade, conforme item 3.6 da NBR 9062 [2]. Em outras palavras, os
elementos estruturais pré-fabricados chegam na obra prontos para serem utilizados.

Nao se deve confundir o termo pré-fabricado com o termo pré-moldado, ja que
0 segundo se refere a elementos executados fora do local de utilizac&o definitiva na
estrutura item 3.5 da NBR 9062 [2], mas, sé&o feitos na propria obra. A ligacao entre
viga e pilar é garantida por meio de detalhes de encaixe, como mostra a Figura 4.
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Figura 4 - Detalhe tipico de ligacéo viga-pilar pré-fabricados.

Ao considerar a situagao problema apresentada na Figura 3, nota-se que o
carregamento da viga sera devido apenas ao seu peso proprio e pode ser representado
como um carregamento uniformemente distribuido. Dessa forma, o modelo estrutural
dessa viga pré-fabricada sera o mesmo apresentado na Figura 1.

31 PROCEDIMENTOS PARA ANALISE DE DEFLEXAO EM VIGAS

Como estudo de caso, utiliza-se a EDO (6) para determinar os deslocamentos ao
longo do vao da viga, a qual, possui tais propriedades geométricas:

Comprimento do vao: | = 5000mm
Secéo transversal:

-Largura: b =200mm;

- Altura: H = 500 mm

-Momento de Inércia:l, = 10°mm*
e, para as propriedades do material, concreto armado, de acordo com a NBR
6118 [1], tem-se,
Peso especifico: p = 25KN
Resisténcia a compresséo: f, = 30MP_
+ Modulo de elasticidade:

-Tangente inicial: E = 56004/ fe:
-Secante: E_ = 0,85 = 26071,6 MP_

O carregamento da viga € obtido pelo produto de peso especifico pela area da
secao transversal, o que resulta em uma carga uniforme g = 2,5 N/mm.
Pelo fato, da viga estar biapoiada obtém-se o Problema de Valor de Contorno
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(PVC), do tipo Dirichlet-Dirichlet,

d?u(x) qx

_— = (] = 0<x<|,
dxz - g, TR O<x (8)

u(0) =10, u(l) =0,

em que, u(0)=0 e u(l)=0 sao as condi¢cdes de contorno, as quais indicam que nas
extremidades da viga o deslocamento vertical € nulo.

41 SOLUCAO NUMERICA

Um Problema de Dirichlet-Dirichlet & caracterizado conforme apresentado em

(9),
oy = p(x)y + gy + r(x), a<x<h,

yvia)=a, y(b)=p,

(9)

A solucao numérica deste tipo de problema pode ser obtida pelo Método das
Diferencas Finitas (MDF). O MDF é um método consagrado em transformar uma
equacdo diferencial em uma equacgéo de diferengas, que gera um sistema de equacodes
lineares, [5].

Para fazer a discretizacdo do intervalo [a;b], em primeiro lugar, selecione um
namero inteiro N>0 e divide o intervalo [a;b] em N+1 subintervalos iguais, cujos
extremos sao os pontos de malha,

x; =a+ ih. (10)

Ao substituir i=0 e i=N+1 em (10), obtém-se os extremos do intervalo, x0 = a e
Xy,s = b respectivamente. Em particular, par i=N+1 encontra-se o tamanho do passo,
h, dado por,

h=

N+T

A equacéo diferencial a ser aproximada €,

y'=plx)y' +q(x)y +rx).

Ao substituir as equacdes

yp = LEth }2; Y —h) ez (13)
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Vi) = y(x;+h) —Zyge) + y(x; — h) L o),

em (12), obtém-se

—Wiyq + 2W — Wiy
h2

—r(x) = ( ) +p(x) (%) +q(x)w;, (15)

emque w; = y(x) parai=1,2,...,N. Observe que w, representa a solugdo numeérica,
y(x;) a solugdo analitica e p, g e r séo as fungbes dadas em (9), juntamente com as
condi¢des de contorno que sdo escritas em (16),

Wy = o, Wai1 = B. (16)
A equacéo (15) é conhecida como Método das Diferencas Finitas para problemas
lineares de segunda ordem do tipo de Dirichlet-Dirichlet, com erro de truncamento da

ordem O(h?).
Ao multiplicar a equacgéao (15) por h?e rearranjar os termos, encontra-se,

hPr(x) = (1%::{:&-)) wiy + (2 + h¥q(x))w + (1 +2p(xa) Wit (17)
e ao fazer jvariar de 1 até N em (17), obtém-se o sistema de equacdes,

Aw =b (18)

em que, A, € uma matriz tridiagonal, w, . e b_. s&o matrizes coluna.

Para obter a solugdo numérica do PVC (8), foi desenvolvido um cédigo em
MATLAB, baseado no MDF aplicando a Decomposi¢cao em LU, para resolver o sistema
dado em (18), na qual foi criado uma interface amigavel ao usuério final. A Figura 5,
apresenta a primeira janela, onde o usuario digita os valores de p(x), q(x), r(x) e N.

qix):

i)

QK Cancel

Figura 5 - Janela para inserir os dados da EDO.
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Na Figura 6, insere as condi¢cdes de contorno, ou seja, os valores de a, b, y(a) e
y(b).

yla):

yib):

oK Cancel

Figura 6 - Janela para inserir as condi¢cdes de contorno.

Por fim o usuario digita, caso seja conhecida a solugéo analitica, Figura 7.

0K Cancel

Figura 7 - Janela para inserir a solu¢do analitica.

Ao clicar em “OK”, resolve-se numericamente o PVC, fornecendo como resultado
uma tabela de dados e um grafico.

51 SOLUCAO ANALITICA

Para obter a solucéo analitica de (8), aplica-se, inicialmente a integral de ambos
0s membros em (8) e obtém-se,

du(x) g [(lx* x*
dx 25“;,(7_? e (19)

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 5




Ao aplicar novamente a integral de ambos os membros de (19), encontra-se,

u(x) =

g {(lx* x*
5] 12

— = = |+tx+ocy, 20
2E,l, ) o 20

em que, e sdo as constantes de integracao.
Para encontrar os valores de e basta utilizar as condicdes de contorno dadas
em (8). Ao utilizar u(0)=0, encontra-se e (20) pode ser escrita,

g [l Xt
ulx) = 2E.L (? ﬁ) + oy x. 21)

Ao aplicar a condigdo de contorno, u(l)=0, em (21), obtém-se,

gl?
= - 22
€ 24EL (22)
ApoOs substituir (22) em (21), encontra-se,
. q Ix®  x* gxl®
u) =557 (?_E) T 24E_1, (23)

gue representa a solucdo analitica de (8).

6 | RESULTADOS

Para o estudo de caso, PVC (8), tem-se p(x) = 0,q(x) = 0,r (x) = (qlx - gx?)/ (2E_,
1), N =1001,a = 0,b = 5000, y(a) =0, y (b) = 0 e y(x) dada por, (23). Ao inserir esses
valores no codigo, obtém-se a solugdo numérica do PVC.

A Tabela 1 ilustra alguns valores para os deslocamentos ao longo do vao da viga
pré-fabricada em questao, indicando os resultados obtidos para a solugédo numérica e

analitica.

X (mm) w_(mm) y, (mm) Erro percentual (%)
0 0 0 0
503,9920 -0,54855523 -0,54855473 0,0000913
1002,9940 -1,03255795 -1,03255706 0,0000858
1501,9960 -1,41130420 -1,41130304 0,0000823
2000,9980 -1,65176397 -1,65176264 0,0000803

2500 -1,73411922 -1,73411784 0,0000796
3003,9920 -1,65011991 -1,65011859 0,0000803
3502,9940 -1,40815717 -1,40815601 0,0000823
4001,9960 -1,02817283 -1,02817195 0,0000858
4500.9980 -0.54332905 -0.54332856 0,0000913
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5000 0 0 0

Tabela 1 - Comparacao dos resultados numéricos e analiticos

O gréfico, Figura 8, demonstra a deflexdo que ocorre na viga.

EDO Linear - Diferencas Finitas
T T T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Figura 8 - Gréfico das solu¢des numérica e analitica representando a deflexao da viga.

Pelo fato de a viga ser biapoiada, a mesma nao sofre deslocamento nos apoios
e a flecha, ou seja, a deflexdo maxima, ocorre no meio do vao.

7 1 CONCLUSAO

Deduzir a equacéo da Linha Elastica de uma viga biapoiada com carregamento
uniformemente distribuido foi de suma importancia para entendimento dos termos que
a compdem.

A partir dai, implementou um algoritmo no MATLAB baseado no Método das
Diferencas Finitas, onde foi possivel obter a solugdo numérica da equacédo, ou
seja, obteve-se a deformacédo maxima da viga e verificou a simetria que existe nos
deslocamentos ao longo da viga com relagao ao seu centro.

A solugao analitica foi calculada para validagdo do método numérico, e é notério
gue os resultados obtidos pelas solu¢des numérica e analitica foram muito préximos,
mostrando a eficiéncia do método.
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CAPITULO 6

MODELO MATEMATICQ PARA AUXILIAR O
PLANEJAMENTO DA MANUTENCAO PREVENTIVA DE
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RESUMO: A escolha de motores elétricos para
manutengao preventiva em uma parada de
maquinas de industria € complexa devido as
varias caracteristicas envolvidas. Este trabalho
propée um modelo matematico para auxiliar
na solugcdo deste problema. A metodologia
é aplicada na Industria de Oleo e Farelo da
Cooperativa Agraria que possui 224 motores,
com limite monetéario para revisdo preventiva.
Para a escolha dos motores, os dados de
entrada do modelo matematico sé&o: tamanho
do motor, tempo decorrido desde a ultima
revisao, tempo para troca do motor, criticidade
e custo de manutencéo. Os resultados obtidos
com o modelo proposto foram satisfatérios,
e apresentaram melhorias se comparados a
outras metodologias empregadas no problema.
PALAVRAS-CHAVE: Manutencao preventiva,
motores elétricos, modelo multiobjetivo, método
exato.
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MOTORES ELETRICOS

11 INTRODUCAO

Amanutencaopreventivatemcomoobjetivo
evitar ou reduzir falhas em equipamentos antes
que elas acontecam e manter o desempenho
destes com seguranca e confiabilidade.

Para tal manutencdo é necessario um
planejamento prévio do que sera executado,
ja que se trata de uma manutencdo que é
realizada durante um tempo pré-estabelecido e
acontece com a industria ou o0 equipamento fora
de funcionamento (PINTO & XAVIER,2006).

Como, de modo geral, ndao é possivel
realizar manutencéo em toda planta da industria,
se faz necessario escolher quais equipamentos
serao revisados, considerando diversos
fatores envolvidos, os quais acarretam gastos.
Por exemplo, para o caso de manutencao
preventiva de motores elétricos, consideram-se
0s seguintes fatores:

+ tempo deste motor em funcionamen-
to;

+ criticidade do equipamento em que o
motor esta instalado;

» vida util dos rolamentos;
+ custo monetario da sua manutencéo;
+ existéncia de um motor reserva;

+ tempo de substituicdo deste motor;
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+ tempo em que este equipamento pode ficar parado;
+ dados da manutencgéao preditiva;
+ local de instalagao;

* entre outros.

Observando os fatores envolvidos, pode-se notar a complexidade da escolha
de quais motores revisar na manutencéo preventiva. Por exemplo, é melhor revisar
um motor com menos tempo de funcionamento e criticidade elevada, ou um motor
com mais tempo de funcionamento e tempo elevado para substituicdo? Na pratica
da industria, cabe ao especialista esta tomada de decisdo, a qual é extremamente
complexa e foge da capacidade humana.

Obal et al (2017) resolveram este problema utilizando Algoritmo Genético. Os
resultados encontrados apresentaram melhorias, se comparadas a escolha feita
manualmente pelo especialista decisor. Porém, por se tratar de uma metaheuristica,
ndo ha garantia de obtencéo de solug¢éao 6tima.

Desta forma, este trabalho propée um modelo matematico, resolvido por método
exato (logo apresenta solugao 6tima), que auxilie na tomada de decisdao de quais
motores elétricos enviar para manutencdo em uma parada de planta.

21 MANUTENCAO PREVENTIVA

O termo “manutencédo”, segundo a concepc¢dao de Monchy (1989), vem do
vocabulario militar e significava manter, nas unidades de combate, o efetivo e 0 material
num nivel constante. Na industria, seu surgimento ocorreu nos Estados Unidos, nos
anos 50.

Neste periodo, e ainda durante periodo posterior, 0s aspectos mais conhecidos
da manutencéo caracterizavam-se como sendo de servigos repetitivos e de rotina, pura
troca de pecas, pouca técnica, improvisacoes e emergéncias. Ou seja, num passado
historico, a manutencéo era considerada como fator de custos e gastos (RAMOS
(2009)).

Posteriormente, percebe-se a importancia da manutencao para a lucratividade
da empresa (MORAES et. al (2017)).

Nicoletti (2005) afirma que as areas de manutencdo, quando identificadas
e otimizadas dentro da cadeia de valor da organizagdo, podem oferecer vantagem
competitiva. As vantagens da manutencéao abrangem reducao de custos, aumento da
lucratividade, garantia da eficiéncia dos equipamentos, aumento da capacidade do
processo, diminuicdo do risco de acidentes.

Desta forma, é essencial, especialmente no cenario da industria hoje,
caracterizadas por unidade de grande volume de producéo e de alta complexidade, a
necessidade de estratégias de manutencéo.
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Dentre as formas de manutencéo, estdo (OTANI & MACHADO (2008)):

+ Manutencéo corretiva - é a atuacao para corre¢ao de falha ou do desempe-
nho menor que o esperado.

« Manutencéao preventiva - é a atuacao realizada para reduzir falhas ou que-
da no desempenho, obedecendo a um planejamento baseado em periodos
estabelecidos de tempo.

« Manutencao preditiva - € um conjunto de atividades de acompanhamento
das variaveis ou parametros que indicam o desempenho dos equipamentos,
de modo sistematico, visando a definir a necessidade ou n&o de intervencao.

+ Manutencao detectiva - é a atuacao efetuada em sistemas de protecao ou
comando, buscando detectar falhas ocultas ou nao perceptiveis ao pessoal
de operagao e manutengao.

Neste cenario, o presente trabalho abrange a manutencao preventiva de motores
elétricos.

Com intuito de evitar falhas e paradas nao programadas, a revisao dos motores
elétricos de maior importancia é essencial na manutencéo preventiva. Assim, esta
pesquisa auxilia na tomada de decisao de qual motor revisar, haja visto impossibilidade
de revisar todos os motores elétricos na industria do estudo de caso apresentado.

31 MODELO DE OTIMIZACAO MULTIOBJETIVO

Esta secado apresenta o modelo de otimizagcao multiobjetivo para o problema
da escolha de motores elétricos para a manutencédo preventiva. Considera-se que
ha um numero fixo de motores elétricos na industria, e que o niumero de motores
a serem escolhidos para manutencéo elétrica esteja limitado apenas pelo valor
monetario disponivel. Deseja-se revisar o0 maximo de motores possiveis, dentro do
limite orgamentario, escolhendo os de maior prioridade.

Parametros

n: numero total de motores

a,: custo monetario de levar o motor para manutengéo

h: limite monetario

m: numero de caracteristicas dos motores (como tempo de manutencao,
criticidade, etc)

bj: valor da caracteristica do motor
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Variaveis de decisao

X = {1, se o motor i for escolhido para manutencio
! 0, caso contrario
i =1,

wey 1L

Restricoes

Funcoes objetivo

n
fi = z bexi V)
i=1

j=1...m

As fungbes objetivos serdo de maximizagdo ou minimizagdo, dependendo da
caracteristica j. Se, quanto maior o valor da caracteristica mais urgente a manutencao,
considera-se maximizar f]., caso contrario, minimiza-se f].. As caracteristicas a se
maximizar pertencem ao conjunto j* e, caso contrario, ao j.

Modelo multiobjetivo

Max f; = Zb;,xf. vje j* 1)

i=1

Min f; = BiL, bi.xy, Vje j~ (2)

n

Z a. % <1 (3)

i=1

x; =1{0,1} (4)

3.1 Metodologia de Solucao

Utilizou-se 0 método da soma ponderada dos objetivos. Assim, no modelo (5)-
(7) proposto, os pesos C dos objetivos sdo dados pelas preferéncias do especialista
decisor.

Neste caso, como as fungdes objetivo tem unidades de medidas diferentes, se
faz necessario a normalizagao dos dados.
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Maxz=ch.,ﬂ-—ch.jj- (5)
it i-

mn

Y aex <y (6)
i=1
x; ={0,1} (7)
O modelo é resolvido por metodologia exata, assim, as solu¢gbes encontradas

séo solucdes 6timas, dadas as preferéncias do especialista decisor.

41 APLICACAO DA METODOLOGIA

Periodicamente a Cooperativa Agraria realiza processos de parada em maquinas,
ou de partes de processos de fabricacéo, para realizacdo de manutencao preventiva.
Para uma inspecao mais minuciosa e detalhada nos motores elétricos, uma vez ao
ano a industria para os processos de fabricacao para tal manutencéao. Contudo, devido
ao numero de motores e ao custo de manutencéo, apenas alguns séo selecionados
para esta manutencéo.

Devido a complexidade de escolha dos motores, a necessidade de uma
metodologia que auxilie na tomada de decisao é imprescindivel.

Assim, a metodologia proposta neste trabalho foi aplicada ao problema da
escolha de motores elétricos para manutencdo anual na Industria de Oleo e Farelo
da Cooperativa Agraria. Esta industria possui ao todo 224 motores elétricos, dentre
0s quais limita-se 0 numero de motores para a manutencéo preventiva pelo custo
monetario da manutencéo.

Consideraram-se as seguintes informacdes dos motores elétricos:

(i) tamanho do motor, indicado pela sua poténcia (quanto maior a poténcia, maior
0 motor);

(i) tempo decorrido desde a ultima reviséo (em dias);

(iii) tempo para troca do motor (em horas);

(iv) criticidade;

(v) custo de manutencao (em R$).

A sesséao a seguir apresenta a aplicacédo do modelo proposto para todo o conjunto
de motores da industria.

4.1 Aplicacao do modelo matematico ao problema da escolha de motores na
industria
O modelo proposto foi resolvido com auxilio do software CPLEX, num computador

Intel Core i7, com processador 3.40GHz e 8.00 GB de RAM.
Os dados séo relativos ao ano de 2017, considerando o conjunto de 224 motores
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elétricos da Industria de Oleo e Farelo da Cooperativa Agraria. No referido ano, o limite
monetario para esta manutencao foi h=R$240.000,00.

Foram considerados pesos equivalentes paratodas as fung¢des objetivo fl., ou seja,
todas as caracteristicas tem igual importancia. Além disso, todas as caracteristicas
utilizadas na aplicacédo do modelo ao problema s&o de tal forma que, quanto maior seu
valor, mais urgente &€ a manutencéao, logo, ha necessidade de somente maximizar a
soma das fungdes objetivo f.

A tabela 1 apresenta a solugcéo proposta manualmente pelo especialista da
industria e a solugdo 6tima obtida pela aplicacao de método exato no modelo.

Tipo de N. de motores Zode Custo. Valor de z o de
~ . equivaléncia monetario melhoria
solucao escolhidos
dez
Manual 182 241.017,68 3,27
92,31 17,97
Exata 188 239.990,35 3,86

Tabela 1: Comparacgéo da solu¢gado manual com a do modelo matematico

A partir dos dados obtidos e resumidos na tabela 1, pode-se notar que a solugao
exata escolhe mais motores para revisdo, com percentual de equivaléncia de 92,31%
em relacdo aos motores escolhidos manualmente. A solugdo do modelo obedeceu ao
limite monetario imposto, o que ndo ocorreu com a solucdo manual. O percentual de
melhoria no valor de z para a solugdo do modelo foi de aproximadamente 18% em
relacéo a solucdo manual.

Observando os valores obtidos, nota-se que a solu¢cdo do modelo é melhor que a
solugédo manual, pois revisa mais motores, dentro do limite orcamentario e, ao mesmo,
tempo, com maior valor da fung&o objetivo z.

51 CONSIDERACOES FINAIS

Tendo em vista a otimizagcdo dos processos de fabricacdo, a manutencao
preventiva em motores elétricos numa parada de maquinas é essencial em uma
industria. Contudo, como dificilmente todos os motores sdo revisados, a escolha de
guais motores passarao por manutenc¢ao é uma tarefa complexa.

Desta forma, este trabalho propés um modelo matematico de otimizacéo para
auxiliar na escolha de quais motores realizar manutencéo.

O modelo foi aplicado aos dados da Industria de Oleo e Farelo da Cooperativa
Agréria, considerando a escolha dos motores elétricos para manutencdo com a
maximizacdo de caracteristicas especificas destes motores, com restricdo de custo
monetario.

A solucao apresentada pelo modelo foi superior a solugéo proposta manualmente
pelo especialista, tanto em termos de valor z, quanto em namero de motores revisados.




Como trabalhos futuros, pode-se verificar a inclusdo de outras caracteristicas, a
aplicagcdo do modelo para dados referentes a outros anos, assim como avaliar 0 uso
de outros métodos de solugdo do modelo multiobjetivo proposto.
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RESUMO: O Principio da Superposicao de
solugbesanaliticasdoproblemadofluxodeaguas
subterraneas, em aquifero confinado, fornece
uma superficie de rebaixamento provocada
pela acéo de pocos de bombeamento no interior
do dominio computacional. Por outro lado, no
caso transiente, uma solu¢ao aproximada pelo
método de elementos finitos pode ser obtida
da formulagdo fraca do modelo mateméatico
desse fendmeno hidrico subsuperficial. Neste
capitulo, a linguagem de programacgéo Python
foi utilizada para implementar e comparar
essas resolucoes analitica e numérica para trés
casos de bombeamento conjunto. Na solucao
de Theis, o rebaixamento foi determinado por
meio das contribuicbes de pocos reais € pocos
imagens, sob processo adaptativo na funcao
de poco . ApbOs refinamentos sucessivos na
malha computacional, bibliotecas do FEnIiCS

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2

CONFINADO

permitiram a resolucdo automatizada e a
visualizagdo da concordancia obtida numa
comparacao grafica de resultados.
PALAVRAS-CHAVE:
Superposicao. Projeto
de Elementos Finitos.

Principio da

FEniCS. Método
Equacdo do Fluxo
Subterraneo.

ABSTRACT: In
Superposition Principle well analytical solutions

confined aquifer, the
of groundwater flow problem, provides the
lowering surface caused by the action of
pumping wells within the computational
domain. On the other way, in the transient
case, the approximate solution by the finite
element method can be obtained from the
weak formulation of the mathematical model
of this subsurface hydric phenomenon. Here,
the Python programming language was used
to implement and to compare the analytical
and numerical solutions in three cases of joint
pumping. In Theis solution, the lowering surface
was determined by the contributions of real and
images wells under adaptive process in the
function . After successive refinements in the
computational mesh, the FEnICS libraries have
enabled the automated resolution and in the
visualization of the agreement obtained in the
graphical results.

KEYWORDS: Principle of
FEniCS Project.

Superposition.

Finite Element Method.
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Modeling Groundwater.

11 INTRODUCAO

S&o varias as contribuicbes da Matematica e de suas Tecnologias no estudo
quantitativo e qualitativo das Ciéncias Naturais. Em posse de equacdes governantes,
das condigdes iniciais e de fronteira estabelecidas sobre um dominio computacional,
certas linguagens de programacédo cientifica, fundamentadas em conhecimentos
matematicos, serdo capazes de disponibilizar codigos numéricos para buscar resolugcéo
automatizada de determinada lei da Fisica ou comportamento observavel na Natureza.
Especificamente, numa certa regido de interesse na subsuperficie, esse suporte
tecnoldgico poderia auxiliar na compreensao da ocorréncia dos fendmenos naturais
relacionados aos recursos hidricos subterraneos. Desta forma, situagcdes problemas
adotadas neste capitulo, ilustram certas aplicacées de conceitos matematicos e de
suas tecnologias, abordando um estudo da distribuicdo de cargas hidraulicas em
aguas subterraneas, no intuito de validar resolugdes obtidas com o uso de cdodigos
numeéricos e de implementar solu¢des analiticas para um ambiente natural fisicamente
inacessivel.

Inicialmente, considere que o rebaixamento da superficie potenciométrica de
um aquifero confinado possa ser provocado pela acdo de um ou de mais pogos de
bombeamento atuando, em conjunto, no interior do seu dominio. No caso da ac¢éo de
um poc¢o, sem influéncia direta das fronteiras, a solugcao de Theis disponibiliza uma
expressao analitica para a superficie de rebaixamento. Caso o pog¢o, em fungdo do
seu raio de influéncia, sofra alguma alteracdo dada pela fronteira de Dirichlet ou de
Neumman, o Principio da Superposicéo acrescenta, nessa solucéo analitica de Theis,
a contribuicdo do rebaixamento do correspondente poco imagem. Se a abordagem
for numérica, tal resolugao poderia ser obtida através do método de elementos finitos
(MEF) aplicado sobre a formulagéo fraca da equacéao de fluxo subterraneo com termo
de fonte n&o nulo e com apropriadas condi¢gdes de contorno. Neste sentido, esse
capitulo implementa, em linguagem de programacéo cientifica Python, a solu¢ao de
Theis sob o Principio da Superposicéo para determinar a superficie de rebaixamento
de um aquifero confinado sujeito, inicialmente, a acao de um poco. O mesmo processo
sera aplicado para o bombeamento conjunto de dois pocos e, finalmente, generalizado
para descricdo do rebaixamento conjunto sob a acdo de cinco po¢os no interior do
dominio. Para cada um desses trés casos, além da solugéo analitica, o capitulo ainda
apresenta a respectiva resolucédo numérica MEF. Desta forma, o objetivo é apresentar
a validacao dessa resolugdo numérica Python, para a equacéo do fluxo transiente,
através de uma concordancia de resultados obtidos com a respectiva solucao analitica
de Theis, proveniente do Principio da Superposicdo aplicado na acdo conjunta de
varios pocos de bombeamento.
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Aresolucéo numérica Python, além de uma malha de elementos finitos, considera
ainda: a definicdo de um espaco de fungdes; a adequada apresentacao das condicoes
iniciais e de fronteira, e um apropriado método de resolu¢cao numérica para 0os imensos
sistemas lineares resultantes. A utilizacao da plataforma FEniCS (FENICS, 2018), que
engloba uma série de outros softwares para a solucdo automatizada de equacdes
diferenciais parciais, facilita tanto a modelagem computacional, quanto a simula¢éo do
rebaixamento permitindo, ainda, a visualiza¢ao grafica dos resultados.

21 EQUAGCOES GOVERNANTES DO FLUXO DE AGUA SUBTERRANEA

Um modelo matematico para a distribuicdo de cargas hidraulicas que regem o
fluxo de agua subterrénea em aquifero confinado, obtido por meio da Lei de Darcy
e pelo principio da conservacdo de massa em um volume elementar representativo,
segundo Cleary (2007) € dado pela seguinte expressao linear e transiente:

d

dh dh
61:[ = Eix] ay[ i {:iy] dz

zza +F(x}'2t)—eat (1)

sendo h = h (x,y,z,t) a carga hidraulica total [L], K Kyy e K, os componentes

principais do tensor de condutividade hidraulica [LT ], S o coeficiente de
armazenamento especifico [L''] e F (X,Y,Z,T) o termo de fonte ou sorvedouro agindo
no interior (X,Y,Z) do aquifero [L''] num determinado tempo t.

No caso estacionario, o termo de fonte pode ser representado por:
FGoy,2) = ) 0 = x)80 = y)8(z - ) @

sendo Qi a taxa de bombeamento ou injecdo do pog¢o i na coordenada (xi,yi,zi)
[L® T"] e Qa funcao delta de Dirac com unidades [L].

Se considerar a hip6tese de Dupuit, ou seja, que as variagcdes das cargas
hidraulicas séo despreziveis ao longo da dimensé&o vertical z, e que a dimenséo
horizontal dos aquiferos em escalas regionais pode ser da ordem de dezenas de
quildmetros, entdo a equacao do fluxo subterrdneo pode ser modelada por uma
equacéo bidimensional em x e y e representada, segundo Cleary (2007), por:

a dh dh
Bx[ ¥ dx ay[ y"@] FF&xy,0 = SE (3)

sendo T, =b-K eT =b-K [LT" as transmissividades nas respectivas
direcbes x e y do aquifero confinado de espessura b . O coeficiente de armazenamento
S =S, - b é[adimensional] e a fun¢éo F representa os termos de drenanga dos fluxos
verticais remanescentes em z = 0 (camada confinante inferior) e em z= b (camada
confinante superior) acrescidos da atividade de um poco i na atuando na coordenada
(x, y). Assim, a equagdo governante do fluxo transiente de agua subterranea em
aquifero confinado, acrescido de suas condi¢des iniciais e de fronteira, compde o
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seguinte Problema do Fluxo:

i[T %]—I—E[T %]+F(xy t)=.’5ﬁ em ﬂx(ﬂ t]
ax L ax]l " ay ¥ ay ' at *r
h=h, sobre I X ({), t]r] (4)
n-DVh =g sobre Iy X (ﬂ, tf]
h(-,t;) = hy em Q para t=10

sendo {1 € R? um dominio poligonal limitado e com fronteira Lipschitz ' que
consiste de duas partes disjuntas: a fronteira de Dirichlet I'; e a fronteira de Neumann
I, tais que I,U I, = 82 O tempo final t, é arbitrario, no entanto Q, precisa ser
especificado.

Segundo Bear (1972), se o dominio possui um po¢o de extracdo atuando em
seu interior, sem influéncia da fronteira @1, entdo a solugcao de Theis fornecera a
carga hidraulica h da equacao (4) por meio da seguinte expressao analitica:

Q
h=ho = gar

uﬂ
n-n 4nT

~0,5772 — In(w) + Z(—m“ !l = hy — 2w (5)

sendo a transmissividade T = K - b para espessura b do aquifero e condutividade

2 Se s A . . ,
"77¢ Para r a distancia radial até o pogo no tempo t. E

hidraulica K e a funcéo u=r
ainda, W (u) define a fungéo de pogo, Q representa a vazéo e h  é a carga hidraulica
inicial. Em contrapartida, a respectiva resolucdo numérica aproximada pelo método
de elementos finitos, requer uma formulacao fraca do problema do fluxo da equacgéao ,

conforme detalhado em Verfirth (2004) e em Santos (2015).

3 1 PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO E RESOLUCAO NUMERICA

O Principio da Superposicao considera a construcdo de pocos imagens, para
fornecer rebaixamentos adicionais através da soma de rebaixamentos individuais
(BEAR, 1972), (REILLY et al., 1984). Para ilustrar esse principio no caso de dois po¢cos
de bombeamento no dominio computacional unidimensional, obtido por seccéo vertical

do dominio bidimensional retangular, considere Q de dimensdes M X M e dois pocos

M M
72)
conforme representado na figura 1. Além de receber a imposicédo da condicdo de

fronteira do tipo Dirichlet h=h,, a fronteira x = 0 define, em Pimag1 (—%%) um pogo

. "~ ) N . . aM M
imagem na posig¢ao simétrica a P1 e a fronteira x = M define, em Pinag2 (T,;), outro

~ . .~ M M
de bombeamento de mesma vazao localizados nas posicbes P; (?;) e Pz(

poco imagem na posicao simétrica a P2. Esses novos pocos imagens, em virtude da
linearidade da equacgéo , atuardo como sendo pog¢os de injecdo com a mesma vazao
observada em seus respectivos po¢os reais. As respectivas cargas hidraulicas de P1
e P2sédo hy =hy,—S, e h, =hy—S,, sendo S1 =0 e S2 = 0 os rebaixamentos
individuais causados pelo bombeamento dos pocos P1 e P2. Para satisfazer as
condicdes nas fronteiras de Dirichlet, os pogcos imagens de injecdo sao necessarios,
pois, esses contribuem com pequenas parcelas para os respectivos rebaixamentos.
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Especificamente, o po¢co imagem contribui com uma pequena parcela para o
rebaixamento do po¢o P1, enquanto que o po¢o imagem 1 contribui, da mesma forma,
com o pogo P2. Observe que o0 poco imagem 1 ndo contribui no rebaixamento do poco
P2 e nem o pogo imagem 2 nao contribui no rebaixamento do poco P1.

Desta forma, o rebaixamento em um ponto especifico do dominio sera a soma
dos rebaixamentos individuais. Consequentemente, a carga hidraulica h em um ponto
especifico do dominio sera fornecido pela expressao analitica:

h = hn - (Sl + S?_) + (Slimag + Szimag) (6)
sendo S =0eS respectivas contribuicdes de cada poco imagem.

1imag 2imag
— hy=hy -5 —  Pimag =P +Sopmag
S —  h=hy—(S; +85) +(Simag +Sarmag)
A ™ Rlimag =P +Siamag
3 ‘ 1
= e
' Dominio '
1 | 1
1 i 1
o : 1
h 1 : 1
1 i 1
hny_ 1 : Yo
7 1 1
1 1 1
1 h g 2 !
— : g
g ‘ &
g)n Q
B E
8" 1 . 1 ]
Q 1 : 1 =]
= 0 : T b
: b By :
' v ' :
1 ! i ! 1
X

Figura 1 - O Principio da Superposicéo para dominio unidimensional com duas fronteiras de
Dirichlet. Os pocos imagens s&o de injecao com localizagéo simétrica em relacéo as fronteiras.
Aparcela h, - Sj representa a carga hidraulica devido o bombeamento do pog¢o j enquanto que
h, + S;,.,, representa a carga hidraulica devido a contribui¢@o de inje¢ao do pogo imagem j para

=1e2.

Na figura 1 pode ser verificado que S,= S no perfil da fronteira x=0 e que o

valor da carga hidraulica h coincide com a média das fungdes h, e h

1imag

ou seja,

1imag’

ot Pimeg _ (RS0 + (Ro + S1imag) _ (o —51) + (Bo + 51) _
=0 — - - -

2 2 2

ho

e ainda, S, = S2imag no perfil da fronteira x=M com valor de h coincidindo com o

valor médio das fungbes h, e h isto €,

2imag’

_h2t hoimag _ (ho — 52) + (ho + Saimag) _ (=S +(ho +52) _

Homar = 2 2 2 ho

Assim, a solucédo analitica obtida pelo Principio da Superposicao satisfaz a
condigéo de Dirichlet do problema de fluxo (4) na qual impde h = h, sobre I'jx (0,tf].
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Esse principio representado na equacgao (6) pode ser estendido para a obtencéo da
superficie de rebaixamento em um dominio Q com varios po¢os de bombeamento, ou
de injecao, mesmo sob atuagcao com taxa de vazdes distintas.

Além disso, condi¢cbes de fronteira de Neumann podem ser adotadas em conjunto
com as condicdes de Dirichlet. Nas simulacdes deste capitulo, apenas as condi¢des de
Dirichlet seréo adotadas, pois o foco inicial esta na apresentacéo didatica e tecnologica
para implementacdo computacional da solugdo analitica (5) sujeita a generalizacéo
pela equacéo (6). No entanto, no interesse de considerar a condicdo de Neumann,
basta definir cada pog¢o imagem simétrico a fronteira em questao como sendo poco de
bombeamento sob a mesma vazao do seu respectivo poco real.

Se a abordagem computacional inicia na definicdo da lista de pares ordenados,
entdo L = [(X1,Y1); (X2, Y2); -+ (X4, Yi)], dard a posicdo de cada pogo no interior e
as sublistas listaCoorX = [Xy; X,; ;X ] € listaCoorY = [Y;;Y,; -+ ; Y, ] serdo para as
posicOes cartesianas na dire¢cao dos respectivos eixos x e y. Adicionalmente, a taxa
de vazao QJ. € 0 raio r do pog¢o na posicao (X],Y]j) seguirdao armazenados pelas listas
Lo, =[Q1;Q2; Q] e Ly, = [ry;12 ;1] - A obtencéo da resolugao numérica da
equacao (4), sujeita a uma lista L de fontes pontuais no interior do dominio Q e taxa
de vazbes L, se apoiara no método de elementos finitos e utilizara as ferramentas
computacionais e conceitos de adaptatividade disponiveis na programacao cientifica
do projeto FEniCS (LOGG et al. 2012). A validagdo dessa resolugdo numérica,
obtida por programada em linguagem Python, sera baseada na comparacao grafica
de resultados obtidos com a respectiva solu¢ao analitica de Theis que generaliza a
expressado sobre o conjunto de k pocos.

Além do funcionamento conjunto dos pocos atuando sob vazdes distintas, dadas
pela lista L, , sera ainda estabelecido que:

i.) o rebaixamento resultante, que ndo pode ser superior a h, dependa apenas
da distancia entre o ponto de observacéo (X,Y) e das coordenadas (CoorX, CoorY) do
poco, ou seja, dependa da distancia r = /(X — CoorX)2 + (Y — CoorY)?;

ii.) o indice n na funcao de poco W(u) da solucao analitica de Theis (5) nao

precisa ser especificado, pois o calculo sera realizado iterativamente por procedimento
adaptativo implementado para cada ponto do dominio computacional;

iii.) supondo Q um dominio retangular definido pelas as coordenadas da diagonal
(x0, ¥0) = (0,0) e (x1, 1) entdo as posicoes dos possiveis 8 pocos imagens de um
poco real situado em (Px, Py) serdo: (—Pu. ), (P.—PB,), (—P., —B), (2x; — P, P,)
(2%, = P, 2y, — B,), (P..2y, — P,), (2%, — P.,—P,) e (P, 2y, — P,). Dessa forma, dado , todas
as listas de coordenadas dos pocos imagens podem ser obtidas;

iv.) para a lista L de k pogos, o rebaixamento ocasionado em um ponto especifico
sera dado pela soma de todas as contribuicdes dos pocos reais e imagens, sendo que,
em funcao do raio de influéncia, alguns pocos imagens construidos em Jii.) podem
ser descartados por ndo apresentarem efeitos de rebaixamento em certas regides do

dominio computacional.
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3.1 Implementacao das solugcoes Python-FEniCS

Baseado nos itens i.) a iv.) estabelecidos na secéo anterior, a implementacéo da
solucédo analitica para a contribuicdo de todos os pocos da lista L, sera fornecido por:

WellFunctionAdaptiveT heis(mesh, listaCoorX, listaCoorY, listaR,,, listaQ,,, V) (7)

um cddigo Python-FEniCS, programado para implementar a generalizacdo da
equacéo (6) disponibilizando a solugcéo analitica do problema de fluxo subterraneo
(4). Esse cbdigo é alimentado por malha refinada no entorno dos pocos reais e por
informagdes sobre coordenadas de posicionamento, raios de abertura, taxas de
bombeamento e um espaco V de funcdes interpoladoras. E devolve a solucao analitica
obtida pelo Principio da Superposicao. As principais linhas de programacéao do codigo
Python (7) séo:

1| def WellFunctionAdaptiveTheis(mesh,listaCoorX, listaCoorY , listaRw , listaQw , V):
class Well(Expression):
3 def eval( self, value, x):
tol =1.0E-15
5 TheisPartialSum=0.0
TolForTheis=1.0E-07
7 valorl =0.0
for i in range{rangeToRun):
9 Rad=np.sqrt({x [0]- listaCoorX [ i ])**2+(x[1]-listaCoorY [i])**2);
u=(Rad**2*5"e)/(4.0*T*()
11 if (Radg=listaRw[i]):
TheisPartialSum iWell0 =-0.5772-np. log (u)+u-u**2/(2.0*2.0) +u**3/(3.0*6.0) -u**4/(4.0+24.0)
13 TheisPartialSum iWelll =-0.5772-np. log (u)+u-u** 2/(2.0% 2.0} +u**3/(3.0*6.0) -u** 4/(4.0*24.0)
1=5;
15 AbsValuc=1000.0
while{ AbsValue; TolForTheis):
17 TheisPartialSum iWelll += (-1) **(1+1)*u**1/( I*math. factorial (1))
AbsValue=np.abs(TheisPartialSum’iWell | - TheisPartialSum’iWell( )
19 TheisPartialSum iWell0 =TheisPartial Surn"iwelll
if TheisPartialSum’iwelll ; Iconstant*listaQw/[i 1/(4 *np. pi*T):
21 TheisPartial Sum"iWelll =0
TheisPartial Sum iwell0 =0
73 AbsValie=0
14+=1
25 valor]l +=(listaQw[i /(4.0 *np. pi*T})* TheisPartialSum iwelll
value[0]=valorl
27 if abs(value [0]) j1.OE-10:
value [0]=0.0
29 elif (value [0];0.0) :
value [0]=0.0
3 value[0]=value [0]
Imagx= Well(element=V.ufl"element () );
33 Imagx = intcrpolate (Imagx,V)
return  Imagx

E ainda, os pocos imagens indicados em jii.) foram obtidos por estratégias de
reflexdo e translacéo das coordenadas da lista , implementados pelos cédigos Python:

1| def MakelmagMove(listaCoor,xi):
def Makelmag(listaCoor): lista =[]
2 lista =[] 3 for i in range(rangcToRun):
for i in range{rangeToRun): distanceFromXi=xi- listaCoor | i]
4 lista .append(- listaCoor [i ) 5 valor=xi+distanccFromXi;
return  lista lista .append(valor)
6 7 return lista
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Para evitar contribuicbes n&o significativas, devido o raio de influéncia de certos
pocos da lista L, foi adotado um critério de parada para o célculo das somas parciais
em (5). Considerando que a funcéo de poco nao depende do tipo de bombeamento,
entdo W(u) > hofoi usado como critério de deteccéo daqueles pocos que nao fornecem
contribuicdes significativas ao rebaixamento.

Em relagdo a resolucéo obtida por métodos numéricos, a habilidade de uma
malha computacional representar a discretizacdo do dominio Q influenciara a qualidade
de seus resultados. Na obtencado da resolucédo Python MEF do problema de fluxo
(4), o processo de geracao de malhas nao estruturadas também sera facilitado pela
utilizacao direta de classes disponiveis nas bibliotecas do projeto FEniCS (FENICS,
2018). Nessa malha MEF néo estruturada, a definicdo na posi¢cao dos pocos requer que
0S mesmos sejam vértices da malha de elementos finitos (ISTOK, 1989). Assim, uma
mudanca de coordenadas para que vértices da malha assumam a posicédo do poco
mais proximo sera realizada pela funcédo Python, MeshPassingToWellAsVertex(**) .
Essa funcéo recebe a malha inicial, as listas listaCoorX e listaCoorY e retorna a malha
final em que as coordenadas da lista L sédo vértices dos elementos finitos. O script
abaixo descreve a implementagéao do cddigo mencionado:

def MeshPassingToWellAsVertex(mesh,listaCoorX listaCoorY'):
coords=mesh.coordinates () ; tree = mesh.bounding box "tree ()

3 point'cloud = [ dolfin . Point( point) for point in mesh.coordinates ()]

tree . build ( point'cloud , 2); p=Poini{coorx [0], coory [0])

5 p’i, distance = tree. compute closest point (p); lengthCoor=np.shape(coords)[0]

for i in range(len(coorx)):

7 p=Point(coorx[1i ], coory[i])

p’i, distance = tree . compute closest point (p); print "p:”, p.str()

9 coords| p'i ][0]=coorx[i ]; coords| p'i ][ 1]=coory[i |;

return mesh

Uma estratégia de refinamento local, conforme descri¢do do cddigo a seguir, foi
adotada para as regides radiais em torno dos pocos para elevar o nivel de acuracia da
solugcdo numérica na proximidade das coordenadas que representam 0s pogos reais.

def FunctionToRefine(mesh,listaCoorX, listaCoorY , lista ):
for i in range(len( lista )):
cell'markers = MeshFunction("bool”,mesh, mesh.topology() .dim())
4 cell’markers . set"all (False)
for ¢ in cells (mesh):

(]

6 for win range(len(listaCoorX)):
p=Point(listaCoorX [w],listaCoorY [w])
8 if (c.midpoint(). distance (p) ; lista[i]):

cell'markers [c] = True
10 mesh = refine (mesh, cell markers );
return mesh
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A manipulacdo da resolugcdo numérica utilizou a biblioteca NumPy (WALT
et al., 2011) e resultados gréaficos foram gerados por meio da biblioteca Matplotlib
(HUNTER, 2007). Aintegracao entre componentes do Projeto FEniCS (FENICS, 2018)
a a programacao cientifica dos demais cédigos foi realizada computacionalmente
em ambiente de desenvolvimento Python da Plataforma Eclipse (ECLIPSE, 2015). A
arquitetura do ParaView (AHRENS et al., 2005) também contribuiu para a visualizagéo
cientifica dos niveis de detalhes na sobreposi¢ao de resultados analiticos e numeéricos.

E importante ressaltar que a totalidade da metodologia computacional descrita
nesta secao empregou a filosofia colaborativa para a utilizagao de cddigos abertos.

41 COMPILACAO DE RESULTADOS

Nesta secdo, quatro simulagcées numéricas seréo consideradas para exemplificar
e ilustrar a metodologia computacional e os cédigos Python previamente apresentados.
O primeiro exemplo considera uma discussdo sobre a adaptatividade que otimiza
0s resultados numéricos para aproximar o termo de série da equacao (5) e ilustra o
calculo iterativo da funcéo de poco W (u) com quantidade distintas de termos em cada
ponto do dominio computacional Q. O segundo problema trata da solugdo numérica
MEF e analitica de Theis com ag¢&o de um unico po¢o no dominio. O terceiro problema
ilustra a aplicacédo do Principio da Superposicdo com a comparacao de resultados
analitico e numérico. E, finalmente, o quarto exemplo discute os resultados para um
conjunto de cinco pocos reais no dominio computacional através de comparacao entre
as respectivas solugbes numérica MEF e analitica de Theis.

Os exemplos envolvendo a resolugéao do problema do fluxo de agua subterranea
(4), sob a acéao de pocos de bombeamento serdo obtidos, analiticamente, pela solugcéo
de Theis generalizada na equacéo (6) e submetidas, em conjunto aos po¢os imagens,
no codigo Python (7) do Principio da Superposicao. A respectiva resolugao numérica,
fornecida pelo método de elementos finitos que utilizam bibliotecas do projeto FEniCS
(FENICS, 2018), considera dominios computacionais retangulares sobre malhas
triangulares ndo estruturadas. A geracdo dessas malhas MEF, de extensdo .xml,

séo obtidas pelo codigo FEniCS generate sob o dominio retangular Q

mesh(rect,l,"cgal",
predefinido na linha de comando Pyhton rect =(Rec£ty‘ar)7gle (P,,P,). Afigura 2 ilustra o
dominio computacional onde cada vértice da malha MEF, que esta mais préximo de
um poco real, foi redefinido para assumir a respectiva coordenada antes de aplicar as
estratégias de refinamento, através dos cddigos MeshPassing ToWellAsVertex(**) e

FunctionToRefine(**).
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Figura 2 — Dominio computacional MEF e estratégias de refinamento adaptativo

4.1 Adaptatividade para o calculo da funcao de poco W(u)

Conforme apresentado na equacéo (5), a solugao analitica de Theis envolve o
cbmputo da funcéo de poco W(u) que depende de uma soma com infinitos termos.
Uma forma de estabelecer um critério de parada para o termo de truncamento da série
é realizar a soma parcial e obter uma aproximagéo S_ definida por:

2 3 4 n

u
+ oot (—1)1

u
W{u}a5,1=—015??2—|11(u)+u—2I2[+3_3!—4r4!

(8)

1 - n!

Esta abordagem n&o é muito apropriada, pois conduz a uma escolha empirica
do indice n, no qual pode nao refletir na quantidade de termos necessarios em um
ponto especifico do dominio computacional. Ou seja, algumas regides do dominio
retangular Q podem requerer mais termos da série, enquanto que, em outras regioes,
um numero menor de termos pode ser aceitavel. Uma alternativa para contornar este
problema foi utilizar somas parciais S, e S_, e um critério de parada tal que IS_, -
S,| < € para um valor toleravel do erro de truncamento € > 0. Neste caso, a soma
aproximada W(u) = §,,,,; satisfaz o mesmo critério de parada para todo ponto do
dominio. Com esta estratégia de adaptatividade nas simulagbes numéricas, ao impor
€ = 108, o valor maximo requerido foi de n = 22 termos e o valor minimo foi de apenas
n = 3 termos, evidenciando uma apropriada otimizacdo computacional que foi obtida
com esse critério adaptativo adotado.

No intuito de representar a influéncia da estratégia adaptativa no critério de
parada, visando a qualidade da solugéo analitica, as figuras 3(a) e 3(b) ilustram mapas
de diferencas entre expressdes calculadas de forma distinta para a aproximacao de
(7). Para isto, considere que W., W, e W, representem as aproximagoes obtidas com
0s respectivos critérios: € =108, n=10e € = 103,
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Figura 3 - Diferencas entre as aproximagdes W1, W2, e W3, sendo que W1 foi obtida com
critério de parada € = 108, W2 uma expresséo obtida com n=10 termos em (7) e W3 obtido com
e=103

Na figura 3(a), ilustrando o grafico da diferenca IW, - W,|, verifica-se que nessa
estratégia existe uma discordancia da ordem 102 em regides nas proximidades dos
cantos do dominio Q. Na figura 3(b), que ilustra o grafico da diferenga IW, - W.I, a
discordancia entre as estratégias é da ordem 10* em todo dominio Q . Ou seja, o grau
de grandeza observado nos valores graduados em cada escala dessas figuras revela a
equivaléncia entre W1,W2 e W3. Assim, ao comparar W1 com W2, observa-se regides
onde n=10 termos nao foram suficientes para fornecer uma aproximag¢ao adequada de
W(u). Desta forma, essa analise nos resultados grafico evidencia que a aproximacao
W3 apresenta maior qualidade numérica do que W2, pois, observando as diferencas,
essa estratégia € a que mais se aproxima de W2. Logo, o erro de aproximacgéao envolvido
ao usar W3 serd menor do que o da estratégia W2 que necessita n=10 termos para
representar W(u) em todos os pontos do dominio Q.

Portanto, pode ser sugerido que a estratégia adaptativa que adota o critério de
parada IS . - S | < e disponibiliza aproximagdes de melhores qualidade do que a
estratégia que aplica um valor constante de termos para todo o dominio Q.

4.2 Comparacao entre Solucao de Theis e Solucao Numérica para 1 poco

Considere um poc¢o de bombeamento operando, com taxa de vazéo constante Q,
as aguas subterraneas no interior de um aquifero confinado de dominio com dimensées
retangulares Q = 1.200mx 1.200m. Para determinar a solu¢ao numérica da distribuicéo
de cargas hidraulicas do problema de fluxo, a programacao Python empregou o método
de elementos finitos na formulacéo fraca do problema (4) , conforme descricdo nas
linhas de comando do cddigo abaixo:
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# VARIATIONAL FORMULATION OF FINITE ELEMENTS

u = TrialFunction (V)

3| v = TestFunction (V)

2=Constant (0.0)

5| f2=WellsLocFunction

a = §'e*h*u*yrdx + theta*dt*K*b*inner(nabla’grad(u), nabla’grad (v)}*dx

7| L= (8e*b*u’1*v + dt*f2*v -(1.0- theta )*dt*T*inner(nabla’grad (u'1), nabla’grad{v)})*dx

g| A = assemble(a)
b = None # variable used for memory savings in assemble calls

u = Function (V)

# LOOPING START
15|t =dt

while t j= t'stop:

17 b = assemble(L, tensor=b)

for be in bes:
19 be. apply (A,b)

salve (A, u.vector (), b)
21 if t ==dt;

plot(u'l, interactive =False, title =" Solution by FEM of Flux Equation’)

e t +=dt

u’l. assign{u)
25 plot{u’l)

Para o calculo dessa solugédo numérica MEF, foi gerado uma malha inicial ndo
estruturada contendo N =3.281 vértices distribuidos num total de N_ = 6.304 elementos
triangulares. Na sequéncia, visando uma melhor qualidade da solucado MEF, foram
realizados refinamentos sucessivos nas regides proximas ao centro do pogo cujas
distancias radiais sao inferiores a [600m, 100m, 50m,10m]. O resultado final foi uma
malha mais fina contendo N = 12.743 vértices sobre N_ = 25,187 elementos.

Na figura 4, sobreposta a malha do dominio computacional Q , esta representada
a solucao numérica MEF da equacao do fluxo subterraneo (4) sob a atuacao de 1 poco
de bombeamento em seu interior.

8001000 200

120n0

Figura 4 — Dominio computacional Q= 1.200mx 1.200m e a solu¢do numérica MEF do
rebaixamento h(x, y, tf) seguido de projecdes de perfis sobre os planos coordenados

Em relacao a solucao analitica de Theis para o problema de fluxo (4), ndo houve
a necessidade da aplicacéo do Principio da Superposi¢ao, pois, o poc¢o ficou situado
no centro do dominio Q e, em fungéo da vazéo constante adotada, o raio de influéncia
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permanece menor do que a distancia do pogo a fronteira df}. Assim, para nesta primeira
simulagéo, a solucéo de Theis foi obtida com a aplicacdo direta da equacdo por meio
da funcéo Python implementada no cddigo (7) WellFunctionAdaptiveTheis(**) .

Uma comparacéo dos resultados observados nas avaliagdes numérica e analitica
do problema de fluxo (4) sdo apresentados pelas curvas de nivel e pela projecéo de
perfis das figuras 5(a) e 5(b).

1.21e3 : : ; ; ‘ 7\71 - 71 - ' ] ‘ ] ‘ ] : : : « + Numérica
18.76 ¢ ‘ : : :

x x Anglitica

1.0}

17.31

15.86
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12.97

> 0.6}~
11.52

0.2}~

08002 04 06 08 10 12 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
X le3 X

Curvas de nivel das solugbes MEF e Theis Perfis do rebaixamento

Figura 5 — Sobreposi¢édo das curvas de nivel das solu¢gdes numérica e analitica e detalhes da
concordancia dos perfis das solucées MEF e de Theis para o rebaixamento

Se considerar desprezivel o esforgo computacional no céalculo da solugéo
de Theis através da estratégia € = 108 para o critério de parada, observa-se, pela
sobreposicao grafica das solu¢des MEF e analitica do problema de fluxo (4), uma
adequada concordancia entre os resultados simulados sob o dominio Q.

A finalidade da comparacao entre a solugcdo numérica e a solu¢ao analitica da
equacéo (4), para situagcbes simplificadas, é a validacao do coédigo numérico MEF
implementado em linguagem Python apoiada em bibliotecas computacionais do
projeto FEniCS. Assim, a solugcdo MEF obtida por esse c6digo numérico sera capaz
de disponibilizar, mesmo em situagdes inevitaveis em que a solugcdo analitica nao
se encontra disponivel ou € inexistente, resultados robustos e apropriados para
o problema de fluxo subterréneo em aquifero confinado, sob imposicdo de outras
condicdes iniciais e de fronteira ou acao transiente de um pogco de bombeamento.

4.3 Principio da Superposicao e a Solucao Numérica para 2 pocos

Nesta secdo de aplicacdo do Principio da Superposicdo e obtencdo da
solucdo numérica MEF, serdo considerados dois po¢os atuando no mesmo dominio
computacional do exemplo anterior, ou seja, a superficie de rebaixamento resultara
da atuacao conjunta desses dois pocos de bombeamento, conforme ilustra a figura 6.
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Figura 6 — Solugéo Python MEF do rebaixamento h (x, y, tf) e perfis da sobreposicao com a
respectiva solugéo de Theis obtida com a aplicagéo do Principio da Superposi¢éo para 2 pocos
de bombeamento

Nesta situacdo, além da interacdo entre os pocos reais P1 e P2, havera a
necessidade da constru¢ao dos po¢os imagens de modo que as condi¢des de fronteira
de Dirichlet sejam satisfeitas. E importante notar que nem todos os pocos imagens
fornecerao contribuigdes significativas ao rebaixamento (x, y, t). Por exemplo, em
funcéo das disposicoes adotadas, o pogo imagem de P1, em relagdo a fronteira de
Dirichlet x= 0 , contribuira para o rebaixamento de P1, mas, em funcéo da disténcia
e vazao atribuida, ndo contribuira para o rebaixamento de P2. Analogamente, o poco
imagem de P2 , em relacéo a fronteira x= 1.200, contribuird para o rebaixamento de
P2, mas nao tera influéncia no rebaixamento de P1.

Baseado na lista L de coordenadas dos pocos, todas as listas de coordenadas
dos pocgos imagens podem ser obtidas por meio das fungdes Markelmag(D e
MarkelmagMove( O apresentadas no final da secéo Implementacédo Python-FEniCS.
Assim, enquanto a solucéo analitica, que aplica o Principio da Superposicéo, foi obtida
por meio da aplicacdo sucessiva da funcdo WellFunctionAdaptiveTheis(**) nas listas
de pocos reais e imagens, a correspondente resolucdo numérica da equacéo do fluxo
(4), com 2 pocos de bombeamento, foi obtida com a implementacdo do método de
elementos finitos baseada nas bibliotecas do projeto FEniCS (FENICS, 2018).

Nessa obtencéo da solugdo numérica Python MEF, considerou-se uma malha
inicial ndo estruturada com N, = 4.624 vértices distribuidos em N_ = 8.990 elementos
triangulares. Em seguida, apoés realizado estratégias de refinamentos sucessivos em
regidao de proximidades radiais a cada po¢o com distancia inferior a

[200m, 100m, 50m, 10m, 1m, 0.50m, 0.25m, 0.20m, 0.19m, 0.18m, 0.17m|

obteve-se uma malha final com Nv =26.690 vértices sobre Ne =53.122 elementos.
A adequada concordancia entre a solugdo analitica de Theis, com € = 10%, para
aproximacéao da funcdo de poco W(u) e a solugdo numérica Python MEF pode ser
observada pela sobreposicao gréafica das correspondentes curvas de nivel e perfis de

suas projecdes em planos coordenados, conforme visto na figura 7.
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Figura 7 - Solugéo numérica Python MEF em adequada concordancia com a solugédo analitica
obtida pelo Principio da Superposicao para 2 po¢os de bombeamento em dominio retangular

As figuras 7(a) e 7(b) ilustram, respectivamente, as curvas de nivel e os perfis de
solu¢des com sobreposicdes adequadas dos resultados numéricos Python MEF sobre
os resultados analiticos do Principio da Superposicéao.

A reutilizacdo da funcao Python FEnICS (7) WellFunctionAdaptiveTheis(**)
para todas as listas de pocos imagens foi responsavel pelo fornecimento de todas as
contribuicées necessarias para a definicdo adequada do rebaixamento final.

Outra vantagem observada nessa metodologia do Principio da Superposicéo,
sob a acao de 2 pogos reais para o agrupamento das contribuicbes no rebaixamento
h (x, y, t) dado pelos pogos imagens, foi a independéncia do nimero de pogos reais
no dominio computacional. Assim, qualquer quantidade de pogos imagens podem ser
construidos por meio das fung¢des de reflexao e translacao apresentadas anteriormente.

De forma semelhante ao que foi discutido na seg¢do anterior, a comparacao e
verificacdo de equivaléncia entre as solugdes numérica e analitica para a equacgao,
revela, novamente, uma apropriada robustez e confiabilidade do codigo Python
FEniCS para aplicagéo na resolugao do problema de fluxo de agua subterranea sob
a acao de dois pocos de bombeamento em situacdes em que a solugcao analitica nao
esta disponivel. Ou seja, para outros problemas de fluxo (4) que podem estar sujeitos
as condigcdes de fronteiras aplicadas sobre dominios poligonais de formas irregulares
e complexas ou sob condi¢des iniciais de taxas de vazdes mudando com o tempo.

4.4 Principio da Superposicao e a Solucao Numérica para 5 pocos

Para finalizar a comparacgao entre os resultados da solugédo Python FEniCS com
0s respectivos resultados da solugédo analitica obtida pelo Principio da Superposicéao
no problema do fluxo em aquifero confinado, serdo considerados cinco pogos de
bombeamento atuando, conjuntamente, no mesmo dominio computacional Q da secéo
anterior. A lista L5 de coordenadas para a posi¢cao dos pocos reais sera dada por:

Ls = [(300,300); (300,900); (600,600); (900,300); (900,900)]
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Nesta situacdo, a estratégia de refinamentos locais sucessivos sera conduzida
por lista contendo valores para as distancias radiais R = [200m, 100m, 50m, 10m, 1m].
A figura 8 ilustra a malha final refinada em regiées de proximidades dos 5 vértices
que representam a posicdo dos pocos. Conforme apresentado anteriormente, a
obtencdo da solugcdo analitica para este caso também considerou a construcéo de
todas as possiveis listas com informagdes dos pogos imagens e a aplicacao sucessiva
do cddigo Python WellFunctionAdaptiveTheis(**) para o céalculo das contribui¢cdes de
rebaixamento para cada um deles numa lista de pocos.

1OOQ| 2nn0

Figura 8 - Solugao Python MEF sobreposta a solugéo analitica obtida pela generalizagéo do
Principio da Superposicdo em dominio computacional sob a agédo conjunta de 5 pocos de
bombeamento

Este caso pode ser considerado como uma generalizacdo do Principio da
Superposicao, implementada pela equacdo (6), para obtencdo da superficie do
rebaixamento provocado na interacéo de 5 pocos reais do interior do dominio Q e os
seus respectivos po¢os imagens. O valor € = 108 foi novamente usado na estratégia
adaptativa para o célculo de cada funcao de poco W(u). Este exemplo difere do caso
para dois pocos, em termos das listas de pogcos imagens, apenas pela quantidade
de elementos, pois a quantidade de listas € a mesma. No entanto, se considerar as
contribuicbes dos pogos imagens, em todas as listas geradas sempre havera pelo
menos um pogo imagem com contribuicédo significativa para o rebaixamento, e pogos
gue nao fornecem contribuicdes significativas. Neste caso, o critério de parada para
estabelecer se a contribuicdo é significativa sera ativado. Este critério, em conjunto
com a adaptatividade da solucédo analitica, fornece uma maneira eficiente para o
calculo das contribuicbes e facilita a obtencéo da solugdo analitica via o Principio
da Superposicéo. A partir de resultados graficos, a figura 9(a) ilustra uma adequada
concordéancia observada na sobreposicédo das curvas de nivel da solugdo analitica e
a correspondente solu¢cao numérica Python FENnICS, e a figura 9(b) ilustra a projecao
de cinco perfis de solucdo analitica determinada pelo Principio da Superposicao
satisfatoriamente sobrepostos as respectivas solucbes numéricas Python FEniCS.
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Figura 9 - Curvas de nivel das solugbes analitica e numérica e a comparacgéo entre os perfis de
solucgéo obtido pelo Principio da Superposi¢cdo com a respectiva solugdo Python FEniCS

Esses resultados numéricos e analiticos revelam a equivaléncia nos dois métodos
de resolucdo do problema do fluxo sob a atuacédo de 5 pocos de bombeamento em
aquifero confinado. A escolha dessa quantidade e da disposicdo dos pocos reais foi
empirica, no entanto, de carater didatico. Em relagdo a implementacdo da solugéo
numérica Python FEnICS para representacdo do comportamento hidraulico, o codigo
se demonstrou isento de maiores dificuldades para aplicacdo em situacdes de
aquiferos confinados que possua geometria complexa da sua fronteira irregular ou
estdo submetidos a acéo simultdnea de diversas fontes de extracdo em seu interior.

Sob condicbes simplificadas do dominio, a eficiéncia computacional e robustez
para obtencéo da solucéo analitica, através do proposto cédigo Python 7, também se
apresenta de forma independe da quantidade e disposicéo dos pog¢os reais.

51 CONSIDERACOES FINAIS

Especificamente, neste capitulo, um codigo Python-FEniCS foi desenvolvido
para a validacao da implementagao computacional de uma solug&o aproximada para o
problema do fluxo de agua subterranea, que simula a superficie de rebaixamento sob a
acao de pocos de bombeamento, em aquifero confinado. A solu¢ao analitica de Theis
e o Principio da Superposi¢cao foram implementadas para o mesmo conjunto de pogos
de bombeamento sob condi¢des de fronteira de Dirichlet. Resultados disponiveis em
visualizadores cientificos apresentaram adequada concordéncia, entre as solugdes
numéricas e as respectivas solugdes analiticas, ao considerar 1, 2 e 5 pogos de
bombeamento no interior do dominio computacional. Essas simulagdes numéricas
mostraram tanto uma adequacao e robustez da solugdo aproximada pelo método de
elementos finitos, quanto a capacidade da correspondente solugdo analitica, baseada
no Principio da Superposicao, paraenglobarumalistade k po¢cos de bombeamento ou de
injecdo atuando, em conjunto, na mesma regiao de um determinado aquifero confinado.
Portanto, importantes conceitos matematicos e certos aplicativos de codigos abertos
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foram utilizados para a modelagem, simulacéo, descricdo e previsédo da distribuicdo
de cargas hidraulicas no meio subterrdneo. O emprego das citadas tecnologias, tais
como, plataformas de programacao Eclipse e FEnIiCS, linguagem Python cientifico
de alto nivel, bibliotecas MEF para cddigos numéricos, geradores de malhas Dolfin,
visualizadores graficos Matplotlib e ParaView, de forma adequadamente integrada,
serviram como ferramentas essenciais para a compreensdo de um fenémeno fisico
de complexidade consideravel. Na intencado de proporcionar maior leveza ao texto
desse capitulo, as demonstra¢cdes matematicas das equacgdes (1) a (6), a descricéo da
formulacéao fraca do Problema de Fluxo, os detalhamentos da expressiva programacgao
Pyhton FENnICs e dos visualizadores cientificos, ficaram apenas como sugestbes para
encorajar um aprofundamento nas obras cientificas citadas na Referéncia.
Evidenciando a caracteristica multidisciplinar que pode ser extraida de varias
areas do conhecimento, sdo muitos os conceitos da Matematica e suas Tecnologias
qgue contribuem para resolugdo de problemas provenientes das Ciéncias Naturais. E
ainda, sobreposto a uma mera apresentacéao de resultados numéricos em comparagao
aos resultados analiticos, a concordancia obtida em diferentes enfoques ressalta, além
da validacao de implementacéo, a integracao de ferramentas digitais e a confiabilidade
computacional para que metodologias de simulacé&o sigam seus caminhos distintos.
Para complementar, é possivel que qualquer compreensao do comportamento de
fendbmenos hidricos na subsuperficie desperte interesses que vao além da comunidade
de pesquisadores da hidrogeologia ou de especialistas em representacao de leis da
natureza através da modelagem matematica. Ou seja, programadores graficos e os
desenvolvedores de tecnologias computacionais, com algum conhecimento avancado
de métodos numéricos, também podem contribuir nos estudos e desenvolvimentos
relacionados nessa importante area da Dinamica dos Fluidos Computacional.
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ABSTRACT: Synchronous satlites have been
studied in literature, due to the research of
resonant orbits. In this work, CBERS - 2
(China-Brazil Earth Resource Satellite) satellite
is investigated observing resonance efects
which compose your orbit. Energy’s curves are
observed indicating the presence of Kozai’s
resonance in your orbit.
KEYWORDS: CBERS Satellites,
Motion, Resonance

Orbital

11 INTRODUCTION

The
provided several space missions with different

technological development has
goals and proposals. The artificial satellites
orbiting the Earth
cataloged objects, but, only 7% are operational

represents 29% of the

spacecraft. Considering approximately 10000
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SATELLITES

cataloged objects around the Earth, one can
verify the distribution of the others objects
as: 41% of miscellaneous fragments, 13% of
mission-related objects and about 17% of rocket
bodies. The uncatalogued objects larger than 1
cm are estimated in some value between 50000
and 600000 (OSIANDER; OSTDIEK, 2009).

the orbital
cataloged objects can be analyzed using the
2-Line Elements set of the NORAD (North
American Defense) (SPACE TRACK, 2013).
The TLE are composed by seven parameters

Currently, motions of the

and epoch. These data can be compared, for
example, with the model of the orbit propagator
on board in the artificial satellite. A similar study
is done for the Brazilian satellite CBERS-1 in
cooperation with China. The CBERS satellites
provided important scientific advances to Brazil
and the images generated are used in several
areas, as water resources monitoring, urban
growth, deforestation control, soil occupation
and education (CBERS SATELLITES, 2013).
The objects in the space between the
Earth and the Moon are classified in low earth
orbit (LEO), medium earth orbit (MEO) and
geostationary orbit (GEO). In the last years,
the LEO region have been studied about the
space debris mitigation due to the increasing
number of this kind of object through the years.
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These aspects englobe the observation, spacecraft protection and collision avoidance
(HOOTS; ROECHRICH, 1980).

The present distribution of objects by the value of the mean motion n indicates
the commensurability between the frequencies of the mean motion of the object and
the Earths rotation motion. It is verified that most of objects are in the region 13 < n(rev
/day) <15.

The space between the Earth and the Moon has several artificial satellites and
distinct objects in some resonance. Synchronous satellites in circular or elliptical orbits
have been extensively studied in literature, due to the research of resonant orbits
characterizing the dynamics of these satellites (see [SAMPAIO et al., 2012a, 2012b,
2014] and references here in)

In this work, resonant orbital motions of the CBERS satellites are studied using
the TLE files of the NORAD. Figures show the time behavior of the orbital keplerian
elements, resonant angles and resonant periods. Energy’s curves are observed in the
(w, e) plane of the orbital motions indicating the presence of Kozai’s resonance in their
orbits.

2| PURPOSE AND METHODOLOGY

In this section, the TLE data are used to verify objects in resonant orbital motions,
specifically space debris and CBERS satellites around the 14:1 resonance (SPACE
TRACK, 2013).

To study the resonant objects using the TLE data, a criterium is established for the
resonant period Pres, by the condition Pres > 100 days. Note that, the resonant period
is related with a resonant angle which can influence the orbital motion of a particular
object, a CBERS satellite or space debris, for example. The value of Pres helps to
understand the influence of each resonant angle and a minimum value is established
for the resonant period. Pres is calculated by the relation,

2w

Pres = = \
Impg

and Pimpa is obtained from (LANE, 1988),

Pimpa(Mw,Q.8) = (I-2p+ )M+ (I- 2p)w + m(Q-8-4;,,) @

where a, e, I, Q, w, M are the classical keplerian elements: a is the semi-major
axis, eis the eccentricity, /is the inclination of the orbit plane with the equator, w is the
argument of pericentre, Q is the longitude of the ascending node and M is the mean
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anomaly, respectively; is the corresponding reference longitude along the equator and
© is the Greenwich sidereal time. So, iy, is defined as

Prmpg(Mw, Q.6) = (1-2p + @M + (I - 2p)a> + m(2-6).

Substituting k=/-2pin (3), one finds

Biemg = (K+ @M + ke + m(0-6). w

The terms W, 'Q and M can be written as (HOOTS; ROECHRICH, 1980).

}EM

. 3
'E‘-"':‘;jznn(ﬂefﬂa (1-e7)2

: 3 = [cos(l])
=-=51m, (aq/a, )* (1e?y

(1-3cos (1)

. 3
M=na'1jzﬂa{am"aa )? (1-e2)3/2 -

(5)

a, is the Earth mean equatorial radius,a, =6378.140 km, J, is the second zonall
harmonic, J, = 1.0826 x 107
The term @& in rad=day is

B =1.00273790926 x 2. (6)

In order to use orbital elements compatible with the way in which Two-Line
Elements were generated, some corrections are done in the mean motion of the
TLE data. Considering as n, the mean motion of the 2-line, the semi-major axis a, is
calculated (HOOTS; ROECHRICH, 1980),

ay=(vi/ny)??, @)

where v is the Earth gravitational parameter, £=3.986009 x 10 m?/s2. Using a1,
the parameter o1 is calculated by the Eq. (8) (HOOTS; ROECHRICH, 1980),

3 (3cos?(11-1)
ai=tl(ac? /e )

(8)
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Now, the new semi-major axis a, used in the calculations of the resonant period
is defined using o, from the Eq. (8) (HOOTS; ROECHRICH, 1980),

1 134
ap=[1- 551 - 512_3513]!

(9)

and the new mean motion n_ used in the calculations is found considering the
semi-major axis corrected ao,

(10)

The simulation identified CBERS satellites and space debris with resonant period
greater than 100 days. Several values of the coefficients, k, g and m are considered in
the Eq. (2) producing different resonant angles to be analyzed by the Eq. (1).

These studies allow to investigate the real influence of the resonance effect in the
orbital dynamics of the CBERS satellites and space debris. The number of resonant
objects in comparison with the total number of objects in the TLE data shows the great
influence of the commensurability between the mean motion of the object and the
Earth’s rotation angular velocity on its orbits.

In the next section, the orbital motion of CBERS-2 satellite is studied.

3| RESULTS AND COMMENTS

In this section, the real data of CBERS-2 is used to study the possible regular or
irregular orbital motion.

Figure 1 shows the time behavior of the classical keplerian elements of CBERS-2
satellites. The orbital motion of CBERS-2 satellite satisfies the condition Pres > 100
days. Figure 2 shows the resonant periods and resonant angles.

Observing the time behavior of the orbital elements of the object CBERS-2 in
Fig. 1, one can verify possible regular and irregular motions in the trajectories of these
objects. The time behavior of the semi-major axis and eccentricity of the CBERS-2
show irregularities. Note that in the interval between 500 and 600 days, Fig. 1, a fast
increase in the semi-major axis occurs and these variations is about 300 meters and it
may be related with some disturbance added to the motion.

Analyzing the time behavior of the resonant period in Fig. 2 a), it is verified that
the resonant angles remain confined for a few days. The term confined means that the
orbital motion is inside a region delimited for resonant angles with biggest resonant
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periods.

To continue the analysis about the irregular orbital motions, the time behavior of
the @nkq is studied verifying if different resonant angles describe the orbital dynamics of
these objects at the same moment.

Analyzing the time behavior of the resonant angles in Fig. 2 b), one can verify
that all resonant angles have the same a, a= 3/43, in different combinations for (k
+ q). Object CBERS-2 have your orbital motion inuenced by resonant angles in the
neighborhood of the exact 14:1 resonance and they need a full system with different
resonant angles which compose their motions.

To verify the Lidov-Kozai’'s mechanism in a specified orbital motion, curves of
same energy in the (w, e) plane is verified showing libration and circulation curves.
Where w is the argument of pericentre and e is the eccentricity. The study of the Lidov-
Kozai’s mechanism is based on the parameter h, related with the z component of the
angular momentum. The parameter h is given by (KINOSHITA; NAKAI, 2007):

—f1. p2 OE
h=(1-¢*)cos*(1) = cont. (1)

where /is the inclination of the orbit plane with the equator.

Figure 3 shows the (w, €) plane using the TLE data of the CBERS-2 satellite.
Figure 3 a) shows circulation and libration regions in the (w, e) plane for CBERS-2 in the
period January/2011 to March/2013. Figure 3 b) shows circulation and libration regions
considering the orbital motion of CBERS-2 in the period October/2003 to March/2013,
analyzing real data since launch.

This analysis helps to find stable regions in the orbital motions around the Earth.
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4|1 CONCLUSIONS

In this work, resonant orbital motions of CBERS-2 (China-Brazil Earth Resource
Satellite) satellite is studied using an analytical model and TLE files of the NORAD.

The orbital motions of the CBERS satellites can be corrected during your lifetime,
because some disturbances, resonance effects or collision risk can affect their missions.
These corrections can be seen by the abrupt change in the values of the semi-major
axis. In this way, the study of the resonant angles using real data of the artificial satélites
is limited to the period without corrections. However, the study involving space debris
allows to use a long time and consequently a better analysis about the resonant period
in a given region.

The results and discussions show the complexity in the orbital dynamics of
this object caused by the resonance effects. Figures show time behavior of classical
keplerian elements, resonant angles and resonant periods.

Energys curves are observed in the (, e) plane of the orbital motion of CBERS-2
satellite indicating the presence of Kozais resonance in your orbit.
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CAPITULO 9

TESTES ADAPTATIVOS ENVOLVENDO O CONTEUDO
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RESUMO: A pesquisa busca investigar as
dificuldades dos alunos na disciplina de
Célculo |, no contetdo de Derivadas, do Curso
de Engenharia Civil do Centro Universitario
Luterano de Palmas/TO - CEULP/ULBRA.
Conhecer as dificuldades enfrentadas pelos
discentes neste conteudo pode ser relevante
para o professor realizar um planejamento de
aula buscando melhor qualidade no ensino.
Para tanto, o objetivo geral foi investigar as
dificuldades de 20 alunos ao resolverem Testes
Adaptativos no sistema SIENA. Ametodologiada
pesquisa € de carater qualitativo, com enfoque
no estudo de caso, analisando registros escritos
e eletrénicos dos investigados. O experimento
foi realizado nas dependéncias da instituicao
CEULP/ULBRA, em dois dias durante o turno
vespertino, perfazendo um total de 8 horas,
com 20 estudantes matriculados no curso de
Engenharia Civil. Para o desenvolvimento
desta pesquisa foram construidos seis bancos
de questbdes, contendo 20 questdes de multipla
escolha, para cada nivel de dificuldade: facil,
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médio e dificil, totalizando 360 questdes. Os seis
conceitos do grafo foram: trés de Matematica
Basica: Aritmética; Algebra e Funcgodes; trés
de Derivadas: Diretas, Regra do Produto e do
Quociente; Regra da Cadeia e suas Aplicacoes.
Foi possivel analisar que as dificuldades existem
devido a quantidade de repeticbes de testes
que os alunos realizaram para atingir a nota
minima e assim conseguir avancar. O maior
numero de erros foi identificado no conceito
5 do grafo: Derivadas pela Regra da Cadeia,
onde enfrentaram dificuldades na resolugao
das atividades propostas envolvendo funcgdes
Destaca-se ainda, dificuldades
em interpretacdo de situagdes problemas e

compostas.

matematica basica.
PALAVRAS-CHAVE: Testes Adaptativos;
Derivada; Dificuldades; Erro; Sistema SIENA.

ABSTRACT: The research seeks to investigate
the difficulties of students in the discipline of
Calculus |, in the content of Derivatives, of
the Civil Engineering Course of the Lutheran
University Center of Palmas / TO - CEULP /
ULBRA. Knowing the difficulties faced by the
students in this content may be relevant for the
teacher to carry out a lesson planning seeking a
better quality in teaching. Therefore, the general
objective was to investigate the difficulties of
20 students when solving Adaptive Tests in
the SIENA system. The methodology of the
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research is qualitative, focusing on the case study, analyzing written and electronic
records of the investigated. The experiment was carried out in the premises of the
CEULP / ULBRA institution, in two days during the afternoon shift, for a total of 8
hours, with 20 students enrolled in the Civil Engineering course. For the development
of this research six questions banks were constructed, containing 20 multiple choice
questions, for each level of difficulty: easy, medium and difficult, totaling 360 questions.
The six concepts of the graph were: three of Basic Mathematics: Arithmetic; Algebra
and Functions; three of Derivatives: Direct, Product Rule and Quotient; Chain Rule and
its Applications. It was possible to analyze that the difficulties exist due to the amount
of repetitions of tests that the students realized to reach the minimum mark and thus
to be able to advance. The largest number of errors was identified in concept 5 of the
graph: Derived by the Chain Rule, where they faced difficulties in solving proposed
activities involving composite functions. It also highlights difficulties in interpreting
problem situations and basic mathematics.

KEYWORDS: Adaptive Tests; Derivative; Difficulties; Error; SIENA system.

11 INTRODUCAO

A preocupagao com a qualidade do ensino e da aprendizagem em diversos
niveis de ensino vem crescendo ao longo das ultimas décadas (PITON-GONCALVES,
2013), principalmente na disciplina de Matematica nos Ensinos Fundamental e Médio.
Mudar a forma de ensinar e aprender matematica, ndo € uma tarefa facil, & preciso
mudar habitos, quebrar paradigmas, inovar sem perder de vista o objeto de estudo da
matematica que é o conhecimento historicamente construido (LIMA; COSTA, 2018).

Neste sentido nesta pesquisabusca-se investigar as causas do indice, considerado
alto, de reprovacao na disciplina de Calculo |, especificamente com o conteudo de
Derivadas, do Curso de Engenharia Civil do CEULP/ULBRA. Considerando que esta
disciplina é importante para a continuacao dos estudos no referido curso, pois € pré-
requisito para outras do curso.

Conhecer as dificuldades e incompreensdes enfrentadas pelos discentes ao
responder questdes de Derivadas na disciplina de Célculo |, pode ser relevante para
gue seja possivel para o professor, realizar um planejamento de aula buscando sanar as
dificuldades individuais dos estudantes, procurando resgatar os conceitos e aplicacoes
de conteudos que os estudantes apresentam dificuldades, bem como visando ampliar
0s conceitos ja conhecidos pelos discentes. Quando isto é possivel o professor tem
condicdes de planejar e dedicar-se a desenvolver aplicagcbes e modelagens que se
utilizam em tais conceitos.

Diante disso, surge o seguinte questionamento para a investigacdo: Quais séo
as dificuldades evidenciadas por alunos do Curso de Engenharia Civil do CEULP/
ULBRA na resolucao de testes adaptativos envolvendo os contetdos de Derivadas na
disciplina de Calculo 1?

Para responder a referida pergunta propde-se investigar as dificuldades de alunos
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matriculados no Curso de Engenharia Civil, do CEULP/ULBRA, os quais ja cursaram
a disciplina de Calculo |, ao resolverem Testes Adaptativos no sistema SIENA. Para
atingir este objetivo a pesquisa teve um carater qualitativo com enfoque em um estudo
de caso, analisando registros eletrénicos e escritos dos investigados.

Os pressupostos basicos de uma pesquisa qualitativa sao descritos por Knechtel
(2014), como: preocupacao primaria com processos, interesse central no significado,
a necessidade do trabalho de campo — o pesquisador vai ao campo adequado para
observar e coletar dados pertinentes dos sujeitos investigados, énfase na descricao e
na explicacdao do fenbmeno e a utilizagdo de processos indutivos, sendo classificada
como um estudo de caso.

Para Chizzotti (2008 apud KNECHTEL, 2014) estudo de caso é uma
caracterizagcdo abrangente de pesquisas que coletam e registram dados de um
caso particular ou de varios, para organizar um relatorio critico e/ou analitico de uma
experiéncia, com o objetivo de tomar decisdes a seu respeito ou propor uma agao
transformadora. O caso é considerado como unidade significativa do todo, por isso,
suficiente para fundamentar um julgamento quanto a propor uma intervencéo.

2| TESTES ADAPTATIVOS

Para Van Der Linden e Glas (2000 apud MOREIRA JR. et al, 2013) “Testes
Adaptativos Informatizados (TAl) sdo testes que procuram estimar a habilidade do
respondente através da aplicacao de itens que sejam adequados a ele”.

O teste adaptativo “procura encontrar um teste 6timo para cada examinando”
(COSTA, 2009, p. 3), sempre relacionando e verificando as questdes que apresentam
erros e as questdes respondidas corretamente. Segundo Wainer (2000 apud COSTA,
2009, p. 3) “a nocao basica de um teste adaptativo € imitar automaticamente o que um
sabio examinador faria”.

Em um teste adaptativo as questdes sao calibradas de acordo com o nivel de
conhecimento do examinando. As questdes sédo de nivel de dificuldade diferentes e
caso seja respondido corretamente um item este sobe o nivel de dificuldade e, caso
responda incorretamente, diminui-se o nivel de dificuldade do proximo item do teste.

A informatizacéo do teste adaptativo passou a ser denominado Teste Adaptativo
Informatizado ou Teste Adaptativo Computadorizado (do inglés, Computer Adaptive
Test ou Computerized Adaptive Testing — CAT).

Os testes adaptativos computadorizados ou informatizados, possuem como
instrumento um meio eletrénico, visando a agilidade em sempre direcionar, adaptando
a questao seguinte, perante a resposta do examinando estar correta ou incorreta.

Este teste ficara personalizado para cada examinando, pois a cada grupo de
questdes respondidas incorretamente o teste propdem um grupo de questdes de
um nivel inferior, ou seja, mais faceis, e a cada grupo de questdes respondidas
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corretamente, o teste propdem questdes de nivel superior, ou seja, mais dificeis.

Um teste adaptativo computadorizado (CAT) ou informatizado tem o objetivo
de organizar questdes ou itens, de um banco de dados previamente elaborado e
abastecido, que correspondam ao nivel de capacidade do examinando. Geralmente,
essas questdes sao selecionadas de acordo com 0 modelo da Teoria de Resposta ao
Item (TRI), que € assumido para descrever o comportamento da resposta do individuo.
Ao contrario dos testes com papel-e-caneta, diferentes examinandos podem receber
diferentes testes de tamanhos variados, visto que se busca a proficiéncia de cada
individuo (COSTA, 2009).

Todo teste possui um critério de parada, o qual representa a finalizacdo do
teste, que dependera de alguns fatores, tais como: os objetivos do teste, os modelos
estatisticos adotados para calcular a proficiéncia e/ou realizar a analise desejada pelo
examinador, o estresse do examinando, dentre outros fatores (PITON-GONCALVES,
2013).

Segundo Costa (2009), os métodos bayesianos surgem pela necessidade de
aprimoramento do método por Maxima Verossimilhanca, afim de sanar problemas
existentes de estimacao de parametros e de proficiéncias. Sua aplicacdao na TRI tem
sido importante para o avanco da teoria.

Marques e Dutra (2018, p. 1) afirmam que: “As Redes Bayesianas sao grafos
aciclicos dirigidos que representam dependéncias entre variaveis em um modelo
probabilistico”. Esta definicdo de forma sucinta explica a grandiosidade deste conceito,
que é utilizado para avaliar e analisar relagdes entre variaveis de forma probabilistica.

Portanto, é necessario construir um grafo esquematizando os conceitos, ou seja,
0S nos que se deseja analisar, fazendo as ligagdes necessarias entre eles. O aluno sé
terd progressao para o proéximo conceito se estiver compreendido e realizado todas as
perguntas e atividades pertencentes ao conceito anterior.

31 SISTEMA SIENA

Na busca dos educadores por diferentes formas de ensinar para atingir toda a
diversidade presente em uma sala de aula surge a possiblidade do uso de recursos
informaticos que podem influenciar beneficamente quando utilizados como suporte ao
trabalho docente, contribuindo na agilizagao das tarefas dos mesmos, como fonte de
informacao do conhecimento real dos alunos, ou na utilizagcao de sistemas inteligentes
qgue auxiliem o professor na sua docéncia (GROENWALD e RUIZ, 2006).

Nesta perspectiva, o SIENA foi organizado pelos grupos de Tecnologias
Educativas da Universidade de La Laguna,Tenerife, Espanha e o GECEM (Grupo de
Estudos Curriculares de Educacao Matematica) da ULBRA (Universidade Luterana do
Brasil). O SIENA é um sistema inteligente que é:

capaz de comunicar informacdes sobre o conhecimento dos alunos em determinado
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tema, tem o objetivo de auxiliar no processo de recuperacdo de conteudos
matematicos, utilizando a combinacdo de mapas conceituais e testes adaptativos
(GROENWALD; RUIZ, 2006, p.26).

Para o desenvolvimento desta pesquisa foram construidos seis bancos de
questdes, contendo 20 questdes de multipla escolha com 5 opcdes de respostas cada,
para cada nivel de dificuldade: facil, médio e dificil, sendo assim 60 questdes, em cada
conceito do grafo, totalizando um banco de dados com 360 questdes. Apresenta-se na
figura 1 o grafo e seus conceitos.

Aplicagoes de Derivadas
com Modelagem

Derivada da Regra

da Cadeia

Derivadas Diretas, Produto

e Quociente

Matemadtica Bdsica -
Fungies

Matemaiica Basica -

Algebra

Matemadtica Bdsica -
Aritmetica

Figura 1 — Grafo Derivada e suas aplicagdes

Fonte: a pesquisa, disponivel em: http://www.siena.ulbra.br.

4 | DIFICULDADES E ERROS

E fundamental diferenciarmos as dificuldades encontradas pelos alunos no
processo de ensino aprendizagem, as quais compdem conhecimentos que ainda nao
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foram compreendidos pelos alunos, bem como falta de aptidao para resolver uma
determinada questdo. Ja os erros sdo consequéncias destas dificuldades. Ou seja,
quando o discente possui dificuldades sobre algum conhecimento, isto acarretara
em erros nas resolugdes de questbes, exercicios e problemas propostos sobre os
conteudos que esta sendo desenvolvido.

Encontrar dificuldade para resolver certa parte de uma questdao matematica é
algo normal e até previsto por ambas as partes, professor e discente, ou seja, quem
propde a questao a ser resolvida, e quem a resolve. O termo dificuldade aqui refere-se
a nao conseguir solucionar, nao ter aptidao, nao ser capaz de interpretar as questoes.

O aluno possui a tendéncia de usar a mesma ideia para resolver diversos
problemas e situacdes, porém ha estratégias eficazes para algumas situacoes e que
sao ineficazes para outras. Cabe ao aluno, selecionar e modificar, ou seja, refazer
seu raciocinio, utilizando os conhecimentos prévios de forma coerente para cada
aplicagdo. Cury (2007, p. 35) afirma que “E por esse motivo que se torna tao dificil
supera-lo, ja que para isso, o aluno (e o professor, por suposto) tera de trabalhar da
mesma forma que o faz quando da construcdo de um novo conhecimento” levando
o aluno a construcado de novas estratégias e mostrando que para cada situacéo é
possivel uma forma diferenciada de aplicar os conhecimentos prévios.

Para Cury (2007) durante a analise das respostas dos alunos, o importante néo
€ 0 acerto ou o0 erro em si, 0s quais sao pontuados e apresentados pelo professor
em uma prova de avaliacdo de aprendizagem, mas as formas de se apropriar de um
determinado conhecimento, que emergem na producgao escrita e que podem evidenciar
dificuldades de aprendizagem, este é o ponto crucial em que devemos nos ater. Pois,
observando o erro, podemos intervir para sanar estas dificuldades de aprendizagens
dos alunos.

Os erros sao frequentemente originados de uma dificuldade que possui origem
em conteudos basicos, os quais o aluno do Ensino Superior ja deveria dominar. Cury e
Konzen (2006, p. 1) afirmam que “Efetivamente, a maioria dos problemas é decorrente
da falta de pré-requisitos, especialmente quanto aos assuntos relacionados a Algebra
do ensino fundamental e médio”. Pois, se a dificuldade ndo é sanada no momento que
surge, o aluno ira tentar resolver sem buscar auxilio, e isso possivelmente acarretara
em um erro na solugcéo da questao.

Conforme Cury (2007) “o erro se constitui como um conhecimento, € um saber
gue o aluno possui, construido de alguma forma, e é necessario elaborar intervencées
didaticas que desestabilizem as certezas (...)”. Sendo assim, o aluno sera capaz, com
o auxilio do professor, de questionar suas respostas e reparar seus erros, sem precisar
realizar exercicios de forma repetitiva, os quais ndo levam a raciocinar e elaborar
estratégias para as solucoes.
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51 DERIVADAS

Segundo Cantoral (2013), Anton (2000), Swokowski (1994), Leithold (1994) a
derivada de uma funcéo fé a funcéo f’definida por

flx+h) = f(x)
h

f'x) = lim
desde que o limite exista. Esta definicéo se origina da inclinagéo da reta tangente
ao grafico da funcéo f, a qual passa por um ponto existente neste gréfico.

O conceito basico para compreender a definicao de derivada € o do diferencial.
Visto que, os infinitesimais s&o aceitos e utilizados em Célculo. Segundo Quezada
(2008, p. 13) “a derivada sera o quociente de dois diferenciais e a integral a operacéo
inversa da diferenciacao”.

O conceito de diferencial pode ser introduzido indicando que um aumento
infinitesimal de uma quantidade variavel sera chamado de diferencial, caso em que
um “d” sera usado em vez de A. Assim, dx denotard um aumento infinitesimal de x
(QUEZADA, 2008).

Agora bem, com referéncia a uma funcédo f definida por y = f(x), se x tende
a um valor inicial ‘a’ e um incremento dx (portanto um valor final a + dx), entdo,
o correspondente aumento da funcdo — o qual, supbe continuidade na funcgéao,
espera-se que seja também infinitesimal — é o diferencial da funcdo, ou seja:
df(a,dx) = f(a + dx) = f(a) (QUEZADA, 2008).

A taxa de variacdo € um conceito importante que pode ser apresentado pela
seguinte forma: se as variaveis x e y estiverem relacionadas por y = f(x), de maneira
qgue a cada valor de x (no dominio da fung¢éo f) corresponda a um unico valor de y, e
se y variar seu valor de f (a) para f (a+Ax) quando x for de a para a +Ax diremos que
a taxa média de variagao de y em relagao a x, no momento correspondente ax = q, é
a relacéo entre o aumento da funcéo e o aumento da variavel, ou seja:

Ay(a,Ax)  f(a+ Ax) — f(a)
Ax Ax

a taxa média de variagcdo sempre, ou seja, como a relagdo entre os aumentos de
duas variaveis (QUEZADA, 2008).

Derivada possui a interpretagdo geométrica como a inclinagdo de uma reta
tangente a uma curva. Uma funcédo que tenha uma derivada serd denominada
derivavel. A derivada é calculada pela operacao de derivagao, provados por teoremas
gue auxiliam o calculo de fun¢des algébricas. A interpretacao de uma derivada é a taxa
de variacéo, o que a torna importante em diversos campos.
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E primordial entender como o pensamento humano evolui para a aquisicdo do
conhecimento matematico, ou seja, estudar como ocorre a construgéo social deste
conhecimento. Para tanto, Cantoral (2013) afirma que o ponto de vista sistémico
assume o saber como a construgcao social do conhecimento, esta é a parte principal
explicar os mecanismos funcionais que permitem o transito do conhecimento ao saber.

6 | AMBIENTE DE INVESTIGACAO

Nesta investigacdo, foram cadastradas no SIENA 360 questdes, as quais
estéo disponiveis no endereco: http://www.siena.ulbra.br. A seguir apresentam-se 3
guestdes de cada nivel, de um conceito do grafo — Matematica Basica: Aritmética. Para
exemplificar esta categorizacéo dos niveis: facil, médio e dificil, segue a justificativa por
receber tal enquadramento e 0s objetivos da pesquisa em cada questéo selecionada.
As respostas corretas, de cada questéo, estao assinaladas e indicadas com “XXX”.

As questdes da figura 2 pertencem ao nivel facil, visto que se faz necessario
interpretar uma situacdo problema e/ou resolver as opera¢des fundamentais da
matematica. Assim, objetivou-se verificar se 0 aluno sabe resolver operagdes de
radiciacédo, multiplicac&o, adicao e subtracao, envolvendo a ordem das operacdes, bem
como a compreensao do aluno quanto a interpretacdo de um problema considerado

simples.
2. Solange possui certa .
quantidade de CD’s. Ela dividiu 2'3(';’(')?;2;,@;2; lj/';':\%gnges 3
1. O quociente (7V#-5/9+ esses CD's em 3 caixas, uniformes. de mesmo valor, ela
216):449 € igual a: gziogaag:zri;nzsa?:nq duoanﬂzacsln(i recebeu R$ 70,95. Qual o valor
. y 9 de cada uniforme?
1) 87 cada caixa Solange colocou 39
2)0 CD’s, quantos CD'’s ela possui? 1) RS 25,25
3) 97 1)98 CD’s 2) R$ 23,65 XXX
2) 117 CD’s XXX
4) 37/7 3) 107 CD's 3) R$ 23,15
5) 1 XXX 4)122 CD’s 4) R$ 21,75
5) 123 CD’s 5) R$ 24,55

Figura 2 — Exemplos de questdes Matematica Béasica: Aritmética — Nivel Facil

Fonte: a pesquisa, disponivel em: http://www.siena.ulbra.br.

Na figura 3 ha questdes do nivel médio, visto que as questdes possuem uma
situacao problema a ser interpretada, a qual exige mais atencéo e mais informacoes,
portanto sera mais complexa de resolver. Pretende-se verificar se o respondedor
compreende os conceitos de porcentagem e acréscimo, lucro e se sabe realizar
operacoes envolvendo fracoes.
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1. Avenda de um videocassete
da marca X estava sendo
anunciada por R$ 297,00,

2. Um produto foi vendido por
100 reais. Se o vendedor lucrou
1/4 do prego de custo. Calcule

3. Carolina tinha R$ 175,00.
Gastou 1/7 de 1/5 dessa
importancia. Quanto sobrou?

a vista, ou em 10 parcelas este lucro. 1) R$ 150,00
mensais de R$ 34,80. Quem 1) 80 2) R$ 120,00
comprar esse videocassete a 2) 40 3) R$ 170,00 XXX
prazo pagara um acréscimo: 3) 45 4) R$ 140,00

1) Entre 10% e 20%. XXX 4) 20 XXX 5) R$ 135,00

2) Entre 20% e 30%. 5) 25

3) Menor do que 10%.

4) Maior do que 30%.

5) Igual a 20%.

Figura 3 — Exemplos de questdes Matematica Bésica: Aritmética — Nivel Médio

Fonte: a pesquisa, disponivel em: http://www.siena.ulbra.br.

As questdes apresentadas na figura 4 foram classificadas como nivel dificil,
considerando que envolvem a interpretacdo das situacdes problema, a analise dos
dados, a aplicagao da regra de trés composta, a realizacdo de operagdes com fracoes
e o raciocinio geométrico em calculo de area. Portanto, sdo questdes mais elaboradas
e que envolvem raciocinios para a resolucéo e, ndo somente, o desenvolvimento de
calculos mecéanicos. Buscou-se analisar se o pesquisado € capaz de resolver operacoes
envolvendo regra de trés composta, fracoes e calculo de area de figura plana, os quais
sao conteudos relevantes para a area em que pretendem atuar, a Engenharia Civil.

2. Dona Solange pagou R$ 5
960,00 por 4/7 de um terreno.
Quanto pagaria por 4/5 desse
terreno?

1. O consumo de 8 lampadas,
acesas durante 5 horas por dia,
em 18 dias, € de 14 quilowatts.
Qual sera o consumo em 15
dias, deixando apenas 6 dessas

3. Para azulejar uma parede
retangular, que tem 6,5 m de
comprimento por 3 m de altura,
foram usados 390 azulejos.
Quantos azulejos iguais a

lampadas acesas durante 4 1) R$ 8 344,00 XXX esses seriam usados para
horas por dia? 2) R$ 4 065,00 azulejar uma parede que tem
1) 10 Kw 3) R$ 7 200,00 15 m2 de area?

2) 7 Kw XXX 4) R$ 6 700,00 1) 200 2) 350

3) 9 Kw 5) R$ 8 150,00 3) 300 XXX 4) 340

4) 13 Kw 5) 320

5) 20 Kw

Figura 4 — Exemplos de questdes Matematica Basica: Aritmética — Nivel Dificil

Fonte: a pesquisa, disponivel em: http://www.siena.ulbra.br.

7 | ANALISE DE DADOS

A pesquisa contou com a participacéo de 20 alunos do Curso de Engenharia Civil
do CEULP/ULBRA.

As notas adquiridas em cada conceito do grafo foram altas, a maioria variou
de 0.900 a 1.000. Porém, em alguns casos, os alunos necessitaram realizar o teste
mais de uma vez para conseguir atingir a média, 0.600, para poder prosseguir para o
préximo conceito, o que caracteriza uma dificuldade naquele quesito, como pode-se
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verificar na figura 5 que consta um grafico informando a seguinte relagdo: quantidade
de alunos e o numero de repeticdes que eles realizaram os testes de cada conceito do
grafo.

ittt —— o w —— iy ——

Relagdo: Quantidade de alunos e a quantidade de repetices realizadas dos
testes em cada conceito do grafo

25

20

5
0 - Il I H = = Il e EETEE
Conceita 1 Conceito 2 Conceito 3 Conceito 4 Conceito 5 Conceito 6

Blwvez MW2vezres M3veres dveres ME5veres Woveres B7wveres B9 vezes B 20veres

Figura 5 — Grafico — Relag&o: Quantidade de alunos e a quantidade de repeticoes realizadas
dos testes em cada conceito do grafo

Fonte: a pesquisa.

Diante desses dados, pode-se constatar que o conceito 5: Derivada da Regra
da Cadeia foi 0 mais dificil para os investigados, visto que repetiram varias vezes os
testes, e um aluno até desistiu de realiza-lo, apds a oitava tentativa frustrada.

Pelos registros & possivel analisar que os alunos nao identificam que as
funcbes apresentadas para a derivagdo sdo definidas como fungbes compostas e,
portanto, exigem a necessidade de derivar aplicando a Regra da Cadeia. Sendo
assim, utilizam o formulario de derivadas, disponibilizado nos livros didaticos de
Célculo, incorretamente. A resolugao apresentada na figura 6 foi realizada utilizando o
formulario de derivadas, identificando a fungdo como , ou seja, como fungao poténcia,
e ndo como fungdo composta, a qual exige a aplicacdo da Regra da Cadeia. Logo,
conjectura-se dificuldade em identificar a funcdo composta, e aplicar a Regra da
Cadeia para derivagao.
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1) f'(x) = ;_rz.e"j — 4 XXX 2) F'(x) = ;.ﬁ —4

k]

. 9 . 9
1) f(x) =Exz.ex 5) f (x) =Eg* —4

18. Indique qual alternativa que representa a derivada da funcao: f(x) = 3,4’2 e* — 4y
9
3) f'(x) = EE"B -4

Fl

o
i ]

) =7 ex

= 4%

.

1
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e

4
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Figura 6 — Questéo 1 e resolugéo proposta de analise do conceito 5 do grafo da pesquisa

Fonte: a pesquisa.

Nesta resolucédo, apresentada na figura 7, conjectura-se que o aluno nao

compreende a aplicacdo da Regra da Cadeia, visto que nao identifica a funcéo

composta. Portanto, inicia corretamente quando aplica a Regra da Poténcia para

derivar a fungéo p", no caso n =4. Prossegue com a derivacao da fungéo p = x>-3 de

forma correta, apresentando 2x, porém confunde sua opc¢éo, ao realizar uma troca da

funcao original, p= x2 +3 pela sua derivada p'= 2x, ao invés de apresenta-la em forma

de produto do coeficiente “4”, mantendo a funcéo original conforme ja havia operado

anteriormente. Enfim, conjectura-se a possibilidade de dificuldade em compreensao

e identificagcao da funcédo composta, bem como a utilizacédo da Regra da Cadeia para

efetivar a derivagcéo deste tipo de funcao.

7
17. Marque a opcao correta |::|.'ma&—;c = (x* = 3)%

dx
5) y =&(x? = 3)* + 2x

dx dx

e 2 _ 313 O
1) 3y 4.(xc—3) 3) ay (x=—13)

iz dx

i 2 _ a3 - 3
) 3y Brlx? — 30 XXX 47 3y 4(2x)

L e i‘ll..f—a}"‘
dl.J:’-:. g . T ——

4 L2y

Figura 7 — Questéo 2 e resolucdo proposta de anélise do conceito 5 do grafo da pesquisa

Fonte: a pesquisa.

E possivel inferir, mediante as analises das questdes apresentadas acima

que os investigados n&o identificam as seguintes fungdes compostas: Exponencial,

Trigonométrica, Raiz Quadrada e Poténcia, utilizadas nas questdes. Mediante

essa dificuldade, ndo aplicam a Regra da Cadeia para solucionar as derivadas que
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envolvem esses tipos de funcdes. Para Cury e Cassol (2004) erros na derivada da
funcéo composta, as quais utilizam a Regra da Cadeia recebem uma classe especifica
de categorizacdo do erro em sua pesquisa, na qual estdo incluidos varios erros,
causados, provavelmente, pela dificuldade em reconhecer a fungcao composta.

8 | CONCLUSAO

Ao realizar esta pesquisa compreende-se que 0s objetivos foram alcan¢ados, visto
qgue as resolucdes que apresentam erros foram diversas e plausiveis de explicacoes
sobre o ocorrido, levando a compreensao das dificuldades destes estudantes. Esse
diagnostico sobre os erros, levou a identificacao das dificuldades, pois mediante
as construgdes redigidas em papel pelos investigados, considerando que através
destes registros a analise péde ser realizada observando o processo e ndo apenas a
resolucéo final, 0 que possibilita que o professor realize um plano individual de trabalho
de recuperacao destas dificuldades.

Os investigados mostraram-se interessados em conhecer seu rendimento apos
cada teste adaptativo realizado mediante a nota disponibilizada pelo sistema. Diante
disso, pode-se concluir que ha o interesse em identificar o erro cometido, analisar a
questéo, verificar o erro para evita-lo em situagdes posteriores e sanar a dificuldade
surgida. Logo, constata-se a relevancia disto no processo de aprendizagem dos alunos,
possibilitando que os estudantes realizem estudos focados em suas dificuldades.

A pesquisa é interessante para os docentes aprimorarem o processo de ensino e
aprendizagem, pois é possivel verificar os erros e mediante eles, conjecturar sobre as
dificuldades dos alunos na compreensao de conteudos que envolvem a matematica
basica. Para o professor € essencial em sua pratica de sala de aula identificar e
diagnosticar as dificuldades para garantir uma qualidade na aprendizagem dos
discentes.

Na busca de identificar os erros e as dificuldades, o professor pode utilizar o
banco de questées construido para esta investigacdo, visto que as questbes séo
com alternativas estruturadas através de hipoteses sobre os erros e dificuldades
que os educandos cometem. Destaca-se o aspecto dos conteudos abordados, pois
as questdes foram organizadas por conceitos matematicos, tais como: matematica
basica — envolvendo aritmética, algebra e fungdes, Derivadas — diretas do formulario,
Regra do Produto, do Quociente e da Cadeia e Aplicagdes de Derivadas. As questdes
disponibilizadas podem ser utilizadas para desenvolvimento de sequéncias didaticas
buscando o aprimoramento no processo de ensino e aprendizagem, ou podem ser
desenvolvidas para recuperacao e/ou fixagcado dos contetdos.
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LOCALIZACAO DE FALTAS EM LINHAS DE
TRANSMISSAO POR ANALISE DE SINAIS

Danilo Pinto Moreira de Souza
Universidade Federal de Juiz de Fora, Modelagem
Computacional

Juiz de Fora - MG
Eliane da Silva Christo

Universidade Federal Fluminense, Modelagem
Computacional em Ciéncia e Tecnologia

Volta Redonda - RJ

Aryfrance Rocha Almeida
Universidade Federal do Piaui, Centro de

Tecnologia
Teresina - Pl
RESUMO: O desenvolvimento e

aperfeicoamento de algoritmos que possibilitem
a andlise e diagnéstico de falhas em sistemas
elétricos de poténcia tem importante impacto
econbmico tanto para as concessionarias de
energia quanto para os consumidores, pois
possibilita a continuidade e confiabilidade do
setor elétrico. O transporte de energia elétrica
é realizado por meio das linhas de transmissao
que, por serem de longas distancias e em
grande quantidade, tornam os sistemas elétricos
de poténcia mais susceptiveis a ocorréncia
de perturbagcbes causadas, principalmente,
por fenbmenos naturais com destaque para
as descargas atmosféricas. Ocorréncias de
curtos circuitos geram sinais de tensdo que
se propagam em forma de ondas em ambos
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TRANSITORIOS DE TENSAO

os sentidos da linha de transmissédo e sofrem
sucessivas reflexdes e refragdes entre o ponto
de origem do curto circuito e os terminais da
linha. Este estudo tem por objetivo localizar
faltas em linhas de transmissao através da
identificacdo de padrdes nos sinais gerados
por estas faltas conforme varia-se os pontos
de ocorréncia dos curtos circuitos nas linhas de
transmissao. Este estudo esta dividido em duas
etapas: na primeira etapa, apresentada neste
artigo, € utilizado Analise de Fourier a fim de
desacoplar o sinal transitério de tensao da falta
do caracteristico sinal senoidal proveniente da
linha de transmiss&o; na segunda etapa sera
realizada a modelagem matematica dos sinais
de falta por meio de modelos Box & Jenkins
sazonais, autorregressivos, diferenciados, com
médias moveis.

PALAVRAS-CHAVE: séries temporais, séries
de Fourier, Box & Jenkins

11 INTRODUCAO

O consumo de energia &€ um dos principais
indicadores do desenvolvimento econdmico
e do nivel de qualidade de vida de qualquer
sociedade. Ele reflete tanto o ritmo de atividade
dos setores industrial, comercial e de servicgos,
quanto a capacidade da populagdo para
adquirir bens e servigos tecnologicamente mais
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avancados, como automoveis (que demandam combustiveis), eletrodomésticos e
eletroeletrénicos (ANEEL, 2008).

No sistema elétrico, as falhas podem ocorrer nos diversos componentes,
dentre os quais destacam-se as linhas de transmissao (LTs) como os elementos
mais suscetiveis a falhas, especialmente se considerarmos suas dimensdes fisicas,
quantidade, complexidade funcional e 0 ambiente em que se encontram, apresentando
assim, maior dificuldade para manutencdo e monitoramento (ALMEIDA et al., 2014).
Dentre os principais causadores de falhas destacam-se principalmente descargas
atmosféricas (VISACRO, 2005).

Comaimportanciade se terumsistemaelétricoonde a continuidade, conformidade,
flexibilidade e manutenibilidade sejam observados e garantidos, vém-se buscando o
aperfeicoamento e inovagao de técnicas empregadas em equipamentos de protecéo
e supervisdo do sistema, proporcionando também a expansdo do setor elétrico
mantendo a qualidade de operacgéo do sistema (FORMIGA, 2012). O desenvolvimento
e aperfeicoamento de algoritmos que possibilitem a anélise e diagnostico de falhas
em sistemas elétricos de poténcia tem importante impacto econémico tanto para as
concessionarias de energia quanto para os consumidores. Sistemas inteligentes,
autdbnomos e online vém sendo desenvolvidos e aplicados de forma significativa para
lidar com esse tipo de problema.

As tecnologias de ponta hoje disponiveis incluem processamento digital de sinais
de oscilografia, bancos de dados, interface gréafica, localizacdo de faltas, simulagcao
dindmica de equipamentos de protecao, sistemas inteligentes de analise automatica
de oscilogramas e redes de oscilografia. Este aparato tecnoldgico possibilita um
diagnéstico rapido e preciso com a minima intervencdo humana (CEPEL, 2017).

A localizagdo precisa de faltas auxilia o setor de operagdo do sistema elétrico
diminuindo o tempo de ocorréncia do disturbio e contribuindo para continuidade do
fornecimento de energia elétrica (COSTA; SOUZA; BRITO, 2012). O desenvolvimento
de novos métodos de localizagao digital de faltas em linhas de transmisséo utilizando
dispositivos baseados em microprocessadores é questao de interesse de pesquisadores
e engenheiros de poténcia. Nos ultimos anos, com umnumero muito grande de propostas
tanto para novos métodos quanto para aperfeicoamento de técnicas localizagao de
faltas ja existentes, visando melhorar a precisédo das localiza¢des de faltas em linhas
de transmissédo (ALMEIDA, 2007). Todavia, a grande maioria dos estudos voltados
para localizacdo de faltas em LTs se baseia na analise de componentes principais,
na analise de transitorios, com a teoria das ondas viajantes, no uso de redes neurais
artificiais, ou na juncdo de alguns destes métodos.

A aplicacédo de modelos de séries temporais (ST) com a finalidade de extrair
informacdes de distancias de faltas € um campo ainda pouco explorado. Atualmente
esses modelos de ST sdo utilizados no estudo de demanda em energia elétrica.
Aplica-se também modelos de STs no estudo de uxo de redes de computadores, tanto
para a analise de preferéncia de certo assunto por determinado grupo de pessoas,
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quanto para a protecao de um servidor de Internet buscando determinar se uma agéao
na rede parte de um usuério ou de virus de computador instalado nessa rede. Em
(SILVA, 2015) mostra-se em seu a aplicabilidade das STs na andlise de fluxo de rede
de computadores. Visto a enorme semelhanca entre o comportamento dos dados de
fluxo de rede e o comportamento dos dados tratados no presente trabalho, iniciou-se
a tentativa de utilizar modelos de STs na abordagem desse problema.

O objetivo deste trabalho é propor um método que possibilite a localizacéo de
faltas em linhas de transmissao aéreas. O método proposto € baseado na analise de
séries temporais. O método consiste em verificar e analisar tendéncias e periodicidades
presentes nos sinais de tensdo analisados e com isso obter modelos Box & Jenkins,
onde os coeficientes destes modelos gerados sejam proporcionais aos fatores
causadores da falta analisada. Um destes fatores é a localiza¢do da falta na LT.

2 | SINAIS TRANSITORIOS DE TENSAO

No percurso entre a fonte geradora e centros de consumo, as linhas de
transmissdo estéo sujeitas a perturbagcdes e anomalias de funcionamento. Descargas
atmosféricas, surtos de tensao, vandalismo e incéndios sdo algumas das ameacas as
quais um sistema de transmissao esta sujeito. E buscando prever a ocorréncia destas
anomalias, meios de protecdo s&o implementados no inicio e ao longo da rede. Estes
dispositivos atuam de modo a evitar as falhas elétricas e limitar os defeitos caso falhas
ocorram. Caracteristicas como sensibilidade, seletividade, velocidade, confiabilidade
e precisao necessitam ser dimensionadas para atender as necessidades do sistema,
nao as exceder demasiadamente, evitando assim tornar invidvel a instalacdo de
protecées em linhas de transmisséo.

Ao se analisar a protecéo de sistemas elétricos é necessario distinguir situagdes
de operacédo do sistema. Em situacdes de operagcdo normal tem-se a auséncia de
falhas nos equipamentos de operacdo ou falhas aleatérias. Ja em uma situagdo de
anormalidade ocorrem disturbios na rede elétrica, tais como oscilagdes nos niveis de
tensdo, mas com corrente ndo atingindo niveis de curto-circuito. E em situagdes de
curto-circuito pode ocorrer danos irreversiveis a todo o sistema (geracao, transmissao
e distribuic&o).

Conforme mencionado, sdo diversos os fenbmenos que podem vir a ocorrer nos
sistemas elétricos. Estes fendmenos podem ser agrupados conforme a velocidade
de suas ocorréncias. Sinais transitdrios ultrarrapidos, surtos, podem por exemplo ser
causados por uma descarga atmosférica ou pelo chaveamento da rede. Sua natureza é
totalmente elétrica, sendo causados pela reflexao e refracao de ondas eletromagnéticas
entre os terminais do trecho da linha onde ocorreu o fenébmeno. Tem uma curta duragéo
de apenas alguns milésimos de segundos. Ja transitdrios meio rapidos, curto circuitos,
tém origem em mudangas estruturais bruscas. Se devem ao contato indevido entre
as partes energizadas que constituem as fases (F) e o referencial terra (T). Para o
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sistema composto por trés fases as possibilidades de falhas sdo mostradas na Figura

1 a segquir:
A A
B
C
C
|z(]z[)z
(a) ()
I A
B B
L
C
C
Li+ £+
(<] (d) -

Figura 1: Tipos de faltas em um LT trifasica: (a) falta trifasica; (b) falta bifasica aterrada; (c) falta
bifasica; (d) falta monofasica. Onde: Zf - impedancia de falta e Z, - impedancia de terra. Fonte:
Adaptado de (SOUZA; CHRISTO; ALMEIDA, 2017b).

Os sinais transitérios de tensdo em uma linha de transmissao sao orientados
segundo a Teoria das Ondas Viajantes. Nesta teoria, a mudancga abrupta do nivel de
tensdo em uma linha de transmissao se propaga por esta linha desde o ponto de origem
da perturbacédo até as extremidades da linha, em ambos os sentidos. Ao encontrar
uma descontinuidade no “percurso” estas ondas se dividem em ondas refletidas. Este
processo de reflexdo ocorre diversas vezes, até a total absor¢éo da energia de onda
pelos componentes da linha, atingindo o regime estacionario novamente. Em situagdes
de faltas onde ocorra o contato entre pelo menos uma das fases e o terra (Figura 1(b)
e Figura 1(d)) ocorrem ainda refragcdes no ponto de origem da falta (SOUZA, 2017).
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A Figura 2 a seguir mostra este processo de propagacéo dos sinais transitorios
na LT. Para isso, é utilizado o chama diagrama de Lattice.

B
:
i
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o
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@
:
:
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@
:
i
a

(@) (b)

Figura 2: Diagrama de Lattice para propagacao dos sinais transitorios. (a) faltas sem o
componente terra; (b) faltas com o componente terra. Em vermelho os sinais refletidos e em
azul os sinais refratados. Onde: e s&o os tempos de chegada das primeira e segunda frentes
de onda, respectivamente, no terminal esquerdo da LT. Fonte: Adaptado de (SOUZA et al.,
2018).

31 MODELOS DE SERIES TEMPORAIS

Considere um processo estocastico estritamente estacionario, com N observacoes
(th? X, X -+ X,,) @SSOCiadas aos tempos (t,; t,; t, ... t,). Tal processo trata-se de uma
série temporal, uma vez que trata-se de um conjunto de observacdes ordenadas no
tempo, onde cada valor tem a si atrelado um indicador do tempo onde esse valor
ocorreu ou foi observado (VALINS, 2005).

Uma série temporal é construida quando se tem o interesse de: investigar o
mecanismo gerador da série temporal; fazer previsbes de valores futuros da série;
descrever apenas o comportamento da série; procurar periodicidades relevantes nos
dados. E por sua vez, um modelo é uma descricao probabilistica de uma série temporal

(MORETTIN; TOLOI, 2006).

3.1 Modelos Box & Jenkins

Dentre os diversos modelos de séries temporais existem os modelos da familia Box
& Jenkins descritos por Box e Jenkins na década de 1970 (BOX; JENKINS; REINSEL,
2008). Dentre estes, um bastante comum e util € o modelo autorregressivo (AR).
Neste modelo, uma determinada observacao é dada pelo somatério de observagdes
anteriores com diferentes pesos. A Equacéo 1 mostra um processo autorregressivo
AR (p) de ordem p:

Xe =i Xooq + X ot +Pp Xy + a4 (1)

Onde: &;(i < p) denota os parametros do processo auto regressivo e @, um
ruido branco.
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Através do operador de retrocesso B ™ Xe = Xe_pm(m < p) dado por:

¢(B) =1-¢B—¢,B*—...—¢,BP 2

A Equacao 2 pode ser reescrita como mostrado na Equacéao 3:

$(B) X;=a (3)

Outro modelo que tem grande importancia em observagdes de séries temporais
sé&o os modelos de médias moéveis, onde Xt é linearmente dependente de um numero
finito q dos valores de a, . Ao invés de tomar a observagdo mais recente como a
previsdo da proxima observacéo, toma-se uma média das ultimas observac¢des para
filtrar o ruido e estimar com mais precisdo a média local. A Equacéo 4 representa um
modelo de médias moveis MA(q):

X, = ay — 038y y — 038p_5—...—0y0p_g )

Onde: 6;(j < q) denota os parametros do processo de médias moéveis, e a, € 0
erro entre o valor real e o valor previsto pela média méveis.

M+i-1

X
j

= 2y

i Z M m (5)

j=i

i=(123,....9),M=N—q

Onde: q é o numero de coeficientes de médias moveis utilizados, N é o tamanho
da série temporal X,M é o nUmero de termos da ST utilizado nas médias méveis.
De forma similar aos modelos AR, os modelos MAtambém podem ser expressos
por meio do operador de retrocesso. Com isso tem-se:

A uniéo do modelo autorregressivo de ordem com o modelo de médias moveis
as vezes pode beneficiar a montagem das séries temporais. Isso leva ao modelo
autorregressivo de médias méveis ARMA (p,q), ja representado em termos do operador
de retrocesso é mostrado na Equacgéo 7 a seguir.

$(B) X =8(B)a, (7)

Muitas das vezes pode ser necessario realizar diferenciacées na série antes de
se buscar um modelo adequado. A Equacao 8 traz o operador de diferencas utilizado:
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VX, =X — Xy

PeX, = X, — X,_g = (1 — B)X, ®)

Com a realizacao de d diferenciacoes em uma série, um modelo ARMA (p,q)
por exemplo, pode ser representado por ARIMA (p,d,q). A insercao do numero de
diferenciagcdes no modelo faz com que a representacao seja dada por:

)
$(B) VX, =6(B)a,

Por fim, um dltimo modelo Box & Jenkins a ser aqui apresentado € o modelo
sazonal. Para este modelo considera-se a existéncia de sazonalidade na ST. Para
um processo ARIMA sazonal tem-se SARIMA com sazonalidadeS, um polinbmio AR
sazonal ®(B®) de ordem P, um polinémio sazonal 8(B¥) de ordem Q e um operador
de diferencas sazonais de ordem D.

Fsﬂxt =(1-B)"a, (10)

Um modelo SARIMA (p,d,q) (P,d,Q)s é entdo dado por:

®(B*) ¢(B) VVs"X. = 8(B%)6(B)a,

3.2 Decomposicao de séries temporais

Um modelo de decomposigcdo consiste em escrever X, como a soma de trés
componentes ndo observaveis, para modelos aditivos e o produto de trés componentes
nao observaveis, para modelos multiplicativos, respectivamente mostrada na Equacéo
12 (MORETTIN; TOLOI, 2006):

X, = T+ S +a,
(12)

Xt —_ Tt S.E ﬂ,t

Onde: T, e S, representam as partes tendenciosas e sazonais, respectivamente,
e a; = N(0,6%) um ruido branco.

O principal interesse ao se considerar a série temporal sendo da forma conforme
mostrada na Equacgado 12 é calcular estimativas dos valores de T, e construir a série
livre de sazonalidade.

Para a eliminacado da componente tendenciosa € utilizada neste trabalho a analise
de Fourier, que consiste em aproximar uma fun¢cdo do tempo por uma combinacgao
linear de harménicos (componentes senoidais), 0os coeficientes dos quais sdo as
transformadas de Fourier discreta da série (MORETTIN; TOLOI, 2006).
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N N N
2 V;
T = E(Z % + coswi Z V.coswt + senwi Z Visenwt)
t=1 t=1

t=1

w=2nf =mw,i=(12,...,N)

Onde f é a frequéncia fundamental da LT.

Para a determinagcdo da componente sazonal, é utilizada a andlise da funcéo de
autocorrelacao sucessiva (fac ™), que consiste no célculo sucessivo da fac funcionando
como umfiltro eliminando componentes néo correlacionadas (SHIMAMURA; NGUYEN,
2010):

3.3 Formas de identificacao de modelos

O objetivo da identificacéo consiste em determinar os coeficientes do modelo além
de estimativas preliminares dos pardmetros a serem usadas no estagio de estimacao.
Séo diversos os métodos que visam identificar qual modelo é o mais indicado para
determinada ST. O mais comum talvez seja a andlise da funcéo de autocorrelacao
(fac) juntamente com a da funcdo de autocorrelagao parcial (facp). Contudo, este
método de identificacéo é bastante subjetivo pois depende de analises graficas onde
diferentes modelos podem ser obtidos.

Um método bastante eficaz e simples é a analise do critério de informacgéo de
Akaike (AIC) proposto por Akaike em 1974 (AKAIKE, 1974). Para a verificagao de um
modelo , por exemplo, o critério de informacao de Akaike € mostrado na Equacao 14.

14)
N (
AIC(k,d,1) = N In g2 + 1=+ 2(k + 1+ 1+ Byo) + Nin 2m + N

0<k<K,0<I<L
Kel = f(N\),K=L=InN
Onde: S<* é o estimador de maxima verossimilhanca da variancia , %% N é o
numero de observacdes da série e Bdo € delta de Kronecker.
Para a determinacdo dos coeficientes dos modelos escolhidos pelo AIC,
normalmente usa-se o erro percentual médio absoluto (MAPE) calculado conforme
Equacéo 15.

(15)

MAPE (%) = x 100

Onde: V,_ é o valor real, V,_ € o valor calculado e N € o tamanho da ST.

41 SIMULAGCAO DE FALTAS

Para a criacdo de um banco de dados de faltas onde seja relacionado distancia
de falta com coeficientes de modelos Box & Jenkins, é utilizado o software livre
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ATPDraw®. Nesta ferramenta computacional é possivel gerar diferentes situagdes de
faltas mediante alteragdes dos parametro de faltas: numero de elementos envolvidos
(fases F,, F, e F. e terra T); frequéncia de amostragem dos dados; localizagao da falta
na LT; resisténcia da falta; &ngulo de incidéncia da falta na sendide caracteristica da LT
(SOUZA; CHRISTO; ALMEIDA, 2017b).

51 RESULTADOS

O método de localizagéo de faltas aqui proposto, descrito na Figura 3, consiste
em monitorar de forma continua e online os dados de tensédo das trés fases da LT
analisada. Em uma primeira etapa é feita a busca por quedas bruscas dos niveis de
tensdo, o que caracteriza uma anormalidade no funcionamento da LT. Para realizar
esta busca é utilizada a analise de Fourier destes sinais, onde o efeito da sendide
caracteristica da LT é eliminada, restando apenas dados de tenséo relacionados ao
distarbio.

Detectada a presenca de disturbios é entéo feito a geracado de um modelo SARIMA
6timo, seguindo o AIC como critério. Os coeficientes deste modelo obtido sdao entdo
comparados a um banco de dados ja existente e criado a partir de dados simulados
de faltas onde se tem o pré conhecimento dos parametros geradores da falta. Ou seja,
com a informagé&o dos valores dos coeficientes é possivel recorrer ao banco de dados
onde ja se conhece qual distancia de falta esta relacionada aqueles coeficientes do
modelo SARIMA obtido.

O fluxograma e um exemplo gréfico de sua aplicacdo sdo mostrados na Figura
3 a sequir.

w10 Sinal de distarbio desacoplado da senoide \ ;

Encontrado
distirbio?

i
modelos para
localizar distdrbio

10

- F— S S | S S N N N N S S
0 0002 0004 000B 0008 001 0012 0014 0016 0018 o 200 400 60D 800 1000 1200 1400 1600 1800

(a) (b) (c)

Figura 3: (a)Sinal de tensao com disturbio. (b) Sinal de disturbio desacoplado. (c) Fluxograma
do Trabalho. Fonte: Adaptado de (SOUZA; CHRISTO; ALMEIDA, 2017a).

Como mencionado, o objetivo deste trabalho é relacionar as distancias de
ocorréncias de falhas com as curvas dos modelos SARIMA. A Tabela 1 mostra alguns
resultados obtidos, mostrando a relagcéo distancia-coeficiente. Todos os casos sé&o
faltas bifasicas com um angulo de incidéncia de 90.
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Pode ser visto na Tabela 1 que os coeficientes dos modelos SARIMA
obtidos s&o iguais para as mesmas distdncias de falta. Por exemplo, para faltas
aue ocorrem a 10 km. os modelos obtidos sdo SARIMA (2.0.2) (2.0.4),, onde
¢,1,2830, ¢, = —0,3496, 6, = —0,3440, 6,=0,0283, ¢ .= & =, 6, =

1 2

—1,3330, 6, = —0,7397, 6; = 0,0437 e 6, = 0,0730 em todas as falhas cujo angulo
de incidéncia é 90°, independentemente dos valores de resisténcia de falta.

Distancia 10 45 84 155
Impedancia de Falta 20 | 240 | 20 | 240 | 20 | 240 | 20 | 240
Q, 1,2830 1,5420 1,5888 1,4780

Q, -0,3496 -0,5945 -0,6358 -0,5263
Q, 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Q, -0,3440 -0,1750 -0,3322 -0,6510

Q, 0,0283 0,0000 0,0000 0,0000
Q, -1,4600 0,0000 0,0000 0,0000

Q, -0,9181 0,0000 0,0000 0,0000

Q, -1,3330 0,0000 0,0000 0,0000

Q, -0,7397 0,0000 0,0000 0,0000
Q, 0,0437 0,0000 0,0000 0,0000
Q, 0,0730 0,0000 0,0000 0,0000
Constante 17,9800 14,4800 10,6400 14,6500
AIC 15369,26 13025,38 17984,45 4889,99

Tabela 1: Alguns exemplos de modelos obtidos.

6 | CONCLUSOES

O método proposto é eficaz na deteccao de alteracées de dados simulados de
diferentes localizagbes de falhas na linha. No entanto, também é sensivel a variacbes
nos angulos de incidéncia do aparecimento de perturbag¢des nos sinais AC de onda
senoidal. Isto € particularmente verdadeiro quando a distancia da falta se torna maior
em relacdo ao inicio da linha de transmissdo. Com melhorias no algoritmo, € possivel,
além de identificar o posicionamento de curtos-circuitos na linha, também identificar
o angulo do referido angulo de incidéncia, a fim de melhorar a sensibilidade dos relés
utilizados para este tipo de monitoramento.

O algoritmo é insensivel a mudancgas no valor da resisténcia a falhas. Este é,
de fato, um fator importante para a metodologia adotada, uma vez que a resisténcia
a falhas é altamente aleatéria e variavel, dependendo das condigcbes ambientais e




do tipo e localizacdo da falha. A resisténcia a falta influencia o comportamento do
amortecimento do sinal transiente (variagcdes verticais no plano cartesiano do sinal),
mas a localizacdo da fonte da perturbacao esta relacionada com a frequéncia de
oscilagao do sinal (variagdes horizontais no plano cartesiano do sinal).

Outro fator importante refere-se ao tipo de falha em relagdo ao numero de
elementos envolvidos, que sdo monofasicos, bifasicos ou trifasicos. Dados de falha
envolvendo o componente terra apresentam maior volatilidade, uma vez que esses
tipos de ondas transientes, além de sofrerem sucessivas reagdes entre o ponto de
origem e os terminais da linha, também sofrem refracdes. Alguns dos sinais refletidos
nos terminais excedem o ponto de origem da perturbagcao no terminal oposto, fazendo
com que os dados fiquem entrelacados. Para trabalhos futuros, sugerimos avaliar
modelos mais robustos para o pré-processamento dos dados. Uma alternativa possivel
para eliminar os dados provenientes do terminal oposto seria 0 uso de transformada
discreta de Wavelet.
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CAPITULO 11

MODELAGEM DA PROPAGACAO DE FUMAGINA
CAUSADA POR MOSCA-BRANCA EM CULTURAS
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RESUMO: A cada ano agricola, a populagao de
mosca-branca (Bemisia tabaci bidtipo B) vem
aumentando consideravelmente. O manejo de
B. tabaci bi6tipo B tem se tornado um grande
desafio, pois a sua disperséo entre as culturas,
seu alto potencial reprodutivo, o habito polifago,
a resisténcia aos inseticidas, viver na superficie
abaxial das folhas e 0 seu comportamento de
se alimentar constantemente contribuem para
a complexidade e a dificuldade de seu controle.
Este trabalho propde um modelo matematico
nao linear para descrever a dindmica da Bemisia
tabaci na evolucédo de seus estadios, junto a
incidéncia da propagacéo dos danos indiretos
gque 0 mesmo causa em uma plantacéo, a fim
de avaliar estratégias de combate efetivo contra
a praga.

PALAVRAS-CHAVE:Mosca-branca, Fumagina,
Dindmica de  Populagdes, Modelagem
Matematica.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2

AGRICOLA

ABSTRACT: In every agricultural year, the
whitefly population (Bemisia tabaci biotype B)
has increased considerably. The management
of B. tabaci biotype B has become a major
challenge because its dispersion among crops,
its high reproductive potential, polyphagous
habit, resistance to insecticides, to live on
the abaxial surface of leaves and their eating
behavior constantly contribute to the complexity
and difficulty of their control. This work proposes
a nonlinear mathematical model to describe the
dynamics of Bemisia tabaci in the evolution of
its stages, together with the incidence of the
propagation of the indirect damages that cause
the same in a plantation, in order to evaluate
strategies of effective combat against the pest.
KEYWORKS: Whitefly, Sooty mold, Population
Dynamics, Mathematical modeling.

11 INTRODUCAO

A Mosca-branca (Bemisia tabaci) € uma
das pragas mais conhecidas no mundo e esta
em praticamente todas as regibes agricolas,
principalmente em éareas de clima tropical e
subtropical (STANSLY, et.al.,2010).

No Brasil, até o final da década de 60,
varios virus transmitidos pela mosca-branca
ja tinham sido determinados, mas todos

considerados como causadores de doencas
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secundarias, sem importancia econémica, em razao com que ocorriam nas culturas
(COSTA, 1975).

Mas em meados dos anos 90, mais precisamente no estado de Sao Paulo, foi
constatado um elevadissimo surto de Bemisia tabaci de bibétipo B, também conhecido
como Bemisia argentifolli, proveniente de plantas ornamentais importadas da Europa
e dos Estados Unidos.

ApoOs sua introducao no Brasil, B. tabaci bidtipo B deslocou as populac¢des de B.
tabaci que aqui existiam (bidtipo A), predominando atualmente nas areas agricolas do
pais. O bi6tipo A ndo era considerado importante como praga, apenas como vetor de
virus. Ja o biétipo B, além de atuar como vetor de virus, também é considerado uma
praga pelos seus danos indiretos.

2| BEMISIA TABACI BIOTIPO B

2.1 Aspectos taxonémicos, biolégicos e morfolégicos

As Moscas-brancas pertencem a ordem Homoptera, subordem Sternorrhyncha,
familia Aleyrodidae e subfamilia Aleyrodinea,(BOAS, et. al., 2009). Dentre os bi6tipos
conhecidos, o B € considerado um dos mais nocivos, por possuir ampla gama de
hospedeiros e alta fecundidade (VIVAN, et.al.,2007).

Sao insetos pequenos, sendo a fémea maior que 0 macho. Ambos possuem o
dorso amarelo-palido e as asas brancas (BOAS, et.al.,, 1997), conforme vemos na
figura 1.

Figura 1: Adulto de Bemisia tabaci bi6tipo B, medindo de 1 a 2 mm de comprimento e 0,36 a
0,51 mm de largura. Fonte: (STANSLY, et.al., 2010)

Sao sugadores de seiva, como os demais membros da subordem Sternorrhyncha,
com aparelho digestivo diferenciado em “camara-filtro”, que permite que o excesso
de alimento sugado seja excretado como honeydew, uma espécie de melado
(SOTORRIVA, 2010).

Os principais fatores que afetam o desenvolvimento do inseto sdo a planta
hospedeira e a temperatura. As fémeas ovipositam preferencialmente na face inferior
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das folhas jovens e, ap0s a ecloséo, as ninfas se locomovem pela folha até um local
adequado para sua fixacéo, durante um periodo que pode variar de uma até varias
horas (BOAS,et.al., 1997). Apds inserirem seu aparelho bucal e atingirem o floema da
planta, permanecem sésseis até a emergéncia dos adultos (SOTORRIVA, 2010).

Em relacdo a reproducao, uma fémea pode colocar cerca de trinta a quatrocentos
ovos durante seu ciclo de vida (BYRNE, 1991), sendo que a taxa de oviposi¢cao depende
da temperatura e da planta hospedeira. Quando ocorre escassez de alimento, as
fémeas interrompem a postura.

As moscas-brancas apresentam metamorfose incompleta, ou seja, ndo precisam
jejuar durante um longo periodo para evoluir, passando pelas fases de ovo, quatro
estadios ninfais, sendo o ultimo também chamado de “pupa” ou pseudo-pupa, e adulto,
conforme vemos na figura 2. No qual, o adulto € o Unico capaz de migrar até novas
plantas.

PUPA

e 3 ;
NINFA 3 estadio ik e

Figura 2: Ciclo biologico (adulto, ovo, ninfas e “pupa”) da mosca-branca Bemisia tabaci biotipo
B. Fonte: (BOAS, et.al., 2009).

2.2 Danos causados aos hospedeiros

A mosca-branca apresenta um grande numero de plantas hospedeiras de
interesse econdmico, tais como hortalicas e também em plantas ornamentais (BOAS, et.
al., 1997). Destacam-se também varias espécies de plantas daninhas, o que significa
que, na entressafra, esses insetos sobrevivem muitas vezes em alta populacéo nas
areas de cultivo. Desta forma, nao ha interrupcéo no ciclo de vida da praga e, em um
préximo cultivo, a pressdo de mosca-branca sobre as plantas pode ser ainda maior
qgue no cultivo anterior (VIVAN, et.al.,2007).

Por ser uma espécie de homoptera, ao sugar a seiva das plantas, os insetos
nos estadios de ninfa e adulto podem causar injurias como murchamento das plantas,
amadurecimento irregular dos frutos e até a morte. Em adicédo, diversos fungos,
coletivamente chamados de fumagina (Capnodium ssp. Capnodiaceae), devido a sua
aparéncia negra, podem crescer sobre o honeydew (melado) excretado pelas moscas-
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brancas, que é rico em agucares que servem de substrato para o desenvolvimento
desses fungos (VIVAN, et.al., 2007).

A fumagina pode impedir a luz solar de alcancar a superficie foliar, reduzindo a
fotossintese, além de prejudicar os frutos, quando incidir sobre eles, tornando-os néo-
comercializaveis (ISLAM, et.al., 2008). As perdas pela sucgéo da seiva e fumagina
podem chegar de 50% a 100% da producéo, quando ocorrerem altas infestacdes
(BOAS, et.al., 1997).

31 MODELANDO A PROPAGAGCAO DE FUMAGINA

Diante de todo levantamento biolégico realizado a partir da problematica
envolvendo os estadios e a incidéncia da propagacéao de Fumagina em uma plantacgéo,
consideram-se no modelo os seguintes fatos:

« Para os insetos no estadio de Ovo, a dindmica vital é dada por uma funcao
logistica;

« Na auséncia de plantacéo, a sobrevivéncia da B. tabacifica sustentada atra-
vés das plantas daninhas que estao na regiao;

« A populacéo de plantas suscetiveis possui um valor inicial que decrescera
no decorrer do tempo, assume-se no processo que elas serdo colhidas ao
término da safra ou sofrerdo extingdo em virtude ao dano causado pela mos-
ca-branca;

+ Uma planta suscetivel se torna infectada no momento em que uma ninfa ou
mosca adulta se alimenta da mesma e excreta honeydew, causando fuma-
gina;

+ Plantas infectadas n&o conseguem se recuperar dos danos causados pela
fumagina.

¥
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Figura 3: Diagrama da dinamica da Fumagina.
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Baseado nas hip6teses acima, o modelo € descrito como:

(dd o\
E:rm( _Ek+ﬁS)_yO

aNo

7 = 70— 0N — N

S = 6N~ pgh, 31
s

—2= —al§ - pHS - i3,

A aNS + fMS —F,

“dt

no qual as variaveis , @, N e M correspondem a populacao total da B.tabaci nos
estadios de Ovo, Ninfa e Mosca adulta, respectivamente. § é a populagéo de Planta
Suscetivel e F refere-se a populacdo de Planta com fumagina. O parametro r significa
a oviposicéo per capita realizada pela Mosca adulta. O crescimento é dado por uma
funcao logistica, onde a oviposicao é proporcional a quantidade de Moscas (M) e é
considerada uma saturacdo dada pela capacidade de suporte (ek + a@s), sendo k as
plantas daninhas que fazem com que o inseto sobreviva na entressafra, a quantidade
de ovos por planta daninha e @ a quantidade de ovos por Planta Suscetivel.

Assim, consideramos entdo d = ek, numero total de ovos viaveis na populacéo
de plantas daninhas. A taxa de eclosédo do Ovo é dada por y e & denota a taxa de
evolucdo da Ninfa. Os parametros Q e B sdo as taxas de contaminagdo da Planta
suscetivel pela fumagina gerada através do honeydew da Ninfa e da Mosca adulta,
respectivamente. E por fim, a taxa de mortalidade da Ninfa & denotada por An: da
Mosca adulta por #m:da Planta suscetivel por Hs e da Planta com fumagina por Ee.

3.1 Adimensionalizacao

Para se ter uma compreensao do comportamento previsto pelo modelo do sistema
(3.1). Em primeiro lugar, consideramos o caso de um ambiente uniforme em que todos
0s parametros sao constantes. Estamos interessados na dindmica da populagédo de
plantas quando algumas moscas-branca s&o introduzidas em uma populacéo livre de
fumagina inicialmente estavel.

No modelo, é instrutivo para introduzir quantidades ndo-dimensionais, escrever:

=
n
| =

iM=— ;5=

= R
= =]

F _
i F=—t=tr (32)
Sy

a""‘|f-'=|

Como consequéncia, temos os seguintes parametros adimensionais:

o =

ald
.

aqa=—

poa=

ad o pd
r.

g as,

r d
fs
r

Hs = Mg =

Isto nos permite determinar os agrupamentos de parametros efetivos no sistema,
e obter uma compreensao qualitativa do sistema em termos dos mesmos.




Fazendo as devidas substituicées de (3.2) no modelo (3.1), obtemos o modelo
adimensionalizado:

rd0 m(1 o 0
dt ( 1+a5) ¥

v _ 0 —aN N

d't -}, HN ¥

dM

{— = ON — uyN, 3.3
dt Ly (3.3)

ds
= = —aNS = BMS —usS,

dF
(5 = aNS +fMS = ugF .

3.2 Pontos de equilibrio e numero de descendentes basal

Para o sistema (3.3), temos dois pontos de equilibrio:
+ P1=(0,0,0,0,0) é o ponto de equilibrio trivial;

— EOATE OR4E QF Y _i ¥ _ l _ \
. REONMSF)= (1 0’ (B++y) (1 @n)"’w“ 1,00}
Para o ponto de equilibrio P2 encontrado ser positivo, precisamos que:
Qo = _7 (3.4)
O (0 + py) ' )

onde Q, é dito Numero Basico de Descendentes ou Numero de Descendentes
Basal em macroparasitas.

O Numero de Descendentes Basal é um parametro adimensional simbolicamente
representado por Q, e é definido como sendo o nimero médio de descendentes que
gera um parasita adulto ao atingir a idade reprodutiva. A reprodutibilidade basal é
determinada por fatores bioldgicos inerentes ao agente e fatores do meio que
intermedeiam a probabilidade de contatos efetivos.

Tal valor € considerado um limiar para garantir a existéncia dos pontos de
equilibrio e estabilidade do sistema.

Partindo da condicéo para que o ponto de equilibrio ndo trivial seja biologicamente
viavel, reescrevendo (3.4) com os parametros originais, temos:

1 1
=FTMXM' (3.5)
7

o r
— X —
(0 +fmy)  Hy

Qo =

T =

Dessa forma podemos encontrar uma relagdo bioldégica entre os parametros
envolvidos. 1 1
Entende-se por 8 como tempo médio de vida de ninfa e @+zy como a
sobrevivéncia no estadio de ninfa, entao ﬁ representa a probabilidade de uma
ninfa sobreviver e se tornar uma mosca adulta, que por sua vez sobrevivem por um
periodo % e geram em média % ovos viaveis durante sua vida adulta. Com isso o

limiar de infestacdo de mosca ocorre quando uma fémea gera em média uma outra

fémea (Q=1).
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3.3 Analise de estabilidade de local

A estabilidade local dos pontos de equilibrio € determinada através do estudo dos
sinais da parte real dos autovalores da matriz jacobiana do sistema (3.3), calculada em
cada ponto de equilibrio. Considerando as equacgdes do sistema (3.3), como sendo:

yN,M,S, F =M(1— )— o,
f1(0,N,M,5,F) )Y

£,(0,N,M,S,F) =y0 — ON — pyN ,
£:(0,N,M,S,F) = 8N — M ,
£.(0,N,M,S,F) = —aNS — BMS — 1S ,
fo(0,N,M,S,F) = aNS + BMS — - F .

Onde a matriz jacobiana é dada por:

m o aMo
T ras Y 0 1-1res (1+as)? 0
¥ —0 — uy 0 0 0
J(O,N,M,S,F) = 0 0 - 0 0 (3.6)
0 —a$s —fS —aN—fM—us 0
0 oS BS alN + M —Up

3.3.1 Estabilidades de equilibrio trivial e ndo-trivial

A estabilidade dos pontos de equilibrio sera determinada pelas raizes da equacéo
caracteristica da matriz jacobiana (3.6), calculada em P1 E P2. Foram gerados os
seguintes teoremas:

Teorema 1. O ponto de equilibrio trivial, P1 = (0,0,0,0,0) do sistema (3.3) é
localmente assintoticamente estavel se OO< 1. E, instavel se QO> 1.

Teorema 2. Se Q,> 1 o ponto de equilibrio n&o trivial, P2 = (0*, N*, M*, §*, F*) do
sistema (3.3) existe e é localmente assintoticamente estavel.

Dos quais por possuirem grande similaridade no processo de demonstracdo
entre eles, optamos aqui por demonstrar o Teorema 1.
Demonstracéo (Teorema 1). Seja J (0,0,0,0,0), a matriz jacobiana dada por:

-y 0 1 0 0
y =8 -y 0 0 0
J(0,0,0,00) =] 0 7 —Un 0 0 (3.7)
0 0 0 —Ug 0
0 0 0 0 —Up
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A equacao caracteristica da matriz (3.7) é:
P(Y) = (up + A (s + D3 + a1 22 + azA +a3) = 0
Onde,
ay =y +0+puy+uy,

a; =y0 + ypuy + Yitm + Ui,
az = yOuy + yuypy — vo.

Inicialmente temos que 41 = —Hr <0e 4, = —pus <0.

Agora, utilizando o critério de Routh-Hurwitz na verificagdo da estabilidade do
ponto, para que todas as raizes do termo (4* + a;4* + a,1 + a3) = 0 da equagao tenham
ReA <0, temos as seguintes condi¢cdes necessarias e suficientes:

(i) a, > 0;
(i) as > 0;

(iii) ﬂilﬂz - a3 > 0.

Atente-se que a condigcdo (i) ax = ¥ + € + uy + uy > 0 € satisfeita.
Para a condicao (ii) ser satisfeita temos que,

YOum + viniy —v8 > 0.
O que implica que:

6

7 <1,
wp (0 + py)

Ou seja, Q,< 1
Agora, para que a condicao (iii) se faca satisfeita, vamos analisar a,a,-qa, :

@1a; —as = (¥ + 6 +py + ) (v0 + vy + v + pnpip) — (VO + vy iy
—y0)

No qual, ao realizarmos algumas mudancas algébricas, temos:

aja, —az; =y(¥0 +yuy + vy + iyiy) + a0 + vy + Oppy + pyitn)
+ (0 + ) (YO + yuy + vy + Oy + pypa) +v6 > 0.

Assim, segue que a,a,-a, > 0. Portanto, se Q < 1 temos, pelo critério de Routh-
Hurwitz, que a equacéo (3.3) tem todas as raizes com parte real negativa, e portanto,
o ponto de equilibrio trivial sera localmente assintoticamente estavel. Contudo, se Q,
> 1, temos na condigéo (ii) que a, < 0 . Devido tal fato, quando A = 0, obtemos na
equacao caracteristica que P (0) = a, <0, ou seja, o polindbmio de quinto grau corta a
parte negativa do eixo das ordenadas. Como ,lim P(4) =+, nos asseguramos que
ele corta pelo menos uma vez o eixo das abscissas com um valor A = k, onde k > 0,
consequentemente k sera uma raiz de P(A). Logo, a matriz jacobiana do sistema (3.3)
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tem ao menos um autovalor positivo, fazendo assim, com que o ponto de equilibrio
trivial seja instavel.

41 ANALISES NUMERICAS

Na metodologia usada para as simulagdes, considerou-se a temperatura
constante, em aproximadamente 25°C, usando uma cultura de soja (Glycine max (L.)
Merrill), cultivar Msoy 8001, como planta hospedeira.

Nos cenéarios com plantacdo, assumiu-se uma area de um hectare, para a
populacéo inicial de plantas no modelo, segundo dados fornecidos pela Embrapa
(Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecuéaria), temos como populacdo padrao de
soja aproximadamente, 320 mil plantas por hectare.

A duragdo média de uma safra é de aproximadamente 125 dias, onde as
simulacdes da interacéo entre B. tabaci bitipo B e cultura de soja ocorrem ap6s o 10°
dia do inicio do plantio, referentes ao tempo médio para a planta entrar em estadio
emergencial.

O propésito das simulacdes apresentadas nesta secao é observar o que acontece
com as trajetorias do modelo formulado, afim de facilitar sua compreenséo, avaliar
estratégias de combate efetivo contra a praga e manifestar o interesse do problema a
pesquisadores de varias areas do conhecimento.

A tabela 1 a seguir contempla os valores para os parametros utilizados na
modelagem do problema:

Pardmetros Interpretagao bioldgica Valor
oviposigdo per capita realizada pela Mosca adulta 4, 4379 digs 1
k plantas daninhas que fazem com que o inseto 40

sobreviva na entressafra

€ quantidade de ovos por planta daninha 10
a quantidade de ovos por Planta Suscetivel 50
¥ taxa de eclosio do Ovo 0, 1190 dias~!
] taxa de evolugao da ninfa 0,786 dias™1
n taxa de contaminagéo da Planta Suscetivel pela Fuma- 0, 00028
gina gerada através do Honeydew da Ninfa
E taxa de contaminagéo da Planta Suscetivel pela Fuma- 0, 00028
gina gerada através do Honeydew da Mosca adulta
BN taxa de mortalidade da Ninfa 0, 0476 dias~!
M taxa de mortalidade da Mosca adulta 0, 0296 digs—1
Hs taxa de mortalidade da Planta Suscetivel 0, 0078 digs !
HFr taxa de mortalidade da Planta com Fumagina 0, 0061 digs—!

Tabela 1: Descri¢cdo dos parametros do modelo e interpretacéo bioldgica.
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Agora, considerando o modelo (3.3) para a propagacéao de Fumagina com base
nos valores da tabela 1, temos que o Numero de Descendentes Basal fornecido é
Qo = 141,37.

Para o entendimento inicial da estrutura do controle de B. tabaci bitico B, foram
considerados os seguintes cenarios:

« Cenario 1:

351 — o
Ninfa
Mosca Adulta

286

de individuos

proporgéo
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0 200 400 600 BOO 1000 1200 1400 1600 1800
t

Figura 4: Simulacao da dindmica populacional de B. tabaci biétipo B ao longo de um ano, na
auséncia de cultura agricola, considerando k = 40.

A figura 4 mostra a simulacdo da dinamica populacional de B. tabaci bi6tipo
B, ao longo de um ano, na auséncia de culturas agricola e estratégias de controle.
Para a condicdo inicial do sistema, considerou-se 50 moscas adultas distribuidas
homogeneamente em um hectare, com 40 plantas daninhas, sendo considerado um
campo limpo.

Pode-se observar que as moscas adultas de B. tabaci bidtipo B atingem a
estabilidade populacional no tempo t= 887,58 que correspondem, em unidades
dimensionais, a 200 dias. Sua populagéo alcanca 376,38% da capacidade maxima
no estadio de ovo, no qual, voltando em unidades dimensionais, refletem a
aproximadamente 1500 individuos adultos. J& a populagéo de ovos e ninfas, tornam-
se estaveis no tempo aproximado de t = 66,56 (15 dias).

Isso se da devido a pressao que o meio exerce sobre 0s insetos, onde a taxa de
oviposicao sofre uma saturacao na funcao logistica, em razéo da limitagao do espaco.

« Cenario 2:
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Figura 5: Simulagédo da dinamica populacional da cultura de soja, na auséncia de B. tabaci
bi6tipo B, considerando k=40.

A figura 5 mostra a simulac&o da dinamica populacional da Planta Suscetivel, ao
longode umasafra, naausénciadapraga. Paraacondi¢doinicial do sistema, considerou-
se $(0), que equivale a 320.000 plantas de soja, distribuidas homogeneamente em um
hectare.

Ao final do tempo t = 554,74 (125 dias), observa-se a perda de aproximadamente
3% da producéo total devido ao debulho natural que a planta sobre ao decorrer da
safra (SCHANOGSKI, et.al., 2011).

+  Cenario 3:

A figura 6 mostra a simulagao da dinamica populacional de B. tabaci bi6tipo B
interagindo com a populacéo de plantas, a partir do décimo dia do inicio da safra.

Para a condicéo inicial do sistema, temos 0(0) = O,N (0) = 0,M(0)= 0,125, S(0) = 1
e F(0) =0. Utilizou-se os dados da tabela 1, sendo k = 40, equivalendo biologicamente a
50 moscas adultas distribuidas homogeneamente em um hectare de plantacao de soja
com 320.000 unidades, sem estratégias de controle. Assim, obtivemos que quando

Q, > 1, todas as trajetérias do modelo (3.3) convergem para o ponto de equilibrio
P2 =(0",N",M*,$",F*) = (0.9929,0.1417,3.7638,0,0).
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Figura 6: Simulagéo da dinamica populacional da cultura de soja, infestada por B. tabaci bi6tipo
B, considerando k=40.

Se analisarmos no sentido de producdo, observamos que ao final da safra,
restaram aproximadamente apenas 53% de plantas infectadas com fumagina para
serem colhidas, gerando um grande prejuizo econémico.

O fato de as simulacdes aqui apresentadas néo considerarem invasées continuas
de moscas adultas na plantagdo servem como uma simplificagdo da realidade, isso
facilita o entendimento do funcionamento basico da dindmica populacional desta
espécie e da sua interagdo com a cultura plantada, mostrando assim os grandes danos
tedricos que B. Tabaci bidtipo B pode causar a uma producao.

4.1 Estratégias de controle combinadas

Um dos métodos numéricos para propor estratégias de controle a pragas é
realizando uma analise quantitativa do Numero de Descendentes Basal, afim de
avaliar quais variagdes de parametros tornam mais sensivel a mudanca do mesmo.

De modo geral, concluiu-se a partir da analise qualitativa que Q, € mais sensivel a
taxa de oviposicao e as taxas de mortalidade, tanto da ninfa, quanto da mosca adulta.

No entanto, o controle isolado de cada parametro ndo é o mais indicado, uma vez
que a praga possui grande capacidade de desenvolver resisténcia a diferentes tipos
de combate (BOAS,et.al., 1997). Isso reforca que usos de estratégias combinadas
como forma de diminuir ou até mesmo erradicar a praga.

A selecao e o emprego inteligente de diversas taticas de controle asseguram
resultados positivos, como a preservacdo do meio-ambiente e dos mecanismos
naturais de controle, gerando resultados econémicos favoraveis ao agricultor.

Por serem estratégias viaveis a serem aplicadas, optamos por analisar trés
taticas de controle combinadas:

- Variagdo nos parametros T € Hy , correspondendo o uso de 6leos e deter-
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gentes de baixa concentragdo para a reducéo da oviposicdo e aumento na
mortalidade de ninfas;

- Variac&o nos parametros #¥ € Hu: | representando o uso de inseticidas como
do grupo quimico “Piretréide” que reduzem a populacéo de ninfas e moscas

adulta (BOAS, et. al., 2009);

- Variacdo nos parametros ' T € Hy , retratando o uso de inseticidas como do
grupo quimico “Neonicotindide” que inibe a alimentagdo, voo e movimenta-
¢ao da mosca adulta, reduzindo a oviposicao (BOAS, et. al., 2009).

Para essas simulagbes foram utilizados os dados da tabela 1, com populagéao

inicial de 50 moscas adultas em uma cultura de 320.000 plantas de soja.
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Figura 7: Grafico da flutuag@o da populacédo de Plantas Suscetiveis considerando variagéo

simultanea de T €Hn , com k = 40. Em (a) temos Q,> 1 e em (b) temos Q, < 1.

Na figura 7 podemos observar como se comporta a populacdo de Plantas
Suscetiveis & medida que Q, diminui com a variagdo dos parametros 7 € Hy .

r "N Ca Plantas Suscetiveis
4,4379 | 0,0296 | 141,36 0

1 0,1 29,97 0
0,1 0,5 2,06 1.510
0,05 0,3 1,22 54170
0,06 0,9 0,94 89.300
0,04 0,6 0,76 113.710
0,02 0,3 0,48 148.920
0,01 0,8 0,16 182.660

Tabela 2: Comportamento de e das Plantas Suscetiveis com a variacdo de e .

Estamos interessados também qual serd a repercussdao na populacdo de

plantas suscetiveis quanto as maneiras de controle aqui propostas, pois sabemos

que independente do tempo, para valores de Q, > 1 a populagéo de B. tabaci tende
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a aumentar até atingir sua estabilidade e quando Q, < 1, tende a extingéo da espécie
na lavoura.

Analisando a figura 7 em conjunto com os dados fornecidos na tabela 2,
constatamos que mesmo fazendo um intenso controle na oviposicdo e taxa de
mortalidade da ninfa, a populacao de plantas suscetiveis decai expressivamente no
decorrer da safra. Como exemplo disso temos a variagdo de r = 0,01 e iy = 0,8, onde
Q, = 0,16 e mesmo assim acaba gerando uma perda teérica de aproximadamente
42,9%.

Dando continuidade aos métodos de controle propostos, do mesmo modo que
anteriormente, temos agora a variacao nos parametros #ye iy, , representando o uso
de inseticidas como do grupo quimico “Piretrdide” que reduzem a populagao de ninfas
e moscas adulta.
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Figura 8: Grafico da flutuagé@o da populagcédo de Plantas Suscetiveis considerando variagdo

simultanea de ¥n € Hu:, com k = 40. Em (a) temos Q,> 1 e em (b) temos Q, < 1.

Na figura 8 podemos observar como se comporta a populacdo de Plantas
Suscetiveis na medida que Q, diminui com a variagdo dos parametros Ax e #u. .

T T o | Plantas Suscetiveis
4,4379 | 0,0476 | 141, 36 0
03 | 03 | 10,70 0
0,6 0,6 419 0
09 | o9 | 220 10
1l 0,8 | 091 242.370
4,1 09 | 079 272.590
4,2 1 0,69 285,580
43 | 11 | o2 262,330

Tabela 3: Comportamento de QO e das Plantas Suscetiveis com a variagéo de e .

Apesar de conseguir aproximadamente 91,35% de plantas suscetiveis ao fim
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da safra quando Aiv =43, =11 ¢ Q, = 0,62, ndo podemos cogitar que a técnica
de controle é mais efetiva que a primeira, pois precisou-se de valores elevados nas
taxas de mortalidade para que Q, < 1. Isso faz com que o custo de inseticida seja
muito alto devida a varias aplicacdes, além de poder gerar uma selecéo natural de
moscas-brancas resistentes a esses tipos de inseticidas, fato que vem preocupando
pesquisadores da area (BOAS, et. al., 2009).

Passando para a ultima estratégia de controle proposta, temos a variagéo
nos parametros remy , retratando o uso de inseticidas como do grupo quimico
“Neonicotinodide”.

Na figura 9 podemos observar como se comporta a populacdo de Plantas
Suscetiveis a medida que Q, diminui com a variagéo dos parametros - r e fiy.
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Figura 9: Grafico da flutuagéo da populagcédo de Plantas Suscetiveis considerando variagdo

simulténea de . r e [i,; , com k = 40. Em (a) temos Q,> 1 e em (b) temos Q, < 1.

Conforme visto acima, vemos que Q, é mais sensivel quando combinamos
variagcbes na oviposi¢ao e taxa de mortalidade da mosca adulta. Tal fato é confirmado
no momento em que variamos r = 0,3 e #v = 0,9 conseguindo uma perda tedrica de
aproximadamente 5,6% nas plantas suscetiveis, conforme Tabela 4.

r i Qo Plantas Suscetiveds
4,4379 | 0,029 | 141, 36 0
1 0,3 | 314 0
0.8 04 1,58 0
0,6 0,5 1,13 116970
0,6 | 0,6 | 0094 226.140
05 | 07 | 06 282.860
0,4 | 08 | 047 296,420
0,3 | o9 | 031 301.810

Tabela 4: Comportamento de Q, e das Plantas Suscetiveis com a variagdo de 7 € Hy.




Outro fato importante, é que esse tipo de produto inibe o voo e a movimentacéo
da mosca adulta, controlando a dispersdo na lavoura, consequentemente fazendo
com que o combate seja mais eficaz.

51 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

De maneira geral, nossa expectativa é que este trabalho possa contribuir no
entendimento qualitativo mais aprofundado sobre as estruturas basicas das dindmicas
populacionais de B.tabaci, e auxiliar em uma tomada de decisdo cada vez mais
eficientes, visto que a partir da analise de sensibilidade de Q, através das variagGes
dos paréametros, encontramos resultados interessantes, como a efetividade na quebra
do ciclo de vida da B.tabaci através da reducéo de oviposicdo e taxa de mortalidade
da mosca adulta.

O modelo ganha mais validade ainda quando comparamos com os dados
encontrados na literatura, onde na atualidade, os inseticidas eficientes no controle de
mosca-branca sao os do grupo quimico “Neonicotindides” (VIVAN, et.al.,2007).

Encontramos na literatura, que alguns inseticidas do grupo quimico “Piretroides”
e “Organofosforados” perderam sua eficacia para o controle de mosca-branca. No
qual, devido a aplicagcbes sucessivas com 0 mesmo produto ou com inseticidas que
tem o0 mesmo modo de agédo geraram niveis de resisténcia elevados na mosca-branca
(VIVAN, et.al., 2007), reforcando os resultados ndo satisfatérios encontrados no
controle por variacado de #ye my. Ssimultaneamente.

Outra pratica importante a ser adotada € a manutencao da lavoura no limpo,
eliminando-se as plantas daninhas hospedeiras de mosca-branca antes do plantio e
nos primeiros dias do estabelecimento da lavoura (BOAS, et. al., 2009), onde conforme
visto nas simulacdes, a erradicagcdo das plantas daninhas é necesséaria, mas néo
suficiente para o controle da Mosca-branca.
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RESUMEN: Los resultados de investigaciones
relacionadas con el aprendizaje del concepto
de derivada constatan que, a pesar ¢ de ser un
concepto indispensable, su comprension resulta
muy compleja, observandose una cantidad
significativa de estudiantes universitarios
que solo logra alcanzar una comprension
parcial. Esta problematica a pesar de no ser
nueva, aun constituye un gran desafio de la
educacidon matematica a nivel universitario

y €es una constante preocupacion para las
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NIVEL UNIVERSITARIO

instituciones educativas de nivel superior. En
esta investigacion presentamos un andlisis
exploratorio cuyo fin es identificar y caracterizar
los subniveles de desarrollo del
de derivada alcanzados por
universitarios con instruccion previa en Calculo
Diferencial.

PALABRAS CLAVE: Derivada; Teoria APOE;
Subniveles de Desarrollo; Esquema de Derivada

esquema
estudiantes

ABSTRACT: The results of research related to
the learning of the derivative concept confirm
that, despite being an essential concept, its
understanding is very complex, observing a
significant number of university students that
only achieves a partial understanding. This
problem, despite not being new, still constitutes
a great challenge for mathematics education at
the university level and is a constant concern for
higher education institutions. In this research, we
present an exploratory analysis whose purpose
is to identify and characterize the sub-levels of
development of the derivative schema reached
by university students with previous instruction
in Differential Calculus.

KEYWORDS: Derivative; APOS Theory; Sub-
levels of Development; Derivative Schema
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11 INTRODUCCION

La derivada es uno de los conceptos mas importantes del cualquier curso
de Calculo y corresponde a una herramienta fundamental en la comprension de
los fendmenos que involucran el cambio y variacion de magnitudes. Sin embargo,
a pesar de ser un concepto basico y transversal en los curriculos universitarios de
matematicas, ingenieria y otras ciencias, su comprension es compleja para una gran
parte de los estudiantes. Entre algunos de los aspectos mas importantes que provocan
esta dificultad en la comprension del concepto de derivada por parte de los estudiantes
se encuentran; (1) la creacion y utilizacion de disenos instruccionales que privilegian
la excesiva mecanizacion y memorizacion, convirtiendo al concepto de derivada en
un conocimiento algoritmico que se construye por medio de la resolucién de cientos
de tareas que solo involucran la aplicacion correcta de determinadas operaciones
algebraicas, lo cual, obstaculiza la construccion de una comprension mas completa del
concepto (DAWKINS & EPPERSON, 2014), (2) la excesiva predileccion de por el uso
de tareas que involucran la utilizacién de un solo modo de representacion, olvidando
gue la conversidén entre modos de representaciones y la coordinacion (sintesis) entre
distintas representaciones es fundamental para lograr un nivel alto de comprensién,
pues cada representacion tiene asociadas algunas caracteristicas del concepto, pero
no todas (DUVAL, 2006; SANCHEZ-MATAMOROS, GARCIA & LLINARES, 2006).
Como consecuencia de lo anterior, se observa que una gran parte de los estudiantes
tienen éxito al enfrentarse a ese tipo de tareas, sin embargo, estos mismos estudiantes
pueden mostrar dificultades y errores cuando la resolucién de la tarea que requiere
de la comprensién del significado de la derivada, ya sea a través de su expresion
analitica, como limite del cociente incremental, o de su interpretacibn geométrica,
como pendiente de la recta tangente, o de ambas simultaneamente (SANCHEZ-
MATAMOROS, GARCIA & LLINARES, 2008; BAKER, COOLEY & TRIGUEROS, 2000).

En este trabajo nos centramos en identificar el desarrollo de la compresidn del
concepto de derivada alcanzado por un grupo de estudiantes universitarios luego de
un curso de Calculo Diferencial.

2| MARCO TEORICO

En este trabajo hemos consideramos el marco propuesto por la Teoria APOE
(ARNON ETAL., 2014; ASIALAETAL., 1997), la cual se basa en la idea de abstraccion
reflexiva propuesta por Piaget y Garcia (1983). La Teoria APOE considera que la
comprension de un concepto, por parte de un estudiante, comienza con la manipulacién
de objetos fisicos 0 mentales, previamente construidos, en términos de acciones.
Estas acciones se interiorizan para formar procesos que, a su vez, se encapsulan para
formar objetos. Con relacion a los procesos, éstos pueden ser generados a partir de
mecanismos de coordinacion o reversion de otros procesos, previamente construidos
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por el estudiante, o bien por medio de la generalizacidon de éstos. Finalmente, las
acciones, los procesos y los objetos se pueden organizar en esquemas (DUBINSKY,
1991; ARNON ET AL., 2014).

Un esquema debe entenderse como una construccion cognitiva compleja y
conformada por acciones, procesos, objetos, otros esquemas y sus interrelaciones.
Dichas estructuras se encuentran relacionadas en la mente del estudiante, consciente
0 inconscientemente, y son evocadas cuando se enfrenta a distintas tareas. Este
constructo de esquema y los mecanismos de abstraccion reflexiva permiten explicar
la manera en que se construyen los conocimientos matematicos en la mente de un
estudiante, a través de las estructuras cognitivas y las relaciones establecidas entre
ellas (TRIGUEROS, 2005). Los esquemas segun Piaget y Garcia (1983) crecen a
través de distintos mecanismos y se desarrollan o evolucionan pasando por tres
niveles, Intra-Inter-Trans. Estos niveles son denominados triada y se suceden segun
un orden fijo, caracterizandose por el grado de construccidn de relaciones entre los
elementos matematicos constitutivos del concepto.

Para Arnon et al. (2014) un estudiante en el nivel Intra del desarrollo de un
esquema se centra en acciones, procesos y objetos individuales sin relacionarlos.
En el nivel Inter, hace uso de elementos matematicos de forma correcta en algunos
modos de representacion y establece relaciones logicas entre elementos matematicos
gue se encuentran en el mismo modo de representacion. Este nivel se caracteriza por
la construccion de relaciones y transformaciones entre los procesos y los objetos que
conforman el esquema. Finalmente, en el nivel Trans, el estudiante usa elementos
matematicos de forma correcta en todos los modos de representacion y establece
relaciones logicas entre elementos matematicos que se encuentran en diferentes
modos de representacion. Los estudiantes en este nivel han construido el objeto
derivada, y toman consciencia de las relaciones que pueden establecer entre distintos
modos de representacion llegando a la sintesis de éstos (SANCHEZ-MATAMOROS
ET AL., 2006).

Es importante destacar que Piaget y Garcia (1983) consideran que cada fase
o nivel (Intra, Inter y Trans) implican, a su vez, la existencia de algunos subniveles
que siguen el mismo orden de progresion. Un ejemplo de ello, es lo reportado en
la investigacidn de Sanchez-Matamoros et al. (2006) que identifica y describe dos
subniveles para los niveles de desarrollo Intra e Inter. La existencia de estos subniveles
podria dar explicacion de las diferencias que se observan entre estudiantes asignados
a un mismo nivel de desarrollo del esquema.

31 METODOLOGIA

Esta investigacion es de tipo cuantitativa y tiene caracter descriptivo exploratorio.
En ella participaron 40 estudiantes universitarios de segundo afno del grado doble de
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Matematicas y Fisica de una universidad publica de Catalufa. Todos los estudiantes

habian cursado y aprobado como minimo una asignatura de Calculo Diferencial.

Elinstrumento de recoleccién de datos correspondid a un cuestionario conformado

por tres tareas (ver Tabla 1) entregadas en distintos modos de representacion.

Dichas tareas fueron seleccionadas y modificadas de investigaciones previas
sobre la comprension del concepto de derivada (BAKER ET AL., 2000; SANCHEZ-
MATAMOROS ET AL., 2006; FUENTEALBA, SANCHEZ-MATAMOROS, BADILLO &
TRIGUEROS, 2017). Para su resolucion era necesario utilizar y coordinar distintos

elementos matematicos que configuran el concepto de derivada.

Tarea

Enunciado

Descripcion de aspectos asociados a
la resolucién

Esboza la grafica de una funcion f que
satisface las siguientes condiciones:
a) f es continua en su dominio
b) f(2) =0.
o f@=f(s)=0
d) fim fx) =—4
) Jim_flx) = —=
fyf(x) <0cuandos=<x <8
g) f'{(x) = 0cuando x < 5
h) f(x) <0cuando3 <x <8
i) f(x) >0 cuando x < 3

D

Modo de representacién: analitico—
grafico

Elementos matematicos: Interpretacion
analitica de la derivada y sus
implicaciones sobre la gréafica de la
funcién (existencia de valores extremos,
puntos de inflexion). Signo de la primera
derivada y su relacion con respecto

a los intervalos de monotonia de la
funcién. Signo de la segunda derivada y
su relacién con respecto a los intervalos
de convexidad de la funcion.

12 3456 7 89 1011121314151617 X

-~ \-mm.{zmm\l%

Dada la gréfica de la funcion ff, formada
por las ramas de parabolas

a) Obtener los valores de f (3), f (7),
f010), £ (14) y F (15). Explicando como los
obtienes.

b) Realiza un esbozo de la grafica de f .
Explica como los has obtenido.

Modo de representacién: grafico—
analitico—grafico

Elementos matematicos: Interpretacion
geométrica y analitica de la derivada
(existencia de valores extremos, puntos
de inflexion, discontinuidades y picos).
Intervalos de monotonia y convexidad
de la funcioén y su relacion con el signo
de la primera derivada o segunda
derivada segun sea el caso. El operador
derivada (si f es una parabola entonces
f es una recta).

La Figura muestra la grafica de la derivada
de f, esboza las posibles graficas de f.

Modo de representacion: grafico—=
analitico—grafico

Elementos matematicos: Interpretacion
geométrica (existencia de valores
extremos, puntos de inflexion,
discontinuidades y picos). Intervalos

de monotonia de la primera derivada y
su relacion con el signo de la segunda
derivada (intervalos de convexidad de la
funcion). Intervalos de cambio de signo
de la primera derivada y su relacién con
respecto a la monotonia de funcion.

resolucion
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Para discretizar los protocolos de resolucion y obtener un vector asociado a
cada uno de ellos, definimos 27 variables (ver Tabla 2) que son el resultado de la
descomposicion de: los elementos matematicos en ambos modos de representacion
(analitico/gréfico), la utilizacion de relaciones l6gicas y de otros estudios previos
(TRIGUEROS & ESCANDON, 2008; FUENTEALBA ET AL., 2017).

Elemento

. Variable a observar
matematico

V.. Usa correctamente el significado geométrico de la
1. Derivada en derivada en x=a

un punto f(a) V,. Usa correctamente el significado analitico de la
derivada en x=a

V,. Usa correctamente el significado de funcion derivada
V,. Usa correctamente el significado del operador
derivada

2. Funcion
derivada f‘(x)

V.. Usa correctamente el significado de maximo local
geométricamente

V. Usa correctamente el significado de maximo local
3. Valor extremo | analiticamente

de f V.. Usa correctamente el significado de minimo local
geométricamente

V,. Usa correctamente el significado de minimo local
analiticamente

V,. Usa correctamente el significado de punto de inflexion
4. Punto de geométricamente

inflexion de f V,,- Usa correctamente el significado de punto de inflexion
analiticamente

V,,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre:
el signo positivo de f‘ en un intervalo /'y el crecimiento
5. Relacién de estricto de fen dicho intervalo

equivalencia V,,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre:
l6gica entre el el crecimiento estricto de fen un intervalo /'y el signo
signo de f‘en positivo de f‘ en dicho intervalo

unintervalo /'y, |V.,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre:
la monotonia el signo negativo f* en un intervalo y el decrecimiento
de fen dicho estricto de fen dicho intervalo

intervalo V.,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre:

el decrecimiento estricto de fen un intervalo /y el signo
negativo de f‘ en dicho intervalo

V... Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el
signo positivo de f* “ en un intervalo /'y la convexidad de f
6. Relacién de en dicho intervalo

equivalencia V.. Usa correctamente la relacion de implicacion entre: la
I6gica entre el convexidad de fen un intervalo /y el signo positivo de f* "
signo de f” en en dicho intervalo

un intervalo / V,,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el
y, la curvatura signo negativo de f‘ ‘ en un intervalo /'y la concavidad de f
de fen dicho en dicho intervalo

intervalo V., Usa correctamente la relacion de implicacion entre: la

concavidad de fen un intervalo /'y el signo negativo de f**
en dicho intervalo

V,,- Usa correctamente las derivadas laterales
V,,- Usa correctamente el significado de los puntos
conflictivos (cUspides y angulosos)

7. Puntos de no
derivabilidad de f
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V,,. Usa correctamente la relacion directa: si f es derivable
8. Continuidad y | en x=a, entonces fes continua en x=a

derivabilidad de f | V,,. Usa correctamente la relacion contrarreciproca: si fno
es continua en x=a, entonces fno es derivable en x=a

V,.. Es capaz de dividir correctamente una grafica en
distintos intervalos determinados por los elementos
gréficos proporcionados (monotonia y curvatura).

V,,. Es capaz de definir correctamente distintos intervalos
del dominio de la funcion determinados por la informacion
analitica proporcionada (signo y ceros).

V.. Es capaz de graficar correctamente una funcion a
partir del conocimiento de sus propiedades graficas.

V,.. Es capaz de graficar correctamente una funcion a
partir del conocimiento de sus propiedades analiticas.
V... Es capaz para establecer correctamente relaciones
entre la primera y segunda derivada

Otras variables
generales
observables

Tabla 2. Variables utilizadas para discretizar los protocolos de resolucion de cada uno de los
cuestionarios

El proposito del establecimiento de estas variables fue realizar un analisis de
conglomerados que nos permitira identificar y caracterizar preliminarmente los
subniveles de desarrollo del esquema de derivada (subgrupos entregados por el
analisis de conglomerados). Sin embargo, para cuantificar la presencia o ausencia
de cada una de las variables, en los protocolos de resolucion de los estudiantes, era
necesario utilizar una escala de medida para asignar una puntuacién a cada una de
ellas. Para el caso especifico de este estudio utilizaremos una escala de tipo binaria
1 0 0 (1: se observa la variable; 0: no se observa la variable). A partir de estas dos
herramientas (variables y escala) obtuvimos para cada uno de los cuestionarios un
vector del tipo (¥4, V5,15, ..., V55 ) , en donde cada variable tiene un valor de 0 o 1.

41 ANALISIS Y RESULTADOS

Para el analisis de conglomerados utilizamos el software Infostat version
2016. Por otra parte, dadas las caracteristicas del estudio seleccionamos como
distancia la euclidea al cuadrado (por tratarse de variables binarias) y como método
de agrupamiento el de encadenamiento completo (vecino mas lejano). Ademas,
considerando los elementos aportados por la Teoria APOE indicamos que el nUmero
inicial de conglomerados es 3 (3 conglomerados iniciales correspondientes a los
niveles de desarrollo del esquema Intra-Inter-Trans). A partir de estas consideraciones
obtuvimos el dendograma que se muestra en la Figura 1.

El andlisis e interpretacién del dendograma nos permite indicar que la primera
linea vertical de la derecha determina los tres grupos correspondiente a los niveles
de desarrollo del esquema de derivada Inter-Intra-Trans vy, la segunda linea vertical
correspondiente a la mitad de la distancia total (criterio comunmente utilizado) nos
indica las subdivisidbn de cada nivel en dos subniveles de desarrollo, que para cada

uno de los casos hemos denominado Ay B.
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Figura 1. Dendograma obtenido del analisis de conglomerados con encadenamiento completo
y distancia euclidea al cuadrado.

El agrupamiento de los estudiantes en los distintos niveles y subniveles (Ay B)

se muestra en la Tabla 3.

INTRA INTER TRANS
E4, E6, E7, E9,
T
. E5, E8, E21, E24, »B20,B22, | 45 E14, E15,
Estudiantes E23, E25, E26,
E33, E36 E17. E18, E28,
E27,E32,E34, | o9 30, E31
E35, E37, E38, » B30,
E39, E40
Total 6 21 13
SUBNIVELES A B | A B A B
E6, E9,
E1, | E1,
Eé’1§7’ E16, | E2.
Do | El9, | EB,
E8, | pog, | E20, | E12, 1 pig pyg
Estudiantes E5,E21, E33 | E24, | Eo2 | E14, , E15,
E32, E29, E31
E36 E25. | E17,
E35,
soo | E27, | Et8,
o | Ess, | E28
E37. | E30
E39
Total 3 3 9 12 9 4

Tabla 3. Distribucién de los estudiantes segun los niveles y subniveles entregados por el

andlisis de conglomerados.

Posteriormente, a partir la asignacién de estudiantes a los distintos subniveles

de desarrollo determinados por el andlisis de conglomerados, observamos cada uno
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de los subgrupos generados con el objetivo de caracterizarlos en términos de la
presencia y/o ausencia de las variables observadas.

Con relacién a los subniveles de desarrollo Intra, se observa que en ambos
subniveles no existe comprensién del significado de derivada en un punto. Ademas,
los estudiantes asignados a estos subniveles, no ven a la derivada como una funcion
0 como un operador lineal. Es importante destacar que estos estudiantes no hacen
uso de derivadas laterales o puntos conflictivos y no establecen relaciones entre la
primera y segunda derivadas. Sin embargo, son capaces de determinar intervalos a
partir de la informacion analitica o grafica, aunque no grafican correctamente.

Por otra parte, en subnivel Intra A, a diferencia de lo que ocurre con el subnivel
Intra B, se establecen relaciones directas entre el signo de f'y la monotonia de f. Los
estudiantes no son capaces de establecer relaciones entre continuidad y derivabilidad,
las cuales si las realizan los estudiantes asignados al subnivel Intra B.

Los estudiantes asignados a los subniveles Inter utilizan el significado geométrico
de la derivada (pendiente de la recta tangente), pero no el analitico. Ademas, utilizan
correctamente el significado de los valores extremos y puntos de inflexion en ambos
modos de representacion. Asimismo, al igual que los estudiantes de los subniveles
Intra, no logran establecer relaciones entre la primera y segunda derivadas. Sin
embargo, ellos utilizan las derivadas laterales y son capaces de establecer intervalos
para graficar a partir de informacion entregada, aunque grafican con poca precision.

En cuanto, a las diferencias entre los dos subniveles Inter, podemos indicar que
los estudiantes de nivel Inter B no consideran a la derivada como funcién ni como
operador, en contraste con los estudiantes del subnivel Inter A que si la consideran
como funcion. Ademas, los estudiantes del subnivel Intra A tienen dificultades en
establecer larelacion directa entre el crecimiento de la funcion y el signo de la derivada.
En tanto, los estudiantes del subnivel Inter B, tienen dificultades para establecer la
relacion directa entre la curvatura de la funcion y el signo de la segunda derivada.

Finalmente, en relacion con los subniveles de desarrollo Trans podemos indicar
que el subnivel Trans A observamos las 27 variables. Sin embargo, en los protocolos
de resoluciéon de los estudiantes, asignados al subnivel Trans B, se observan
dificultades para establecer relaciones entre la primera y segunda derivadas, del
mismo modo, no observamos la utilizacion del significado geométrico del punto de
inflexion y tampoco el establecimiento de relaciones entre la curvatura de la funcion
y el signo de la segunda derivada.

51 CONCLUSIONES

Los resultados de este trabajo nos han permitido identificar dos subniveles
asociados a cada nivel de desarrollo de esquema de derivada, lo cual, es coincidente
con los resultados obtenidos por Sanchez-Matamoros et al. (2006) para los niveles
de desarrollo Intra e Inter. Sin embargo, el tratamiento estadistico de los datos nos
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ha mostrado la existencia, hasta ahora, de dos subniveles asociados al nivel de
desarrollo Trans. Cada par de subniveles (Intra- Inter-Trans) tiene asociadas algunas
caracteristicas comunes y otras, que los diferencian. Dichas divergencias se acenttan
en los niveles de desarrollo mas bajos (Intra, Inter) y son menos notorias, en el nivel
de desarrollo Trans. Esta primera caracterizacion confirma algunas conclusiones
de otros estudios previos (SANCHEZ-MATAMOROS ET AL., 2006; BAKER ET AL.,
2000) en cuanto al papel fundamental que juegan los modos de representacion, los
extremos y puntos de inflexion, asi como también, las relaciones I6gicas que pueden
establecerse entre elementos matematicos. Estos ultimos son los que determinan
los niveles y subniveles de desarrollo del esquema. Finalmente, esperamos que al
aumentar la muestra podamos encontrar otros subniveles que nos permitan refinar
esta caracterizacion preliminar.
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RESUMO: Nos Ultimos anos, inumeros
pesquisadores tém se dedicado ao
desenvolvimento de estratégias para o

tratamento de problemas que apresentam
incertezas no modelo matematico, no vetor
de varidveis e/ou no vetor de parémetros.
A presente contribuicdo tem por objetivo o
desenvolvimento de uma estratégia para o
tratamento de incertezas no vetor de variaveis
de busca em problemas de otimizagdo. A
metodologia proposta consiste na associagao do
algoritmo de Evolugéo Diferencial (ferramenta
para a otimizacdo) com a técnica denominada
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Confiabilidade
(ferramenta para o tratamento de incertezas).

de Analise de Inversa
Os resultados obtidos com a aplicagdo em
funcbes matematicas demonstram que a
metodologia proposta configura-se como uma
alternativa interessante em relacdo as técnicas
tradicionais que sdo empregadas para essa
finalidade. Todavia, cabe ressaltar que, devido
a natureza do algoritmo de otimizagao utilizado,
o numero de avaliagbes da fungcé@o objetivo é
bastante superior ao utilizado por estratégias
classicas.

PALAVRAS-CHAVE: Otimizacdo Baseada em
Confiabilidade, Evolugéo Diferencial, Anélise de
Confiabilidade Inversa, Funcdes Matematicas.

ABSTRACT: In the last vyears,
researchers have been dedicating their efforts

various

on the development of new strategies to deal
with problems that present uncertainty in the
mathematical model, in the vector of variables,
and/orinthe vector of parameters. In this context,
the present contribution aims at developing a
strategy for the treatment of uncertainties in the
vector of variables associated with optimization
The  proposed
associates the Differential Evolution algorithm (a

problems. methodology
tool for optimization) and the Inverse Reliability
Analysis approach (a tool for the treatment
of uncertainties). The results obtained using
mathematical functions demonstrate that the
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proposed methodology is an interesting alternative strategy as compared with traditional
techniques. However, due to the nature of the optimization algorithm used, the number
of objective function evaluations is greater than the one required by classic strategies.
KEYWORDS: Reliability-Based Optimization, Differential Evolution, Inverse Reliability
Analysis, Mathematical Functions.

11 INTRODUCAO

Tradicionalmente, durante o processo de otimizagao considera-se que o valor da
funcéo objetivo ndo é influenciado por incertezas presentes, seja na modelagem do
problema de interesse, no vetor de variaveis de busca e/ou no vetor de parametros,
caracterizando a otimizacdo deterministica ou nominal (DEB et al., 2009). Todavia,
na pratica, a implementacdo do resultado oriundo da otimizagdo deterministica pode
ser sensivel a pequenas perturbacdes, o que pode implicar em desvios significativos
no valor da funcdo objetivo obtida, comprometendo o desempenho do sistema. Um
exemplo pratico dessa influéncia pode ser observado na manufatura de componentes
de maquinas. Neste caso, apesar da precisdo associada a este procedimento, 0s
erros de producao sao inerentes ao préprio processo, e estes podem influenciar o
desempenho do projeto como um todo.

Para a avaliagdo da influéncia de incertezas durante o processo de otimizacéo,
dois tipos de abordagens tém sido empregados, a saber, a otimizacéo robusta e a
otimizacéo baseada em confiabilidade. Na otimizacédo robusta objetiva-se determinar
uma solucao que seja pouco sensivel a pequenas perturbagcdes do vetor de variaveis
de busca a partir da geracao de amostras na vizinhanca da mesma (TAGUCHI, 1984).
Ja a otimizacédo baseada em confiabilidade consiste na obtencdo de uma solugao
que, sob determinadas condi¢des (avaliagdo do coeficiente de confiabilidade), néo
viole uma ou mais restricbes probabilisticas (CARTER, 1997). Embora estas duas
abordagens tenham a mesma finalidade, isto é, quantificar incertezas, séo estratégias
conceitualmente distintas (LOBATO et al., 2017). Por outro lado, ambas possuem
uma mesma desvantagem, a saber, requerem um numero maior de avaliacbes da
funcéo objetivo em relacdo ao necessario na solu¢ao deterministica. Assim, obter uma
solugéo considerando incertezas implica em realizar um numero maior de avaliacbes
da funcéo objetivo (LOBATO et al., 2017).

Diante do que foi apresentado acima, esta contribuicdo tem por objetivo propor
uma metodologia para a solugao de problemas de otimiza¢ao considerando incertezas
no vetor de variaveis de busca. A metodologia proposta consiste na associacdo do
algoritmo de Evolucao Diferencial (ED) (STORN e PRICE, 1997) com a técnica
denominada como Analise de Confiabilidade Inversa (IRA - Inverse Reliability Analysis)
(DU, 2005).

Neste contexto, este trabalho esta estruturado como segue. A secéo 2 apresenta
aspectos relacionados com a otimizacdo baseada em confiabilidade. J& nas secbes
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3 e 4 séo apresentados, brevemente, os conceitos do algoritmo ED e a descricéo da
metodologia para a insercéo de confiabilidade, respectivamente. Os resultados obtidos
com a aplicacdo da metodologia proposta em fun¢gdes matematicas sao apresentados
na secéo 5. Finalmente, as conclusdes sao mostradas na ultima secéo deste trabalho.

21 OTIMIZACAO BASEADA EM CONFIABILIDADE

Como observado na Figura 1, a solucdo de um problema de otimizacéo
deterministico € obtida pela ativacdo de uma ou mais restricdes (equacao de estado
limite). Neste caso, qualquer perturbagéo no vetor solugéo (x, e x,) pode resultar em
uma solucéao inviavel e com uma distribuicdo de probabilidade em torno da solucéo
otima.

X2L
Regido Viavel

Figura 1 — Conceito de otimizacdo baseada em confiabilidade.

Conforme destacado por Deb et al. (2009), obter uma solugcéo confiavel, isto é,
associada a uma dada probabilidade, implica na penalizacéo da solu¢ao deterministica.
Neste caso, observa-se que uma solucao confiavel devera apresentar um valor pior
em termos da fung¢ao objetivo do que aquele considerando na solu¢ao deterministica.
Conceitualmente, este problema pode ser definido da seguinte forma (LOBATO et al.,
2017): a partir de uma dada medida de confiabilidade R, objetiva-se encontrar uma
solucéo viavel que garanta que a probabilidade de encontrar uma solucéo inviavel seja
dada por 1-R. Matematicamente, este problema pode ser formulado como:

min f(x,,X,) (1)
P(G/(Xyx,)<0)= R, j=1...n, B
xi<x, <x)t i=1..,n, x,., k=1...,n, (3)

em que fe G, representam a fungao objetivo e as restricdes, respectivamente,
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X, € o vetor de variaveis de busca (valores deterministicos associados aos limites
superiores x,/ e inferiores x,/), X, € o vetor de variaveis aleatérias, n, € o numero de
restricoes probabilisticas, n, € o nimero de variaveis de busca, n. &€ o numero de
variaveis aleatorias e R, € a confiabilidade desejada. P € a probabilidade de G, ser
menor ou igual a zero (Gj=0 indica falha).

A probabilidade de falha pode ser definida por uma funcéo de distribuicdo
cumulativa, isto é:

P(G)(x,,%,)<0)= [... [ fi(x,)ax, 4)

Gjiﬂ'

em que f, & uma fungéo de densidade de probabilidade conjunta.

A integral dada pela Equacéo 4 deve ser avaliada ao longo do espaco de busca
definido pelas restricbes de desigualdade para determinar a probabilidade de falha
P. A avaliacdo analitica (ou numérica) desta integral € uma tarefa complexa devido
ao dominio considerado. Para superar esta dificuldade, o problema original, definido
em termos das variaveis aleatorias x , pode ser reescrito em termos de um novo
conjunto de variaveis aleatérias u usando a transformacdo de Rosenblatt (1952).
Nesta abordagem, considerando o novo espago de busca em termos do vetor u, o
ponto mais provavel para a falha é encontrado localizando a distancia minima entre
a origem e a equacéao de estado limite, que é definida em termos do coeficiente de
confiabilidade B. Assim, a restricdo probabilistica pode ser expressa através de uma
transformacao inversa, dada pela Equacgéao 5.

P(G, (X, X,,X,) < 0) = (/3) (5)

em que ® é a fungao de distribuicdo normal padrdo. Esta transformacao é utilizada
para medir a confiabilidade associada e evitar a avaliacdo analitica ou numérica da
integral apresentada na Equacéo 4.

Dentre as técnicas empregadas para a avaliacdo das restricdes probabilisticas
(Equacéao 5) pode-se citar os tradicionais métodos de Monte Carlo, o FORM (First-
Order Reliability Method) e o SORM (Second-Order Reliability Method). O Método
de Monte Carlo, também conhecido como simulacéo estocastica, pode ser definido
como uma abordagem empregada para representar a solugdo de um problema a
partir da caracterizagao de uma populacao hipotética, gerada a partir de observagdes
considerando algum tipo de distribuicdo de probabilidade (GENTLE, 2002). O método
FORM consiste de uma aproximacéo analitica (linear) para a restricao de desigualdade
na qual o indice de confiabilidade € interpretado como a distancia minima entre a origem
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e a equacéo de estado limite normal padronizada em termos da variavel u (HASOFER e
LIND, 1974; SHINOZUKA, 1983). Ja o método SORM foi proposto como uma tentativa
de melhorar a precisdo do FORM. O SORM consiste de uma aproximacgao quadratica
para a equacao de estado limite no espaco u (FIESSLER et al., 1979). Para essa
finalidade, o resultado obtido com o FORM é atualizado considerando informacdes
oriundas do célculo da matriz de derivadas segundas (matriz Hessiana).

Diferentemente das estratégias apresentadas, a proxima secédo trata da
metodologia empregada para o tratamento de incertezas. Esta se fundamenta na
formulagéo e resolugcdo de um problema inverso.

2.1 Analise de Confiabilidade Inversa

Para a avaliacdo do vetor de restricbes probabilisticas (Equagcdo 5) sera
considerada a técnica proposta por Du (2005) e denominada como IRA. Esta
abordagem consiste na formulagéo e resolugdo de um problema inverso para a anélise
de confiabilidade, isto €, a partir da definicao da confiabilidade R ou do coeficiente de
confiabilidade 3, obtém-se o ponto mais provavel para a falha. De posse deste ponto,
a restricao probabilistica pode ser avaliada e o efeito pratico da presenca de incertezas
pode ser contabilizado.

Para aplicar esta abordagem, o vetor de variaveis aleatérias x € reescrito em
termos do vetor u, conforme a justificativa apresentada anteriormente. Em linhas
gerais, 0 procedimento para a determinacdo do ponto mais provavel de falha u é
descrito como segue (DU, 2005):

+ Passo 1: Inicialmente, define-se os parametros de entrada do IRA, isto €,
uma estimativa inicial para o vetor u (t°=0 foi o valor considerado neste tra-
balho), o valor do indice de confiabilidade 3 desejado e o tipo de distribuicéo
considerado para cada uma das variaveis (ou parametros) que apresentam
incerteza;

« Passo 2: Avalia-se, em cada iteragdo, o gradiente das restricbes para a
atualizacao do parametro a*, conforme a seguinte relagao:

‘_ VG, (u")
" T vew ©

Passo 3: Atualiza-se o vetor u conforme a relacado u*'=-f ak, bem como o
contador para o numero de iteragdes k=k+1;

+ Passo 4: Repete-se este procedimento (Passos 2 e 3) até que um determi-
nado critério de parada seja satisfeito. Neste caso, definiu-se como critério
de parada a norma Euclidiana em relagéo ao vetor u calculada em duas
iteracdes consecutivas ser menor do que 10°.

Como pode ser observado neste procedimento, faz-se necesséria a definicéo
do valor do indice de confiabilidade B desejado, o que caracteriza o problema inverso

diferentemente dos métodos FORM e SORM, onde este indice é um parametro de
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saida destes algoritmos.

31 ALGORITMO DE EVOLUCAO DIFERENCIAL

Para resolver o problema de otimizacdo formulado anteriormente, sera
considerado o algoritmo ED (STORN e PRICE, 1997). Esta abordagem heuristica
consiste da geracado de uma populacao de candidatos para a resolugao de problemas
de otimizac&o, em que sdo empregadas operacdoes vetoriais para essa finalidade. Em
linhas gerais, a partir da geracdo de uma populagcdo com NP candidatos, seleciona-se
dois destes (candidatos distintos) para a realizagcdo de uma subtracdo vetorial. Esta
subtracédo & ponderada por uma constante F (denominada de taxa de perturbacéo).
A esta operacao é adicionada a um outro individuo (distinto dos outros dois) de modo
que este seja perturbado. O individuo gerado via este procedimento é avaliado de
acordo com a funcao objetivo considerada, sendo que este pode ou ndo substituir um
individuo da populacéo corrente. Para essa finalidade, a partir da comparacao de uma
probabilidade de cruzamento CR definida pelo usuario, com um numero aleatoério entre
0 e 1, avalia-se se este novo candidato podera substituir ou ndo um outro na geragéo
corrente. Este teste tem por objetivo permitir que um individuo que nao tenha um bom
valor em termos da fun¢ao objetivo, sobreviva, pelo menos para a préxima geracao, de
modo a promover a diversidade da populacao. O procedimento apresentado € repetido
até que uma nova populacéo seja gerada e até o numero maximo de geracdes ser
alcancado (critério de parada default do algoritmo de ED).

Storn e Price (1997) propuseram inicializar o algoritmo de ED considerando NP
como sendo um valor entre 5 e 10 vezes a dimensao do problema em analise, F
definido no intervalo 0,4 e 1, sendo 0,5 uma boa estimativa para esse parametro.
Esses autores também recomendam uma probabilidade de cruzamento da ordem
de 0,8. Ja a geracédo de candidatos em potencial pode ser realizada considerando
diferentes esquemas de mutacéo, dentre os quais pode-se citar os seguintes (STORN
e PRICE, 1997).

rand/1— x=x, +F(x, - x, ) (7)
randf2—>X=X,,‘+F(Xa2 _Xo'a +Xﬂ4 _Xﬁ’s) (8)
©)

best/1—> x=x,,, + F( X, —Xus)

best/2 - x=x

vest + F( X, — X, +X, - xas)

rand/best/2 — x = x, + F(xmr—x,‘)+ F(xr1 - X, +X, —Xrﬂ) (11)

emquex_,, X , X X, € X, sdo individuos aleatoriamente escolhidos na populagao

ail’ a3’

corrente e x,__, € a melhor solugdo encontrada na geragéo corrente.
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4| METODOLOGIA

A metodologia proposta neste trabalho e denominada como ED+IRA é baseada
em um processo de iteracdo de lago duplo. No lago externo, o algoritmo de ED é
aplicado para determinar o valor das variaveis de busca que nao apresentam qualquer
tipo de incerteza a elas associada. No laco interno, o procedimento IRA é executado
para encontrar o vetor u para cada uma das variaveis que apresentam incerteza, de
modo que todos os candidatos gerados pelo algoritmo de ED possam ser avaliados de
acordo com a funcéo objetivo e as restricbes (deterministicas e probabilisticas).

Em linhas gerais, o procedimento adotado neste trabalho pode ser resumido
como segue: i) Definir os parametros de entrada, ou seja, a funcéo objetivo, restricoes,
nuamero de variaveis de busca (variaveis deterministicas no algoritmo de ED), indice de
confiabilidade, tipo de distribuicdo e os parametros do algoritmo de ED - tamanho da
populacéo, numero de geragdes, taxa de perturbacao, probabilidade de cruzamento e
a estratégia para a geragao de candidatos; il) Lago externo: a populagéo de candidatos
€ gerada usando o algoritmo de ED onde apenas o vetor de variaveis deterministicas
x, & gerado; iii) Lago interno: para cada candidato gerado pelo algoritmo de ED, o
IRA é aplicado para determinar o valor de cada restricao de desigualdade através
do calculo do vetor de variaveis aleatdrias u e, consequentemente, x; iv) Atualizar
os valores de x, e x,para avaliar a fungao objetivo e as restricoes, o que é realizado
utilizando o Método da Funcéao Penalidade; v) Repetir o processo iterativo até que a
convergéncia seja alcancada.

51 RESULTADOS E DISCUSSAO

Na presente secdo, a metodologia proposta sera empregada para a resolugcao
de trés estudos de caso. Para essa finalidade foram considerados os seguintes
parametros:

« Algoritmo de ED: 10 individuos, 100 geracdes, taxa de perturbacéo e proba-
bilidade de cruzamento iguais a 0,8, estratégia DE/rand/1/bin para a gera-
cao de candidatos potenciais (STORN e PRICE, 1997) e nUmero maximo de
geracgdes como critério de parada;

+ Considera-se u=0 na primeira iteracao do IRA;
+ Norma Euclidiana menor que 10° como critério de parada do IRA;
« As derivadas de G/. foram obtidas analiticamente;

+ Todos os estudos de caso foram executados 10 vezes considerando dife-
rentes sementes para a inicializagcdo do gerador de numeros aleatérios no
algoritmo de ED, de modo que sejam apresentados os valores médios, bem
com os desvios padrao associados.
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5.1 Estado Limite Nao-Linear

O primeiro estudo de caso foi proposto e resolvido por Aoues e Chateauneuf
(2009) e consiste da otimizacao da seguinte funcao matematica:

"lln X§1 +X¢212 (12)
P(x,X..X,,—In(x,)<0)>R (13)
0<x,<15, i=12 (14)

Este problema contém duas variaveis de busca (x, e x,) e duas variaveis
aleatérias (x, e x,), que sdo normalmente distribuidas com médias iguais a 5 e 3,
respectivamente. Os coeficientes de variagao sdo iguais a 0,3 para ambas as variaveis.
A confiabilidade R é igual a 98,9830% (B=2,32).

Aoues e Chateauneuf (2009) analisaram este problema considerando o par
(x,:x,)=(12;12) como estimativa inicial e as seguintes abordagens: Reliability Index
Approach (RIA) (=63,88 e 466 avaliacbes da funcao objetivo), Performance Measure
Approach (PMA) (=63,88 e 220 avalia¢cdes da funcdo objetivo), Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) (=63,88 e 211 avaliacbes da funcao objetivo), Single Loop Approach (SLA)
(=63,88 e 42 avaliagdes da funcao objetivo), Sequential Optimization and Reliability
Assessment (SORA) (=63,88 e 200 avaliagcbes da funcao objetivo), e Sequential
Approximate Programming (SAP) (=63,88 e 48 avaliagdes da funcéo objetivo).

Na Tabela 1 s&o apresentados os resultados obtidos pela metodologia agora
proposta considerando diferentes valores para o coeficiente de confiabilidade 3.

R % (B) f(Equagéo 12) X, X, n,\"
97,7250 (2) | 36,6543"/1,1x10%®@ | 4,28111/4,5x104? | 4,28091/1,23x10*? | 12116
98,9830 (2,32) 63,0955/1,2x10* 5,6206/3,4x10* 5,6128/2,6x10* 12198
99,3791 (2,5) 92,8246/1,2x10* 6,8105/2,6x10* 6,8147/2,7x10* 12202
99,5339 (2,6) 119,4582/1,9x10* 7,7284/1,8x10* 7,7284/1,7x10* 12202
99,6534 (2,7) 159,5449/1,9x10* 8,9330/2,6x10* 8,9300/2,2x10* 12314
99,7445 (2,8) | 224,0137/2,2x10* 10,5810/1,5x10* 10,5805/2,2x10* 12248
99,8135 (2,9) 337,7114/2,3x10* 12,9901/1,5x10* 12,9987/1,1x10* 12770

Tabela 1: Resultados obtidos considerando a metodologia proposta e diferentes indices de
confiabilidade para o para o problema do Estado Limite Nao-Linear.

(Média e @Desvio Padrao.

Na Tabela 1 observa-se que, para um indice de confiabilidade igual a 2,32,
o resultado obtido pelo ED+IRA & coerente com o obtido na literatura, com uma
pequena reducédo (aproximadamente 1,3%) em relagcdo ao valor da fungdo objetivo
dado por Aoues e Chateauneuf (2009). Além disso, também se observa que, todas as
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execucodes do algoritmo de ED convergiram para a mesma solucéo, visto o valor do
desvio padréo encontrado. Em relagdo ao numero de avaliagbes da fungéo objetivo
(n_,.), observa-se que a metodologia proposta requer mais avaliagdes. Isto se deve a
natureza do método de otimizagao considerado, o qual trabalha com uma populacéo de
candidatos, implicando em um maior n__ do que requerido pelos métodos (classicos)
considerados por Aoues e Chateauneuf (2009). Finalmente, como esperado, o aumento
no valor do parametro 3 faz com que o valor da fungéo objetivo seja deteriorado, isto €,
guanto maior a confiabilidade, pior sera o valor da fungao objetivo. Do ponto de vista
matematico isto implica no aumento da distancia entre a solucéo obtida e a respectiva
restricdo de desigualdade.

5.2 Estado Limite Altamente Nao-Linear

Este problemaconsiste em umapequenamodificagcao narestricdo de desigualdade
considerada no estudo de caso anterior. Matematicamente, este problema consiste da
otimizagé@o da seguinte fungcédo matematica (AOUES e CHATEAUNEUF, 2009):

min X3, + X5, (15)

Xa

P(0,2x,,%,,X, — X.,<0) > R (16)

0<x, <15, i=12 (7

O ndmero de variaveis de busca, de variaveis aleatorias (x, e x,), do tipo de
distribuicéo (normal), bem como os valores das médias, dos coeficientes de variacéo e
do indice de confiabilidade sdo os mesmos apresentados para o estudo de caso anterior.
Aoues e Chateauneuf (2009) também empregaram as mesmas técnicas descritas
para resolver este estudo de caso. Para essa finalidade, estes autores consideraram
0 par (x,;x,)=(12;12) como estimativa inicial e as seguintes abordagens: Reliability
Index Approach (RIA) (ndo convergiu), Performance Measure Approach (PMA) (f=3,67
e 210 avaliagdes da funcdo objetivo), Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (ndo convergiu),
Single Loop Approach (SLA) (=3,67 e 60 avalia¢des da funcao objetivo), Sequential
Optimization and Reliability Assessment (SORA) (/=3,67 e 136 avaliacbes da fungao
objetivo), e Sequential Approximate Programming (SAP) (ndo convergiu).

Na Tabela 2 sdo apresentados os resultados obtidos pela metodologia agora
proposta considerando diferentes valores para o coeficiente de confiabilidade .
Nesta tabela observa-se que a metodologia proposta foi capaz de encontrar um valor
menor para f em relagcdo as outras abordagens considerando 3 igual a 2,32 (uma
melhora de cerca de, aproximadamente, 0,45%). Além disso, em todas as execugdes
do algoritmo proposto, a metodologia sempre convergiu para a mesma solugao (visto
o valor do desvio padrao), diferentemente de algumas abordagens consideradas por
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Aoues e Chateauneuf (2009), que nao convergiram. Como observado, o0 aumento do
paréametro B implica na deterioragéo do valor da funcdo objetivo. Este resultado era
esperado, j& que uma solucao mais confiavel significa que a restricdo, em relacdo a
um determinado valor de 3, ndo corre o risco de ser violada. Finalmente, em termos do
parametro n_ _, observa-se que a metodologia proposta requer mais avaliagdes do que
aquelas reportadas por Aoues e Chateauneuf (2009) considerando métodos classicos

de solucéo.

R % (B) f (Equagéo 15) X, X, n,.\»

97,7250 (2) | 2,7869"/1,4x10*® | 1,1805(/2,4x10*® | 1,1804M/1,7x10*® | 13340
98,9830 (2,32) 3,6532/1,3%x10* 1,3512/4,7x10* 1,3518/2,3x10* 13052
99,3791 (2,5) | 4,4275/1,4x10* 1,4860/2,7x10 1,4897/1,3x10* | 11814
99,5339 (2,6) |5,0196/1,7x10* 1,5844/1,3x10 1,5840/2,8x10* | 11834
99,6534 (2,7) 5,7969/1,5x10* 1,7025/3,5x10* 1,7024/1,1x10* 11840
99,7445 (2,8) | 6,8634/1,4x10 1,8491/2,4x10* 1,8558/1,3x10* | 11564
99,8135 (2,9) 8,4207/1,3x10* 2,0726/1,3x10* 2,0310/1,4x10* 11732
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Tabela 2: Resultados obtidos considerando a metodologia proposta e diferentes indices de
confiabilidade para o para o problema do Estado Limite Altamente N&o-Linear.

(MMédia e ®Desvio Padrao.

5.3 Problema com Multiplas Restric6es

O ultimo exemplo consiste em um problema de otimizacdo com trés restricdes
probabilisticas. Matematicamente, este problema pode ser descrito como (AOUES e
CHATEAUNEUF, 2009):

min- Xy, +X,q
G, = P(x}x,/20-1<0)< R
G = P((x,1 +x,2—5)2/30+(x,,—x,2—12)2/120—1£O)£ R

G, EP(BO/(X?1+8Xr2+5)—1SOJS R

em que x,, e x,, representam as médias das variaveis x, e x,, respectivamente.
As variaveis apresentam coeficientes de variacéo iguais a 0,3 e distribuicdo normal.

Aoues e Chateauneuf (2009) resolveram este problema considerando diferentes
valores para B (2, 3 e 4) e condigao inicial dada por (x ,;x ,)=(5;5). Os autores obtiveram
0s seguintes resultados para B=2: Reliability Index Approach (RIA) (=6,1923 e 560
avaliagcOes da fungao objetivo), Performance Measure Approach (PMA) (=6,1923 e 612
avaliacOes da fungéo objetivo), Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (=6,1923 e 756 avaliacoes
da funcao objetivo), Single Loop Approach (SLA) (=6,1920 e 144 avaliagbes da funcéo
objetivo), Sequential Optimization and Reliability Assessment (SORA) (=6,1923 e
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348 avaliagbes da funcéo objetivo), e Sequential Approximate Programming (SAP)

(=6,1926 e 240 avaliagbes da funcao objetivo).

A Tabela 3 apresentada os resultados obtidos pela metodologia proposta

considerando diferentes valores para o coeficiente de confiabilidade (3.

R % (B) f(Equagéo 18) X, X, n, o
84,1344 (1) | 5,6737M/1,7x10°®@ | 3,1835(1/2,1x105@ | 2,4902(1/2,9x10° @ | 15234
93,3193 (1,5) 5,9308/1,2x10° 3,2347/1,1x10°® 2,6962/2,7x10° 15076
97,7250 (2) 6,1924/4,2x10® 3,2950/1,3%x10® 2,8972/2,7x10® 14564
99,3791 (2,5) 6,4576/2,2x10% 3,3634/2,6x10° 3,0942/1,3x10% 13987
99,8651 (3) 6,7257/2,1x10® 3,4391/4,7x10° 3,2866/1,4x10® 14949
99,9768 (3,5) 6,9962/3,3x10° 3,5213/5,1x10® 3,4750/4,1x10® 14454
99,9969 (4) 7,2683/1,8x10° 3,6090/3,2x10® 3,6594/6,1x10® 15034
99,9997 (4,5) 7,5418/1,2x10° 3,7018/4,3x10° 3,8399/3,2x10® 15374
99,9999 (5) 7,8162/2,4x10% 3,7991/2,1x10% 4,0171/2,3x10% 14348
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Tabela 3: Resultados obtidos considerando a metodologia proposta e diferentes indices de
confiabilidade para o problema com mudltiplas restricoes.

OMédia e @®Desvio Padrao.

Assim como nos estudos de caso anteriores, € possivel observar que ametodologia
proposta foi capaz de encontrar uma solugdo melhor (em termos de média e desvio
padréo) que as obtidas pelas outras abordagens considerando 3 igual a 2. Além disso,
o aumento do parametro 3 implica na deterioracao do valor da funcéo objetivo. Note
que o valor de n_ requerido pelo IRA+ED é maior do que o requerido considerando
os métodos classicos (AOUES e CHATEAUNEUF, 2009). E importante ressaltar que
os valores obtidos pela metodologia proposta sdo coerentes com os reportados por
Aoues e Chateauneuf (2009) para valores de (3 iguais a 3 e 4.

6 | CONCLUSOES

Este trabalho teve como objetivo a apresentacdo de uma estratégia para o
tratamento de problemas de otimizagdo que apresentam incerteza no vetor de
variaveis de busca. De forma geral, a metodologia proposta consiste da associacao
do algoritmo de ED com a técnica IRA. A partir dos resultados apresentados nas
Tabelas 1 a 3 € possivel concluir que a metodologia proposta foi capaz de encontrar
resultados que estdo em concordancia com aqueles obtidos considerando outras
estratégias. Em termos do numero de avaliagbes da fungcdo objetivo, observa-se
um aumento significativo no valor deste parametro quando comparado com outras
abordagens (classicas). Esse resultado era mesmo esperado devido a natureza da
técnica de otimizacao considerada; isto €, foi usada uma técnica heuristica baseada
em populacéo, levando naturalmente ao aumento do numero de avaliagbes da funcéo
objetivo.
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Cabe ressaltar que, para a aplicacdo da metodologia proposta, a mesma requer
como parametro de entrada o valor do indice de confiabilidade, diferentemente dos
métodos FORM e SORM, onde este indice é um parametro de saida nestes algoritmos.
Neste caso, como alternativa, pode-se formular um problema multi-objetivo em que o
objetivo adicional sera a maximizag¢ao do indice de confiabilidade. Assim, ao invés de
se definir esse parametro, o algoritmo multi-objetivo encontrara uma faixa de valores
para o mesmo de forma que, a partir de uma analise de pds-processamento, 0 usuario
podera escolher o melhor compromisso entre o valor da fungéo objetivo e o indice de
confiabilidade.
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CAPITULO 14
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RESUMO: Este trabalho apresenta um dos
conceitos elementares da analise intervalar e
da matematica fuzzy, objetivando-se mostrar
aplicacbes e
intervalares no contexto fuzzy. Neste sentido,

implicacbes das aritméticas
serd apresentado sequéncias intervalares,
propriedades, e
posteriormente, estendidas no contexto fuzzy.

convergéncia e suas
Além disso, sera exemplificado a influéncia das
aritméticas intervalares no principio de extensao
de Zadeh. Finalmente, serdao estudadas as
sequéncias de numeros fuzzy.

PALAVRAS-CHAVE:
Principio de Extensédo de Zadeh, Sequéncias

Aritmética Intervalar,
Fuzzy.

ABSTRACT: This paper presents one of the
elementary concepts of interval analysis and
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fuzzy mathematics, aiming to show applications
and implications of interval arithmetic in the
fuzzy context. In this way, we will present
interval sequences, convergence and their
properties, and later, extended in the fuzzy
context. In addition, the influence of interval
arithmetic on the Zadeh extension principle will
be exemplified. Finally, the sequences of fuzzy
numbers will be studied.

KEYWORDS: Arithmetic,
Extension Principle, Fuzzy Sequences.

Interval Zadeh'’s

11 INTRODUCAO

Aanalise intervalar e a teoria dos conjuntos
fuzzy sao disciplinas matematicas relativamente
novas, difundidas e criadas por R. E. Moore e
L. A. Zadeh, respectivamente. Moore com seu
livro em analise intervalar (MOORE, 1966)
em 1966 e Zadeh com seu original e influente
artigo sobre teoria de conjuntos fuzzy (ZADEH,
1965) em 1965, estes trabalhos, com o passar
do tempo, mostraram uma conexao entre
estas areas na matemética das incertezas.
R.E. Moore junto com seus colaboradores
aportaram ao desenvolvimento da analise
no contexto intervalar, comegcando com a
computacdo cientifica, equacgdes diferenciais,
andlise funcional, otimizacdo global e algebra

linear intervalar. Alguns destes resultados
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foram utilizados no desenvolvimento da teoria Fuzzy, como também, resultados do
contexto fuzzy foram utilizados no contexto intervalar. Isto pode ser evidenciado em
Interval and fuzzy analysis: A unified approach de W. A. Lodwick (LODWICK, 2007),
por outro lado a aritmética encontrada em Moore (MOORE, 1966) produz uma sobre-
estimacao nos calculos, ver (CHALCO-CANO, LODWICK BEDE e JENKINS, 2006),
fato que motivou 0 nosso interesse em estudar outra estrutura algébrica intervalar e
aplicar-a as sequencias intervalares e fuzzy.

2| ESPACO INTERVALAR

Esta secdo apresenta definicbes basicas da analise intervalar e algumas
propriedades destas, onde essas podem ser encontradas com maior detalhe em
(MOORE, 1966), (LODWICK, 2007) e (MAQUI-HUAMAM, 2014).

Definicao 2.1 (MAQUI-HUAMAM, 2014) Chama-se de subespaco intervalar
proprio real ao conjunto < ?(R) de modo que os elementos de [ sejam da forma
l[a.al={ze ;aszsa}. Em geral, diz que, 1" P(R") € 0 subespago intervalar proprio
n-dimensional, sendo este definido pelo produto cartesiano de n subespacgos
intervalares proprios reais, isto é, M os elementos deste conjunto sao denominados
de vetores intervalares n-dimensionﬁv:iss e serao denotados por uma n-upla intervalar do
tipo (X,X,,..,X ),onde X el,Vi=12,..,n.

Chama-se de Intervalo degenerado ao intervalo X = [a,a] € ] onde a=a2a.

Definicao 2.2 (LODWICK, 2007) Um intervalo A=[a,a], € o grafo de uma funcao

real 4'(A) | onde:

Al(2,)=a+2,(@-a); 4, €[0,]]
(1)

Estritamente falando, em (1) como os numeros 2 e a sé&o conhecidos, eles serdo
coeficientes, enquanto .J.“ esta variando entre 0 e 1. 4'(1) sera chamada de funcéo
restrigdo associada ao intervalo A. Para simplificar a notagéo escreveremos 4,4 ,A,....
para denotar aos parametros associados a cada intervalo. Assim a representacéo
paramétrica restrita de um intervalo A sera:

A=[a.a)={a(D)=a+A @-a)A, €0.1]}.

Todo elementoAde [ tem associado uma fungao restricdo. Sobre o espago [ séo
definidas algumas aritméticas que, pelo geral, séo utilizadas nos contextos intervalares
e fuzzy. Com uma estrutura métrica neste espaco, o conceito de convergéncia de
sequéncias intervalares sera analisado.
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2.1 Operacoes Aritméticas

Consideremos dois intervalos 4={a(A):A 0.1} e B={n(A,):A, (0.1}, , entdo:

Aw B =C
=[c.c]
={a(A)*b(A,): A, A, €0}
={cic=a(A)*b(A,), A A, €6}

onde ¢ =min{c}, c=max{c}.0cR

()

e *e{+,—,X%,+}.

Definicao 2.3 (Aritmética Intervalar Restrita— CIA) Dados 4:B€l e considerando
(2) esta aritmética fica determinada quando 5={0,1}-.

Definicao 2.4 (Aritmética Intervalar Standard — SAl) Dados 4B €1 e considerando
(2) esta aritmética fica determinada quando 9 ={0,1}-.

Definicao 2.5 (Aritmética Intervalar Restrita em Niveis Simples — SLCIA) Dados
A,Bel e considerando (2) esta aritmética fica determinada quando 4,=4, e s=[0.1..

Definicdo 2.6 Dados 4,B€l a métrica de Pompeiu-Hausdorff é definida por
H:IxI— R;, tal que:

H(A,B)=max{d (A,B).d(B,A)},

onde, 4, :IxI—=R{ dado por:

d(A,B)=supd, (a,B)

aed

é uma quase métrica, e d,:RxI— R} é dado por
d,(a,B)=inf d (a.b)
hek -

com d, distancia euclidiana.
Equivalente a esta métrica tem-se a métrica d, onde dados 4. Bel | d:IxI— R}
€ definida por:

d(A,B) = max| A(A) - B(A),
Ad0 1]
Onde A(A), B(A) sao as funcdes restricdo associadas a A e B, respectivamente,
ver (CHALCO-CANO, LODWICK E BEDE, 2014).
Definicao 2.7 (MAQUI-HUAMAM, 2014) Seja [ o espaco intervalar proprio.
Uma sequéncia em [ é uma aplicacdo ¢:[ — 1. Onde, ¢ é denotada por:
(A) (A)y ou (ALALA,.)

e 4, = @(n) é o n-ésimo termo da sequéncia @& =1(A4,.4,.4,....)-.
Definicao 2.8 (MAQUI-HUAMAM, 2014) Dada uma sequéncia de numeros
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intervalares (4,); 4, €I,Vn (ndo necessariamente monoétona), diz-que A, converge
para o numero intervalar A, e escreve-se A=1lim A , quando para cada € > 0 dado
arbitrariamente, for possivel obter um numero n, € tal que H (A , A) < €, sempre que
n>n.

Proposicao 2.1 (MAQUI-HUAMAM, 2014) A sequéncia de numeros intervalares
(A) ¢ convergente se, e somente se, (A ) é convergente nivel a nivel. Isto é, a
sequéncia (A) & convergente nivel a nivel se, e somente se A,(I ) é convergente
para cada A €[0.1].

3 | PRELIMINARES DA LOGICA E MATEMATICA FUZZY

A seguir, apresenta-se conceitos fundamentais, ver (BARROS e BASSANEZI,
2006), (CHALCO-CANO, LODWICK BEDE e JENKINS, 2006), para o desenvolvimento
de conceitos basicos sobre conjuntos fuzzy utilizando o conceito de a-nivel.

Definigao 3.1 (BARROS e BASSANEZI, 2006) Seja U um conjunto classico; um
subconjunto fuzzy F de U é caracterizado por uma fungéo

M-:U - [0,1}
pré-fixada, chamada funcéo de pertinéncia do subconjunto fuzzy F Assim, ao falar
sobre conjunto um fuzzy simplesmente sera mencionada a sua fung¢ao de pertinéncia

para referir-se ao conjunto.

3.1 Niveis de Conjunto Fuzzy

Definicao 3.2 (CHALCO-CANO, LODWICK BEDE e JENKINS, 2006) Seja
M: "~ [0,1] e a € [0,1]. Define-se o a-nivel de p como o conjunto:
[We={xe":p(x)=a},a>0
Além disso, o Suporte $[\mu]*0$ de um conjunto
fuzzy p é definido por:

supp(u) =’ ={x € ":p(x)>a}.
Defini¢do 3.3 (CHALCO-CANO, LODWICK BEDE e JENKINS, 2006) Dado um

conjunto fuzzy p em 0, diz-se que:
1. W é compacto, se [p]* é compacto para todo a € [0,1] ;

2. M é convexo, se [J]* é convexo para todo a € [0,1];
3. M énormal, se existe x € tal que p (x) = 1.

Denota-se por:

F(R) afamilia de conjuntos fuzzy compactos e normais.

F,(R) afamilia de conjuntos fuzzy compactos, convexos e normais, familia
gue normalmente € conhecida como familia de intervalos fuzzy e cujos ele-
mentos chamaremos de numeros fuzzy.
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3.2 Operacoes Algébricas sobre F (R")

Observe que, se H,i, €F(R") entdo as operacbes algébricas usuais entre
fungdes ndo séo adequadas sobre F(R"). Por exemplo, se somar i, e W, ponto a
ponto, poderia ocorrer que:

(44, + 44,)(x) = 4, (x) + 4, (x) £]0.1].

Visando superar essa situacao utiliza-se o chamado principio de extenséo de
Zadeh, como definido a seguir:

Definicao 3.4 (Principio de Extensdo de Zadeh)

Seja f: X1 x X2 5 Y uma funcéo, f pode ser estendida ao contexto

fuzzy por:

[F(X)XF(X,)— F(Y)

onde:

f sup - p(x)Ap(x,) se [T
’('(“Ul ’ﬂ:)(y) = { (x,x)ef ™ (y)
|l 0 se f_l(y} — ¢)

para cadayeY.

Mesmo que, o Principio de Extenséo estenda o conceito de uma funcéo aplicada
a um subconjunto classico de X, em geral, o célculo de f nao foi implementada de
modo pratico, exceto para fungdes muito simples.

Exemplo 3.1 Seja f: O — O definida por f(x)=ax+b com az0 pode-se obter

facilmente f:7(R)— F(R) definida por: f(u)(y)=u(i},VMGF(R)'
-b

Teorema 3.1 Sejam f: X, x X, - Y uma fungéo continua e u um subconjunto fuzzy
de X, x X,, entdo para todo a € [0,1] vale: [f(mF = f(n).

Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo principio
de extensdo, coincidem com as imagens dos a-niveis determinado pela fungéo
crisp. Contudo, obter f (u) utilizando a aritmética intervalar standard traz um sério
inconveniente, 0 que acontece nos processos de calculo com intervalos e é conhecido
como efeito de sobrestimagao.

Exemplo 3.2 Considere o numero triangular fuzzy u(1/2;1;3/2) onde:

(] = l+a 3—«a
Au - 2 b 2 -

Para obter py? - 2, utiliza-se a funcéo F: 000 definida por f (x) = X2 - 2x e a partir
dai obtém-se f (1) = p2 - 2u. Utilizando a SIA teremos que:
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Fop =| -1 2
lf(,u)l{ 4,4}

Agora, se fatorar a funcao a ser estendida; isto &, f (x) = x(x-2) se obtém a sua

extensdo: f (1) = p (U -2). Dessa forma, [?(u)]°:[—3 —l}. Todavia, se utilizar a SLCIA

4" 4
pode-se observar que mesmo fatorando a fungcéo a se estendida obtém-se 0 mesmo
resultado. Neste contexto, |?(ﬂ)|“{—l,—ﬂ independentemente se f (x) = x? - 2x ou f(x) =

X (x-2).

Proposicao 3,1 Sejam Ae B numeros fuzzy com a-niveis dados, respectivamente,
por [AF =[A,A] e [BT =[B,,B,]. Entdo, utilizando a SLCIA valem as seguintes
propriedades:

—

[AxB]" =[4]" £[B]";
2. [SA)" = 0[A]%;
3. [4 B]" =[4]" [B]"

. Fﬂ =[A]:
B'] [B]

0 é[B]°.

Considerando o exemplo anterior e aplicando a Teorema, tem que
L] = f([L]") & uma funcao intervalar, e assim, ela pode ser descrita por:

1+a 3-a] =[

VZeENE ({T ,Th) min{f;([ﬂ]a)},Amdgﬁ{,ﬁ(lﬁ]“ )}},

A0 1]

I+a

onde .n([,ul“)=[“7"+zl{1—a)] —2[T+A{1—a)].

Destas ultimas expressdes se considerar o nivel zero obtém-se:

3]

13 3
4

o ATr3N [ ., 03 ., 3]
vz )=ft[5 5']) =[}1;1y_]1]{/l —A—Z},E%{A -A _ZHJ =[—1,— .
Note que, isto é o esperado quando analisamos a imagem desta funcéo ponto a
ponto.

Uma outra aplicacéo imediata da SLCIA é a seguinte:

3.3 Sequéncias de Numeros Fuzzy

Nesta parte sera apresentada a sequéncia de numeros fuzzy e analisada a sua
convergéncia.
Definicdo 3.5 Uma sequéncia em F (R) €& simplesmente uma fungéo

A:N— F (R) denotada por:
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(An} (A.H)JIE ou (AO’AI’AZ‘)

Essas sequéncias serao chamadas de Sequéncias de Numeros Fuzzy, e a seguir,
define-se a convergéncia das mesmas.

Definicdo 3.6 Uma sequéncia de numeros fuzzy (A), € convergente se sua
correspondente seauéncia de a-niveis o €é; isto é,

(4),., > A€ F(R) se, e somente se ([4,]),, >[4]" €l

Proposicédo 3.2 Sejam 4 ,B ,4,Be F,(R) talque 4, — 4, B — B, entdo tem-se
0s seguintes resultados:

I A :B“—a‘A:B;

n

i. A-B -4 B;

A
ii. —"—>£, paratodo B B 7 0.
B" B n

Exemplo 3.3 Seja (A)

n’ne

uma sequéncia de numeros fuzzy, tal que, sua
sequéncia de a-niveis € ([A ])  com lA,,J"=[-1-e‘”+(l+e'")a,l+e‘”—(1+e"’)a]- Assim,
419, —>[-1+a,l-al..

Exemplo 3.4 Seia (A) uma seauéncia de niumeros fuzzv. tal aue. a sequéncia

o a w’m_ n_ . s L.
de a-niveis & (A e 1Al {—n I+vaalve ""“} onde ,=q4len L senn E faci

ver que ([4,]), —[-1+a.l-al.

41 CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentados alguns resultados sobre o Calculo Intervalar
e algumas aplicagdes no contexto fuzzy, mostrando assim uma forte relagdo entre
estas. O presente estudo € de fundamental importancia para o desenvolvimento do
calculo intervalar, das equacdes diferenciais intervalares e outras areas via SLCIA.
Assim como, calculo fuzzy, equacdes diferenciais fuzzy entre outras.
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RESUMO: A modelagem matematica do fluxo
de graos é um problema dificil de ser modelado,
dada a natureza discreta do meio. Algumas
pesquisas recentes estdo sendo direcionadas
para a analise do escoamento de materiais
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SOJA

granulares em silos e secadores de graos.
Pesquisadores tem se dedicado a estudar
a modelagem do fluxo de graos, através de
simulagcbes numéricas, entre algumas técnicas
de simulacdo esta o Método dos Elementos
Discretos (MED). Neste trabalho foram criadas
simulagbes numéricas do comportamento
do fluxo de grdos de soja em uma geometria
tridimensional reduzida que imita, parcialmente,
caracteristicas de um secador de fluxo misto.
De maneira a confrontar e validar os dados
gerados pelas simulagdes foi construido um
aparato experimental idéntico ao modelo usado
nas simulagdes. Por fim conclui-se que o MED
implementado no pacote de software Yade
modelou corretamente o fluxo de soja dentro
analogo ao
usado no secador de fluxo misto. Os resultados

de uma geometria n&o-trivial,

das simulagbes foram muito satisfatérios,
concordando com os experimentos nao apenas
sobre o tempo de descarga, mas também sobre
os padrdes de escoamento da massa de gréaos
ao longo do processo de descarga.
PALAVRAS-CHAVE: Modelagem Matematica,
Fluxo de Graos, Método dos Elementos
Discretos.

ABSTRACT: Mathematical modeling of grain
flow is a difficult problem to model, given the
discrete nature of the medium. Some recent
research is being directed toward the analysis
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of the flow of granular materials in silos and grain dryers. Researchers have been
dedicated to studying grain flow modeling, through numerical simulations, among some
simulation techniques is the Discrete Element Method (DEM). In this work numerical
simulations of soybean grain flow were created in areduced three-dimensional geometry
that partially mimics the characteristics of a mixed flow dryer. In order to confront
and validate the data generated by the simulations an experimental apparatus was
constructed identical to the model used in the simulations. Finally, it is concluded that
the DEM implemented in the Yade software package correctly modeled the soybean
flow within a non-trivial geometry, analogous to that used in the mixed flow dryer. The
results of the simulations were very satisfactory, agreeing with the experiments not only
on the discharge time, but also on the flow patterns of the grain mass throughout the
discharge process.

KEYWORDS: Mathematical Modeling, Flow of Grain, Discrete Element Method.

11 INTRODUCAO

O cultivo da soja tem papel de destaque na cultura agricola brasileira, pois sua alta
producéo movimenta o mercado agroindustrial do pais, gerando um grande numero de
empregos impulsionando a economia das regides produtoras.

Varias pesquisas foram e continuam sendo realizadas buscando encontrar
melhorias na produ¢cdo e no armazenamento de graos, visando além do consumo
nacional a exportacao de tais produtos e também a expanséo das areas de plantagbes
para localidades onde ndo ha pratica de seu plantio.

Antes que os graos estejam prontos para serem comercializados, eles precisam
passar por algumas etapas pds-colheitas como a limpeza e secagem. O processo de
secagem de grédos vem sem

do amplamente estudado, é possivel citar, Bortolaia (2011), Khatchatourian
(2003), entre outros. Embora estas pesquisas sobre transferéncia de calor e massa
possuirem um vasto acervo na literatura, poucos destes estudos citados tem como
objetivo avaliar o efeito do fluxo dos graos ao processo de secagem.

Conhecer o fluxo de gréos € fundamental em uma rede armazenadora, pois, sua
irregularidade pode produzir uma secagem n&o uniforme do gréo, e, em alguns casos,
aumentar o risco de incéndio no interior do secador.

Estudos recentes estdo sendo direcionados para a analise do fluxo de materiais
granulares em silos e secadores de graos. Pesquisadores como Montellano et al
(2011) e Mellmann et al (2011) tem se dedicado a estudar a modelagem do fluxo de
graos, através de simulacées numéricas.

A modelagem do fluxo de graos € um problema dificil, dada a natureza discreta
do meio, ou seja, as interacdes de graos individuais. Algumas técnicas de simulagcéo
tém sido estudadas, entre elas estd o Método dos Elementos Discretos (MED). O DEM
representa 0 meio como um conjunto de particulas independentes, interagindo umas
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com as outras, reproduzindo explicitamente a natureza discreta de um meio granular
(Neves, 2009) . De acordo com Silva e Bernardes (2010), autores tém-se dedicado a
simular computacionalmente o problema da geracdo de um pacote granular denso em
um silo (seja ele bi ou tridimensional) e sua posterior descarga por um orificio usando
o Método dos Elementos Discretos.

E possivel destacar alguns trabalhos que utilizaram esse método, como o estudo
realizado por Langston et al (1995) que utilizaram um modelo computacional para
simular o fluxo de material granular armazenado em um silo e sua posterior descarga
por um funil.

Outro trabalho usando o MED foi realizado por Montellano et al (2011) que
desenvolveu um modelo de trés dimensdes, capaz de simular o fluxo de graos de
milho (representados por esferas) durante a descarga de um pequeno silo.

O autor utilizou um modelo preliminar para o material estudado com base em
valores de parédmetros medidos em laboratério ou feitos a partir da literatura, utilizando
trés variaveis: a densidade média no final da fase de enchimento, a taxa de descarga
e 0 padrao de escoamento. Para a comparacao dos resultados para a Ultima destas
variaveis foi necessario que o processo de descarga fosse filmado com uma camara
de alta resolucao, a fim de reconhecer mais facilmente os detalhes do fluxo. O modelo
preliminar para os graos de milho teve necessidade de ajustamento. Isto envolveu a
alteracdo dos valores das propriedades de atrito do material até a obtengédo um modelo
capaz de fazer previsdes aceitaveis. Os resultados obtidos destacaram a influéncia
das propriedades de atrito sobre as caracteristicas do fluxo de descarga.

Goda e Ebert (2005) analisaram o preenchimento inicial e posteriormente a
descarga em silos utilizando o MED. Foram observados dois tipos de silos: um tipo de
silo com funil e outro com fundo chato. O material granular foi gerado como um conjunto
de particulas esféricas e seu movimento provocado pela agdo da gravidade durante o
escoamento também foi estudado. Os resultados da simulagdo obtidos pelos autores
foram muito proximos a dados reais e mostram claramente as vantagens do MED para
entender o comportamento do fluxo complexo de materiais granulares.

Mellmann et al (2011) usou o MED para investigar o fluxo de trigo em secadores
de fluxo misto. O dominio simulado tinha metade do tamanho do equipamento de
ensaio e 1/4 da dimenséo do fluxo, e que também era uma simulacao 2D. Um dos
problemas destas simplificacdes € que os tempos de fluxo ndo podem ser comparados
diretamente entre os experimentos e as simulacdes. A fim de comparar os dados, 0s
autores transformaram as coordenadas para variaveis adimensionais. Seus resultados
permitiram compreender caracteristicas importantes do fluxo, com boa concordancia
entre as simulacées e 0s experimentos, mas ser capaz de comparar tempos absolutos
entre os experimentos reais e as simulagdes numéricas, sendo muito importante para
validar o método MED para o problema, o que € mais dificil para uma simulagéo 2D.

Com intuito de averiguar detalhes do fluxo de graos, o objetivo principal deste
trabalho é a validacdo do MED com a modelagem matematica do fluxo de graos de
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soja em um secador com calhas. Segundo [5] este tipo de secador € amplamente
utilizado na agricultura em todo o mundo, porém ainda existe uma necessidade de
aperfeicoar a eficacia deste tipo de equipamento.

Além do objetivo principal citado, alguns objetivos secundarios do trabalho sao
descritos a segquir:

+ Realizar experimentos para determinar as caracteristicas do fluxo de graos
de soja.

« Implementar o MED para a simulacédo numérica do fluxo de graos de soja
em um secador com calhas.

« Estimar os parametros usados no MED de acordo com os experimentos
realizados.

2 | MATERIAIS E METODOS

Como parte deste artigo foram criadas simula¢gées numéricas do comportamento
do fluxo de graos de soja em uma geometria tridimensional reduzida que imita,
parcialmente, caracteristicas de um secador de fluxo misto com calhas. De maneira a
confrontar e validar os dados gerados pelas simulacdes computacionais foi construido
um aparato experimental idéntico ao modelo usado nas simulagdes.

2.1 Método dos Elementos Discretos

O Método dos Elementos Discretos € um método de simulagdo numérica do
movimento de um grande numero de particulas (normalmente modeladas por
geometrias simples) dentro de um sistema fixo ou mével variante com o tempo. O
MED foi desenvolvido por Cundall e Strack (1979), sendo baseado em um esquema
numérico explicito no qual a interagcao das particulas é monitorada individualmente
(um requisito quando se trata de materiais granulares). Em cada contato o sistema
€ modelado usando as leis do movimento. Estes elementos discretos podem ser
rigidos ou deformaveis e interagem entre si por meio de for¢as de contato normais e
cisalhantes (tangenciais).

Segundo Geng et al (2010) o MED oferece a possibilidade de investigar o
comportamento mecanico de materiais granulares, tanto a nivel micro e macro,
sendo um método superior na modelagem de um material descontinuo do que outras
ferramentas numéricas. Ele considera a interacao de particulas em escala, permitindo
que as respostas micro - mecanicas do material a ser estudado sejam analisadas
em detalhes. No MED, a interacdo das particulas discretas € monitorada contato por
contato e o movimento das particulas € calculado particula por particula.

Simulagdes numéricas usando o MED se tornaram uma ferramenta valiosa
para o estudo de diferentes fendmenos que ocorrem em escala micro em materiais
granulares, fornecendo um laboratoério virtual que permite ao pesquisador realizar
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experiéncias que sao dificeis ou impossiveis de realizar em experimentos fisicos. O
MED é utilizado principalmente para estudar a estrutura de tecido e materiais granulares
sob carregamento ou descarga e da a contribuicdo no desenvolvimento de relacoes
constitutivas do solo usando discos (2D) e esferas (3D) (Geng et al, 2010).

O MED compreende dois estagios: o calculo das forgas de contato e posteriormente
o célculo do movimento das particulas através da segunda Lei de Newton.

O método considera um numero finito de particulas discretas interagindo por
meio de forcas de contato e ndo-contato (Zhu, 2008). Em um primeiro momento as
forcas de interacdo entre particulas sao calculadas permitindo-se uma interpenetracédo
entre os seus elementos, utilizando estas informagdes para o célculo da relagéo forca
— movimento. (Zhu, 2008 e Neves, 2009).

As particulas atuam como se fossem unidas por molas nos seus contatos. Baseada
nesta hipotese, a forga gerada no contato sera o produto da deformacéo da mola pela
sua rigidez. Assim, o deslocamento no sentido normal que seria a deformacao da mola
nessa orientacdo é a superposicao de duas entidades. Desta maneira a forca normal
€ determinada pela equacao (1):

FF' = K"U"n; (1)

Sendo F" o vetor da forga normal, K" arigidez normal do contato, U"a superposigéo
entre particulas e n. o vetor normal. No segundo estagio a segunda lei de Newton
€ usada para determinar as velocidades e aceleragdes de cada particula, e a partir
disso, a nova posicdo dos elementos. A modelagem do movimento das particulas
consiste na resolucédo da equacdo do movimento da segunda lei de Newton através
de integracdo numérica. As forcas e momentos externos agindo em cada particula sdo
devidos a choques com outras particulas, choques com as superficies de contorno do
escoamento, forga gravitacional e também devido a influéncia de ondas provocadas
por outras particulas que nao estao em contato, ou ainda devido ao fluido no qual as
particulas estdo contidas (Neves, 2009).

Apbs o calculo da forca do contato e a sua contribuicdo para cada particula,
o0 movimento das particulas pode ser determinado, pois 0 movimento de uma Unica
particula é determinado por meio dos vetores de forgca e momento resultantes atuantes
sobre a mesma. Esse calculo pode ser deduzido em fungao do movimento translacional
de um ponto na particula e do movimento rotacional da prépria.

O movimento translacional pode ser escrito em termos de posicéo x , velocidade
X e aceleracdo X (Neves, 2009 e Geng et al, 2010).

O movimento translacional é calculado como:

Fp = m(xi - gi’) (2)
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Sendo F, a forga resultante de todas as forgas externas atuantes na particula,
igual a massa da particula e g, a aceleragédo da gravidade.

Para Langston et al (2004) a principal limitagcao para uso do MED é a exigéncia
computacional, uma vez que o método inerentemente usa um esquema de integracao
de tempo explicito e repete calculos sequenciais ao longo de um periodo de tempo
limitado, com passos muito pequenos de tempo.

2.2 Ciclo de Calculo do Método dos Elementos Discretos

Nesta secado sera apresentada uma breve descri¢cao do ciclo de calculo presente
nas simulagdes MED explicitas, com referéncia a implementagéo destes algoritmos no
Yade (Yet Another Dynamic Engine). Estas descricoes sdo dadas aproximadamente
na ordem em que aparecem na simulacdo. Duas particulas podem estabelecer uma
nova interacdo, que consiste em:

+ deteccédo de contato entre particulas;

« criacdo de nova interacéo e determinar suas propriedades (tais como a ri-
gidez), pois elas sdo ou pré-computadas ou derivadas de propriedades de
ambas as particulas;

Entéo, para as interacdes ja existentes, é realizado o seguinte:
+ avaliacdo da tensao;
+ estresse computacional baseada nas tensdes;
+ aplicagdo da forca para particulas em interacéo.

Algumas hipéteses referentes ao MED foram adotadas nesta pesquisa. Séo as
seguintes:

Em uma simulagdo MED, a seguinte sequéncia & executada repetidamente de
acordo com Smilauer e Chareyre (2010):

+ Estabelecer as condicdes iniciais;
+ deteccao das colisbes aproximadas;

+ detectar as colisbes exatas dos corpos e as interagdes de atualizagao, se
necessario;

+ resolver interagdes, aplicando forcas sobre as particulas;
+ aplicar outras condi¢des externas (forca da gravidade, por exemplo);

+ mudar a posicao dos corpos com base em forgas, integrando as equacdes
de movimento;

Este ciclo de calculo é mostrado na figura 1:
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Estabelecimento
das condigfes imcias

Atualizagio das Determinagio
posigdes e rotagdes dos contatos

Integracio da Céleulo das forgas
Segunda Lei de Newto de contato

Figura 1: Ciclo de calculo do Método dos Elementos Discretos. Fonte: Pinto (2011).

3| EQUIPAMENTO

Uma das principais motivagcdes deste trabalho é examinar o fluxo de gréos de
forma mais semelhante possivel ao de um secador tipico de fluxo misto com calhas.
As dimensdes de secadores de soja sdo enormes, e a demanda computacional
para realizar simulagées com o MED é muito elevada, o que torna impossivel para
simular um sistema na mesma escala de um secador real. Uma possibilidade seria
a comparacao de dados de um dispositivo de um secador real para a simulacdo em
escala menor, mas considerando que o objetivo principal do estudo € a validagcé&o do
método MED para o problema, uma experiéncia que permitiria uma comparagcdo em
escala 1:1 com a simulagéo seria de maior relevancia.

Levando isso em conta, a solu¢céo adotada foi a de construir um aparato menor
que poderia ser totalmente modelado com MED, mas que iria manter algumas
caracteristicas de um secador de fluxo misto. O aparato experimental é composto
por uma placa plana de acrilico transparente e chapas de MDF (Medium Density
Fiberboard), além de obstaculos internos semelhantes aos que o grao iria encontrar
em um secador de real, 0 esquema do aparato é mostrado na figura 2.
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Figura 2: Vista frontal do aparato e suas medidas. Fonte: Autoria propria.

Para a montagem do aparato, foi cortada uma placa de acrilico transparente de
50 x 20 cm (comprimento x largura), para ser usada como sua parte frontal. A parte
traseira do aparato tem as mesmas dimensdes da frontal, porém o material utilizado foi
uma chapa de MDF. Para compor a lateral foram usadas duas chapas de MDF, sendo
cada uma delas com 50 cm de altura e 5 cm de largura. Foram cortadas ainda mais
quatro chapas em MDF para serem usadas para construir o funil do secador, tais pecas
foram fixadas no corpo do secador com inclinacéo de 73°. A saida dos gréos ficou com
abertura de 10 x 5 cm (comprimento e largura), todavia foram colocadas mais duas
pequenas chapas de acrilico, de modo que possibilitasse a abertura, fechamento e
regulagem na saida do funil. De modo a tentar simular o fluxo de graos de maneira
mais proxima a um secador real. Esta folga ajustavel foi instalada de modo a testar a
diferentes taxas de descarga. E este detalhe pode ser visto na figura 3:

Figura 3: Vista da saida do funil do aparato experimental. Fonte: Autoria prépria.
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41 YADE

Para a realizacdo das simulagbes computacionais no presente trabalho, foi
utilizado o software Yade, arquitetado por Frédéric Donze em 2004.

O software implementa o MED e também possibilita 0 acoplamento a outros
métodos, como por exemplo o Método dos Elementos Finitos, o SPH (Smoothed
Particle Hydrodynamics) e o LGM (Lattice Geometric Model). O Yade é um projeto que
utiliza a abordagem software livre, sob licengca GPL, desta forma tem a possibilidade
de se expandir em passo acelerado com a contribuicdo da comunidade cientifica. A
principal restricdo ao uso do Yade é quanto a sua portabilidade, visto que o software
s6 é executavel na plataforma Linux.

Nos ultimos anos 0 movimento para o uso de software livre cresceu muito, com
isso a utilizagdo do Yade vem aumentando constantemente, sendo utilizado para
pesquisas em diversas areas do conhecimento. Favier et al (2009) usaram o Yade
para realizar um projeto estrutural de protecao passiva contra avalanches de neve,
considerando uma dependéncia direta de obstaculos. Os autores consideraram que
uma avalanche de neve flui como um fluxo granular e estudaram numericamente e
experimentalmente o impacto de um fluxo granular contra obstaculos. Para validar o
modelo numérico foram realizados experimentos de laboratério de pequena escala.
Para avaliar a forca de impacto granular foram estimados em laboratério perfis de
velocidade e espessura. O modelo foi validado por meio de comparacdes com as duas
as caracteristicas de fluxo experimentais e do historico de carga de impacto.

De acordo com Donzé e Kozicki (2008) diferentes tipos de geometrias para os
elementos discretos podem ser criadas no Yade: poliédrica, elipsbide, esférica ou
aglomerados de tais elementos. No entanto, apenas trabalhos com materiais esféricos
foram validados, enquanto pesquisas com outras formas geométricas estdo em
desenvolvimento.

Mesmo que o Yade suporte diferentes tipos de geometria, a maioria das validagdes
foram feitas utilizando esferas. Este trabalho também usa esferas, uma vez que esta
geometria reproduz de forma satisfatoria os gréos da soja cultivada no Brasil. O Yade
foi construido em linguagem de programacao C + +, mas as simulagdes séo criadas
usando scripts Python. As simulagdes criadas em scripts Python tem suas vantagens, €
um sistema muito mais flexivel e as interfaces graficas tipicas de pacotes de softwares
comerciais, e desde que ndao modifique a fonte C + + ndo é necessario recompilar
o sistema para cada nova simulacdo. O Yade tem-se um sistema de visualizacao
OpenGL, mas também exporta os dados para Paraview, um software poderoso de
visualizagao.

O processamento no Yade é dividido em trés partes distintas responsaveis pelas
atividades de pré-processamento, analise dos resultados e visualizagéao.

A primeira etapa é o pré-processamento. Nesta etapa é feita uma analise através
do MED, definindo dados referentes ao meio estudado. Sao definidas geometrias e as
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propriedades dos materiais que compde as particulas em estudo, bem como condi¢des
de contorno empregadas, restricoes, passo de tempo dentre outros.

A segunda etapa € a etapa de processamento, onde o algoritmo construido para
ser aplicado o MED apresenta um ciclo de repeticdo de processos, descrevendo assim
o comportamento dinamico do meio.

A terceira etapa é destinada a visualizagao dos resultados. O pds-processador
é utilizado para a visualizagdo dos resultados obtidos no processador na forma de
graficos e animacgoes.

No inicio das simulacées as posicdes das particulas virtuais foram geradas
aleatoriamente dentro do volume da geometria criada, e deixou-se cair sob acao da
gravidade até que a geometria estivesse cheia, considerando a mesma altura dos
experimentos em laboratério. O enchimento da geometria virtual (Fig. 4) foi considerado
completo quando todas as particulas permaneceram estaticas, um estado identificado
pelo valor para a energia cinética de todo o sistema de ser desprezivel.

Apbs as particulas estarem estaticas a placa de bloqueio da saida do funil foi
aberta até o ponto desejado, de tal maneira que as particulas comec¢aram a descarregatr.
A simulacao de descarga continua até que todas as particulas tinham passado pelo
comeco do funil.

Figura 4: Geometria computacional criada no YADE. Fonte: Autoria prépria.

51 DEFINICAO DE PARAMETROS

As simulacbes em Yade foram feitas utilizando um modelo 3D idéntico ao aparato
utilizado nos experimentos. O primeiro ponto a decidir sobre 0 modelo foi a modelagem
da particula. A soja ndo é esférica, mas elipsoidal, mas considerando que outros
trabalhos tém utilizado a esfera para modelar a soja com sucesso, como em Boac et
al (2012), foi decidido usar o modelo de esfera Unica, a fim de simplificar os calculos.
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Para encontrar a distribuicdo do tamanho dos graos, 30 sementes foram escolhidas
aleatoriamente e devidamente medidas com o auxilio de um paquimetro, a fim de se
encontrar o raio médio dos graos de soja. Entdo, considerando todas as 30 sementes
amostradas, o raio médio e seu desvio padrao obtidos foram 3,08 mm e 0,2730 mm
respectivamente.

As propriedades dos materiais utilizados nas simulagdes foram obtidas através
de dados presentes na literatura. Esta foi uma escolha deliberada, pois poderiam
ser feitos experimentos para determinar os parametros do material que possa dar
os melhores resultados no Yade, porém um dos objetivos deste trabalho é verificar a
robustez do cédigo Yade considerando as propriedades dos materiais ja utilizados por
outras obras que usaram graos de soja em outros codigos de MED que conseguiram
validar seus modelos.

Além de parametros que descrevem o material constitutivo das particulas, outros
S80 necessarios para a configuracdo da simulacdo, como por exemplo, o passo de
tempo de simulacdo e o coeficiente de amortecimento. O fator de amortecimento,
€ usado no MED a fim de ter em consideracdo a dissipacdao da energia cinética do
sistema, € usado para a estabilidade numérica e também para acelerar a convergéncia
para o estado quase estatico de equilibrio. Este coeficiente de amortecimento tem
como valor padréo no Yade de 0,2. Foram realizadas simula¢des utilizando o fator de
amortecimento padréo 0,2, onde apresentaram um fluxo de descarga incorreto e mais
lento quando comparado com o experimento, como pode ser visto na figura 5 que
compara o estado do fluxo durante a descarga dos graos no momento 16 segundos.

Figura 5: Comparacgéao do fluxo usando coeficiente de amortecimento 0.2. Fonte: Autoria
propria.

Outra simulacgéo realizada, foi utilizando um coeficiente de amortecimento igual a
0. Esta simulagdo também resultou em um fluxo incorreto, como mostrado na figura 6.
Nesta imagem se pode ver que depois de carregar o aparato, os elementos ocupavam
todos os espacos que a geometria continha, de forma diferente dos experimentos,
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onde espacos vazios foram deixados abaixo dos obstaculos.

Figura 6: Comparacéo do fluxo usando coeficiente de amortecimento 0. Fonte: Autoria propria.

Na figura 7 é mostrada novamente a comparagcdo entre a simulacéo e o
experimento, mas neste caso, para a simulagéo usou-se um fator de amortecimento
de valor 0,05. Agora se pode ver que a simulagédo MED previu o fluxo de descarga com
boa precisdo. E importante notar que ndo apenas os tempos sdo coincidentes, mas
também o padrdo do fluxo da massa dos graos durante a descarga é precisamente
reproduzido pela simulagao.

20 segundos

Figura 7: Comparacgéao do fluxo usando coeficiente de amortecimento 0.05. Fonte: Autoria
propria.

Concordando comacomparacéao presente naFig. 7 o coeficiente de amortecimento
de valor 0,05 implementado no Yade, pode ser considerado um valor ideal para as
demais simulagdes deste trabalho, ja que com este coeficiente e as propriedades dos
materiais ja consolidadas por outros pesquisadores em outros codigos MED podem
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reproduzir muito bem o fluxo de soja em um dominio no-trivial.

Os valores para as variaveis das propriedades dos materiais usados nesta
pesquisa foram obtidos em grande parte usando dados de trabalhos relevantes
presentes na literatura e também dados medidos em laboratério. A Tabela 1 resume
os valores usados para as propriedades das particulas. A densidade, modulo de
Young, coeficiente de Poisson e coeficiente de atrito de rolamento das particulas
foram de determinadas conforme Boac et al (2012), trabalho no qual os pesquisadores
estudaram detalhes do fluxo de gréos de soja. Para o &ngulo de atrito dos graos de
soja foram usados os dados obtidos por Kibar e Osturk (2008), no qual o gréo de soja
possuia grau de umidade de 14% (mesmo grau de umidade das sementes usadas
nos experimentos). Os dados referentes ao raio médio dos graos foram medidos em
laborat6rio pelo préprio autor conforme citado anteriormente.

Variavel Soja Unidade
Densidade 12431 Kg/m3
Coeficiente de Poisson 0,251 -

Médulo de Young 2.6E+061 Pa
Angulo de atrito 0.471201 Radianos
Coeficiente de amortecimento 0,05 -

Raio médio das particulas. 3.08 Mm
Desvio padréao 0.2730¢ Mm

Passo de tempo da simulagcdo  3.8E+06

[a] Boac et al (2012)
[b] Kibar e Oztiirk (2008)
[c] Dados obtidos pelo autor

Tabela 1: Parametros de entrada para simulagédo DEM.

Fonte: Autoria propria

6 | RESULTADOS E DISCUSSOES

Com o objetivo de validar o método dos elementos discretos nesta pesquisa,
foram realisados experimentos em laboratdrio e simulacées com o Yade, nos quais
foram analisados o fluxo de descarga e o padrao de escoamento dos graos de soja,
variando a abertura por onde os graos saiam.

6.1 Descarga de graos

No primeiro experimento realizado, a abertura da tampa para a saida dos graos
escolhida foi de 2 cm. A figura 8 traz um quadro comparativo entre as simulacées
realizadas no Yade (esquerda) e o experimento (direita) em seis diferentes momentos
distintos durante a descarga.
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Figura 8: Comparacéo do fluxo em varios estagios da descarga com abertura da tampa de 2
cm. Fonte: Autoria prépria.

De acordo com a figura 8 é possivel verificar que a simulacdo MED previu o
fluxo de descarga com boa precisdo. E de suma importancia ressaltar que além dos
tempos serem coincidentes, as trajetdrias da massa dos graos durante a descarga sao
reproduzidas pela simulacdo com boa exatidao.

No segundo experimento realizado a tampa de saida dos gréaos foi posicionada
com 2,5 cm de abertura. Afigura 9 apresenta um quadro com seis imagens da descarga
para diferentes tempos durante a descarga.

Figura 9: Comparacgéo do fluxo em varios estagios da descarga com abertura da tampa de 2.5
cm. Fonte: Autoria propria.

Como previsto, com 0 aumento da abertura para saida dos graos o tempo de
escoamento dos graos foi mais rapido em comparacgéo a Fig. 9. Observando a imagem
9 é possivel constatar que novamente simulacédo MED previu o fluxo de descarga com
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concordancia em relagao ao experimento realizado.

Foi ainda realizado um terceiro experimento, no qual a tampa de saida dos gréos
foi posicionada com 1,7 cm de abertura. A figura 10 apresenta um quadro com seis
imagens da descarga para diferentes tempos durante a descarga.

Como pode ser visto no quadro comparativo, nesta terceira descarga aconteceu
a maior discrepancia entre os resultados. E possivel verificar que até o instante 14
segundos a simulacdo MED previu o tempo e padrédo do fluxo de descarga com
excelente aceitacdo em relacdo ao experimento realizado, porém depois disso a
simulacao ficou mais lenta. Isso pode ser atribuido a diferenca da forma elipsoidal das
sementes de soja e das esferas usadas na simulacdo. Como neste experimento foi
usada uma abertura pequena, se pode concluir que a forma geométrica da esfera tem
influéncia nas areas de contato na saida da geometria.

Figura 10: Comparagéo do fluxo em varios estagios da descarga com abertura da tampa de 1.7
cm. Fonte: Autoria propria.

7 | CONCLUSOES

A capacidade do modelo para prever o fluxo de descarga foi testada através de
um procedimento de validacéo, confrontando os resultados obtidos com os observados
em um aparato experimental. Conclui-se que o MED pode ser utilizado para modelar
a resposta complexa do fluxo de graos.

As primeiras simulagdes foram sujeitas a um procedimento de calibragao para
o coeficiente de amortecimento. O valor padrao deste coeficiente no Yade é de 0,2,
porém os resultados das simulagdes utilizando este coeficiente nao foram satisfatorios,
uma vez que o tempo de descarga e o0 padrao de escoamento n&o condisseram com
os dados experimentais.

O mesmo se pode dizer quando foi usado o coeficiente de amortecimento com
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valorigual a zero, o padrao de enchimento da geometria ficou aquém dos experimentos.
Somente quando usado o coeficiente de amortecimento de 0,05 o tempo de descarga
e padrao de escoamento foram condizentes com os dados experimentais.

Apé6s a calibragcdo do coeficiente de amortecimento os dados obtidos pelas
simulacbes MED nas demais amostragens mostraram boa concordancia quando
confrontados com os dados experimentais.

A partir dos resultados apresentados as seguintes conclusées podem ser
mencionadas:

« O pacote de software Yade modelou corretamente o fluxo de soja dentro de
uma geometria nao-trivial, analogo ao usado no secador de fluxo misto.

+ Os resultados das simulagbes concordam com os experimentos ndo apenas
sobre o tempo de descarga, mas também sobre os padrdes de escoamento
da massa de graos ao longo do processo de descarga.

« O grao de soja pode ser modelado como esferas individuais alcancando
bons resultados.

« O coeficiente de amortecimento tem um impacto importante no modelo uti-
lizado pelo Yade, tornando-se importante estimar corretamente o seu valor.

« Como sugestdes para trabalhos futuros seguem os seguintes itens:

« Realizar simulagdes usando elipsbides a fim de aplicar um modelo mais
realista quanto a forma geométrica das particulas.

« Considerar o fluxo de ar e transferéncia de calor e massa, que foram negli-
genciados no presente trabalho.
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RESUMEN: Se presentan algunos principios
y la estructura de tareas de generalizacion
matematica para favorecer el desarrollo del
razonamiento inductivo en profesores de
matematicas de educacion basica (secundaria),
asi como para la formacion del concepto
potencia en ellos. En las tareas, la potenciaciéon
es tratada como el proceso para resolver una
situacion problema sobre el comportamiento
exponencial de valores numéricos y la potencia
como su solucién. Con este tipo de tratamiento
se espera mejorar la articulacién conceptual en
el trabajo con exponentes numéricos naturales 'y
no naturales. Finalmente, se hace una reflexion
sobre el papel de la generalizacion inductiva
para identificar elementos conceptuales,
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procedimentales y estructurales ligados a la
naturaleza epistémica del concepto potencia.
PALABRAS CLAVE: Tareas, generalizacion,
razonamiento inductivo, potencia.

ABSTRACT: The structure of tasks and some
principles of the mathematical generalization
that enhance the development of inductive
reasoning and the formation of the concept of
power in middle school mathematics teachers
are shown. In these tasks, exponentiation is
used as the process to solve a problem situation
on the exponential behavior of numerical values
and power as its solution. The intention of this
kind of treatment is to improve the conceptual
articulation of the work of natural and non-natural
numerical exponents. Finally, further reflection
is made on the role of inductive generalization
to identify conceptual, procedural and structural
elements connected with the epistemic nature
of the concept of power.

KEYWORDS: Tasks, generalization, inductive
reasoning, power.

11 INTRODUCCION

En la educacion basica (secundaria),
procesos matematicos como la generalizacion,
la argumentacion, la conjetura, la resolucion de
problemas y la construccién de pruebas, por
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mencionar algunos, son vertebrales en el aprendizaje (NTCM, 2000; CCSSI, 2010).
El favorecimiento del desarrollo de dichos procesos en el aula por parte del profesor
demanda no solo un conocimiento profundo de los conceptos matematicos que se
ensenan, sino el entendimiento e interpretacion del tipo de razonamiento asociado, por
ejemplo, inductivo y deductivo (AMTE, 2017).

Si bien la induccidn es una forma de razonamiento que sustenta y potencializa
tales procesos (e.g. Castro, Canadas y Molina, 2010; Cafadas, Deulofeu, Figueras,
Reid y Yevdokimov, 2007; Haverty, Koedinguer, Klahr y Alibali, 2000; Martinez y
Pedemonte, 2014; Yopp, 2010), en programas de desarrollo profesional con profesores
de matematica en educacion secundaria en México, se han detectado dificultades
en su razonamiento inductivo para interpretar y resolver problemas matematicos de
generalizacion.

En adicion, Goizueta y Planas (2013) reportan que un problema en la ensefianza
de las matematicas es la omision o falta de explicitacion de lo epistémico (del
conocimiento matemético), en articulaciébn con lo comunicativo, en la gestion de
practicas argumentativas por el profesorado. Al respecto, se ha reportado que el
conocimiento matematico que predomina en la mayoria de los profesores de educaciéon
basica es de tipo operativo y bajo nivel conceptual (Hill, Rowan y Ball, 2005; Tzur y
Timmerman, 1997).

Diversas investigaciones se han centrado en delimitar el conocimiento matematico
y pedagégico del profesor, con énfasis en el Conocimiento especializado del profesor
de matematicas (Contreras, Montes, Climent y Carrillo, 2017), otros bajo el modelo
Mathematical Knowledge for Teaching (Ball, Thames y Phelps, 2008) o en estudiar
las dimensiones del Conocimiento Didactico-Matematico (Pino y Godino, 2015).
Sin embargo, en pocos estudios se ha cuestionado como construye conocimiento
matematico y didactico el profesor. En la literatura en educacidon matematica, escasos
han sido los esfuerzos por trascender del conocimiento al razonamiento del profesor,
particularmente el inductivo, para examinar el proceso o la forma en que conceptualiza.

Considerando la existencia de rupturas conceptuales y la ausencia de significados
asociados al concepto potencia por parte de profesores de matematicas, especialmente
en el caso con exponentes no naturales (Martinez-Sierra, 2005), se disefiaron tareas
de generalizacion por induccién para examinar la formacion del concepto potencia y
promover el razonamiento inductivo en profesores de secundaria. En este escrito se
presentan los principios y la estructura de las tareas, con base en el establecimiento de
elementos teodrico-metodoldgicos para responder a la pregunta ¢Bajo qué principios
se pueden estructurar tareas de generalizacion por induccion para la formacioén de un
concepto, en particular, el de potencia?
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2| ELEMENTOS TEORICO-METODOLOGICOS

Los conceptos medulares en este estudio son el razonamiento inductivo y la
formacion de conceptos, ambos ligados a la generalizacion.

2.1 Razonamiento inductivo

Filoséfica e histéricamente una via para la generacion de conocimiento cientifico
ha sido la busqueda de relaciones invariantes en un conjunto de hechos, objetos o
fenbmenos para descubrir las leyes que los rigen. Esta via es la del razonamiento
inductivo (Pineda, 2009; Poincaré, 1948), la cual permite el paso de los hechos
singulares a las proposiciones generales (Frolov, 1984).

El razonamiento inductivo es el proceso cognitivo que consiste en inferir una
regla general mediante el analisis y la conexion de casos particulares (Pdlya, 1957).
Es un proceso importante para la formacién de conceptos y la resolucion de problemas
matematicos, debido a que ayuda a realizar abstracciones y generalizaciones (Sriraman
y Adrian, 2004).

En el campo de las matematicas, Pblya (1966) mostré que es posible descubrir
propiedades y teoremas matematicos razonando de manera inductiva, con base en la
sistematizacion del analisis de datos parciales para detectar regularidades numéricas.
Y propuso cuatro fases para ello: observar alguna similitud entre casos particulares,
formular una conjetura haciendo un juicio sobre los casos observados, generalizar y
verificar la conjetura ensayando con otros casos.

Con base en el trabajo de Pélya, Canadas y colaboradores (2007, 2009)
formularon un modelo empirico de siete fases para describir el razonamiento inductivo
en la resolucién de problemas de generalizacion, las cuales se consideraron para
delimitar los principios de las tareas. Las fases del razonamiento en este modelo son:
trabajo con casos particulares, organizacion de casos particulares, identificaciéon de
patrones, formulacion y justificacién de conjeturas, generalizacion y demostracion.

2.2 Formacion de conceptos

Cada vez se aporta mayor evidencia al hecho de que el conocimiento y el
pensamiento matematico de una persona esta asociado al tipo de experiencias
y contextos en los que esta se situe, y no solo atafie a la cognicién (e.g. Cobb y
Yackel, 1996). La conceptualizacion o formacion de conceptos matematicos consiste
en formar un sistema de representaciones mentales de las caracteristicas esenciales
de un objeto matematico y de sus relaciones con otros objetos (Aparicio, Sosa, Torres
y Gémez, 2018). Cognitivamente, formar un concepto implica “seleccionar algunas
caracteristicas de las entidades particulares y descartar otras” (Cadez y Kolar, 2015, p.
286), abstrayendo lo esencial en distintas situaciones y englobarlas en una categoria
universal. En ese sentido, puede interpretarse como un proceso de generalizacion
conceptual (Davydov, 1990) para transitar de un elemento o situacion particular al
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conjunto completo al que pertenecen (el concepto).

La transformacion o ampliacion de la conceptualizacion que profesores de
matematicas poseen de un concepto matematico, puede llevarse a cabo mediante
experiencias de aprendizaje colectivo basadas en la reflexibn de la naturaleza
epistémica del concepto (Aparicio et al., 2018). Es decir, experiencias que ofrezcan
la oportunidad de reconocer, explicar y usar los conocimientos matematicos mas
alla del escenario en que fueron estudiados. Esta posibilidad radica en gran medida
en reconocer los elementos conceptuales, procedimentales y estructurales que
constituyen un concepto.

Hieberty Lefevre (1986) sugieren relacionar dos tipos de conocimiento matematico
para el desarrollo de habilidades y la comprensidbn en matematicos: conceptual
y procedimental. El conocimiento conceptual se caracteriza por la construccion de
relaciones entre piezas de informacion (conocer qué). El conocimiento procedimental
refiere al lenguaje o formas de representaciéon simbdlica de las mateméaticas, asi
como a los algoritmos, reglas y métodos para resolver tareas matematicas (conocer
como). Jonassen, Beissner y Yacci (2013) senalan que ademas se debe adquirir un
conocimiento estructural, es decir, conocer cdmo se interrelacionan los conceptos.
Esto es, como la informacion esta organizada en un dominio de conocimiento.

2.3 Generalizacion por induccion en el diseno de tareas para formar conceptos

La generalizacion se asume como una fase esencial del razonamiento inductivo
y también interviene en la formacion de conceptos. Para la formacién del concepto
potencia se disefid un conjunto de tareas que promueven el razonamiento inductivo
para formular generalizaciones, denominadas de generalizacion por induccién en lo
que sigue.
Lo inductivo y la generalizacion se trabajan en las tareas en dos niveles:
I. En lo individual, cada tarea demanda generalizaciones matematicas
mediante el razonamiento inductivo para resolver situaciones de
potenciacion.

Il. En lo global, se espera que los profesores generalicen elementos
epistémicos del concepto potencia, al reconocer una particularidad de
estos en la solucion de cada situacion del conjunto de tareas.

Por ejemplo, generalizar la nocion de potencia tratada en cada situacion, para
englobarla en una categoria general: el significado de potencia como una relacion
matematica. Con este término se denomina a la forma de asociacion entre objetos,
variables o entes en una situacion de la que se puede abstraer alguna cualidad.
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Nivel
ndividual Razonamiento inductivo

De lo particular|a lo general

Tareas (T):
Situaciones
particulares que . Generalizacion extensiva
involucran (Proceso de formacion del
nociones y concepito)
procedimientos
sobre potencias

Y

Concepto
(potencia)

Figura 1. Esquema de generalizacién inductiva para la formacion de un concepto.

31 DISENO DE TAREAS DE GENERALIZACION POR INDUCCION SOBRE
POTENCIAS

El objetivo de las tareas fue promover el razonamiento inductivo y la generalizacion
para la formacién del concepto potencia.
a. Principios de las tareas
El disefio de las tareas (T) de generalizacion inductiva se rige por tres principios:

1. Identificar una regularidad o un patrén en un conjunto de objetos, valores o
situaciones mediante la examinacion de casos concretos o particulares;

2. Formular una conjetura acerca de la regularidad o patrédn observado al
aplicarlo a otros casos;

3. Generalizar la conjetura y justificarla.

Tales principios se fundamentan en el establecimiento de una correlacion entre
las fases del razonamiento inductivo (Canadas y Castro, 2007) y las actividades (A) de
generalizacion propuestas en Ellis (2007), segun el siguiente esquema:

A2: Exiend

razonamiento mas alla
del rango en el cual se
origing

= Trabajo con casos
particulares y su = Formulacién de
organizacién conjeturas

«|dentificacion de « Justificacion de
patrones conjeturas

«Expresar la conjetura
refieriendo a todos los casos
de una clase determinada

«Demostracion

A1: Identificar la similitud AW T

\ mas amplios de casos
entre los casos particulares

~"

Figura 2. Esquema de la relacion generalizacién-induccion.

b. Estructura de las tareas

Las tareas se estructuraron de tal manera que:
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I. En cada una, se presenta una situacion que involucra a la potenciacion
como el proceso para resolverla y una potencia como solucion, mediante
estrategias de generalizacion por induccion.

Il. En lo global, un conjunto de tareas tiene como elemento invariante algun
aspecto conceptual y operativo del concepto potencia, con el propésito de
que los profesores tomen consciencia de y generalicen estos elementos
epistémicos.

Por ejemplo, en lo operativo, efectuar el calculo numérico, mediante
multiplicaciones reiteradas, de una coleccidon de potencias con base decimal y
exponente natural para representar un proceso de potenciacion. En lo conceptual,
reconocer la potencia como una relacion que representa la disminucion de una
cantidad de forma exponencial.

c. Contenido matematico: elementos epistémicos del concepto potencia

Analisis de aspectos epistemologicos, didacticos y cognitivos asociados al
concepto potencia, condujeron a identificar elementos epistémicos del concepto, en
sintesis:

+ Lo conceptual. Refiere a una relacion de aumento o disminucién, con un
comportamiento exponencial, de una cantidad que se multiplica por si mis-
ma. Es el valor que resulta de un proceso de potenciacion (Aparicio, Sosa y
Gobmez, 2016).

+ Lo operativo. Involucra operaciones, leyes, simbolos y signos para expre-
sar la multiplicacion sucesiva de un numero o cantidad, es decir, la poten-
ciacion.

« Lo estructural. Como una estructura algebraica del pensamiento matema-
tico y de la mateméatica como un todo, estd asociada a la multiplicacion, la
progresion geométrica y lo exponencial. Se conforma de operaciones, sim-
bolos, propiedades, teoremas, etc. para interpretar, representar y describir
relaciones matematicas en situaciones de crecimiento o decrecimiento ex-
ponencial de cantidades discretas y continuas.

4 1 EJEMPLIFICACION DE LAS TAREAS. ANALISIS A PRIORI

A continuacion se presentan dos tareas (T1y T2) de generalizacidn por induccion
para la formacién del concepto potencia, que tratan con colecciones de potencias
con base una cantidad decimal o fraccionaria, las cuales tienen comportamiento
decreciente.
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T1 T2

Situacion*. Una tira de papel de de longitud
se divide sucesivamente a la mitad en distintos

. .. . momentos, como se ilustra a continuacion:
Situacion. En un laboratorio se guarda de un p——
1

elemento que se reduce el 2% anualmente. el Momento1 | Momento2 | Momento3 | Momentox
Determine cuantos gramos del elemento NN § | —
quedara en doce anos. 1m 05mo =m

a) Calcule la longitud de un pedazo de la tira
en el momento 3.

Proponga una expresién para calcular

la longitud de un pedazo de la tira en el
momento .

*Adaptada de Aparicio, Sosa y Gomez (2016)

Explique por qué la situacion es de
potenciacidén y por qué una potencia es la
solucion de ésta. Justifique su respuesta.

Tabla 1. Ejemplos de tareas de generalizacion inductiva sobre potencias.

Por cuestiones de espacio se ejemplifica y muestra el analisis a priori de T1.

a. Acerca de la generalizacion por induccion

En estatarea se espera que se movilicen estrategias heuristicas de generalizacidon
inductiva, como la siguiente:

Paso Descripcion

Plantear la situacion en términos de potencias o exponenciales, esto es,
representar algunos casos particulares aritmética o geométricamente. Por ejemplo:

Afio (n) Cantidad de elemento
1 1 1 — (1)(0.02) = 0.98
2 (1-0.02) — (1 —0.02)(0.02) = (1 —0.02)? = (0.98)>

3 (1-0.02)% = (0.98)°

Establecer un patron exponencial de forma verbal, aritmética, algebraica,
2 geométrico-grafico o combinacion de ellos que represente al proceso de
decrecimiento. Ejemplo: [Patron algebraico]

Reconocer que la respuesta corresponde a un valor numérico (una potencia) que
debe ser resultado de un proceso de potenciacion:

b. Sobre la formacién del concepto potencia

Se prevé el reconocimiento de la potenciacion (lo procedimental) en el proceso
de resolucién de la tarea por parte de los profesores respecto a los dos aspectos
siguientes:

1. Se trata de una situacién de crecimiento exponencial, por ejemplo, en el
comportamiento de la variable llamada “cantidad de elemento”. La reduccion
del elemento sigue un comportamiento exponencial, es decir, la rapidez con
que decrece la cantidad de elemento por afio es cada vez mayor; no se
reduce de forma constante cada afio. Lo anterior puede analizarse numérica
y graficamente.

2. En la situacion interviene un factor multiplicativo reductivo de una cantidad
en forma no lineal o constante. La cantidad de gramos que quedan del
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elemento en cada afio representa una coleccidn de potencias con la misma
base, es decir, un proceso de multiplicacion reiterada de un namero () por si
mismo. A este proceso operativo aritmético se denomina potenciacion.

Asimismo, en lo conceptual se espera que se identifique que la solucion o
resultado de la situacion representa una potencia. La solucion es la cantidad de
elemento que queda a los doce anos y representa una relacion multiplicativa sucesiva
de un numero (0.98) cierta cantidad de veces (12). Esto es, la potencia: (0,98)'2.

El reconocimiento de la dimensién estructural del concepto potencia reside en la
posibilitad de llevar el razonamiento inductivo a otro nivel mas alla de la particularidad
de cada tarea, a través de reflexionar sobre la idea de que la situacion y la solucion
de cada una constituyen solamente un caso particular que puede sentar la base para
racionalizar a la potencia como un concepto general.

5| DISCUSION

Cognitivamente, todo pensamiento y, por ende, la generacion de conocimiento
se realiza por medio de la produccion de generalizaciones (Rubinstein, 1979). La
formacion de conceptos matematicos en tanto un proceso del pensamiento, se basa en
la generalizacién (Dorfler, 1991; Sriraman y Adrian, 2004), pues este proceso cognitivo
permite percibir y abstraer las propiedades o caracteristicas generales de un conjunto
de objetos, hechos o situaciones. Es por esta razdn que los principios y la estructura
de las tareas para la formacion del concepto potencia en particular (0 matematicos
en general) tienen soporte en la generalizacion. Segun Davydov (1990), hacer una
generalizacion significa “descubrir un principio, una conexion necesaria del fenbmeno
individual dentro de cierta totalidad” (p. 138). Un aspecto medular de dicho proceso es
la percepcidn de lo general en lo particular, y esta ligado al desarrollo del razonamiento
inductivo.

Llegar a la instancia del reconocimiento de un concepto en su dimension
estructural amerita acciones de generalizacién extensiva como las propuestas por
Ellis (2007). En el caso del concepto potencia, el entendimiento de esta dimension
por los profesores se vislumbra como la base para el establecimiento de un marco de
referencia que permita subsanar la ruptura epistemolégica referida en Martinez-Sierra
(2005) del paso del exponente natural al entero negativo y al racional. De este modo,
se espera favorecer una forma de otorgar significado a expresiones de potencias que
involucran exponentes no naturales tal como (, por ejemplo, como un modelo de
comportamiento exponencial decreciente.

En este trabajo, la propuesta para transitar conceptualmente de la potencia
de numeros con exponente natural a la de exponente negativo o racional, consiste
en la resolucion de tareas de generalizacion por induccion. Un elemento epistémico
estructural para la conceptualizacién de este concepto matematico, es la idea de que
la potencia de un numero representa el crecimiento o decrecimiento exponencial de
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una cantidad. En las tareas, la generalizacion del comportamiento exponencial de una
cantidad variable es considerada como un mecanismo para pasar del conocimiento
procedimental al conceptual en la formacién del concepto potencia.

6 | REFLEXIONES FINALES

Sibien se atribuye un papel al contexto y a las experiencias en la conceptualizacion
matematica, en este escrito se presenta la componente cognitiva de una propuesta
para la formacion del concepto potencia, que consiste en un conjunto de tareas que
demandan generalizar usando razonamiento inductivo.

La interpretacion y resolucion de tareas de generalizacion por induccion para
abstraer elementos epistémicos del concepto potencia, se propone no solo como una
forma para desarrollar el razonamiento inductivo de profesores, sino para sensibilizarlos
sobre una forma didactica-pedagdgica de promover el desarrollo del pensamiento
matematico en los estudiantes. En efecto, la resolucion y andlisis de las tareas en
experiencias de aprendizaje profesional docente ha conducido a la reflexion de que
cada situaciéon propuesta y su solucion son casos particulares de potenciacion que se
pueden llegar a generalizar y, por tanto, constituyen ejemplos de tareas que favorecen
la induccion y la generacion de conocimiento sobre potencia.
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SINCRONISMO EM UM NOVO MODELO
METAPOPULACIONAL COM TAXA DE MIGRACAO
INDEPENDENTE DA DENSIDADE
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RESUMO: Neste trabalho apresentamos um
novo modelo metapopulacional com taxa de
migracéo independente da densidade. Obtemos
também um critério para a estabilidade do estado
sincrono, baseado no calculo do numero de
Lyapunov Transversal do atrator sincronizado.
PALAVRAS-CHAVE: Metapopulacgao,
Estabilidade, = Sincronismo, Numero de
Lyapunov.

ABSTRACT: In this work we present a new
metapopulation model with density independent
migration rate. We also obtain a criterion for the
stability of the synchronous state, based on the
calculation of the Transversal Lyapunov number
of the synchronized attractor.
KEYWORDS: Metapopulation,
Synchronism, Lyapunov number.

Stability,
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11 INTRODUCAO

As pesquisas em dindmicas populacionais
témcrescidonasultimasdécadas, principalmente
aquelas que consideram que a populacao esta
dividida em pequenos fragmentos adequados
para reproducdo e sobrevivéncia da espécie,
ditos sitios ou patches, e ao conjunto discreto
deles denominado metapopulagdao, como pode
ser visto em Jansen e Lloyd (2000) e Silva,
Barrionuevo e Giordani (2010).

O termo metapopulacdo foi utilizado
(1969),
descrever uma populagéo de populagdes. Uma

pioneiramente por Levins para
metapopulacdo em que todos os seus sitios
possuem a mesma dinamica local (reproducao
e sobrevivéncia) é dita homogénea. Caso
contrario, a metapopulagao é dita heterogénea.

Os sitios estao cercados por um ambiente
hostil e totalmente impréprio para reproducéo
e sobrevivéncia. A conexao entre eles ocorre
através de movimentos migratorios. Neste
trabalho, migracao e dispersao terdao o0 mesmo
significado, e ser&o utilizadas para descrever
0 movimento dos individuos de um sitio para
outro.

Com a movimentacdo entre os sitios,
pode-se dar inicio a um outro processo muito
denominado

importante, sincronizacgao.

Segundo Earn, Levin e Rohani (2000) a
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sincronizagéo esta fortemente correlacionada com a extingcdo da metapopulagdo. Uma
dindmica sincronizada ocorre quando todos os sitios da populagdo, com condi¢coes
iniciais diferentes, passam a ter o mesmo numero de individuos num determinado
instante de tempo, a partir do qual oscilam de maneira idéntica.

21 O MODELO METAPOPULACIONAL

Consideremos uma metapopulacédo homogénea formada por n sitios enumerados
de 1 até n . Em cada sitio existe uma populacédo de uma unica espécie, chamada
populagéo local ou subpopulagdo. Denotamos por X, 0 nimero de individuos do sitio i
no instante de tempo t e vamos supor que uma funcéo f, suave em [0, ©) descreve 0
processo de dinamica local. Entdo, na auséncia de migracao entre os sitios, a evolugcéo
de cada populacao é dada por

Xt =f(x4),i=12..,nt=012.. )

Exemplos para a funcéo f podem ser encontrados em Hassel (1975).

Terminado o processo de dindmica local em cada sitio, ocorre o processo de
migracdo. A cada passo de tempo, uma fracdo U de individuos, pe [ 0,1], deixa um
dado sitio e migra para outros sitios mais proximos. Dos individuos que migram dos
sitios vizinhos j, uma fracéo cij chegara ao sitio i. Por se tratar de um processo de
curta duracédo, supomos que nao ha perdas durante essa movimentagao, ou seja,

iz1€ii =1, j =1, ...,n.. Assumimos ainda que cii = 0. Os elementos cij formam
a matriz de conexao ¢ = [Cij]ri:j =1,2,..,n.-

Uma vez que existe a dispersao, precisamos definir a topologia da rede. Como
queremos evitar efeitos de fronteira, utilizaremos redes unidimensionais em forma de
anéis ciclicos. Neste caso, a matriz de conexao para um anel ciclico de conexao local
e para um anel ciclico de conexao global sdo matrizes circulantes de ordem , dadas
respectivamente por

C = circ (D,%rﬂ, - D.%),

s 1 1 1
¢ =cire (0,2, .. 1)
n-1 n-1 n—1

(3)
Levando em conta as consideragdes anteriores, podemos escrever um sistema
de equacdes que descreve a dindmica metapopulacional, dado por

xg+1 = (1 - ﬂ)f(xé) + .U-E}Llc f[xé)[xi.‘) f(xg]‘ i=12..,n

U Ezﬂ cﬁff
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31 SINCRONIZACAO

A sincronizagcéo do sistema (4) é obtida quando todos os sitios apresentam a
mesma densidade populacional em cada tempo t. Isto significa que X, =x,, para todo i
=1,2, ..., n. Substituindo isso em (4) obtemos

flxe) Z}Ll Cij

Xy = (1 =p)f(x) + eAY
k=1 J

f(xr); i=12,...n

Jasabemosque XL c; =1, j=1,..,n..Supondoque ¥7_,¢;; =1, i =1,..,n,
, obtemos que a matriz C é duplamente estocastica, e por consequéncia a expressao
acima torna-se

Xty =f(x{),i=12,..,n,

que é exatamente a dindmica de um sitio isolado dada em (1). Portanto, a
dindmica de cada sitio no estado sincronizado satisfaz a dindmica de um sitio isolado.

Consideremos a orbita sincronizada St = (Xt Xt ., Xt) € R" 5 gistema (4).
Queremos determinar se as Orbitas que iniciam préximas do estado sincronizado,
serdo atraidas para este estado. Com este objetivo, linearizamos o sistema (4) em
torno da Orbita sincronizada. Para isso, calculamos a matriz Jacobiana e aplicamos ela
na orbita sincronizada, obtendo

J(s:) = Qf'(x,), (5)

onde {} = [, —uB com | a matriz identidade de ordem ne B = [bij] a matriz

quadrada de ordem n definida por

Yi_ich sei=],

by = .
i {E}:ﬂ CikCike — Cijn SELF ] ©)

Temos que a matriz B € circulante. Logo, existe uma matriz F que diagonaliza a
matriz B (Davis, 1979). Mais precisamente, B= FDF', onde F =[f ] & a matriz de Fourier,
definida por £, = %(EXP(—Z;H\/——l))U_I)U_U ibj=1,...,n,e D =diag(4y, 4y, ..., A44-1) sendo
Ao, A4, ..., Ay_1, 0s autovalores da matriz B.

Uma vez que Zj-ib; =0, segue que 40 =0 & um autovalor simples da matriz B
associado ao autovetor v = (1,1, ...,1), ja que Bv = (0,0, ..., 0)"= Ov. Portanto, a matriz
Q) toma a forma

(7)
onde D = diag(A,, A5 ..., A,_1).
Observemos que w = 1 € um autovalor simples de QQ e seu correspondente
autoespaco € exatamente a diagonal do espaco de fase que é precisamente o
estado sincronizado. Isto significa, que as perturbacdes nesse espagco podem ocorrer
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liviemente. Ja as perturbagbes no espago gerado pelos autovalores de | . - puD
sao transversais ao estado sincronizado e deverao tender a zero para obtermos
estabilidade assintética.

Como o obijetivo é verificar o crescimento das perturbacdes transversais a 6rbita
sincronizada, basta considerar

J(s¢) = F(Iy—y — uD)f'(x )]F Y,

e analisar a evolugdo da equacao de perturbacéo, dada por

e (T Hﬁ)f'(xt)ﬁn
onde At é um vetor perturbacdo em R*™".
Escolhendo uma perturbagéo inicial A, qualquer, obtemos
A = (hy—y = #D)f'(Xe—1) o Uy — D) f' (1) (g — uD)f' (0D 0.

Desta forma a perturbacao tendera a zero quando t — @ se, e somente se,

1
lim || Pr_y ... PyPll= < 1,
T

(8)

onde Py = (I_1 — ,uﬁ)f’(xt), comt=0,12,..
Podemos escrever

1Py o PyPoll = Il(Lyeq — uD)TI TTEZS1F G
Portanto, temos que
1
Ly(x) = Ili_{'{;lgllpr—l v PyPollT = L(x)A,
onde
L(xo) = lim (TTE31F/ Gen) D,
~ ©)
€ o0 numero de Lyapunov com oOrbita iniciando em x, e A € o raio espectral de
(In-1 —uD) , OU seja,
A= max {|1— puil}
2i=n-1

! (10)

Considerando que a funcéao f preserva a medida natural p, aplicando o logaritmo
natural em ([T:23 f'(x[)D% e utilizando o Teorema de Birkoff, presente em Diaz e Jorge
(2007), podemos escrever (9) na forma

T—

1 1 w
lim = nlf @l = [l ldpeo),

T—on T t=

para todo x,, a menos de um conjunto de medida p nula. Consequentemente, o
numero de Lyapunov é dado por

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 17




L = el mlr'ldec

Podemos assim, a menos de um conjunto de medida p nula, eliminar a
dependéncia do numero de Lyapunov de x, e estabelecer L, =LA <1 como critério
para a estabilidade assintotica do atrator sincronizado.

41 APLICACOES

Para a conex&o local temos aue a matriz C é dada por (2) e a matriz B (para n =

11 1

. 1 1 . s s
6) torna-seB = circ (5, =550 0,;.—;). Como a matriz é circulante seus autovalores

sdo da forma

A = X0 bi(&p),
(11)
com & = exp(%5V=1),k =0,...,n— 1. Com alguns calculos chegamos que

2mk 2mk
Ay = cos? |[—) — cos [—).
ke

n n

Para k =0 temos 4« = 0, que é o autovalor associado a diagonal do espago de
fase. Estamos interessados nas perturbacdes transversais a diagonal do espaco de
fase. Dessa forma,

= gz oot (G5 - s B}
Portanto,
L= s, {[1 - nfeos® (55) - oo (1) s

125

1.05

1 . L ' s L L ' L .
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1
I

Figura 1: A em funcéo de p.

Por sua vez, considerando a rede global, representada pela matriz (3), temos

que a matriz B é dada por B = circ (i ! ! ) Da mesma forma, que no

n-1" m-12'""" (m-1)2

caso anterior, os autovalores de B sdo dados por (11). Para k = 0 temos o autovalor
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A =0, o qual esta associado ao estado sincrono e ndo nos interessa. Ja para k 20,

1 1 n-1
—_ _ i)
e BTy ZM(‘:}) *

Mas 2j=1 (§x)’ = =1, logo,

n

A = m'k =1,..,n-1
Consequentemente,
A=1- s,
e dessa maneira,
n
L, = |1 —Hm L.

0.985

0.99

0.985

< 0881

0.975

097 [

0.965 -

0.96

. L ' s 1 L L L .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1
I

Figura 2: A em fungéo de p.

51 CONCLUSOES

Desenvolvemos um critério para a analise da estabilidade local assintética da
solucao sincronizada do sistema (4). Conluimos que quando o numero de Lyapunov
Transversal L, <1, ocorre estabilidade local do estado sincrono e para Ly > 1 ocorre
instabilidade local do estado sincrono. Podemos notar ainda, que em ambas as redes
local e global, o numero de Lyapunov transversal é calculado como o produto de uma
componente associada a rede e a taxa de migracao, e outra componente dependente
da dinamica local.
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RESUMO: Em armazéns graneleiros a
conservagcao dos grédos por determinado
tempo depende principalmente de um eficiente
sistema de aeracéo, preservando a quantidade
e a qualidade dos grédos armazenados. Para
um bom sistema de aeracdo um modelo
matematico e software foram desenvolvidos
para simular a distribuicdo do fluxo de ar em
armazeéns graneleiros horizontais, em condi¢des
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ndao homogéneas e anisotropicas. Com a
simulacéo foi possivel analisar a distribuicao
do fluxo de ar em todos os pontos da massa
de graos armazenada. Dados experimentais
sobre a distribuicdo de pressao de um sistema
real de armazenagem de gréaos foram obtidos.
Comparacéo entre os dados experimentais e
simulados mostraram concordéncia satisfatoria.
Avaliacdo do desempenho do sistema de
aeracao foi realizada, usando critério proposto
pelos autores para estimar a eficacia da
distribuicdo do fluxo de ar em armazéns
graneleiros.
PALAVRAS-CHAVE:
Computacional, Modelagem
Método dos Elementos Finitos, Sistema de
Aeracéo.

Modelagem
Matematica,

ABSTRACT: In warehouses, storing grain in
bulk for a given time depends primarily on an
efficient aeration system, preserving the quantity
and quality of the stored grain. For a good
aeration system and software were developed
to simulate the distribution of horizontal bulk
materials in nonhomogeneous and anisotropic
conditions. With the simulation it was possible
to analyze the distribution of airflow at all points
of the mass of stored grains. Experimental
data on the pressure distribution of a real grain
storage system were obtained. Comparison
between the experimental and simulated data
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showed satisfactory agreement. Evaluation of the performance of the aeration system
was performed, using criteria proposed by the authors to estimate the efficiency of the
distribution of airflow in storage bins.

KEYWORDS: Computational Modeling, Mathematical Modeling, Finite Element
Method, Aeration System.

11 INTRODUCAO

Devido ao clima quente e umido no Brasil, a armazenagem de gréos ao longo
prazo s6 é possivel com o0 uso de sistemas de aeracédo. A fim de compensar a
deficiéncia de capacidade de armazenamento no pais, a construcao e exploracéo de
grandes armazéns horizontais atinge dimensbes adotadas amplamente significativas,
tornando dificil e as vezes impossivel a aeragdo no armazém graneleiro. Durante o
tempo de armazenamento, a quantidade do produto armazenado ndo € constante
(parte da massa de gréos pode ser extraido ou adicionado), que altera as condi¢des
de fluxo de ar.

Além disso, ha presenca da ndao homogeneidade da massa de graos, devido
a compactacao e anisotropia da forma esférica das sementes, torna o problema da
distribuicdo do fluxo de ar no armazenamento mais dificil. Conforme Weber (2005),
sistema de aeracao ineficiente pode causar problemas como migracédo de umidade
de gréos, superaquecimento de graos devido a atividade biologica, e a proliferacao de
fungos e insetos.

Existem varios fatores que afetam a distribuicdo do fluxo de ar em armazéns
graneleiros, por exemplo, o método de enchimento, a profundidade da massa de
graos, a morfologia dos gréaos, velocidade dos ventiladores acionados, etc. Em obras
de Shedd (1953), Brooker et al. (1982), Jayas et al. (1987), Maier et al. (1992), Weber
(2005), Khatchatourian et al. (2006), Khatchatourian et al. (2007) e Khatchatourian
et al. (2009), o fluxo de ar através da massa de gréos sob a influéncia de algumas
destas caracteristicas foi estudada. Em grandes armazéns, a ndo homogeneidade
foi estudada por Khatchatourian e Binelo (2008) e anisotropia da massa de graos por
Hood e Thorpe (1992).

Os principais objetivos do presente trabalho foram: a) contribuicdo da
implementacédo do modelo matematico e software para calcular a presséo estética,
analisar a distribuicdo do fluxo de ar em 3D, com condi¢cdes ndo homogéneas e
anisotropicas; b) coletar dados experimentais da distribuicdo de pressao em diferentes
profundidades de um sistema real de armazenagem de gréos; c) realizar simulacoes
numéricas 3D do fluxo de ar do sistema real de armazenagem de graos horizontal; d)
validar o modelo desenvolvido com dados experimentais; e) detectar areas de risco
operacional.
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2|1 DESCRICAO DO SISTEMA DO SISTEMA REAL E ARMAZENAGEM DE GRAOS

O objeto de estudo deste trabalho € um sistema real de armazenagem de graos
de propriedade de uma empresa, localizada na regiao do noroeste do estado do Rio
Grande do Sul, Brasil (caracteristicas sao apresentadas na Tabela 1). O armazém
possui estrutura fundo V, com 180 metros de comprimento e 40 metros de largura.
Existem dois sistemas de entrada de ar: 1) sistema de entrada central, 2) sistema de
entrada lateral, conforme a Figura 1.

Tipo de grao Soja

Tipo do armazém Abaixo do solo, em fundo V
Numero de entrada da aeracgédo central 12 registros

Numero de ventiladores da aeragéo central 12 motores de 44 kW/1730 RPM
Numero de entrada da aeracao lateral 6 registros

Numero de ventiladores da aeracao lateral 2 motores de 44 kW/1730 RPM
Valor de pressédo da aeracéo central 2942 Pa

Valor de pressao da aeracéo lateral 982 Pa

Profundidade do armazém estudado 10m

Tabela 1: Caracteristicas do armazém graneleiro estudado.

Figura 1: Estrutura do armazém graneleiro estudado.

31 MODELAGEM MATEMATICA E DESCRICAO DO SOFTWARE

3.1 Modelo matematico

Para simular o fluxo de ar tridimensional em meio particulado, foi utilizado o
modelo matematico descrito por Khatchatourian et al. (2009). Para simplificar o modelo,
a relacao entre a velocidade e o gradiente de pressao estudado, foi apresentada de
forma semelhante a equacao proposta por Bachmat (1965) e apresentado em Bear

Educacdo Matematica e suas Tecnologias 2 Capitulo 18




(1988):

gradP =aV + b |V|V )

onde V é o vetor velocidade em ms™; é o gradiente de pressdo em Pa; a e b séo
constantes que dependem do tipo de gréo.

Como resultado a equacao diferencial parcial ndo-linear para a presséo tem a
forma:

O O R .

onde K, K e K,em m*kg-'s, s@o os coeficientes de permeabilidade nas principais
direcoes.

Neste trabalho assume-se que: a) o coeficiente de permeabilidade K,
correspondente “a direcao vertical; b) os coeficientes pertencentes ao plano horizontal
séo iguais, isto &, K =Ky. Em grandes armazéns, o coeficiente K e o gradiente de
pressao varia de acordo com a profundidade em que esta localizado a camada de
gréos. Os resultados obtidos em Khatchatourian e Binelo (2008) foram utilizados para
esclarecer a influéncia do fator de compactacédo em grandes quantidades na massa
de gréos sobre o coeficiente de permeabilidade. A anisotropia da massa de gréos (a
diferenca entre K K e K)) foi obtida de acordo com o trabalho Khatchatourian et al.
(2009).

Para avaliar a aeracao foi utilizado o critério criado por Khatchatourian e Binelo
(2008), chamado de vazéao especifica local, permitindo avaliar a qualidade da aeracéo
em qualquer ponto do produto. A taxa de fluxo de ar local especifica para todos os
pontos internos X(x,y,z) do armazém é:

Vi
a.x) pOXIL{X)

3)

onde q(X) é a vazéo especifica local no ponto X(x,y,z) em m3s'kg™ , V (X) € a
velocidade do ar no ponto X em m s, p(X) é a densidade da massa de gréaos no ponto
X em kg m® s, L(X) € o comprimento total em m da trajetdria do ar que passa pelo
ponto X.

3.2 Breve descricao do software

O método dos elementos finitos foi usado para resolver a equacéo (2) (Segerlind,
1979). A matriz de coeficientes de permeabilidade Kfoi calculada em cada n6 da malha
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de elementos finitos, utilizando um processo iterativo. O software, desenvolvido em
ANSI C ++ e Pascal, usa ferramentas de software livre sempre que possivel. Uma
descricdo mais detalhada do software pode ser encontrado em Khatchatourian e
Binelo (2008).

4 | RESULTADOS E DISCUSSOES

Paravalidar o modelo matematico e o software, foram obtidos dados experimentais
sobre a distribuicdo de pressao estatica em duas camadas de gréos do armazém
graneleiro, apés foram comparados com os dados da simulagéo.

4.1 Simulacao Numérica

Devido ao estudo experimental, foram acionados quatro entradas de ar central e
uma lateral, correspondente a massa de grao estudada do armazém. Com a execucéo
do programa, foi obtido como resultado a simulacéo do fluxo de ar de um sistema real
de armazenagem de graos, onde a pressao é dada em Pascal (Pa).

2942 1000 100 10
Pa | —

Figura 2: Superficies isobaricas do armazém estudado.

A Figura 2, apresenta a localizagdo das superficies isobaricas espacial da
distribuicdo de pressédo do ar no armazém, verifica-se o sistema de aeracéo central e
lateral, e a distribuicdo do fluxo de ar em diferentes valores de pressdo na massa de
gréos. A Figura 3, mostra a vazéo especifica local do sistema de aeragédo estudado,
em um corte na secg¢ao vertical central, em dire¢ao ao eixo x. Percebe-se que a massa
central de graos, possui um grande volume do escoamento do ar transportado em um
intervalo de tempo, devido a menor resisténcia oferecida pela massa de graos nesta
direcao.
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Figura 3: Distribuicdo de taxas da vazao especifica local do sistema real de armazenamento
estudado.

As entradas de ar centrais sdo importantes para o sistema de aeracéo
estudado, contudo, com a analise da vazao especifica local do ar, pode-se perceber
dominios centrais da massa de graos com muita vazao, afastando-se do valor taxa
recomendado pela literatura mundial de 13m*h-"t-'. Devido ao volume e a néo
uniformidade significativa da massa de graos do armazém, a eficacia do sistema de
aeracéo deve ser melhorada. Para armazéns horizontais estas melhorias podem ser
alcancadas, em particular, através da otimizagao do controle do sistema de aeracgéao,
abrangendo um dimensionamento e pressao das entradas de ar adequados para um
bom armazenamento.

4.2 Resultado experimental, validacao do modelo e software

O estudo experimental foi realizado em apenas um terco da massa de graos do
armazém, portanto foram acionados as entradas de ar correspondente a massa de
grao estudada (Figura 1, lado direito). A presséo estatica foi medida em profundidades
de 1 e 2 metros abaixo da massa de graos, em 28 pontos, (com espacamento no eixo
X a cada 8 metros). Para a coleta dos dados experimentais de presséo, foram imersas
na massa de graos, sondas com as respectivas profundidades, analisando a presséo
através mandmetro. Foi adotado o manémetro tubo U inclinado em relacdo ao eixo
horizontal com angulo de 30° adequado para medi¢cdes de pequenas pressdes com
boa precisdo. Para a medi¢ao da pressao da entrada do ar, foi adotado o manémetro
Tubo em U.

Os dados experimentais da medicdo da presséo estatica estdo apresentados
na Figura 4. De acordo com o esquema de enchimento do armazém, com a reducéo
da profundidade da camada de gréos perto do eixo longitudinal, a pressao estatica
tem valor maior em pontos situados mais préximo do eixo longitudinal do armazém
graneleiro. Por conseguinte, na periferia do armazém, em que o caminho entre a
entrada e saida de ar € maxima, a pressédo tem valores menores. O valor mais alto
de pressao estatica (44 Pa) foi obtido na seccédo de X = 30 m, na profundidade de 2
metros.

A anélise estatistica dos dados experimentais e simulados foi satisfatoria (Figura
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4). Os valores do coeficiente de determinacao (R?= 0,72 profundidade de 1 metro
e R?= 0,92 profundidade de 2 metros) indicam a precisdao do modelo e do software
desenvolvido, possibilitando utilizar a simulacéo tridimensional do fluxo de ar em
armazéns graneleiros horizontais, para problemas de otimizacéo do fluxo de ar.

51 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi estudado a distribuicdo do fluxo de ar de um sistema real
de armazenagem de grédos, uma analise foi realizada para detectar areas de risco e,
consequentemente, melhorar a eficiéncia do processo de aeragao. A fim de validar o
modelo e o software desenvolvido, dados experimentais sobre a distribuicdo de presséao
de um sistema real de armazenagem de gréos foram obtidos. Comparagéo entre os
dados experimentais e simulados mostrou uma concordancia satisfatéria (coeficiente
de determinacdo R? = 0.72 profundidade de 1 metro e R? = 0,92 profundidade de
2 metros). Esta validacdo possibilita utilizar o método para melhorar e otimizar a
distribuicéo do fluxo de ar em armazéns graneleiros horizontais.
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Figura 4: Distribuicdo de pressao nas camadas de graos localizadas a uma profundidade de
um e dois metros abaixo da massa de graos: dados experimentais (pontos) e dados simulados
(linhas), o coeficiente de determinagéo de profundidade de um metro R?= 0.72 e de dois metros

de R?=0,92.

6 | AGRADECIMENTOS

Os autores agradecem a Universidade Regional do Noroeste do Estado do Rio
Grande do Sul (UNIJUI) pelo apoio financeiro e a empresa pela ajuda e disponibilidade
na coleta dos dados experimentais.

REFERENCIAS

BACHMAT, Y. Basic transport coefficients as aquifer characteristics. Proceedings of the Dubrovnik
Symposium, Hydrology of Fractured Rocks., 1:63-75, 1965.

BEAR, J. Dynamics of fluids in porous media. Dover Publications., 1988.

BROOKER, D. B.; BAKKER-ARKEMA, F. W.; HALL, C. W. Drying cereal grains. AVI Publishing Co.,
Inc., Westport, CT., 1982.

HOOD, T. J. A.; THORPE, G. R. The effects of the anisotropic resistance to airflow on the design
of aeration systems for bulk stored grains. Agricultural Engineering Australia. 21:18-23, 1992.

JAYAS, D. S.; SOKHANSANJ, S.; MOYSEY, E. B.; BARBER, E. B. The effect of airflow direction
on the resistance of canola (rapeseed) to airflow. Canadian Agricultural Engineering. 29:189-192,
1987.

KHATCHATOURIAN, O. A.; OLIVEIRA, F. A. Mathematical modelling of airflow and thermal state
in large aerated grain storage. Biosystems Engineering., 95(2):159-169 , 2006. DOI:10.1016/j.
biosystemseng.2006.05.009.

KHATCHATOURIAN, O. A.; OLIVEIRA, F. A.; BIHAIN, A. Estado térmico de produtos armazenados
em silos com sistema de aeracao: estudo tedérico e experimental. Engenharia Agricola.
27(1):247-258, 2007. DOI:10.1590/S0100-69162007000100019.

KHATCHATOURIAN, O. A.; BINELO, M. O. Simulation of three-dimensional airflow in grain
storage bins. Biosystems Engineering., 101(2):225-238, 2008.

KHATCHATOURIAN, O. A; TONIAZZO, N. A.; GORTYSHOQV, Y. F. Simulation of airflow in
grain bulks under anisotropic conditions. Biosystems Engineering., 104(2):205-215 , 2009.
DOI:10.1016/j.biosystemseng.2009.06.023.

MAIER, D. E.; MOREIRA, R. G.; BAKKER-ARKEMA, F.W. Comparison of conventional and chilled
aeration of grains under texas conditions. Applied Engineering in Agriculture., 8(5):661-667, 1992.

SEGERLIND, L. J. Applied Finite Element Analysis. J. Wiley and Sons Inc, New York, USA, 1979

SHEDD, C. K. Resistence of grains and seeds to air flow. Agricultural Engineering, St Joseph,
Michigan, 1953.

WEBER, E. Exceléncia em Beneficiamento e Armazenagem de Graos. Canoas, RS, 2005.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 18



CAPITULO 19

CONTROLE OTIMO DO FLUXO DE AGUA EM UMA
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RESUMO: Este trabalho trata da modelagem
do preenchimento de uma férma de gelo com
agua. Desejamos que esse preenchimento seja
eficiente. A eficiéncia pode significar minimizar
0 desperdicio de agua ou minimizar o tempo
necessario para encher a forma, entre outras
possibilidades. Os resultados mostraram-se
condizentes, uma vez que ja haviamos previsto
0s comportamentos de cada compartimento
teoricamente.

PALAVRAS-CHAVE: Controle Otimo;
Otimizacdo; Modelagem Matematica; Calculo
Numérico; Bocop.

ABSTRACT: This work deals with the modeling
of the filing of an ice mold with water. We
hope this filling is efficient. Efficiency can
mean minimizing waste of water or minimizing
the time needed to fill the mold, among other
possibilities. The results were consistent, since
we had already predicted the behavior of each
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FORMA DE GELO

compartment theoretically.

KEYWORDS: Optimal Control; Optimization;
Mathematical Modeling; Numerical Calculus;
Bocop.

11 INTRODUCAO

Neste trabalho elegemos um problema
modelo para aplicar os conceitos estudados na
area de calculo numérico. O problema escolhido
pode ser sintetizado na questdao “Como encher
uma férma de gelo de forma 6tima? ”. Observa-
se que essa postura, estudar temas de calculo
numérico conforme a necessidade de um
problema modelo de controle 6timo, implica na
necessidade de instruir-se em outros temas,
como por exemplo modelagem matemética
de fendbmenos, implementagcdo computacional
e otimizacdo, ainda que de forma menos
aprofundada.

Tratamos esse problema integralmente,
desde sua descricdo/modelagem até a
aproximagdo numérica da solugdo. As duas
principais ferramentas computacionais usadas
para resolver o problema foram o Mathematica
e 0 Bocop.
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2| OBJETIVOS

+ Modelar o preenchimento de uma férma com agua.
+ Estabelecer um funcional que quantifique a eficiéncia do procedimento.
« Formular o problema de controle 6timo associado ao problema modelo.

« Estudar e aplicar métodos de calculo numérico.

31 MODELO

O fendbmeno que vamos descrever é o enchimento com agua de uma férma de
gelo retangular de 6 compartimentos de dimensdes 1x1x1, como a da Figura 1. Para
modelar o fenbmeno, vamos fazer algumas suposi¢des simplificadoras. Considerando
a férma com os compartimentos enumerados como na Figura 2, supomos que a agua
sera adicionada apenas pelo compartimento 1, entrando a uma taxa constante igual a
1 e que a diagonal d da férma seja inclinada a graus em relagdo ao plano horizontal,
sendo o compartimento 1 o mais alto.

Figura 1: Exemplo de férma de gelo.

b

-2
td

/4

N
(=)

Figura 2: Esboco da férma de gelo com seus respectivos cubos enumerados e a diagonal d.

Supomos ainda que a agua nao muda de compartimento através da direcéo
diagonal do compartimento, por exemplo, na Figura 2, a agua que saide 1 vaipara2 e
4, conforme setas em azul, mas n&o vai para 5. Essa suposi¢céo nao é realistica, mas
simplifica bastante a dindmica do modelo. Como unico controle sobre o fendmeno,
vamos permitir que a férma seja rotacionada 6(t) graus em torno de d, com 6, < 6(t)
<6,. Note que o volume de agua que cada compartimento suporta depende de 6(t) e
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de a, esse volume € chamado de volume de suporte, V(6), e € igual para todos os
compartimentos.

O volume de agua no compartimento / no instante de tempo t é dado pela funcéo
V(t). Como 6 também podera variar ao longo do tempo, definimos a fungéo 6(t).

Consideramos que a agua sai do compartimento /, no instante ¢, se V (t)>V(6(t))
e que a quantidade de agua que sai € V(1)-V,(6(t)). Essa quantidade de agua é
distribuida em duas dire¢des, as dire¢des indicadas pelas setas a e b na Figura 2.
Assumimos que a distribuicdo depende do angulo 8(t), sendo que as direcbes a e b
recebem, respectivamente,

a(6()) [Vi(t) = Vs(6(£))] e b(6(£) [Vi(t) — Vs(6(2))].

A Figura 3 mostra que as fungdes a e b sdo complementares entre si, totalizando
100%, 0 que é condizente, visto que todo excesso de agua deve sair e se distribuir
para os compartimentos vizinhos.

1.0
0.8
B
—a(e)
b
4 6)
0.2
-10 10 20 30 40

Figura 3: Funcdes a e b.

Assim, o seguinte conjunto de equacdes descreve a dinamica do fluxo de agua
entre os compartimentos:

dvi(t)
dt

= (E;(t) — Si(t)), para i=1,....6.

onde

Ps(t parai=1,....6 e k=0,...,.N

se D;(t
caso contrario
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E as equagées de entrada, E, e saida, S para cada compartimento so:

Ei(t) =1,

S1(t) = Ci(t) * (Er(t) + Di(3));

En(t) = b(0(t)) = S1(t);

Sa(t) = Calt) * (Ea(t) + Da(?));

Es(t) = b(B(t)) = S2(t);

Sa(t) = Ca(t) = (Es(t) + Ds(t));

Ey(t) = a(f(t)) = S1(t);

Sy(t) = Cy(t) = (Eg(t) + Dy(2));

Es(t) = b(6(t)) = Sy(t) + a(@(t)) * Sa(t):
Ss(t) = Cs(t) = (Es(t) + Ds(1));

Eg(t) = b(0(t)) = S5(t) + a(6(t))  Ss(t);
Se(t) = Ce(t) * (Eg(t) + De(?));

A quantidade de agua dentro da férma de gelo é

6
It =3 Vi)
=1

O problema de controle &, entéo,

max J(ty)
ou, de forma equivalente,
min —J(ty)
sujeito a
dlj'it) = Ei(t) — Si(t), para i=1,...6.

o <O(t) < 0,

4| RESULTADOS E CONCLUSAO
Os parametros definidos para um dos testes consistem em:
Vi(0O)=0comi=1,...,6
-5<0<5
tempo final: 120
time steps: 120
tolerancia: 10*

Método usado: Gauss 42 ordem
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O comportamento de cada compartimento no decorrer do tempo estéa apresentado

na Figura 4.
Vi V2 V3
1 1 1
0,8 0,8 08
0, 0.6 0.6
0.4 04 0,4
0.2 0,z 0.2
] a {
Frrrprrr [ rrrprrrrrrog T I [ I rrrrrJrrr] L L L L L B L L L L i |
0 210 40 a0 80 100 1z0 o 20 40 B0 ED 1DD 120 a 20 40 &0 80 100 LZ0
va V5 (3
1 L 1
0.8 0.8 0.8
0,6 0,6 0.6
0.4 04 0.4
0,2 0,2 0,2
0 o a
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20 1I]I] 120

Figura 4: Resultado usando Gauss 4° ordem.

Resultado obtido (Gauss 4% ordem): -5,971721

Esse resultado corresponde a férma de gelo estar com o volume de 5,971721.

Repetindo-se o experimento, com os mesmos parametros, mas usando-se o
método de Euler implicito de 12 ordem, temos um resultado menos proximo do valor
teorico:

Resultado obtido (Euler 12 ordem): -5,967968

Esse resultado corresponde a férma de gelo estar com o volume de 5,967968.

Todos os resultados obtidos, apesar de terem convergido, dentro das iteragdes
maximas do Bocop e dentro da tolerancia estipulada, ndo atingem -6. Isso ocorreu
devido a uma aproximacgao do volume de suporte e da inclinagdo a+0 feita inicialmente,
impedindo que a capacidade maxima em cada compartimento permaneca igual a 1.
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CAPITULO 20

CODIGOS CiCLICOS DEFINIDOS POR ANULAMENTO
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RESUMO: Neste trabalho, desenvolvemos
a teoria de cobdigos corretores de erros
por condicdo de anulamento. Para tanto,
introduzimos alguns conceitos e ferramentas
da algebra linear, algebra abstrata e da teoria
classica dos codigos corretores de erros.
PALAVRAS CHAVES: Algebra, Codigos
Ciclicos, Codigos Polinomiais, Anulamento.

ABSTRACT: In this work, we will present the
error-correcting codes by cancellation condition.
For this, we introduce some topics of linear
algebra, abstract algebra and the classic error-
correcting codes theory.

KEYWORDS: Abstract Algebra, Cyclic Codes,
Polynomial Codes, Cancellation Condition.

11 INTRODUCAO

Os cbdigos corretores de erros se
apresentam de forma discreta, porém muito
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frequente em nosso cotidiano. Eles surgem
sempre quando fazemos uso de informacgodes
digitalizadas, tais como assistir um programa
de televiséo, falar ao telefone, navegar pela
internet, enviar mensagem por celular, e ainda
em comunicacoes via satélites, processamento
de imagens digitais, entre outros.

Dentre os codigos corretores de erros a
classe mais utilizada na pratica € a classe dos
codigos lineares, do qual destaca-se a classe
dos codigos ciclicos. No aspecto teoérico, a
importancia dos codigos ciclicos vem do fato de
que varios resultados da algebra abstrata, em
particular corpos finitos, constatam-se bastante
Uteis para caracterizar as propriedades
algébricas dessa classe de cddigos. Na visao
pratica, a importancia vem do fato desses
codigos apresentarem bons algoritmos de
codificagdo e decodificagao.

Neste trabalho apresentam-se os codigos
ciclicos definidos por condicéo de anulamento.

2| ELEMENTOS PRINCIPAIS

Seja F um corpo finito de dimensao n. Um
codigo linear € € F*,; é dito ser um codigo ciclico

se para todo vetor (c,, ..., C_,) pertencente a C,

ovetorc=(c_,,C, ..., C ) também pertence a

n-17 207 °*
C. Similarmente, dado um cédigo linear C, uma
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permutacao mtde 0, ..., n-1 definida do seguinte modo

i—1,5ei =21
n—1,sei=20

n(i) = {

e dada uma transformacgao linear Tx(co,¢1, -, €n—1) = (cp—1,€0s 1 €n—2),, temos que
C sera um codigo ciclico se T (c) € C para todo c € C.

Tem que o anel R» = Fx]/(x" - 1) & isomorfo a F™ por meio da transformacéo linear
v(ag, @y, -, ay_1) = Ay + @y X + -+ a,_,x" " al que (ag,ay, -, ay-1) € Ry

Todo ideal de R_ € da forma I ([f(x)]) em que f(x) &€ um divisor de x" -1. Determina-
se v(C) como um ideal R_ se, e somente se, C € um cddigo ciclico.

Seja | =1 ([g(x)]) em que g(x) € um divisor de x" -1 de grau s. Caracteriza-se
LgCl, [xg ()], -+, [x" " g(x)] uma base | como espaco vetorial sobre .

Para todo cédigo ciclico C existe um vetor v que gera C, matematicamente
podemos dizer que IveC talque C=<v >.

31 CODIGOS CiCLICOS POR ANULAMENTO

Seja dado um céddigo ciclico € € F'q em que n e g sdo primos entre si. Seja k
uma extensao do corpo [F sobre o qual o polindmio x" -1 se fatora em fatores lineares
monicos distintos. Sejam a,, ..., a_as raizes de g(x) em k que séo, portanto, duas a
duas distintas. Assim, segue que v(C) = I{[g(x)]) = {[f(x)] € Ry; f(a;) = - = f(a,) = 0}.

Seja f(x) =X/ a;x/ € F[x] Tem-se que [f(x)] & um elemento de I([g(X)] se, e
somente, se f(x) =¥} aa’ =0 parai=1, ..., r. Pode-se entdo definir C pelo polindbmio
g(x), a partir da matriz formada por o’ e o conjunto a= (ag,ay,**,an-1) € F*. Assim,
Ha' =0, em que A é a seguinte matriz com entradas em K

D:g . a¥_1
H=(: -~
'IE U.':.-l_l

Como os a, sdo as raizes de g(x) em K tem-se que I ndo é a matriz teste de
paridade de C. Para se determinar a matriz teste de paridade de C olha-se para K como
espaco vetorial sobre Fq de dimensao finita d. Logo, pode-se representar os elementos

-

) ; _ -1 i _ 1 f
o, como vetores colunas ${«!) € (F)?.. De modo que f(a) = (X120 @ a1} = 25 aj{eg).
Define-se, assim, a matriz H' como sendo

((a?} (ad) - {a‘:—l})
H = : S .
(@) (k) - {a)

Portanto, a € C se, e somente se, H'at =0
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41 CONCLUSOES

Em geral, para conferir se um vetor v € F* € um elemento de C com matriz
geradora G, deve-se solucionar um sistema com n equacgdes e k incognitas x, dado
por XxG = v. No entanto, quanto maior o sistema mais custos computacionais se tém.
De forma a minimizar esse custo, desenvolve-se uma matriz teste de paridade H. A
matriz teste de paridade permite caracterizar os elementos do cédigo C por condicdo
de anulamento. Assim, basta verificar se Hv! = 0.
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RESUMO: A proposta deste trabalho consiste
em estimar a velocidade média e o coeficiente de
dispersao longitudinal da equacgéo da adveccao-
dispersao unidimensional em regime transiente
através de um problemainverso. Paratal, foram
utilizados dados de um experimento de campo
realizado por Sousa (2009), onde foi simulado
o langamento instantaneo de um contaminante
conservativo (NaCl) em um trecho do rio Sao
Pedro, localizado na cidade de Nova Friburgo/
RJ. O problema direto é resolvido com o método
hibrido analitico-numérico conhecido como
Técnica da Transformada Integral Generalizada
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(GITT). O problema inverso é formulado através
da Inferéncia Bayesiana e resolvido com o
Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC). Os resultados obtidos demonstram
a robustez da combinacao de transformacdes
integrais e inferéncia Bayesiana nesta analise.
PALAVRAS-CHAVE: Técnica da Transformada
Integral Generalizada, Problemas
Inferéncia Bayesiana, Monte Carlo via Cadeias
de Markov.

Inversos,

ABSTRACT: The purpose of this study is to
estimate the average speed and the longitudinal
dispersion coefficient of the advection-dispersion
equation transient one-dimensional through an
inverse problem. For this, we used data from a
field experiment conducted by Sousa (2009),
which was simulated instantaneous release of a
conservative contaminant (NaCl) on a stretch of
the river San Pedro, located in the city of Nova
Friburgo / RJ. The direct problem is solved with
the analytical-numerical hybrid method known
as Generalized Integral Transform Technique
(GITT). The inverse problem is formulated
by Bayesian Inference and solved with the
Markov Chains Monte Carlo method (MCMC).
The results demonstrate the robustness of
the combination of integral transformation and
Bayesian inference in this analysis.

KEYWORDS: Generalized Integral Transform
Problems, Bayesian

Technique, Inverse
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Inference and Markov Chains Monte Carlo method

11 INTRODUCAO

A previsao do comportamento da disperséo de poluentes em rios, conduzida
através de modelos matematicos, é importante para a analise e redugao de impactos
ambientais, uma vez que pode levar a estimativas do alcance e das concentracdes a
serem observadas na pluma de contaminantes.

Neste trabalho é realizada a analise da dispersao de um contaminante
conservativo lancado de maneira instantanea em um rio, através da comparacéao
entre os resultados obtidos em um experimento de campo e aqueles calculados por
um modelo matematico. O transporte deste contaminante foi simulado através da
equacéo da advecgao-dispersao unidimensional em regime transiente com velocidade
e coeficiente de dispersao longitudinal constantes. A solucao desta EDP € obtida por
meio do método hibrido analitico-numérico conhecido como Técnica da Transformada
Integral Generalizada (GITT) (Cotta, 1993). Esta escolha € importante, pois por tratar-
se de uma metodologia parcialmente analitica a solugéo do problema direto é realizada
com custo computacional menor e com grande precisao. Este € um passo fundamental
na solucao do problema inverso aqui tratado, pois este envolve um processo iterativo
intenso computacionalmente. O problema inverso para estimativa dos parametros do
modelo (velocidade média e coeficiente de dispersao longitudinal) é entao formulado
por meio de Inferéncia Bayesiana (Kaipio, 2004), permitindo assim a incorpora¢cé&o no
modelo inverso de informacdes a priori disponiveis para estes parametros.

2|1 DESCRICAO DO EXPERIMENTO

O experimento foi realizado por Sousa (2009) no verao de 2009, em um pequeno
curso fluvial, Rio Sao Pedro, localizado na regido rural do municipio de Nova Friburgo,
centro-norte do estado do Rio de Janeiro. Foram langcadas 2000 gramas de cloreto
de sodio, diluidos em aproximadamente 15 litros de agua em um balde, de maneira
instantdnea em um ponto da secéo de injec&o, sobre a linha de corrente central do
escoamento.

Em duas secles, localizadas, respectivamente, a 50 e 100 metros a jusante do
local de injecdo, foram colhidas, a cada 15 segundos, amostras de 200 ml da agua,
durante periodo de tempo suficiente para que ocorresse, por completo, a passagem
da pluma do tragador. Apenas as amostras obtidas na sec¢ao a 100 metros do ponto de
langamento foram utilizadas. Em todas as amostras foi determinada a condutividade
elétrica, posteriormente convertida em concentracéo de sais dissolvidos, através da
curva de calibracdo que modelada para este fim. De acordo com esse procedimento,
a concentracao de sais a montante do ponto de langamento seria de 15.5 mg/| .

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 21




Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 21

31 FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA DIRETO

Considere uma se¢ao de um rio com comprimento L, inicialmente com velocidade
média e coeficiente de dispersdo longitudinal constantes. Em x, € simulado o
lancamento instantaneo de um poluente. Arepresentacéo esquematica deste problema
€ apresentada na figura 1.

I I
Zona advectiva Zona de equilibrio

Figura 1: Representacdo Esquematica
A zona de equilibrio desde problema, marcada esquematicamente a partir

do ponto x, na figura 1, pode ser modelada pela equagédo da advecgao-dispersao
unidimensional em regime transiente (Fischer, 1979):

AC(x,t) ac(x, t) 820 (x, t)
T +u Pl el O<x<lLet>0 (1)

€(0,t) = cp, t=0 (1.1)

g (Lt)y=0, t>0 (1.2)

M
C(I,U} =I§(I—I]:]+C|}. 0=x=<1L (13)

onde u é a velocidade média na se¢&o transversal, E, € o coeficiente de dispersao
longitudinal, A é a area da secao transversal, M € a massa do poluente, &(x —x;)
é a funcao Delta de Dirac e c, € o valor da concentragdo medido no rio antes do
lancamento do poluente.

Para o experimento descrito na Se¢éo 2, os seguintes parametros sao conhecidos:
¢, = 15.5 mg/l, M= 2000g, A = 0.9m?, L = 1000 m e x_1 = 500m. Os parametros u e E,
seréo estimados por meio do problema inverso.

41 TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA

A solucdo formal através da Técnica da Transformada Integral Generalizada
segue o seguinte procedimento sistematico: (i) definicdo do problema de autovalor, (ii)
desenvolvimento do par de transformacéao integral, (iii) realizacdo da transformacao
integral na EDP original, (iv) solucéo do sistema de EDO'’s resultante da transformacéao
integral e (v) utilizagc&o da formula de inversao para construir o potencial original (Cotta,
1993).

De modo a acelerar a convergéncia da solucdo através da GITT, é desejavel que
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as condicdes de contorno sejam homogéneas. Portanto, considera-se o seguinte filtro:

C(x,t) = C*(x,6) + Cr(x) (2)

onde c*(x,t) & o potencial filtrado e cf(x) € a solucao do problema filtro. Para o
problema aqui tratado, ¢ (x) = ¢, é considerado, sendo o suficiente para homogeneizar
as condicdes de contorno.

O problema de autovalor diferencial é definido como o problema de Helmoltz,
cujas autofungdes, ¥i(X), e seus respectivos autovalores, i, para as condicdes de
contorno dadas séo:

YP;(x) = cos (%) i=12,.. (3)
L
W = M i=12,.. (4)

2L

Define-se enatdo o par de transformacao integral como:

L
Transformada: C;(t) = J- P (x)C" (x, t)dx (5.1)
(1]
Inversa: C*(x, t) = Z () (%) (5.2)
i=1
onde
L
b0 =22 N = [ 6)

Operando o problema filtrado com f, #:(x)(.)dx e realizando manipulagées
algébricas para cada uma das integrais resultantes, obtém-se o seguinte sistema de
EDO’s para os potenciais C:(t):

dC;(t)
dt

+utGi() = gi(t),  i=123,.. (7.1)

onde




G(® = —u ) G(ODy 7.2)
j=1

ot di(x)
Dy = L i) —  —dx (7.3)
Com as condig¢des iniciais transformadas dadas por:

L
G0 = fﬂ FOOf @dx, 0D = F0) - ¢ (7.4)

Para a solucéo do sistema de EDO’s dado em (7), foi utilizada a rotina NDSolve
do software Mathematica. Uma vez conhecidos os potenciais transformados Ci(t), a
formula de inversao, Eq. (5.2), pode ser utilizada para a obtengcao do campo filtrado,
C* (x,1). Para a obtencao do campo original, C(x,t), a Eq. (2) é empregada, resultando:

Nitr

€0 t) = € (6, 0) + €00 = ) OB + () ®)
i=1

51 FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Considere que no problema modelado pela eq. (1) estejam disponiveis dados
experimentaisZ={Z,, Z,, ..., Z ;}, medidos em uma determinada posi¢do e em tempos
distintos, onde N, representa o numero de dados disponiveis. Considere agora que
os valores do conjunto de parametros a = {u, E } sejam desconhecidos, mas seja
necessario estima-los. Este € o problema de interesse deste trabalho.

Na abordagem Bayesiana o problema inverso é formulado como um problema
de inferéncia estatistica, onde se busca uma fungcéo de densidade de probabilidade
a posteriori dadas as observagdes experimentais. Dessa maneira, as informacdes a
priori sobre os parametros do modelo podem ser utilizadas na formulacéo do problema
inverso.

O teorema de Bayes para a analise inversa pode ser formulado da seguinte
maneira (Kaipio, 2004):

T () (Z]a)

(@) €))

Tpes(@) = m(alZ) =

onde Mres(@) ¢ o funcdo de densidade de probabilidades a posteriori, T[pr(a) €

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 21




a funcao de densidade de probabilidades a priori, TU (Z la) é a funcdo de maxima
verossimilhanca e TT (Z) € a densidade marginal que exerce o papel de constante de
normalizacgéo.

Se os erros experimentais forem aditivos e descritos por uma distribuicao normal,
a funcédo de maxima verossimilhanca pode ser definida como:

m(Z|o) = (z - anlc)Tw_l(z - zcaic)] (1'])

1 1 1
NV R

onde W é a matriz de covariancia relacionado aos dados experimentais. Para o
experimento realizado por Sousa (2009) foi considerado um desvio padréo constante
igual a %ep =155mg/l.. Para simular amostras de Mpos(?) através do MCMC é
empregado o algoritmo de Metropolis-Hastings (Metropolis, 1953; Hastings, 1970).

6 | RESULTADOS E DISCUSSAO

A metodologia apresentada foi formulada computacionalmente no software
de computacao algébrica Mathematica utilizando uma ordem de truncamento Ntr =
100. Na tabela 1 pode-se acompanhar a convergéncia da GITT para diversas ordens
de truncamento. Para t = 90s utilizando Nir=100 tem-se 5 algarismos convergidos,
enquanto que, em t=150s com Ntr= 60, é possivel constatar uma convergéncia melhor.
Este resultado ja era esperado, pois 0 método necessita de uma quantidade maior de
termos para representar de maneira mais fiel os valores nas proximidades do contorno.

t=90s t=150s
Ntr 50m 100m 150m 50m 100m 150m
20 51.1036 23.2132 13.4647 29.4998 45.6128 17.3230
40 61.7399 16.7798 15.0933 24.8485 49.2443 16.9888
60 62.6123 17.5713 15.4851 24.9217 49.2696 16.9684
80 62.6311 17.5495 154999 249217 49.2696 16.9686
100 62.6312 17.5497 15.5001 24.9217 49.2696 16.9686

Tabela 1: Tabela de Convergéncia

Para a solugcdo do problema inverso foram consideradas informacgdes a priori
disponiveis para os parametros u e E_obtidos por Sousa (2009), modeladas como
distribuicées normais com p, = 0.59m/s, o, = 0.3m/s, p, = 1.75m?*/s e o = 0.8m?/s.
Para a construcao das Cadeias de Markov, no algoritmo de Metropolis-Hastings foram
utilizados estados iniciais diferentes das médias a priori, com o objetivo de testar a
implementacéo, verificando a convergéncia das cadeias.

A Cadeia de Markov foi construida com 20.000 estados e um aquecimento de
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6.000 estados, que sdo descartados na computagdo das estatisticas da distribuicéo a
posteriori. As figuras 2 (a) e (b) mostram a evolugcéo das cadeias para os parametros
E, e u, respectivamente, onde € observado que os 6.000 estados utilizados como
amostras de aquecimento sao mais do que o suficiente para as cadeias alcangcarem a
distribuicéo de equilibrio.

: : v estado : : : - gstado
10000 15000 20000 a 5000 10000 15000 20000

5000

Figura 2: Evolucgéo das Cadeias para E, e u, respectivamente em (a) e (b)

Nas figuras 3 (a) e (b) sdo apresentados os histogramas das distribuicdes a
posteriori para E, e u, respectivamente, onde é possivel observar que as densidades
tendem para uma distribuicdo normal.

(a) (b}
freq freq
1200 e J— i
1000 il |
M 2000
800
1500
£00
a00 1000
200 [ 500
0 E 0 bt - -
18 17 18 19 20 21 22 0.5850.5900.5950 80006050 610

Figura 3: Histogramas para as distribuices a posteriori de E, e u, respectivamente em (a) e (b)

Atabela 2 apresenta os intervalos de confianca estimados de 95% para cada uma
das distribui¢cdes a posteriori amostradas pelo MCMC, bem como a média e o desvio
padrdo de cada um dos parametros. E importante notar que os valores estimados por
Sousa (2009), E, = 1.75 e u = 0.59, encontram-se dentro do intervalo de confianga
determinado neste trabalho.

E, (m?/s) u (m/s)
IC [1.69 ; 2.11] [0.59; 0.61]
M 1.89 0.60
o 0.105 0.0045

Tabela 2 Intervalos de confiangca de 95%, média e desvio padréo para E e u
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Por fim, é possivel observar na figura 4 uma comparacao entre as concentragoes
calculadas e os dados experimentais. A linha azul representa a solugdo via GITT
utilizando os valores médios dos pardmetros dados na tabela 2, resultando em um
erro absoluto total de 74mg/l, enquanto que a linha tracejada refere-se aos resultados
encontrados por Sousa (2009), resultando em um erro absoluto total de 78mg/I .

ag b

Concentragdo [mg/l)

.0 g g
....‘...‘. .
*en 4

10 b . . . . 1 ! 1 ! . 1 . ! ! 1 1 ! . . . 1 1 ! ! . 1 .
o 100 200 300 400 500

Tempo ()

—— GITT « Dados experimentais ====-= Sousa (2009)

Figura 4: Comparacgao dos resultados obtidos em relacédo aos dados experimentais

7 | CONCLUSOES

A metodologia empregada neste trabalho, combinando transformagdes integrais
e inferéncia Bayesiana, foi demonstrada eficaz para a estimativa do coeficiente de
dispersao longitudinal e a velocidade média empregando-se informacéo a priori. Os
resultados obtidos apresentaram uma pequena melhora em relacdo aos encontrados
por Sousa (2009). Além disso, ressalta-se o fato da solugédo do problema inverso na
abordagem Bayesiana ser densidades de probabilidade para os parametros buscados,
trazendo maior nivel de informag&o quanto as incertezas dos paréametros estimados.
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RESUMO: A evolugdo dos dispositivos
processadores, das linguagens computacionais
e de acOes multidisciplinares permitem o uso de
modelos matematicos e inovagdes tecnologicas
para complementar os métodos para avaliagéo
do desempenho de um dos 6rgaos vitais do
corpo humano, o corag¢ao. O crescente numero
de casos envolvendo doencgas cardiovasculares
motiva a comunidade cientifica a buscar novas
técnicas,dentreasquaisdestacam-seasanalises
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EXPERIMENTAIS

nao invasivas, capazes de detectar patologias
leves e moderadas. De modo a contribuir com
estudos complementares, apresenta-se neste
trabalho um modelo matematico que permite a
simulacéo da morfologia de eletrocardiograma
de adultos sadios e revela tacogramas que
podem ser comparados com dados coletados
de forma experimental.

ABSTRACT: The evolution of
devices,

processing
languages, and
multidisciplinary actions allow the use of

computational

mathematical models and technological
innovations to improve the analyze of one of the
vital organs of the human body, the heart. The
increase of the number of cases involving
cardiovascular diseases motivates the scientific
community to research new techniques, mainly
non invasive analyzes, capable of detecting
mild and moderate pathologies. In this work, a
mathematical model is presented. It allows the
simulation of electrocardiogram morphology of
healthy adults and reveals tachographs that can
be compared with experimental data.

PALAVRAS-CHAVE: coracao,

da frequéncia cardiaca, transformada wavelet

variabilidade

discreta.
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11 INTRODUCAO

O coracéo humano é o 6rgéao vital responsavel por controlar a vida vegetativa
(involuntaria) enquanto € monitorado pelo sistema nervoso autonomo (SNA) (BEAR
et al., 2008), tem a fungdo de bombear sangue para o corpo (MOHRMAN e HELLER,
2008). O SNA ¢ dividido em dois subsistemas: sistema nervoso simpatico (SNS),
responsavel por controlar as situagdes de alerta como, por exemplo, susto, medo,
exercicios fisicos e estresse mental e o sistema nervoso parassimpatico (SNP),
responsavel pelo controle do corpo em repouso (ACHARYA et al., 2006).

No coragao, o regime sinusal o ritmo cardiaco € controlado pelo SNP, considerado
normal quando o individuo apresenta aproximadamente 72 batimentos por minuto (bpm)
e bombeia 0,07 litros de sangue por contracao (CURTIS, 1997; HALL, 2016). Caso o
individuo seja submetido a alguma situa¢do de alerta, o aumento da atividade cardiaca
€ controlado pelo SNS (BEAR et al., 2008). Uma das formas mais comuns de avaliar a
atividade elétrica do coragao é conhecido como eletrocardiograma (ECG). Essa forma
de registro foi introduzida Willem Eithovem em 1902 (DUBIN, 1996), um registro de
dados da relaxacdo e contracdo do coracdo, que normalmente é apresentado em
forma grafica com linhas que indicam o comportamento ao longo do tempo. Os pontos
coletados durante a evolugao temporal da atividade elétrica permitem avaliar o ritmo,
a quantidade e a velocidade dos batimentos cardiacos (FERREIRA et al., 2010).

Na Figura 1 (a) € representada graficamente a atividade cardiaca durante 4
segundos. Trés formas béasicas de onda sdo mostradas e descritas pela sequéncia
simbodlica P, QRS e T (SCHMIDT et al.,, 1999). Onde a onda P representa a
despolarizacédo (contracéo) dos atrios. Neste momento, 0 sangue passa dos atrios
para os ventriculos. Na sequéncia observa-se a onda QRS, este complexo representa
a contragcao ventricular (sistole), onde o sangue é for¢cado para fora dos ventriculos,
sentido aos pulmdes e ao resto do corpo. Por fim, tem-se a onda T representando
a repolarizacéo dos ventriculos (diastole), momento em que o sangue venoso (nao
oxigenado) entra no atrio direito, enquanto o sangue oxigenado (arterial) oriundo dos
pulmdes entra no atrio esquerdo, ficando o coracao preparado para o proximo ciclo
(DUBIN, 1996). A Figura 1 (b) permite a observacéo da evolugado temporal (n=1000
batimentos cardiacos) da atividade elétrica (r[n][s]) de um corac¢do. Na representacéo
gréafica tem-se uma grande quantidade de pontos que dao a caracteristica visual de um
ECG e é conhecida como tacograma e pode ser estudada por meio da variabilidade da
frequéncia cardiaca (VFC).

Um estudo detalhado deste tipo de imagem pode ser realizado observando
caracteristicas da evolugcdo temporal. A deteccdo de patologias leves e moderadas
associadas ao SNA como arritmias, bradicardias e taquicardias, além de disturbios na
relacao entre 0s SNS e SNP pode ser realizada por meio do estudo da VFC (VANDERLEI
et al.,, 2009) via ECG, um método nédo invasivo e coerente nas respostas. Além
disso, modelos matematicos vém sendo estudados com finalidade de compreender
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o funcionamento fisioloégico do sistema cardiovascular (SCV). Alguns modelos s&o
baseados na equacéao classica de Van der Pol (VAN DER POL, 1926). Gois e Savi
(GOIS e SAVI, 2009), por exemplo, consideraram trés osciladores de Van der Pol
modicados, conectados por um acoplamento com atraso de tempo para descrever o
comportamento do ritmo cardiaco.

200 40 Gl B0 10HHY
n

Figura 1: Evolucao temporal da atividade elétrica permite avaliar o ritmo, a quantidade e a
velocidade dos batimentos cardiacos. Em (a) representa-se um padréo de eletrocardiograma
(ECG) com sequéncia simbdlica das principais ondas em (b) encontra-se a amostra gréfica de

um tacograma.

Esta analise é feita por meio da avaliagdo do intervalo entre ondas R consecutivas
(Figura 1 (a)). O sinal de tempo discreto, derivado de ECG, denotado por r[n], com O
<n < N-z, é conhecido como espectro do tacograma ou simplesmente tacograma. A
Figura 1 (b) mostra um exemplo de tacograma (KITNEY e ROMPELMAN, 1980).

Acharya e colaboradores (ACHARYA et al., 2006), apresentam uma reviséo de
varias técnicas para analise do tacograma, tanto no dominio do tempo quanto no
dominio da frequéncia. Os autores apresentam uma descricdo detalhada sobre as
relagdes entre a VFC paraindividuos que fazem parte de grupos de risco (consumidores
de élcool e cigarro, uso de medicamentos, diabetes, entre outros). No dominio da
frequéncia, o espectro do tacograma possui duas bandas principais (ACHARYA et al.,
2006): no intervalo de 0,04 < f < 0,15Hz encontram-se as baixas frequéncias (BF),
enquanto no intervalo 0,04 < f < 0,4Hz estao as altas frequéncias (AF). As atividades
dos SNP e SNS sao associadas, respectivamente, as bandas AF e BF.

Avalia-se que durante o exame os individuos permanecem acordados em
posicao de repouso, espera-se somente a atuagcao do SNP. Desta forma, um individuo
sadio deve possuir baixa atividade em BF e alta em AF, além do que, com o espectro de
energia da transformada wavelet discreta (TWD) (DAUBECHIES, 1992 e VIDAKOVIC,
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1996) o tacograma pode ser melhor aproximado por um processo estocastico
autorregressivo (AR) do que por meio dos espectros gaussianos.

A estrutura apresentada neste trabalho tem a seguinte forma: na Secéo 2
apresenta-se o modelo matematico para simulagcéao do batimento cardiaco; na Secao 3,
trata-se da transformada wavelet discreta (TWD); na Secao 4 mostra-se os resultados
obtidos e na ultima Secéo as conclusdes sdo apresentadas.

2 | MODELO MATEMATICO PARA BATIMENTOS CARDIACOS

Neste trabalho, é utilizado um modelo mateméatico de trés equacdes diferenciais
acopladas introduzidas por McSharry e colaboradores (McSHARRY et al., 2003),

X =ax —wy

) = ay + wx
e (1)

. 2"
Z=zy—z—Y,;a; A0;e?\Pi
com i€{PQRST,a=1- m, AB; = (6 — 6;)mod2m, 6 = arctan2(y,x)
zy(t) = Asen(2rf,t) onde aamplitude € dadaporA=0,15mV e considera-se afrequéncia
de respiragéo do individuo f, = 0,25Hz. A velocidade angular w pode ser encontrada
efetuando-se o calculode w(t) = 2m/r (t),, onde r(t) & a conversao discreto-continua
do tacograma r[n] (OPPENHEIM et al., 2010). Na Tabela 1, apresentam-se os demais
parametros do modelo.

indice (i) Tempo [s] e[rad] a, bi
P -0,2 -3 1,2 0,25
Q - 0,05 -3 -5 0,1
R 0 0 30 0,1
S 0,05 w12 -7,5 0,1
T 0,3 w2 0,75 0,4

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2

Tabela 1: Pardmetros do modelo apresentado por McSharry e colaboradores.

No trabalho apresentado originalmente por McSharry et al. (McSHARRY et al.,
2003), o tacograma r[n] (Figura 2(a)) é determinado pela transformada inversa de
Fourier (OPPENHEIM et al., 2010) do espectro Hg(f) = |Hg(f)le!® , com mddulo

2

1f-f1y? 1f-f
|HGU)|=J el s ghpelad, &)

\2Zmc? V2Zmc

fase @ aleatdria uniformemente distribuida entre -te me f, =0,1Hz, f, = 0,25Hz,
¢, =¢,=0,01eqdf/of =05. O modelo dindmico descreve a geragao de sinais sintéticos
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de eletrocardiograma. Esse modelo € baseado em um conjunto de trés equacobes
diferenciais ordinarias onde sao incorporadas as ondas de Mayer e a arritmia sinusal
respiratoria (ASR) por meio de um espectro bimodal consistindo da soma de duas
funcdes gaussianas (McSHARRY et al., 2003).

BF AF N €

[He (£l

fHz]

[H a4zl )

rlHz]

Figura 2: Representacéo do espectro gaussiano (a) e espectro autorregressivo (b), com suas
respectivas faixas de baixa frequéncia (BF) e alta frequéncia (AF).

Como comentado anteriormente, o procedimento de geracdo do tacograma
foi alterado em relacédo ao espectro. Ao invés da Equacao (2), relacionada a uma
distribuicdo gaussiana, a sequéncia r[n] é tomada como sendo uma realizacéao de um
processo AR,

R[n] =%V d,R[n—1]+¢[n], (3)

onde g[n] € um ruido branco com média zero e variancia unitaria. A ordem do
modelo é p = 16, com base no trabalho de Boardman et al. (BOARDMAN et al., 2002),
e os coeficientes utilizados sao apresentados na Tabela 2:

d, d, d, d, d. d,
-0,9099 05188 -0,2840 -0,2063 0,382  0,0709
d7 d8 d9 d10 d11 d12
00305 -0,1533 00009 -0,0070 -0,0218  0,0043
d13 d14 d15 d16

0,0316 0,0155 -0,0591 0,0252

Tabela 2: Coeficientes do tacograma para o processo estocastico autorregressivo.
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O espectro da Equacéo (3) é obtido por

1
|HAR (f)l = |1—Ef=1dif-iznﬂ|’ {4)

e apresentado na Figura 2(b) com suas respectivas faixas de frequéncias.

31 TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA

As wavelets séo fungdes localizadas no tempo utilizadas para analisar outras
funcbes em posicéo e escala (frequéncia) (GROSSMANN e MORLET, 1984). Os
parametros de uma wavelet sdo o tempo, a dilatacdo e a translagao. Existem dois tipos
principais de transformadas wavelets (TW): continua (TWC) e discreta (TWD), que por
sua vez pode ser de tempo continuo ou discreto. Neste trabalho utilizamos a TWD.
Trata-se de uma forma de decomposicdo em multibandas baseada em bancos de
filtros espelhados em quadratura de dois canais (OPPENHEIM et al., 2010), conforme
mostra a Figura 3.
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Decomposicao Reconstrugao

Figura 3: Banco de filtros utilizado pela transformada wavelet discreta.

Onde os filtros wavelet h[n]: n=0, ..., L-1 e escala g[n] : n =0, ..., L-1 séo
construidos de acordo com a familia de wavelets utilizada, sendo L o comprimento do
filtro (VIDAKOVIC et al., 1999).

Para o presente trabalho a familia escolhida denomina-se Daubechies
(DAUBECHIES, 1992) com L=80, para este caso, néo foram considerados aspectos
de reconstrugao.

Os coeficientes w[n] e v[n] sdo obtidos por convolugdes circulares de r[n] com
as versoes reversas dos filtros h[n] e g[n] seguidas de decimacado por fator dois. A
Figura 4 mostra a decomposi¢cdo em quatro niveis utilizada neste estudo. Os sinais
séo representados por matrizes, visto que possuem comprimento finito.
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Figura 4: Esquema representativo da decomposicéo de um tacograma em quatro niveis pela
transformada wavelet discreta.

A decomposicao permite que sejam definidas bandas para o dominio wavelet, na
Figura 5 mostra-se a relacao entre os coeficientes wavelet e suas respectivas bandas
de frequéncias: wavelet baixa frequéncia (WBF), intervalo 1/32< f < 1/8 Hz; wavelet
alta frequéncia (WAF), intervalo 1/8 < f < 1/2Hz.

Divisao do Espectro
Wavelet

1 1 f[me]
4 2

(98]
\¢]
p—
N
00 | —

Figura 5: Representacédo esquematica do espectro de frequéncias feito pela transformada
wavelet discreta.

A energia do tacograma pode ser calculada por Tl = IIVall* +

2
j=llWill”, com lIrll? =r"r (vIDAKOVIC et al., 1999). Ja, as energias nas bandas wBF e
WAF podem ser determinadas por, [[Wyell? = [[W,l1% + W, 12 e Wgell® = [IWs]1* + [[W,]I2.

4 | RESULTADOS

Baseando-se em trabalhos anteriores foi realizado um estudo do espectro a fim
de se obter a velocidade angular utilizada em um conjunto de equacdes diferencias e
consequentemente o ECG. Durante as simulagdes foram criados 124 sinais teéricos de
ECG, sendo metade (62) gerados por meio de espectro gaussiano e 62 pelo espectro
autorregressivo.

Os resultados das simulagbes obtidas foram apresentados em forma de
tacogramas e comparados com 62 tacogramas experimentais (N= 100 batimentos)
de adultos sadios. Esses dados, assim como todos os demais dados experimentais
utilizados neste trabalho foram coletados na Faculdade de Medicina de Sao José do
Rio Preto pelo grupo do Prof. Dr. Moacyr Fernandes de Godoy.

Para cada tacograma s&o calculadas as energias da Equacédo (5) e obtidas
IWeellg, IWsellir, IWsellZe. para baixa frequéncia (Figura 6(a)) e IWarlle, Warllia, Warllcx
para alta frequéncia (Figura 6(b)). Os indices se referem aos tacogramas obtidos pelos

espectros gaussiano (G), autorregressivo (AR) e experimental (EXP).
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Nas Figuras 6(a) e 6(b), observam-se as bandas (WBF e wAF), e a energia obtida
do tacograma autorregressivo se aproximando, em média, da energia do tacograma
experimental em relacdo ao tacograma gaussiano.

Quanto a variabilidade das energias experimentais, apresentam-se maiores. Esse
efeito € comumente observado nos ECG, visto que, o coracao possui a habilidade de
responder a varios estimulos e situagdes de alerta pelo qual o corpo passa durante o
dia, além de possiveis desordens induzidas por doencas.

2
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Figura 6: Energia dos tacogramas nas bandas (a) wBF e (b) wAF. Em azul, o gaussiano; em
vermelho o autorregressivo; em verde o experimental.
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51 CONCLUSOES

Estudou-se um modelo mateméatico dado por equacgdes diferenciais acopladas
que descrevem sinais de eletrocardiograma. Estabeleceu-se comparagdes entre
tacogramas teéricos gerados por espectros gaussianos e autorregressivos com
tacogramas experimentais de 62 pacientes sadios. Conclui-se que os tacogramas
obtidos de processos autorregressivos levam a resultados mais realistas, quando
comparadas suas energias no espectro da Transformada Wavelet Discreta.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 22



AGRADECIMENTOS

Os autores agradecem a CAPES, CNPq, Fundacdo Araucéaria e FAPESP
(2015/07311-7, 2018/03211-6).

REFERENCIAS

ACHARYA, U. R.; JOSEPH, K. P.; KANNATHAL, N.; LIM, C. M.; SURI, J. S. Heart rate variability: a
review. Med. Bio. Eng. Comput., vol. 44, p. 1031-1051, 2006.

BEAR, M. F.; CONNORS, B. W.; PARADISO, M. A. Neurociéncias: Desvendando o Sistema
Nervoso. Artmed, Porto Alegre, 2008.

BOARDMAN, A.; SCHLINDWEIN, F. S.; ROCHA, A. P.; LEITE, A. A study on the optimum order of
autoregressive models for heart rate variability. Physiological Measurement, vol. 23, p. 325-336,
2002.

CURTIS, H. Biologia. Rio de Janeiro: Guanabara Koogan, 1997.
DAUBECHIES, I. Ten Lectures on Wavelets. SIAM, Philadelphia, 1992.
DUBIN D. Interpretacao rapida do ECG. EPUB, Sao Paulo, 1996.

FERREIRA, M. T.; MESSIAS, M.; VANDERLEI, L. C. M.; PASTRE, C. M. Caracterizagdo do
comportamento caético da variabilidade da frequéncia cardiaca (VFC) em jovens saudaveis, TEMA:
Tend. Mat. Apl. Comput., vol. 11, p. 141-150, 2010.

GOIS, S. R. F. S. M.; SAVI, M. A. An Analysis of Heart Rhythm Dynamics using a Three-Coupled
Oscillator Model. Chaos, Solitons and Fractals, v. 41, p. 2553-2565, 2009.

GROSSMANN, A.; MORLET, J. Decomposition of Hardy Functions into Square Integrable
Wavelets of Constant Shape. SIAM J. Math. Anal., v. 15, p. 723-736, 1984.

HALL, J. E. Guyton & Hall Tratado de Fisiologia Médica. 13. ed. S&o Paulo: Elsevier, 2016.

KITNEY, R. I.; ROMPELMAN, O. (Eds.). The assessment of fluctuations in heart rate. In: Kitney, R.
I., Rompelman, O. (Eds.), The Study of heart-rate variability, pp. 59-77, Oxford, England, Clarendon
Press, 1980.

McSHARRY, P. E.; CLIFFORD, G. D.; TARASSENKO, L.; SMITH, L. A. A dynamical model for
generating synthetic electrocardiogram signals. IEEE Trans. Biomed. Eng., vol. 50, p. 289-294, 2003.

MOHRMAN, D. E.; HELLER, L. J. Fisiologia Cardiovascular. 6. ed. Porto Alegre: Mc-Graw-Hill,
2008.

OPPENHEIM, A. V.; SCHAFER, R. W. Discrete-Time Signal Processing. 3. ed., Pearson Prentice
Hall, New Jersey, 2010.

SCHMIDT, G., SCHNEIDER, R., BARTHEL, P. “Heart Rate Turbulence”, Cardiac Electrophysiology
Review, v. 3, pp. 297-301, 1999.

VANDERLEI L. C. M.; PASTRE, C. M.; HOSHI, R. A.; CARVALHO, T. D.; GODOY, M. F. No¢bes
béasicas de variabilidade da frequéncia cardiaca e sua aplicabilidade clinica, Rev. Bras. Cir.
Cardiovasc., vol. 24, p. 205-217, 2009.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 22




VAN DER POL, B. On Relaxation Oscillations. Phylosophical Magazine, v. 2, p. 978-992, 1926.

VIDAKOVIC, B. Statistical Modeling by Wavelets. John Wiley & Sons, New York, 1999.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 22




CAPITULO 23

CONSTRUCAO DE UM AEROMODELO DE
MACARRAO NO ENSINO DE MATEMATICA E FiSICA
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RESUMO: Existem muitas propostas de trabalho
com projetos nas escolas de educacao basica
mas ainda existem discussdes sobre como
integrar nesses projetos de forma consistente
e coerente os conteudos de Ciéncias e
Matematica, uma educacéo sobre tecnologias
e ainda motivar alunos e professores em seus
trabalhos diarios. Trazemos aqui uma proposta
de trabalho nascida a partir de demandas
de uma escola publica de ensino médio e da
interacdo com a universidade. Usar o projeto
de construcdo de um aeroplano de macarréo
para trabalhar conceitos das disciplinas foi um
experimento muito proveitoso.
PALAVRAS-CHAVE: Educacdao Matematica,
ensino de Fisica, trabalho com projetos

ABSTRACT: There are many proposals for
working with projects in secondary education,
but there are still discussions about how to
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consistently and conherentely integrate the
contents of Science and Mathematics, an
education on
students and teachers in their daily work.

technologies, and motivate

We bring here a proposal of work born from
the demands of a public high school and its
interaction with the university. Using the design
of a noodle airplane to work on disciplinary
concepts was a very fruitful experiment.
KEYWORDS: Mathematics Education, Physics
Teaching, Project Work.

11 INTRODUCAO

Este trabalho trata de uma experiéncia de
formacé&o em ensino de Ciéncias e Matemética
desenvolvido em uma escola publica de ensino
médio por alunos de cursos de formagéao de
professores de Matematica, Fisica e por alunos
dos primeiros anos dos cursos de Fisica e
Engenharias Mecénica e Civil. Dentre os
objetivos deste projeto estd o de desenvolver
uma estrutura de trabalho que possibilite que
estudantes universitarios em formagéo tenham
oportunidades de se envolver em um problema
complexo, um problema em um contexto real
de uma escola, e desenvolver estratégias de
resolucao de problemas. Por uma questéao
de contextualizacdo da pesquisa, € importante

evidenciar as crencas do grupo sobre 0 ganho
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gue um estudante, de engenharia ou futuro professor, pode ter em participar de projetos
gue envolvam a Educacao, a Ciéncia a Mateméatica e a Tecnologia. Nas disciplinas dos
curriculos normais de Engenharia, Matemética e Fisica, existe uma deficiéncia que é
a pouca importancia dada aos aspectos sociais na formacao desses estudantes. No
entanto a literatura tem amplamente alertado para a responsabilidade da educacao
cientifica e tecnoldgica de influenciar decisdes futuras sobre a melhoria da qualidade
de vida no planeta (VILLANI, 1999). Uma das formas de esta responsabilidade ser
trabalhada é aproximar o estudante de problemas sociais locais. A situacéo levou a
necessidade deresolvero problemade como abordar assuntos de ciéncias e matematica
a partir de projetos praticos significativos tanto para os universitarios quanto para os
alunos da escola, a necessidade de reconhecerem as suas proprias dificuldades no
decorrer do processo e construir em pequenos grupos e com a ajuda de um grupo
maior, suas proprias solugdes. Esta proposta aproxima-se da pedagogia freiriana uma
vez que prevé a integracao de conteudos como parte do processo de crescimento do
estudante de forma tanto a ampliar o horizonte do estudante, como a de mostrar a
importancia de utilizar as varias areas para a resoluc¢ao de problema. Nessa pedagogia
procura-se tratar as disciplinas como nao isoladas e a responsabilidade do estudante
em integrar as disciplinas é realizada através do didlogo e do auto-direcionamento
dos alunos em refletir sobre o seu proprio processo de aprendizagem e buscar novos
conhecimentos sobre como a Ciéncia, a Engenharia e a Tecnologia podem promover
situacdes desafiadoras e motivadoras dentro de uma perspectiva critica de olhar o
mundo, isto interagindo com colegas de outros cursos de graduacao na proposicao de
atividades didaticas e de intervengdes na escola.

No ano de 2015 o projeto escolhido foi o de langamento de foguetes e em 2016
a construcéo de avides de macarrao. Estes projetos foram escolhidos tomando como
base experiéncias de outras instituicées, algumas que adotam politicas de incentivo
aos alunos de ensino médio a se aproximarem do estudo da tecnologia, envolvendo-
0s em conteudos de fisica, matematica, quimica e outros.

O foco das experiéncias realizadas foi reunir aspectos relacionados ao Projeto
e neste sentido torna-se fundamental relacionar aspectos voltados para o processo
construtivo com outros relacionados aos conteudo das areas de fisica, quimica e
matematica. Esse trabalho ocorreu no interior de uma escola de educacéao basica a
partir de um projeto conjunto da universidade com a escola.

2| DESENVOLVIMENTO

O Projeto Pela Real Dignidade do Aluno teve como objetivo auxiliar os alunos
de uma Escola Estadual de Ensino Médio localizada em um municipio do interior
do Estado de Sao Paulo em seus processos de aprendizagem dos conteudos de
Matematica e Fisica. Os graduandos sao alunos dos cursos de Engenharia Mecanica,
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Engenharia Civil, Engenharia Elétrica, Licenciatura em Matematica e Licenciatura em
Fisica. Além de trabalharmos com os professores nas salas de aula, também atuamos
em monitorias para que os alunos conversassem sobre suas duvidas, exercitassem
o que foi aprendido com o professor e, 0 que mais nos preocupamos, trabalhar
conteudos que ainda tinham duvidas e que eram matérias de anos anteriores. A partir
dessa preocupacao, tivemos a ideia de fazer o Projeto de um Aeromodelo de Macarréao
(aviao de macarrdo). Seriam trabalhados conteudos béasicos de Fisica e Matematica.

Iniciamos com uma introdugdo histérica, revelando a importancia do
aeromodelismo, do transporte aéreo, e das curiosidades gerais. Nas aulas da
construcdo do Aeromodelo de Macarrao, havia muita troca de informacéo entre
professor-aluno, essa conexdo Paulo Freire o chama de “pedagogia emancipadora’.
Através do dialogo, o professor-dos-estudantes e os estudantes-do-professor se
desfazem, o professor que ensina também aprende com seu estudante que também
ensina os colegas e o professor (SKOVSMOSE, 2001). O Projeto tem como foco
retomar contetudos dos anos anteriores e reforcar os conteudos que estdo aprendendo
no ano, promover a atividade em grupo e a troca de experiéncias entre os alunos e 0s
graduandos do Projeto. A ideia foi organizar os alunos em grupos, cada um construir
0 seu aeromodelo e organizar uma gincana, cujo vencedor seria 0 avido que voasse
mais longe.

Ao longo do projeto, discutimos sobre a historiado avido e da aviagcéo, a matematica
e a fisica envolvidas na construcéo e no voo e também algumas curiosidades trazidas
pelos préprios alunos. Dentre os assuntos que podemos aqui destacar tratou-se o
Efeito Asa. Foi realizado um experimento com um mini tinel de vento criado pelos
graduandos da Licenciatura em Fisica, mostrando o quao importante sdo os perfis e
0 angulo de ataque das asas de um avido, trabalhamos os conceitos de velocidade,
aceleracéo e tipos de asas.

Na Matematica trabalhamos razao e propor¢ao para fazer as arestas na estrutura
do avidao. Em relacédo a utilizacdo de trelicas na estrutura de macarrdo do aviao,
explicamos que tridngulo é uma figura geométrica indeformével e uma vez fixadas
as trés medidas de seus lados, ndo conseguimos mudar seus angulos internos.
Depois de discutirmos a Fisica e a Matematica envolvidas nos avides, fomos obtendo
alguns resultados: os alunos se interessavam mais pelas matérias e pelo trabalho em
equipe e houve um interesse pela aprendizagem dos contetdos basicos da Fisica e
Matematica.

31 CONCLUSOES

Ao final desse Projeto, percebemos que os alunos tinham melhorado suas atitudes
em relacéo aos conteudos de Fisica e Matematica e ndo viam mais a Matematica
como um “bicho-de-sete-cabecas”. Além disso, os alunos se divertiam fazendo
0 aviao de macarréo. Por ser algo diferente e incomum numa sala de aula, diziam

237
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gue adoravam nossas aulas por serem aulas dinamicas. Para os monitores e futuros
profissionais, foi uma experiéncia de muita aprendizagem, por aprender metodologias
de ensino diferentes daquelas que tiveram na escola basica, aprender a trabalhar em
grupo, saber como a Escola Basica Publica funciona e ter a alegria de ver alunos, que
antes nao gostavam das aulas de Matematica e Fisica, e hoje ja conseguem resolver
sozinhos exercicios e problemas dessas disciplinas.
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