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APRESENTAÇÃO

Inovações tecnológicas surgem a todo o momento, em todo o mundo, sendo 
utilizadas como uma ferramenta estratégica para manutenção e crescimento dos 
negócios nas indústrias. A Engenharia Química foi uma das carreiras que mais 
contribuiu para a evolução da Era Industrial para a Era Moderna. 

A preocupação em desenvolver produtos e processos de produção torna a 
Engenharia Química responsável por pesquisas e projetos em relação aos materiais 
que passam por mudanças físicas e químicas, adquirindo outras características. 

A Engenharia Química trabalha com a manipulação de compostos e substâncias 
para se criar novos produtos. Estes produtos proporcionam uma melhoria na qualidade 
de vida humana, pois além de pesquisas relacionadas, existe a preocupação em 
viabilizar as invenções, criar métodos baratos e eficientes de fabricação em massa, 
implementando processos químico-industriais cada vez melhores, mais econômicos e 
mais ecológicos.

Neste primeiro volume, organizado para você, apresentamos o papel do 
Engenheiro Químico no mercado de trabalho, pois este aplica conhecimentos 
adquiridos no estudo de Química e de Engenharia para criar soluções voltadas à 
produção ou ao uso de substâncias químicas. É o profissional que constrói um elo 
entre a ciência e a manufatura. Cabe ao engenheiro químico lidar com a formulação 
e a solução de problemas associados à indústria química, bem como trabalhar na 
operação e manutenção de sistemas. Também são expostos, neste volume, trabalhos 
relacionados ao ensino teórico e prático de Engenharia Química.

Além disso, encontram-se trabalhos relacionados com aplicações estatísticas, 
simulações e otimização de processos para melhoria de utilização de produtos e 
subprodutos. Assim como são expostos trabalhos de caracterização de materiais e 
alterações em processos químicos utilizando novas técnicas de análise de produto, 
avaliando comportamento, característica de sistemas, propriedades físico-químicas e 
alteração de composição de produtos já utilizados no mercado.

Baseado nestes trabalhos, convidamos você a aperfeiçoar seus conhecimentos 
na área da Engenharia Química. Os trabalhos selecionados oportunizam uma nova 
visão de materiais, processos e técnicas na área, mostrando o impacto tecnológico no 
desenvolvimento da indústria e sua relação direta com a sociedade e meio ambiente.

Boa leitura.

Carmen Lúcia Voigt
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PROJETO DE HIDROCICLONES USANDO 
OTIMIZAÇÃO ROBUSTA E ESTUDO DO EFEITO DA 

ROBUSTEZ

CAPÍTULO 11

Vitor Alves Garcia
Universidade Federal de Uberlândia, Faculdade 

de Engenharia Química
Uberlândia – MG

Fran Sérgio Lobato
Universidade Federal de Uberlândia, Faculdade 

de Engenharia Química
Uberlândia – MG

Luiz Gustavo Martins Vieira
Universidade Federal de Uberlândia, Faculdade 

de Engenharia Química
Uberlândia – MG

RESUMO: Os hidrociclones são equipamentos 
utilizados em diversos setores industriais 
para promover a separação entre uma fase 
discreta, normalmente um sólido particulado, 
e uma fase contínua líquida. O desempenho 
destes equipamentos é determinado através 
de três características: poder de separação, 
concentração e consumo energético. Tais 
aspectos apresentam comportamento 
conflitante entre si e são altamente 
dependentes das dimensões do separador. 
Dessa forma, a determinação das dimensões 
de um hidrociclone que resultam em valores 
satisfatórios das características mencionadas 
constitui um problema de otimização multi-
objetivo. Nos hidrociclones existem diversas 
fontes de incertezas nas medições e na 

fabricação do equipamento, por essa razão é 
necessário a utilização do conceito de robustez 
para reduzir a sensibilidade dos resultados a 
pequenas perturbações no vetor de variáveis de 
projeto e/ou parâmetros. Assim, neste trabalho 
são estimados modelos das respostas eficiência 
total, razão de líquido e número de Euler do 
hidrociclone, de forma nominal (sem robustez) 
e robusta. Os dois tipos de modelos gerados 
são comparados quanto à sua sensibilidade 
a perturbações. Por fim, é realizado o projeto 
robusto das dimensões do hidrociclone para a 
obtenção de separadores de alto desempenho 
em todos os aspectos. Os resultados obtidos 
demostram que a inserção de robustez no 
ajuste dos modelos os deixa menos sensível 
a perturbações, todavia, conforme esperado, 
reduz o valor do coeficiente de determinação. 
Além disso, na otimização das dimensões 
do hidrociclone observou-se que o aumento 
do nível de robustez reduz a diversidade dos 
hidrociclones ótimos obtidos. Finalmente, foram 
encontrados separadores de bom desempenho 
em todas as características consideradas.
PALAVRAS-CHAVE: Hidrociclone, Otimização, 
Evolução Diferencial, Robustez.

ABSTRACT: The hydrocyclones are equipment 
used in multiple areas of industry to separate a 
discrete phase, normally a particulate solid, and 
a continuous liquid phase. The hydrocyclone’s 
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performance is evaluated by three characteristics: separation and concentration 
capacity and energy demand. These aspects have a conflicting behavior with each 
other and present a high dependence with the separator’s dimensions. Thus, the 
determination of a hydrocyclone’s dimensions configures a multi-objective optimization 
problem. During the design of this equipment there are many uncertainties associated 
with measure and manufacture. In this case, it is necessary to use the robustness 
concept to determine results less sensible to perturbations in parameters and design 
variables vectors. In this work, mathematical models that represent the total efficiency, 
liquid ratio and Euler number are estimated in nominal (without robustness) or robust 
context. The estimated models are compared in terms of sensitivity to perturbations. 
Different optimization problems are formulated to obtain the hydrocyclone’s dimensions 
in relation to separators performance. The results demonstrated that the robustness 
insertion lead with models less sensible to perturbations, but with the reduction of 
determination coefficient. Additionally, in the hydrocyclone’s dimensions optimization, 
it was noticed that the increase of robustness level implies in reduction of diversity of 
obtained hydrocyclones. Finally, it was obtained separators with good performance in 
relation to separation and concentration capacity and energy demand.
KEYWORDS: Hydrocyclone, Optimization, Differential Evolution, Robustness.

1 | 	INTRODUÇÃO

Os hidrociclones são equipamentos largamente aplicados na indústria, cuja 
finalidade é promover a separação de uma fase discreta, que pode ser sólida ou 
líquida, de uma fase contínua líquida. Dentre as aplicações industriais deste tradicional 
equipamento de separação, pode-se citar o uso no processo de produção têxtil, em 
mineração, em petroquímica e em biocombustíveis.

Estes separadores são constituídos por uma seção cilíndrica, onde ocorre a 
alimentação da suspensão de forma tangencial, e uma seção cônica. O processo 
de separação nestes equipamentos ocorre devido à ação de uma força centrífuga, 
decorrente do movimento rotacional descrito pela suspensão dentro do equipamento e 
da diferença de densidade entre as fases. A força centrífuga faz com que as partículas 
maiores e mais densas da fase discreta sejam separadas da fase contínua e sejam 
conduzidas para a saída inferior do separador, denominada de underflow, enquanto 
que as partículas menores e menos densas saem junto com a maior parte da fase 
líquida pela saída de overflow, na parte superior do equipamento (SVAROVSKY, 1984).

Tradicionalmente, o desempenho das operações de hidrociclonagem é 
determinado pelo poder de separação, de concentração e consumo energético do 
equipamento (VIEIRA, 2006). Estas três características são altamente dependentes 
das dimensões geométricas do hidrociclone. Dessa forma, a busca por hidrociclones 
de bom desempenho em relação a estes três aspectos configura um problema de 
otimização multi-objetivo.

Normalmente, nos problemas de otimização não são levados em consideração 
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incertezas em relação às variáveis de projeto e/ou parâmetros. Neste contexto, 
pequenas perturbações podem fazer com que os resultados obtidos sejam bem 
diferentes dos obtidos de forma nominal (sem robustez). Segundo Taguchi (1984), 
define-se otimização robusta como uma estratégia capaz de produzir uma solução 
pouco sensível, sob determinadas condições, a pequenas alterações no vetor de 
variáveis de interesse. É importante ressaltar que uma solução robusta pode não 
coincidir com a solução nominal, sendo assim a solução robusta tende a ter um 
resultado “depreciado” em relação à solução nominal.

No caso dos hidrociclones, estas incertezas podem decorrer de imprecisões 
no processo de fabricação do equipamento, do desgaste das partes do separador 
por abrasão durante a operação ou mesmo devido às imprecisões na estimativa dos 
modelos que descrevem o comportamento do equipamento (GARCIA, 2018). Dessa 
forma, faz-se necessário a utilização de uma técnica para inserção de informações 
sobre incertezas no vetor de variáveis de projeto durante o processo de otimização de 
hidrociclones de modo que possa ser obtida uma solução menos sensível a pequenas 
perturbações. 

Diante do que foi exposto, o presente trabalho tem por objetivo formular um 
problema de otimização multi-objetivo para analisar as respostas que representam 
a capacidade de separação e de concentração, bem como o consumo energético 
via determinação das variáveis geométricas que caracterizam o hidrociclone. Além 
disso, também objetiva-se associar o conceito de Média Efetiva – ME (DEB; GUPTA, 
2006), ferramenta empregada para análise de robustez, ao algoritmo de Evolução 
Diferencial – ED (STORN; PRICE, 1995), ferramenta responsável pela determinação 
da configuração ótima de projeto.

2 | 	EVOLUÇÃO DIFERENCIAL E OTIMIZAÇÃO ROBUSTA

2.1	Evolução diferencial

O algoritmo de ED configura-se como uma das principais abordagens heurísticas 
para a resolução de problemas de otimização nos dias atuais. Dentre as vantagens deste 
tipo de abordagem pode-se citar (STORN; PRICE, 1995): i) técnica conceitualmente 
simples e de fácil implementação; ii) não exigem a avaliação de derivadas na busca 
pela solução ótima; iii) é reconhecidamente uma abordagem de busca global (pode 
escapar de ótimos locais). Por outro lado, apresenta como principal desvantagem o 
elevado número de avaliações da função objetivo em relação às abordagens clássicas 
(SARAMAGO, 1999; COELHO, 2003).

O algoritmo de ED é um método de otimização baseado no processo de seleção 
natural dos indivíduos na natureza. Dessa forma, o algoritmo avança de forma 
que novos indivíduos sejam gerados a partir de uma combinação de indivíduos da 
população previamente existente, ao mesmo tempo que os “piores” candidatos sejam 
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eliminados da população. Os principais passos deste algoritmo são descritos a seguir 
(STORN; PRICE, 1995):

1 – Define-se os parâmetros do algoritmo (tamanho da população, número 
de gerações, probabilidade de cruzamento, taxa de perturbação, estratégia 
empregada para a geração dos candidatos, número de variáveis de projeto e 
espaço de projeto); 

2 – Gera-se uma população inicial (de forma aleatória e de acordo com o 
espaço de projeto definido pelo usuário) de possíveis soluções do problema de 
otimização;

3 – Aplica-se o operador de cruzamento para gerar novas soluções a partir 
de operações vetoriais entre os indivíduos (selecionados aleatoriamente) da 
população corrente;

4 – Avalia-se todas as soluções segundo as funções objetivo e seleciona-se 
os indivíduos com melhores valores destas funções para compor a próxima 
geração da população;

5 – Repete-se os passos 3 e 4 até que o critério de parada do algoritmo seja 
atingido (geralmente o número máximo de gerações é tomado como sendo o 
critério para finalizar o processo evolutivo).

2.2	Otimização robusta

Para avaliar o efeito da presença de incertezas durante o projeto do hidrociclone, 
será utilizado o conceito de ME. Este conceito consiste em analisar a influência de 
pequenas perturbações a partir da definição do parâmetro de  robustez (δ). Assim, 
o valor da função objetivo relacionado a um indivíduo é determinado como sendo 
a média entre os valores deste candidato perturbado nas suas vizinhanças. Desta 
forma, o valor da média efetiva da função objetivo de uma determinada solução x é 
dado pela Equação 1.

			   	
(1)

Na Equação 1, o parâmetro de robustez determina o tamanho da vizinhança 
γδ(x) gerada em torno da solução candidata x. O termo |γδ(x)| é o hipervolume desta 
vizinhança, f é a função objetivo original e y corresponde a um ponto genérico dentro 
da vizinhança gerada. 

A avaliação analítica da integral dada na Equação 1 não é uma tarefa trivial. 
Neste cenário, deve-se empregar uma técnica numérica. Assim, gera-se, de forma 
aleatória, um conjunto finito de H soluções usando, por exemplo, o método de Monte 
Carlo ou o Hipercubo Latino, de modo esse conjunto possa ser empregado para a 
avaliação numérica desta integral. Nesta abordagem, minimiza-se a integral referente 
às perturbações realizadas nas vizinhanças do candidato a solução do problema, ao 
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invés de otimizar-se o próprio candidato (DEB; GUPTA, 2006).

3 | 	HIDROCICLONES

Conforme descrito anteriormente, os hidrociclones são equipamentos empregados 
para a separação de uma fase discreta (sólida ou líquida) de uma fase contínua líquida, 
com base na diferença de densidade entre as fases e na diferença de tamanho entre 
as partículas da fase discreta. 

Os hidrociclones são, basicamente, constituídos por uma parte cilíndrica acoplada 
a uma parte cônica. As dimensões de cada parte (ver a Figura 1) são importantes 
no processo de separação, pois estão diretamente relacionadas com o poder de 
separação, concentração, consumo energético e capacidade do equipamento. 

Figura 1 - Principais dimensões geométricas de um hidrociclone.

Na Figura 1, Dc é o diâmetro da parte cilíndrica, Do é o diâmetro do tubo de 
overflow, Di é o diâmetro interno do duto de alimentação, Du é o diâmetro do orifício de 
underflow, L, H e h são, respectivamente, os comprimentos total, da parte cônica e da 
parte cilíndrica do hidrociclone, l é o comprimento da parte do duto de overflow interna 
ao cilindro e θ é o ângulo da parte cônica. Para fins de operação, a suspensão é 
alimentada tangencialmente na parte cilíndrica. Há ainda um tubo localizado axialmente 
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na parte superior que é por onde a suspensão diluída (overflow), dotada de partículas 
finas, é descarregada. Já a parte cônica possui um orifício inferior, que é o responsável 
pelo direcionamento da suspensão concentrada (underflow), constituída de partículas 
maiores e mais densas.

Em se tratando de hidrociclones, o trinômio energia-concentração-classificação 
deve ser sempre observado no que tange à viabilidade da operação unitária de 
hidrociclonagem, sendo estes quantificados, respectivamente, pelo Número de Euler 
(Eu), Razão de Líquido (RL) e Eficiência Total (ET). Sendo assim, para o projeto 
deste equipamento faz-se necessária a determinação de equações constitutivas que 
relacionam estas variáveis dependentes (Eu, RL e ET) com as dimensões geométricas 
do separador.

Além disso, o trinômio energia-concentração-classificação mencionado apresenta 
comportamento conflitante entre as três características. Ou seja, normalmente, ao 
melhorar-se o desempenho do separador em um desses quesitos, os outros dois são 
prejudicados. Dessa maneira, para se encontrar um equipamento com dimensões 
que conciliem esses três objetivos, faz-se necessária a realização de uma otimização 
multi-objetivo.

4 | 	FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO PARA AJUSTE DOS 

MODELOS

Para a determinação do trinômio citado anteriormente em função das dimensões 
geométricas do hidrociclone, deve-se propor e resolver um problema de otimização. 
Este problema de otimização consiste na minimização do funcional f, isto é, obter o 
valor do vetor de variáveis de projeto (parâmetros do modelo) de modo a minimizar a 
diferença entre os valores experimentais e preditos pelo modelo, conforme a Equação 
2.

		  	 (2)

Em que ycal e yexp representam o valor da variável dependente (y) predito pelo 
modelo e o seu correspondente experimental, respectivamente. βk (k=1, ..., m) é o 
vetor que contém os m parâmetros que devem ser determinados, nexp é o número 
de dados experimentais considerados no ajuste do modelo e exp

maxy  é o maior valor 
experimental observado para a resposta considerada na análise.

Para a resolução do problema proposto alguns pontos devem ser destacados:
1.	 As informações experimentais utilizadas para a determinação de cada 

equação constitutiva (RL, Eu e ET) foram obtidas por Salvador (2017), que 
estudou o efeito das principais dimensões geométricas de um hidrociclone, 
mediante utilização de 25 diferentes hidrociclones em um planejamento 
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composto central (PCC) e quartzito como material particulado (ver a Tabela 
1).

X1 X2 X3 X4 Eu RL (%) ET (%) X1 X2 X3 X4 Eu RL (%) ET (%)
H1 -1 -1 -1 -1 5402 30,95 82,36 H16 +1 +1 +1 +1 868 11,04 66,10
H2 -1 -1 -1 +1 4839 28,43 88,63 H17 -α 0 0 0 6270 17,44 75,92
H3 -1 -1 +1 -1 4315 33,04 85,11 H18 α 0 0 0 1153 18,93 73,98
H4 -1 -1 +1 +1 3719 29,17 77,28 H19 0 - α 0 0 2741 42,12 80,21
H5 -1 +1 -1 -1 4060 7,45 76,08 H20 0 α 0 0 1314 10,26 70,24
H6 -1 +1 -1 +1 3548 9,10 71,91 H21 0 0 - α 0 3080 14,86 79,54
H7 -1 +1 +1 -1 3394 12,61 79,61 H22 0 0 α 0 1538 18,76 76,10
H8 -1 +1 +1 +1 2934 9,95 67,13 H23 0 0 0 - α 1994 19,93 79,93
H9 +1 -1 -1 -1 2176 30,06 85,76 H24 0 0 0 α 1864 15,93 75,81
H10 +1 -1 -1 +1 1884 29,26 83,44 H25* 0 0 0 0 1835 18,43 74,87
H11 +1 -1 +1 -1 1696 33,48 86,20 H25* 0 0 0 0 1847 18,29 73,52
H12 +1 -1 +1 +1 1400 29,77 80,59 H25* 0 0 0 0 1848 18,29 74,41
H13 +1 +1 -1 -1 1272 8,48 73,40 H25* 0 0 0 0 1845 18,56 71,75
H14 +1 +1 -1 +1 1099 9,58 66,32 H25* 0 0 0 0 1840 18,49 71,73
H15 +1 +1 +1 -1 1056 12,92 76,66

Tabela 1 - Planejamento composto central de Salvador (2017).
*Replicas no centro. α (nível extremo do planejamento) igual a 1,66.

2.	 As respostas analisadas foram obtidas a partir do estudo dos efeitos 
exercidos pelas variáveis codificadas de Di, Do, L e θ conforme mostrado 
nas Equações 3, 4, 5 e 6 (SALVADOR, 2017).

3.	 Os modelos ajustados são de segunda ordem e consideram o efeito de 
interação entre os pares de variáveis independentes, conforme mostrado 
na Equação 7. Nesta equação, y corresponde à variável resposta (ET, RL ou 
Eu), os termos β são os parâmetros do modelo, os quais deseja-se ajustar 
e os termos x são as variáveis dimensionais codificadas do PCC.

4.	 O algoritmo de ED foi usado nas otimizações e os parâmetros utilizados 
foram: 50 indivíduos na população; 500 gerações; estratégia 7 (STORN; 
PRICE, 1995) para a geração de candidatos; probabilidade de cruzamento 
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igual a 0,8; taxa de perturbação igual a 0,5. O algoritmo foi executado 10 
vezes e selecionou-se a melhor solução dentre as execuções, além de 
calcular-se o desvio padrão entre elas. O espaço de projeto considerado foi: 
-2000<βi <2000 (i=1, …, 15).

5.	 O conceito de ME foi incorporado às otimizações para inserir robustez na 
otimização. As otimizações foram realizadas considerando diferentes valores 
do parâmetro de robustez δ, sendo estes valores: 0,0% (solução nominal), 
0,5%, 1,0%, 2,5%, 5,0%, 10,0%, 25,0% e 50,0% (soluções robustas). Para 
cada uma das variáveis de projeto, gerou-se um domínio definido a partir 
da variável desvio δ. Para o cômputo numérico da integral via método dos 
trapézios, foram consideradas 25 amostras geradas pelo Método de Monte 
Carlo. É importante ressaltar que para o caso nominal são necessárias 
50+50×500 avaliações da função objetivo em cada execução. Já para o caso 
robusto, são necessárias 50+50×500×25 avaliações da função objetivo.

6.	 Para mensurar a qualidade dos modelos obtidos foi calculado o coeficiente 
de determinação (r2).

5 | 	ANÁLISE DE SENSIBILIDADE DOS MODELOS FRENTE A PERTURBAÇÕES

Após os ajustes dos modelos de ET, RL e Eu, foi feita uma análise comparativa da 
sensibilidade dos modelos ajustados de forma nominal e robusta frente a perturbações 
nos parâmetros β do modelo. Dessa forma, foram geradas 100 amostras aleatórias 
em torno do vetor de parâmetros β de cada modelo (nominal e robusto) e foi avaliada a 
função objetivo f usada no ajuste dos modelos para cada uma das amostras geradas. 
Então, calculou-se a média e o desvio padrão da função objetivo f em cada caso. Este 
procedimento foi realizado para os modelos ajustados de forma nominal e robusta 
para cada uma das respostas ajustadas (ET, RL e Eu) considerando as seguintes 
magnitudes de perturbações: [0,0% 0,5% 1,0% 2,5% 5,0% 10,0% 25,0% 50,0%].

6 | 	OTIMIZAÇÃO ROBUSTA DAS DIMENSÕES DO HIDROCICLONE

Os modelos de ET, RL e Eu ajustados de forma robusta (δ igual a 10,0%) foram 
usados como objetivos para a otimização robusta das variáveis geométricas do 
hidrociclone (Di, Do, L e θ). Estas otimizações também foram realizadas pelo algoritmo 
MODE - Multi-objective Optimization Differential Evolution, proposto por Lobato (2008). 
Este algoritmo consiste no algoritmo de ED associado ao conceito de dominância e de 
distância da multidão. Para a avaliação da robustez também se considerou o conceito 
de ME.

No algoritmo MODE foram considerados os seguintes parâmetros: 100 indivíduos 
na população; 500 gerações; estratégia 7 (STORN; PRICE, 1995) para a geração de 
candidatos; probabilidade de cruzamento igual a 0,9; taxa de perturbação igual a 0,9; 
taxa de redução igual a 0,9 e número de pseudo-curvas igual a 10. Foram consideradas 
ainda três restrições para assegurar que os hidrociclones obtidos tivessem bons 
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desempenhos nas três variáveis resposta analisadas (70% < ET < 100%; 0 < RL < 10%; 
0 < Eu < 5000) e uma restrição para assegurar a existência dos hidrociclones obtidos, 
que garantia que o comprimento total do hidrociclone era maior que o comprimento da 
parte cônica (L > H).

As otimizações foram realizadas considerando quatro diferentes valores do 
parâmetro de robustez δ (0%, 5%, 10% e 25%) para avaliar o efeito de inserção de 
robustez na qualidade dos resultados obtidos. Além disso, o número de amostras 
geradas nas vizinhanças dos pontos na avaliação da ME era de 250 amostras.

Por fim, foram considerados três casos, cada um com dois objetivos a serem 
otimizados, conforme mostrado na Tabela 2.

Caso 1 Máxima ET e mínima RL

Caso 2 Máxima ET e mínimo Eu
Caso 3 Mínima RL e mínimo Eu

Tabela 2: Casos de otimização robusta considerados

7 | 	RESULTADOS E DISCUSSÃO

7.1	Ajuste dos modelos de forma nominal e robusta

Na Tabela 3 são apresentados os coeficientes das equações constitutivas, 
o valor da função objetivo da melhor solução e o coeficiente de determinação dos 
modelos de Eu, RL e ET estimados pelo algoritmo de ED considerando δ=0 e δ=0,10, 
respectivamente.

Para o caso nominal, observou-se que os resultados obtidos (função objetivo 
e coeficiente de determinação) estão em concordância com aqueles obtidos por 
Salvador (2017). Quando um determinado nível de robustez é inserido no processo 
de estimação dos parâmetros, nota-se um aumento no valor da função objetivo e uma 
diminuição do coeficiente de determinação. Este resultado já era esperado, uma vez 
que, na prática, a solução robusta dificilmente coincidirá com a solução nominal. Esta 
depreciação do valor do coeficiente de determinação fica mais evidente no caso da 
eficiência total.

Eu RL ET

δ=0,00 δ=0,10 δ=0,00 δ=0,10 δ=0,00 δ=0,10
β0 1857,70970 1998,18700 18,42910 18,05917 73,25794 71,90346
β1 -1360,04325 -1360,63150 0,29487 0,22470 -0,59698 -0,59979
β2 -444,63931 -441,18469 -10,03494 -10,08844 -5,05389 -5,00408
β3 -346,57152 -349,80655 1,16802 1,11749 -0,69326 -0,72131
β4 -153,14804 -163,30495 -0,89758 -0,78278 -2,35351 -2,17675
β11 662,09115 622,65433 -0,10152 0,05155 0,61326 1,03084
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β22 50,89553 36,75636 2,80602 2,93584 0,71275 1,04163
β33 153,05252 143,14555 -0,59946 -0,53972 1,65460 1,95465
β44 15,27000 -18,45947 -0,19205 -0,12331 1,67352 2,02879
β12 92,40073 88,59113 0,12054 0,08349 -0,92865 -0,77343
β13 129,61176 125,56159 0,06381 -0,04357 0,65563 0,82375
β14 73,69006 76,90951 0,13411 0,18571 -0,45953 -0,47997
β23 90,29327 98,41652 0,32052 0,33717 0,79997 1,03045
β24 25,96576 33,70117 0,56945 0,58276 -1,54920 -1,25597
β34 0,12434 -7,36622 -0,72215 -0,80508 -1,82373 -1,76100
f 0,00001 0,00002 0,00211 0,02263 0,00908 0,07217
r2 0,99158 0,98822 0,99842 0,99768 0,92740 0,91299

Tabela 3 - Coeficientes dos modelos ajustados para Eu, RL e ET.

7.2	Análise de sensibilidade dos modelos nominal e robusto

Nas Figuras 2, 3 e 4 são apresentados os resultados da sensibilidade dos 
modelos ajustados de forma nominal e robusta frente a perturbações. Nestas figuras 
são mostrados os gráficos da média e do desvio padrão da função objetivo f, usada 
para ajustar os modelos, em função da magnitude da perturbação feita sobre os 
parâmetros dos mesmos. A Figura 2 corresponde aos resultados desta análise para a 
eficiência total, a Figura 3 para a razão de líquido e a Figura 4 para o número de Euler.
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Figura 2 - Gráficos da média e do desvio padrão da função objetivo para os modelos nominal e 
robusto de ET.
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Figura 3 - Gráficos da média e do desvio padrão da função objetivo para os modelos nominal e 
robusto de RL.

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

d

 Nominal
 R obusto

M
éd

ia
 d

e 
f

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30
 Nominal
 R obusto

D
P 

de
 f

d

Figura 4 - Gráficos da média e do desvio padrão da função objetivo para os modelos nominal e 
robusto de Eu.

De forma geral, observa-se que em todos os gráficos quanto maior o valor de 
δ, maiores são os valores de média e desvio padrão de f do modelo nominal quando 
comparado com o modelo robusto. Neste caso, verifica-se que a solução robusta é 
menos sensível, sob o efeito de determinadas perturbações, quando comparada a sua 
correspondente nominal, justificando a utilização de uma abordagem específica para a 
avaliação da presença de incertezas no vetor de variáveis de projeto.

Em termos do número de avaliações da função objetivo, observa-se que a 
metodologia robusta requer mais avaliações do que a sua correspondente nominal. 
Este resultado se deve às avaliações necessárias para a determinação da integral. 
Assim, ao se desejar obter uma solução robusta, faz-se necessário um número superior 
de avaliações da função objetivo em relação à abordagem nominal.

7.3	Otimizações robustas das dimensões do hidrociclone

Nas Figuras 5, 6 e 7 são apresentadas as curvas de Pareto (solução do problema 
de otimização multi-objetivo) obtidas pela aplicação do algoritmo MODE considerando 
os diferentes valores para δ (0%, 5%, 10% e 25%). 
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A Figura 5 corresponde às curvas de Pareto obtidas para as otimizações do Caso 
1, em que se tinha como objetivos maximizar a eficiência total e minimizar a razão de 
líquido.
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Figura 5 – Curvas de Pareto dos hidrociclones obtidos nas otimizações do Caso 1.

Observa-se na Figura 5 que os hidrociclones obtidos apresentam razões de líquido 
que variam entre 5 e 10% e eficiências totais entre 76 e 86%. Sendo equipamentos 
com valores satisfatórios para as duas respostas.

A Figura 6 mostra os resultados obtidos nas otimizações do Caso 2, em que 
desejava-se maximizar a eficiência e minimizar o número de Euler.
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Figura 6 – Curvas de Pareto dos hidrociclones obtidos nas otimizações do Caso 2.

Na Figura 6, observa-se que o número de Euler dos hidrociclones encontra-se 
entre 500 e 5000 e suas eficiências estão entre 75 e 86%. Sendo equipamentos com 
bom poder de separação e baixo consumo energético simultaneamente. 

A Figura 7 exibe os resultados obtidos das otimizações nominal e robustas para 
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o Caso 3 (minimização da razão de líquido e do número de Euler).
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Figura 7 – Curvas de Pareto dos hidrociclones obtidos nas otimizações do Caso 3.

Observa-se na Figura 7 que o número de Euler varia entre 500 e 4000, 
enquanto que a razão de líquido dos hidrociclones está entre 5 e 10%. Dessa forma, 
os separadores obtidos neste caso também apresentaram valores satisfatórios das 
respostas otimizadas. 

De forma geral, nota-se também que em todos os três casos estudados, os 
hidrociclones obtidos apresentam desempenho dentro do desejado, podendo ser 
considerados equipamentos de alto poder de separação e de concentração e de baixo 
consumo energético.

Além disso, é possível perceber que a inserção de robustez no problema de 
otimização gera um afastamento cada vez maior da curva de Pareto em relação à curva 
nominal (δ = 0%). Ademais, à medida que o parâmetro de robustez aumenta, existe 
uma tendência em reduzir-se o tamanho das curvas de Pareto, ou seja, os pontos 
ótimos obtidos tendem a se concentrar em regiões cada vez menores do espaço dos 
objetivos. Na prática, isto implica em uma variedade menor de hidrociclones de alto 
desempenho obtidos, sendo este o custo do ganho de confiabilidade nos resultados, 
promovido pela inserção de robustez no problema.

Finalmente, nestes gráficos é possível notar o comportamento conflitante entre 
os objetivos para os três casos, isto é; na medida em que se melhora um objetivo, 
simultaneamente piora-se o outro.

8 | 	CONCLUSÃO

Na presente contribuição, uma estratégia sistemática para a determinação de 
equações constitutivas utilizadas para avaliação do desempenho de hidrociclones, 
bem como a otimização multi-objetiva robusta considerando o algoritmo de Evolução 
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Diferencial (mono e multi-objetivo) e o conceito de Média Efetiva foi proposta.
Na estimativa dos modelos para a eficiência total (ET), para a razão de líquido (RL) 

e para o número de Euler (Eu) usando otimização com diferentes níveis de robustez, 
observou-se que o aumento do valor do parâmetro de robustez implica no aumento do 
valor da função objetivo e do coeficiente de determinação. Por outro lado, ao avaliar-
se a sensibilidade dos modelos ajustados de forma robusta e nominal, concluiu-se que 
modelos robustos são menos sensíveis a perturbações em seus parâmetros, tendo 
uma maior confiabilidade.

Na realização das otimizações das dimensões do hidrociclone, foram obtidos 
separadores com bons desempenhos nas três respostas analisadas. Ademais, 
observou-se que a inserção de níveis maiores de robustez no processo de otimização 
leva ao afastamento da curva de Pareto robusta em relação a curva nominal. Um outro 
efeito do aumento do parâmetro de robustez é o encurtamento da curva de Pareto, 
fazendo com que os pontos obtidos se concentrem em regiões cada vez menores do 
espaço de objetivos, o que na prática significa uma menor diversidade de hidrociclones 
de alto desempenho. Dessa forma, a inserção de robustez no problema de otimização 
para obtenção dos hidrociclones é benéfica no sentido de ganho de confiabilidade nos 
resultados, todavia, apresenta os efeitos colaterais mencionados.

Finalmente, ressalta-se que ao se obter uma solução robusta, o número de 
avaliações da função objetivo é bem superior ao requerido para a obtenção da solução 
nominal (sem robustez). 
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