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Julio Deluque-Goémez Resumen: El estudio tedrico y experimental

Facultad de Ingenieria, Universidad de La de las moléculas converge frecuentemente
Guajira, Colombia en dos conceptos fundamentales: la funcién

del espacio conformacional y la superficie
Adanud Meza Valle de energia potencial (PES, por sus siglas en
Facultad de Ingenieria, Universidad de La inglés). Estas funciones matemdticas son
Guajira, Colombia clave para comprender el comportamiento

estructural y energético de los sistemas
moleculares. Este articulo ofrece una guia
pedagdgica sobre estos conceptos, destacando
su relevancia conceptual y el papel de su
formulaciéon matematica en el analisis
quimico. Se explora como herramientas de la
matematica discreta moderna, como la teoria
de Morse discreta y la homologia persistente,
permiten modelar y analizar topolégicamente
estos paisajes energéticos. Se pone énfasis en
explicaciones intuitivas, ejemplos ilustrativos
y en los desafios asociados a la aplicacion de
estos métodos en sistemas moleculares reales.
Finalmente, se plantean preguntas abiertas
y se presentan perspectivas futuras para el
estudio de estos modelos desde un enfoque
interdisciplinario.

Palabras clave: Superficie de energia
potencial, funcidn del espacio conformacional,
modelado matematico, homologia persistente,
teoria de Morse discreta.

INTRODUCCION

El estudio tedrico de las moléculas ya sea
desde la quimica cudntica o la mecanica
molecular, ha permitido obtener informaci-
6n valiosa sobre sus propiedades termodina-
micas, Opticas, geomeétricas, espectroscopicas
y reactivas, entre otras [1-6]. La relevancia
de estas propiedades depende del contexto y
del campo de aplicacion en el que se estudien
[7-13].

Dentro de este marco molecular, existe un
tipo especial de moléculas llamado isomeros
conformacionales o conférmeros, que cons-
tituye el foco principal de este trabajo [14-20].
Los conférmeros son estructuras moleculares
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que pueden transformarse entre si mediante
rotaciones alrededor de enlaces simples. El
conjunto de todas las posibles conformacio-
nes define lo que se conoce como el espacio
conformacional de la molécula.

Desde el punto de vista matematico, este
espacio se modela como una variedad que
habita en R*", donde N es el numero de ato-
mos de la molécula. Si a cada conférmero se
le asocia un valor de energia potencial, se de-
fine una funcién conocida como funcion de
energia potencial o paisaje energético, que
se representa en R*™*!' [21].

Uno de los desafios fundamentales ha sido
el desarrollo de métodos eficientes para gene-
rar conjuntos representativos de conférmeros
que permitan describir el espacio conforma-
cional, tanto desde enfoques tedricos como
experimentales [22-24]. Actualmente, diver-
sas herramientas computacionales permiten
generar muestras de conférmeros que se pue-
den representar como nubes de puntos en R*™
[25-34]. Estas nubes de puntos constituyen
aproximaciones empiricas de la funciéon del
espacio conformacional [28].

Este avance ha abierto la posibilidad de
aplicar técnicas de analisis topologico de da-
tos (TDA). En particular, la homologia per-
sistente permite reconstruir la forma global
del espacio conformacional, mientras que la
teoria de Morse discreta proporciona una
forma estructurada de identificar y clasificar
los puntos criticos de la superficie de energia
potencial [21].

Otra manera de representar estas funcio-
nes es mediante los grados de libertad inter-
nos de la molécula, como los dngulos diedros.
Esta parametrizacion permite describir las
conformaciones con un nimero reducido de
variables. Al asociar a cada conjunto de angu-
los su energia potencial, se obtiene la superfi-
cie de energia potencial (PES). En el caso de
moléculas con uno o dos grados de libertad,
esta superficie puede ser visualizada y anali-
zada directamente [14, 15, 18].

Como ejemplo, se presentan dos casos: la
molécula de butano, con un grado de liber-
tad, y la molécula de pentano, con dos (véan-
se las Figuras 1y 2).

Como se discutira mas adelante, el analisis
topoldgico de la PES permite identificar no
solo los tipos y la cantidad de puntos criti-
cos (minimos, maximos y puntos silla), sino
también como estdn conectados entre si. Esta
estructura puede representarse mediante un
grafo asociado a la funcidn, el cual es una
herramienta fundamental para estudiar las
transformaciones conformacionales. En este
contexto, se pueden identificar los llamados
caminos de minima energia, que conectan
minimos conformacionales o que enlazan mi-
nimos con estados de transicion [21].

La busqueda de estos caminos es un tema
central en quimica cudntica, y ha dado lugar
al desarrollo de diversos métodos computa-
cionales, como el método de banda elastica,
el método de la cuerda y otros basados en
algoritmos de optimizacién [36-39]. Aunque
estos métodos son ampliamente utilizados,
suelen estar enfocados en trayectorias locales
y no proporcionan una visiéon global de la su-
perficie de energia potencial.
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Figura 1. Gréfica de energia relativa frente al
angulo diedro para la molécula de butano,
obtenida mediante la rotacién alrededor del
enlace simple entre los carbonos centrales. Se
generaron 1000 conformaciones con incre-
mentos de 0.12 grados, utilizando el nivel de
teorfa B3LYP/cc-pVDZ. Esta figura representa
la superficie de energia potencial (PES) de
una molécula con un grado de libertad, donde
pueden identificarse minimos locales y esta-

dos de transicion.




En este contexto, el presente articulo revisa
el marco matematico para el estudio topold-
gico de la funcién del espacio conformacio-
nal y la superficie de energia potencial de las
moléculas. Se enfatiza el uso de la homologia
persistente y la teoria de Morse discreta, sus
aplicaciones en distintos campos, asi como los
desafios actuales y las posibles lineas de inves-
tigacion futura [40-46].
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Figura 2: Superficie de energia relativa de la
molécula de pentano en funciéon de dos an-
gulos diedros. Se construyd una cuadricula
de 36 x 36 conformaciones con pasos de 10
grados, empleando el nivel de teoria B3LYP/
6-311G. Esta figura ofrece una representacion
bidimensional de la PES de una molécula con
dos grados de libertad, permitiendo visualizar
valles energéticos, crestas y puntos silla.

MARCO MATEMATICO

Como se mencion anteriormente, las mo-
léculas estudiadas en este trabajo son confor-
meros: estructuras moleculares que pueden
transformarse entre si mediante rotaciones
alrededor de un enlace simple. Esta rotacién
involucra cuatro atomos consecutivos y da lu-
gar a un angulo diedro, definido por la inter-
seccion de dos planos atémicos. Las Figuras 3
y 4 ilustran este concepto usando la molécula
de butano como ejemplo.
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Figura 3: Representacion de un angulo diedro

en la molécula de butano: (a) estructura mo-

lecular completa, y (b) modelo simplificado
mostrando la rotacion diedra.
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Figura 4: Ilustracién del movimiento diedro:

V1 a V4 representan atomos de carbono; el

segmento azul (V1, V2) rota alrededor del eje
definido por V2y V3.

Es importante destacar que solo los enla-
ces simples permiten rotacion libre, y cada
conformero se trata como una estructura ge-
ométrica rigida en el espacio.

Para describir las moléculas desde el punto
de vista matematico, se modela cada atomo
como un punto en R*. Asi, una molécula con
NNN atomos puede representarse como un
punto en R*N, donde cada conjunto de tres co-
ordenadas define la posicion tridimensional
de un atomo. El conjunto de todas las posibles




conformaciones forma un subconjunto de
R, conocido como el espacio conformacio-
nal de la molécula.

Este espacio puede formalizarse mediante
un grafo molecular, definido por:

M=(V,E, c,L,®) Donde:

o V:conjunto de vértices (dtomos),

o E: conjunto de aristas (enlaces quimi-

cos),

» ¢, funcién que asigna el niumero até-

mico a cada vértice,

o L: longitudes de enlace entre atomos

conectados,

o ©: angulos entre enlaces adyacentes.

Cada disposicion geométrica de los atomos
que respete esta estructura se llama confér-
mero, y se representa como una funcién ¢:-
V>R’ que asigna una posicion a cada atomo.

El conjunto de todas estas configuraciones
vélidas forma el espacio conformacional C .

Para estudiar la energia asociada a cada
conférmero, se define la funcién: E:C ~>R.
Esta es la funcidn de energia potencial, y su
grafica define la superficie de energia poten-
cial (PES): G, = {(x, E(x)) | x€ C }.

En la practica, los métodos computaciona-
les generan muestras finitas de conférmeros,
que se representan como una nube de puntos
en R, cada uno con su valor energético cor-
respondiente.

Para comparar dos conférmeros, se em-
plea el desvio cuadratico medio (RMSD),
que mide la diferencia promedio entre las po-
siciones atomicas. Con esta métrica, la nube
de puntos se convierte en un objeto geomé-
trico cuyas propiedades topologicas (como
componentes conexas, ciclos o cavidades)
pueden estudiarse mediante homologia per-
sistente. Estas propiedades permiten enten-
der aspectos clave de la dinamica molecular,
la flexibilidad estructural y las rutas de re-
accion.

HOMOLOGIA PERSISTENTE

La homologia persistente es una herra-
mienta matematica que permite detectar,
cuantificar y visualizar caracteristicas topo-
logicas de un conjunto de datos a diferentes
escalas. Su principal fortaleza estd en identifi-
car qué estructuras—como componentes co-
nexas, ciclos o cavidades—persisten al variar
un parametro de proximidad [41-44].

En el caso de las moléculas, esta técnica se
aplica a una muestra de conférmeros repre-
sentada como una nube de puntos en RN
Para estudiar su topologia, se construye una
estructura geométrica llamada complejo sim-
plicial, en la que se conectan los puntos cer-
canos formando objetos de mayor dimension:
aristas (1-simplices), triangulos (2-simpli-
ces) y tetraedros (3-simplices). La Figura 5
muestra ejemplos de estos objetos.

Figura 5: Ejemplos de complejos simpli-
ciales: vértices (0-simplices), aristas (1-sim-
plices), triangulos (2-simplices) y tetraedros
(3-simplices).

El procedimiento basico consta de dos ide-
as clave:

1. Cubiertas con bolas abiertas: Para un
radio ¢, se dibujan bolas centradas en
cada punto de la nube. La unién de es-
tas bolas, Ue=U__B(xi,e), aproxima el
espacio subyacente.

2. Construccion del complejo de ner-
vios: Se forma el nervio de esta cubier-
ta, un complejo simplicial cuyos sim-
plices representan subconjuntos de
bolas con intersecciéon no vacia. Este
nervio codifica la estructura topolédgica
de Ue.

Este proceso se repite para diferentes valo-
res crecientes de ¢, generando una secuencia
filtrada de complejos. A medida que & crece,
las caracteristicas topologicas nacen y mue-
ren, y este proceso queda registrado en un
diagrama de persistencia.
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Figura 6: Construccién del nervio: las
bolas centradas en i, i, e i, se intersectan
en pares (aristas), y todas juntas forman
un triangulo (2-simplice).

Asi, se transforma una nube de puntos en
un objeto topoldgico. Analizando la homo-
logia persistente, se pueden inferir propie-
dades globales del espacio que origind los
datos. En el contexto molecular, esto permite
caracterizar la forma y conectividad del espa-
cio conformacional sin necesidad de recons-
truirlo explicitamente.

En resumen, aplicar homologia persistente
a una muestra de conférmeros en R’ permite
extraer informacion robusta sobre la funcion
del espacio conformacional.

No obstante, para estudiar la estructura
topologica de la funcién de energia poten-
cial (PES), introducimos otra herramienta
poderosa: la teoria de Morse discreta.

Esta teoria fue desarrollada por Robin
Forman en 1998 [45] y es una version combi-
natoria de la teoria clasica de Morse. Permite
analizar funciones sobre estructuras discre-
tas, como complejos simpliciales, en lugar de
funciones suaves. La teoria de Morse discreta
da lugar a algoritmos eficientes con aplicacio-
nes en analisis topologico de datos, sistemas
dinamicos y topologia computacional [46,
47].

En lugar de derivadas, esta teoria trabaja
con funciones definidas sobre los simplices,
conservando el principio central de identificar
puntos criticos (o simplices criticos). Estos
puntos revelan propiedades fundamentales de
la topologia del espacio analizado.

A continuacidn, se introducen los concep-
tos basicos y las definiciones esenciales de esta
teoria.

TEORIA DE MORSE DISCRETA

La teoria de Morse discreta es una her-
ramienta matemadtica que permite estudiar la
topologia de un espacio mediante funciones
definidas no en superficies suaves, sino en
estructuras discretas como los complejos
simpliciales. Esta teoria permite identificar
caracteristicas criticas (minimos, maximos y
puntos silla) dentro de un paisaje de energia
potencial discreto.

DEFINICIONES CLAVE

Complejo simplicial: Un complejo simpli-
cial es una estructura geométrica compuesta
por vértices, aristas, triangulos y sus versio-
nes en dimensiones superiores. Se utiliza para
aproximar espacios complejos mediante blo-
ques basicos.

Definicion 1 (Funcion débilmente cre-
ciente): Sea K un complejo simplicial. Una
funcion f:K>R es débilmente creciente si:

f(o)<f(1) para todo oCt

Esto garantiza que los simplices de mayor
dimensién no tengan un valor menor que sus
caras.

Definicion 2 (Funcion basica de Morse
discreta): Una funcion f:K->R se llama funci-
on basica de Morse discreta si:

o Es débilmente creciente,

o Cada valor numérico se asigna a lo

sumo a dos simplices,

T — -



o Si dos simplices comparten el mismo
valor, uno debe ser cara del otro.

Definicion 3 (Simplices criticos y regula-
res): Sea f una funcion bésica de Morse dis-
creta. Un simplice o\sigmao es:

o Critico, si f es inyectiva (no hay dupli-

cados) cerca de o,
o Regular, en caso contrario.

Definicion 4 (Funcion de Morse discreta
general): Una funciéon f:K>R es una funciéon
de Morse discreta si para cada simplice c€EK
de dimension p:

1. Alosumo una de sus caras de dimensi-

6n p—1 cumple: f(1)>f(0)

2. A lo sumo uno de sus co-simplices de

dimensién p+1cumple: f(1)<f(o)

Definicion 5 (Simplice critico): Un sim-
plice o\sigmao es critico si:
1. Ninguna cara de menor dimensién
cumple f(1)>f(0),
2. Ningun co-simplice de mayor dimensi-
6n cumple f(1)<f(0).
Los simplices que no son criticos se llaman
regulares.

Definicion 6 (Equivalencia de funcio-
nes): Dos funciones de Morse discretas fy g
son equivalentes si preservan el mismo orden
entre todos los pares de simplices anidados:

oct=>f(0)<f(1) & g(o)<g(1)

IMPLEMENTACION PRACTICA

Para aplicar la teoria de Morse discreta al

analisis del paisaje energético molecular:

o Entrada: Coordenadas 3D de los éto-
mos de cada conférmero (en R*™) junto
con su valor de energia potencial.

o Paso 1: Construir un complejo simpli-
cial sobre la nube de puntos (por ejem-
plo, Vietoris—Rips o Delaunay).

o Paso 2: Asignar a cada simplice el va-
lor de energia potencial usando una
funcion de Morse discreta.

o Paso 3: Identificar los simplices criti-
cos y estudiar su estructura para anali-
zar la topologia del paisaje energético.

Esta estrategia permite describir como se

organizan los minimos energéticos, los esta-
dos de transicion y otras caracteristicas clave
en el espacio conformacional.

APLICACIONES

La forma tridimensional de una molécula
es fundamental para comprender su funcion,
reactividad y propiedades fisicoquimicas.
Aunque muchos estudios se enfocan en las
conformaciones mas estables, esta vision re-
sulta limitada. Para entender realmente cémo
se comporta una molécula durante un proceso
de reaccion quimica, es necesario analizar la
funcion del espacio conformacional comple-
to, es decir, todas las geometrias posibles que
puede adoptar y su relacion con la energia.

Este enfoque integral ha pasado de apli-
carse solo a moléculas pequeiias a ser usado
también en sistemas biomoleculares com-
plejos [48,49]. En estos sistemas, el paisaje
conformacional contiene informacion valio-
sa sobre el comportamiento estructural y di-
namico. Un claro ejemplo lo encontramos en
la industria farmacéutica, donde el estudio
de multiples conférmeros permite el disefio
racional de farmacos [9-13]. Generar diver-
sas conformaciones ayuda a optimizar propie-
dades como la afinidad de union, la estabili-
dad y el comportamiento bioquimico.

Otra aplicacion destacada es el estudio del
plegamiento de proteinas, un proceso que
implica cambios profundos en la conforma-
cién de las biomoléculas. Comprenderlo re-
quiere explorar su espacio conformacional.
Un caso notable es el trabajo de Tong Wang
y colaboradores, quienes generaron mas de
10.000 conférmeros de una proteina modelo
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para representar su espacio conformacional,
demostrando asi el poder de esta aproximaci-
6n en la biologia estructural [55].

Asimismo, el analisis de los efectos de sus-
tituyentes en compuestos quimicos es una
aplicacion relevante. Este tipo de estudios
permite comprender como la presencia de
diferentes grupos funcionales altera la geo-
metria y el paisaje energético de la molécula
[56-61]. Tales andlisis son clave en el disefio
molecular y en la ingenieria de compuestos
con propiedades especificas.

Muchos de estos estudios se apoyan en re-
positorios publicos que ofrecen bases de da-
tos de conférmeros para un gran namero de
moléculas pequeiias, biomoléculas y proteinas
[62-64]. Estos datos pueden ser el punto de
partida para aplicar herramientas de analisis
topoldgico como la homologia persistente o
la teoria de Morse discreta. A partir de una
nube de puntos en R’ que representa los con-
formeros, es posible reconstruir la funcion
del espacio conformacional. Y si también se
cuenta con los valores de energia potencial,
se puede estudiar la topologia de la superfi-
cie de energia potencial (PES).

Un ejemplo metodoldgico concreto lo
constituye el trabajo de Ingri Membrillo So-
lis y colaboradores, quienes aplicaron estas
herramientas para analizar diversas molécu-
las pequeiias y dipéptidos [21]. Este estudio
demuestra el potencial del enfoque topoldgico
en el analisis estructural de sistemas molecu-
lares.

DESAFIOS

El estudio tedrico y computacional del
espacio conformacional y la superficie de
energia potencial (PES) de moléculas presen-
ta diversos retos, especialmente al trabajar con
sistemas complejos, como las biomoléculas.
Acontinuacion reviasaremos algunas:

Alto costo computacional en el estudio
de sistemas con un gran nimero de atomos:

Uno de los principales desafios es el creci-
miento exponencial de los recursos compu-
tacionales necesarios a medida que aumenta
el nimero de atomos. Por ello, muchos inves-
tigadores se ven limitados a estudiar molécu-
las pequefias o medianas, restringiendo asi el
alcance de sus analisis.

Para sortear este obstaculo, se recurre fre-
cuentemente a las simulaciones de dinami-
ca molecular (MD), que ofrecen una menor
precision pero un costo computacional mas
bajo. Estas simulaciones emplean campos de
fuerza clasicos, donde los atomos se mode-
lan como esferas rigidas y las interacciones se
representan mediante funciones armonicas o
periddicas. Las interacciones no enlazadas se
modelan con férmulas empiricas, como los
potenciales de Coulomb y de van der Waals.
Sin embargo, estos modelos son simplifica-
ciones que no capturan adecuadamente la
complejidad de la fisica real [66-69].

Limitaciones de los métodos cuanticos:
La mecanica cuantica (QM) permite una
descripciéon mas precisa del comportamiento
molecular, ya que considera el movimiento
electronico. Métodos como Hartree-Fock
(HF) y la teoria del funcional de la densidad
(DFT) son ampliamente utilizados en molé-
culas pequenas [70-73]. Sin embargo, su apli-
cacion directa a biomoléculas resulta inviable
debido a su alto costo computacional.

No obstante, tanto QM como MD permi-
ten generar muestras de conférmeros que se
representan como nubes de puntos en R*Y, lo
cual sirve como base para el andlisis topoldgi-
co [29].

Dificultades topologicas en espacios de
alta dimension: Gracias al desarrollo de her-
ramientas especializadas, hoy en dia es posible
aplicar homologia persistente para estudiar
la estructura topologica del espacio confor-
macional en espacios de alta dimension [74].
Sin embargo, el anilisis topoldgico de la su-
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perficie de energia potencial (PES) en estos
espacios sigue siendo un reto abierto.

La teoria de Morse discreta como solu-
cion: La teoria de Morse discreta represen-
ta una alternativa prometedora para estudiar
funciones de energia potencial definidas sobre
muestras discretas en R*® [45-47]. Esta teoria
permite identificar puntos criticos y analizar
su estructura mediante algoritmos disefiados
para datos discretos, algunos de los cuales ya
estan disponibles [47].

Ademas, cuando la molécula tiene pocos
grados de libertad, se puede usar reduccion
de dimensionalidad para proyectar la funci-
on en R?, facilitando su visualizacion [35].

Hacia una comprension topologica pro-
funda: En moléculas complejas como las pro-
teinas, la mayoria de las caracteristicas topo-
légicas residen en dimensiones muy altas, lo
que dificulta su andlisis visual. No obstante,
con una buena muestra de conférmeros y her-
ramientas matematicas adecuadas, es posible
extraer la estructura topoldgica tanto del es-
pacio conformacional como de la PES.

Con esta informacion, es posible construir
el complejo de Morse-Smale, una estructu-
ra que identifica y conecta los puntos criticos
(minimos, maximos, puntos silla) del paisaje
energético [75,76].

Comparacion entre representaciones: Un
paso importante seria realizar estudios com-
parativos entre dos representaciones de la
PES:

o (1) Conférmeros descritos por sus an-

gulos diedros y valores energéticos.

e (2) Conférmeros modelados con her-

ramientas matematicas discretas.

Este analisis ayudaria a comprender cémo
influyen los modelos en la interpretacion del
paisaje energético.

Perspectivas futuras: Finalmente, se re-
quiere continuar el desarrollo de modelos y
herramientas para alcanzar una comprension
matematica y computacional mas completa
del espacio conformacional y la PES, especial-
mente en sistemas moleculares complejos.

CONCLUSIONES

El estudio de la funcién del espacio con-
formacional y de la superficie de energia
potencial (PES) es esencial para lograr una
comprension profunda del comportamien-
to, las transformaciones y las interacciones
de las moléculas. Estas funciones constituyen
la base matematica para analizar la dinami-
ca molecular, la cinética de reacciones y las
propiedades estructurales que dependen de
la forma y flexibilidad de las moléculas.

Este campo ha demostrado ser clave en
multiples aplicaciones, como el disefio racio-
nal de farmacos, el estudio del plegamien-
to de proteinas y el analisis estructural de
biomoléculas complejas. Estas aplicaciones
se benefician no solo del conocimiento geo-
meétrico y energético, sino también de la com-
prension de la estructura topologica del es-
pacio de conformaciones.

Gracias a los avances recientes en herra-
mientas computacionales, analisis topo-
logico de datos y al acceso a bases de datos
moleculares, hoy es posible manejar grandes
conjuntos de conférmeros moleculares. Her-
ramientas como la homologia persistente y la
teoria de Morse discreta permiten identificar
patrones globales, como puntos criticos, co-
nectividad y transiciones energéticas, que no
serian facilmente visibles por otros métodos.

Sin embargo, persisten importantes re-
tos. El analisis de espacios moleculares en
alta dimensién aun exige una gran capaci-
dad computacional, y muchos modelos actu-
ales simplifican el comportamiento cuantico
subyacente de atomos y electrones. Superar
esta brecha entre la mecanica cuantica y el
modelado topoldgico representa una direcci-
6n prometedora para investigaciones futuras.

El desarrollo de algoritmos mas eficientes,
junto con marcos tedricos matematicamente
rigurosos, sera clave para ampliar nuestra ca-
pacidad de modelar y predecir el comporta-
miento de sistemas moleculares complejos.




Esto no solo enriquece la quimica tedrica,
sino que también aporta herramientas valio- CONFLICTO DE INTERESES

sas para resolver problemas précticos en el Los autores declaran no tener ningtn con-
ambito del descubrimiento de farmacos, la  flicto de intereses.

ciencia de materiales y la biofisica.
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