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APRESENTAÇÃO

A Engenharia Mecânica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica 
os princípios de física e ciência dos materiais para a concepção, análise, fabricação e 
manutenção de sistemas mecânicos

Nos dias atuais a busca pela redução de custos, aliado a qualidade final dos 
produtos é um marco na sobrevivência das empresas. Nesta obra é conciliada duas 
atividades essenciais a um engenheiro mecânico: Projetos e Simulação.  

É possível observar que na última década, a área de projetos e simulação vem 
ganhando amplo destaque, pois através de simulações pode-se otimizar os projetos 
realizados, reduzindo o tempo de execução, a utilização de materiais e os custos finais. 

Dessa forma, são apresentados trabalhos teóricos e resultados práticos de 
diferentes formas de aplicação e abordagens nos projetos dentro da grande área das 
engenharias.

Trabalhos envolvendo simulações numéricas, tiveram um grande avanço devido 
a inserção de novos softwares dedicados a áreas específicas, auxiliando o projetista 
em suas funções. Sabe-los utilizar de uma maneira eficaz e eficiente é um dos desafios 
dos novos engenheiros.

Neste livro são apresentados vários trabalhos, alguns com resultados práticos, 
sobre simulações em vários campos da engenharia industrial, elementos de maquinas 
e projetos de bancadas práticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento 
de profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecânicos e industriais. 

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
João Dallamuta  
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MODELAGEM ESTOCÁSTICA DE ESTRUTURAS 
COMPÓSITAS CONTENDO SHUNT RESISTIVO PARA O 

CONTROLE PASSIVO DE VIBRAÇÕES

CAPÍTULO 9
doi

Lorrane Pereira Ribeiro 
Universidade Federal de Uberlândia

Uberlândia – Minas Gerais

Antônio Marcos Gonçalves de Lima
Universidade Federal de Uberlândia

Uberlândia – Minas Gerais

Victor Augusto da Costa Silva
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Uberlândia – Minas Gerais

RESUMO: Este trabalho é dedicado à 
modelagem estocástica por elementos finitos 
de uma estrutura compósita contendo elemento 
piezoelétrico acoplado a um circuito elétrico 
shunt resistivo com vistas a obtenção do 
controle passivo de vibrações. Faz-se utilização 
do Método dos Elementos Finitos Estocásticos 
para modelagem das variáveis aleatórias como 
campos estocásticos homogêneos Gaussianos 
e, a discretização destes campos, realizada de 
acordo com o método de expansão em série 
de Karhunen-Loève. Intervindo-se diretamente 
no processo de integração, é então possível 
encontrar as matrizes exatas de massa e rigidez 
da estrutura compósita.
PALAVRAS-CHAVE: Modelagem Estocástica, 
Materiais Compósitos, Controle Passivo 
de Vibrações, Circuitos Shunt Resistivos, 
Propagação de Incertezas.

ABSTRACT: This work is dedicated to the finite 
element stochastic modeling of a composite 
structure containing piezoelectric element 
coupled to a resistive shunt electric circuit in 
order to obtain the passive vibration control. 
The Stochastic Finite Element Method is used 
to model the random variables as homogeneous 
Gaussian stochastic fields, and the discretization 
of these fields is performed according to the 
Karhunen-Loève series expansion method. By 
intervening directly in the integration process, it 
is possible to find the exact matrices of mass 
and stiffness of the composite structure.
KEYWORDS: Stochastic Modeling, Composite 
Materials, Passive Vibration Control, Shunted 
Resistive Circuits, Uncertainty Propagation.

1 |  INTRODUÇÃO 

Pela experiência em engenharia, observa-
se que a introdução de incertezas no modelo 
determinístico tradicional de um sistema se 
torna cada vez mais necessária uma vez que 
estas incertezas influenciam diretamente 
o desempenho, durabilidade, segurança e 
confiabilidade da estrutura (KOROISHI et al, 
2012). 

Uma ferramenta poderosa em mecânica 
computacional estocástica é o Método dos 
Elementos Finitos Estocásticos (SFEM), que é 
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uma extensão da abordagem clássica de elementos finitos para o contexto estocástico, 
através da resolução de problemas estocásticos (estática e dinâmica) que envolvem 
parâmetros aleatórios. Portanto, o SFEM permite uma combinação da análise clássica 
por elementos finitos com análise estatística (DE LIMA, RADE e BOUHADDI, 2010).

Neste trabalho, atenção é dada à utilização de materiais compósitos, os quais 
são bastante utilizados na engenharia em detrimento aos convencionais como aço e 
alumínio, principalmente pela superioridade das propriedades mecânicas que podem 
ser alcançadas quando se realiza a concepção de uma estrutura compósita. (FARIA, 
2006). Faz-se também a utilização de piezelétricos, os quais podem ser utilizados 
tanto como sensores e atuadores no controle de vibrações de estruturas. O elemento 
piezelétrico é utilizado neste trabalho no controle passivo de vibração incorporando 
para isto um circuito elétrico externo, circuito shunt resistivo, em seus eletrodos 
(VIANA, 2005).

A modelagem do problema eletromecânico foi realizada pela combinação de duas 
teorias: Teoria da Deformação Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) para aproximação 
dos campos de deslocamentos mecânicos e Teoria das Camadas Equivalentes 
Discretas para modelagem dos potenciais elétricos. Desta forma, considera-se o 
campo de deslocamentos mecânicos concebido de forma condensada em uma única 
camada equivalente e o potencial elétrico distribuído por camadas (REDDY, 1997). 

O modelo eletromecânico determinístico foi concebido de forma parametrizada. 
As principais variáveis de projeto foram fatoradas de matrizes de massa e rigidez. Tanto 
estas variáveis aleatórias como a resistência circuito resistivo foram modeladas como 
campos estocásticos homogêneos Gaussianos. Para discretização destes campos 
estocásticos, faz-se a utilização do método de Expansão em Série de Karhunen-
Loève (KL), o qual consiste no acoplamento entre o desenvolvimento em série do 
campo aleatório com uma análise espectral para seleção dos termos mais importantes 
da série. Deste modo, intervém-se diretamente no processo de integração e obtém-
se as matrizes exatas de massa e rigidez do sistema (GHANEM E SPANOS, 1991). 
Portanto, é possível avaliar a variabilidade das respostas em virtude da propagação de 
incertezas no modelo, utilizando-se da Simulação de Monte Carlo (MCS), combinada 
com a amostragem por HiperCubo Latino (LHC) como estocástico solver.

2 |  FORMULAÇÃO DETERMINÍSTICA DO PROBLEMA MECÂNICO

De acordo com a FSDT, os deslocamentos em um ponto arbitrário do elemento 
são expressos como apresentado na Equação (1).

0 1( , , , ) ( ) ( , , ) ( )( , , )ux y z t z x y t z x y tU A u A A= = +  (1)

onde ( , , , )x y z tU  denota o vetor dos campos de deslocamentos mecânicos, ( )u zA
é a matriz contendo o termo fatorado, z , que diz respeito a espessura e, o termo 

( , , )x y tu , que é o vetor que contém dos cinco graus de liberdade mecânicos. 
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Adota-se um elemento finito de placa plana retangular com oito nós da família 
Serendipity (REDDY, 1997), o qual não possui nó central. Na teoria FSDT são 
considerados cinco graus de liberdade em seu campo de deslocamentos, assim, um 
total de quarenta graus de liberdade por elemento finito.

O vetor campo de deslocamentos totais de um elemento finito, ( , , )x y tu , pode 
ser escrito levando em consideração a contribuição de cada nó, ( )e tu , de forma que, 

. Esta correspondência é realizada por meio das Funções 
de Forma, , que representam as particularidades do elemento e estão já 
representadas em termos das coordenadas locais e definidas no trabalho de Faria 
(2006). É Necessário trabalhar com um sistema local de coordenadas, , uma vez 
que, o cálculo via integração das matrizes elementares deve ser realizado no sistema 
local. Para transformação linear de coordenadas, utiliza-se o Jacobiano, J , (FARIA, 
2006).

Assumindo-se pequenos deslocamentos e considerando-se o campo de 
deslocamentos mecânicos previamente definido, uma relação condensada entre 
deformações e deslocamentos pode ser obtida em termos dos efeitos de flexão-
membrana, be , e deformação cisalhante, se , que são relacionados pelas matrizes 
de operadores diferenciais, bD  e sD , respectivamente, (MENDONÇA, 2005; FARIA, 
2006):

 (2.a)

 (2.b)

A partir da energia cinética, a matriz de massa é obtida a nível elementar, com o 
parâmetro espessura das camadas, kt , fatorado (FARIA, 2006):

  (3)

onde,  é utilizado para indicar a transposição da matriz,  é a densidade do 
material da k -ésima camada, eV  é o volume do elemento finito e, o termo relacionado 
a espessura do material, , sendo kh a espessura 
das camadas, com  1,...,3i = .

Utiliza-se neste trabalho de materiais ortotrópicos, cujas propriedades são 
fortemente dependentes das direções das fibras. As matrizes de propriedades 
mecânicas e elétricas podem ser transformadas por uma rotação de um ângulo em torno 
do eixo z, utilizando-se, T , para propriedades mecânicas, ou Q , para propriedades 
elétricas. Como exemplo de rotação, a matriz de propriedades mecânicas que leva em 
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consideração as direções das fibras do compósito é dada por, T
tC TCT= , e a rotação 

da matriz de permissividade elétrica, , é dada por  (FARIA, 2006; DE 
LIMA, 2007; ZAMBOLINI-VICENTE, 2014; RIBEIRO e DE LIMA, 2014).

Por meio da energia potencial de deformação mecânica, as matrizes de rigidezes 
podem ser obtidas, em termos dos efeitos de flexão-membrana e cisalhamento, além 
também, de serem parametrizadas em termos das espessuras das camadas e dos 
ângulos de direção das fibras do material.

 (4)

 (5)

onde,  é a matriz de propriedades mecânicas para 
o efeito de flexão-membrana ( já considerando-se a influência dos ângulos de direção 
das fibras do compósito laminado), stC , é a matriz de propriedades,  mecânicas para o 
efeito de cisalhamento,  é o ângulo de direção das 
fibras da k -ésima camada do compósito laminado.  

Como é sabido, a matriz de rigidez mecânica elementar é dada por e e e
uu ub usK K K= +

. Para se obter as matrizes globais e massa e rigidez, procedimentos clássicos de 
montagem por elementos finitos foram utilizados considerando-se a conectividade dos 
nós. Assim, a seguinte equação do movimento na forma matricial pode ser obtida. 

  (6)

onde uuM  e uuK  são as matrizes globais de massa e rigidez mecânica, 
respectivamente, ( )tu  é o vetor contendo os graus de liberdade globais e ( )tf é o vetor 
dos carregamentos generalizados. 

 

1. MODELAGEM DETERMINÍSTICA DO PROBLEMA ELETROMECÂNICO

Para modelagem de estruturas compósitas laminadas contendo elementos 
piezelétricos, a Teoria FSDT é utilizada para aproximar o campo de deslocamentos 
mecânicos e os potenciais elétricos são distribuídos discretamente ao longo das 
camadas piezelétricas (SARAVANOS e HEYLIGER, 1995; CHEE 2000).

  (7)
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onde  é o potencial elétrico da k-ésima camada, sendo que,  são os 
potenciais elétricos nodais, kL  são as funções layerwise transversais (CHEE, 2000).

O campo elétrico é dado pelo negativo do gradiente do potencial elétrico e pode 
também ser escrito em termos das Funções de Forma e dos potenciais elétricos nodas 
(FARIA, 2006).

 (8)

A matriz piezelétrica-elástica-dielétrica que demonstra o acoplamento 
eletromecânico e as relações entre a tensão mecânica, , deformação mecânica, 
, deslocamentos elétricos, D , e campo elétrico,  E , é apresentada na Eq. (9) (CHEE, 
2000):

  (9)

onde te  são as constantes dielétricas,  é a matriz de permissividade elétrica, 
ambas já considerando a influência as direções das fibras do material.

Para o sistema acoplado eletromecânico, as matrizes de rigidezes elementares 
são agora obtidas por meio da energia de deformação, envolvendo a contribuição 
elétrica da seguinte forma (FARIA, 2006):

  (10)

 Pela combinação da Eq. (9) e Eq. (10) as matrizes de rigidezes eletromecânicas, 
, e elétrica,  , podem ser obtidas, respectivamente, com as seguintes 

integrações (FARIA, 2006):

  (11)

  (12)

onde,  dizem respeito a condição de circuito fechado e 
circuito aberto, respectivamente.

 Como visto nas Equações (4) e (5), a matriz mecânica elementar foi 
parametrizada em termos das espessuras das camadas e dos ângulos de direção 
das fibras do material. As matrizes elementares de rigidezes eletromecânica e elétrica 
podem ser também parametrizadas como mostrado na sequência. 

  (13)
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  (14)

De posse das matrizes elementares de massa e rigidezes mecânicas, 
eletromecânicas e elétricas, pode-se obter a equação do movimento do sistema 
eletromecânico na forma matricial a nível global via emprego de procedimentos 
clássicos de montagem de elementos finitos conhecendo-se a conectividade dos nós, 
como dado na Eq. (15):

  (15)

onde  são as matrizes globais de rigidezes eletromecânica e elétrica, 
respectivamente,  são os potenciais elétricos globais, ( )tq  é o vetor 
das cargas elétricas a nível global.

3.1 Inclusão do circuito elétrico shunt no modelo

A análise que se segue, se dá no domínio de Fourier. Boylestad (2016) apresenta 
alguns conceitos básicos de circuitos elétricos e, dentre eles, a definição de corrente 
elétrica como sendo a variação instantânea de cargas no tempo. Além disso, segundo 
a Lei de Ohm, a corrente elétrica é proporcional ao potencial elétrico, sendo essa 
proporção, o inverso da impedância elétrica do circuito. Tais equivalências são 
apresentadas na Eq. (16).

  (16)

onde a matriz L  permite selecionar dentre os potenciais elétricos independentes, 
aqueles que correspondem aos eletrodos dos circuitos shunt conectados e Z  é a 
matriz de impedâncias elétricas.

A partir da segunda equação do movimento no domínio de Fourier combinada 
com a Eq. (16) para cargas elétricas, obtém-se:

  (17)

Pode-se então encontrar a função de resposta em frequência (FRF) do sistema 
eletromecânico, Eq. (18), combinando-se a primeira equação do movimento no domínio 
de Fourier e a Eq. (17), exclusivamente em termos dos graus de liberdade mecânicos.

  (18)

A FRF do sistema eletromecânico dada na Eq. (18) pode ser utilizada para diferentes 
tipos de circuitos shunt mediante a introdução das expressões correspondentes de 
suas impedâncias elétricas, indicadas por Z .
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3 |  MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS ESTOCÁSTICOS

De acordo com Ghanem e Spanos (1991) um campo aleatório  é uma 
coleção de variáveis aleatórias indexadas por um conjunto de parâmetros contínuos 

, onde  representa o conjunto aberto que descreve a geometria do sistema 
físico. O procedimento de discretização utilizado se baseia na aproximação de  
por . Dentre as famílias de métodos utilizados para discretizar espacialmente 
um campo estocástico, detalha-se o desenvolvimento proposto por Karhunen-Loève 
(KL) como apresentado por Ghanem e Spanos (1991). A discretização por KL de um 
campo aleatório gaussiano homogêneo é apresentada na Eq. (19):

  (19)

onde  são as variáveis ortogonais de média zero e  são as 
soluções do problema de autovalores dado pela chamada de Integral de Fredholm, 
dada na Eq. (20).

  (20)

A resolução da Integral de Fredholm pode ser encontrada de forma detalhada 
no trabalho de Ghanem e Spanos (1991). A escolha da função de covariância do tipo 
exponencial possui como consequência imediata a propriedade da separabilidade e, 
desta forma, o problema bidimensional utilizado nesta modelagem pode ser desacoplado 
em dois problemas de autovalores unidimensionais,
(GHANEM e SPANOS, 1991; DE LIMA, 2007; SUDRET, 2007).

Pode-se então expressar estes termos da seguinte maneira. Para o caso onde i  
e j  são ímpares :

  (21)

onde .
Já termos  e  representam as soluções das seguintes equações 

transcendentais nos respectivos domínios,  e 
:

  (22)
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Para o caso onde i  e j  são pares :

  23)

onde .
Utilizando-se da expansão de KL, é possível modelar as matrizes estocásticas 

elementares de massa e rigidezes da estrutura eletromecânica, como apresentado a 
seguir. 

  (24)

  (25)

  (26)

  (27)

onde k é o número de camadas da estrutura.
Pode-se observar nas equações estocásticas que tanto a matriz de massa 

quanto as de rigidezes possuem um porção determinística, que é calculada como 
apresentado na seção anterior, como uma porção estocástica (DE LIMA, RADE e 
BOUHADDI, 2010; KOROISHI et al, 2012). 

De posse das matrizes elementares estocásticas de massa e rigidezes, pode-se 
obter as matrizes estocásticas globais em suas formas matriciais a nível global via 
emprego de procedimentos clássicos de montagem por elementos finitos conhecendo-
se a conectividade dos nós. A resposta em frequência do sistema estocástico 
eletromecânico acoplado de circuito elétrico shunt pode então ser escrita como 
apresentado na Eq. (28).

  (28)

4 |  SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

Nesta seção, são apresentados os resultados das simulações numéricas para 
uma viga de material compósito engastada-livre contendo um elemento piezelétrico 
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acoplado de um circuito elétrico shunt. A Figura 1 ilustra as características geométricas 
do sistema a ser investigado e a malha de elementos finitos. As dimensões são dadas 
em metros. Desta forma, a viga possui comprimento total de 0,306m, sendo que todas 
as camadas possuem a mesma espessura, 0,002m, inclusive o PZT, e a mesma 
largura, 0,025m. Foi investigada a seguinte configuração para as orientações das 
fibras do compósito [0º/90º/90º/0º].

Figura 1. Viga compósita com piezelétrico acoplado de circuito elétrico shunt.

A densidade do material compósito é dada por ρ = 1566 kg/m3 e a do piezelétrico, 
ρ = 7700 kg/m3. A Tabela 1 apresenta as propriedades mecânicas tanto do compósito 
quanto do piezelétrico, onde G e E, são, respectivamente, o Módulo de cisalhamento 
e o Módulo de Young, os quais, foram multiplicados por um fator complexo β=5x10-8, 
de forma a considerar o efeito do amortecimento inerente a estrutura. 

Material E1(Pa) E2(Pa) E3(Pa) G12(Pa) G13(Pa) G23(Pa) ν12 ν13 ν23

Compósito 1.72x1011 6.89x109 E2 3.45x109 G12 1.38x109 0.25 0.25 0.30
PZT G1195 6.90x1010 E1 E1 2.59x1010 G12 G12 0.33 0.33 0.33

Tabela 1. Propriedades mecânicas.

   

A Tabela 2 apresenta as propriedades elétricas e eletromecânicas do PZT. 

Material e15(C/m2) e24(C/m2) e31(C/m2) e32(C/m2) e33(C/m2)
(F/m) (F/m) (F/m)

PZT 
G1195

0.00 0.00 -18.30 -9.01 -9.01 1.59x108

Tabela 2. Propriedades elétricas e eletromecânicas do PZT.

Para fins de atenuação dos níveis de vibração e ruído do primeiro modo do sistema 
dinâmico, utilizou-se do circuito elétrico shunt resistivo com o intuito de realizar este 
controle de forma passiva. O valor de resistência do circuito foi calculado como sendo 
ótimo de acordo com Hagood e Von Flotow (1991), obtendo-se um valor de resistência 
igual a R = 96907,000Ω.
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Figura 2. Amplitudes do primeiro modo de vibração da viga sem circuito shunt e com shunt 
resistivo.

Observa-se pela Figura 2 que com a utilização do circuito houve uma redução de 
aproximadamente 40dB da amplitude do primeiro modo de vibração. Houve também 
um ligeiro deslocamento em frequência no modo de interesse, assemelhando-se 
aos resultados obtidos ao se atribuir características viscoelásticas ao sistema. O 
comportamento de viscoelásticos pode ser melhor compreendido no trabalho de De 
Lima (2007).

Nas próximas seções é dada ênfase as simulações do problema estocástico 
eletromecânico, de forma a computar as incertezas presentes tanto nos parâmetros 
estruturais, os quais foram fatorados das matrizes de massa e rigidezes do sistema, 
como no parâmetro resistência do circuito elétrico shunt resistivo.

O domínio estocástico foi definido levando-se em consideração vários estudos 
presentes na literatura como o trabalho de Ghanem and Spanos (1991), Sudret 
(2007), De Lima, Rade e Bouhaddi (2010), Koroishi et al. (2012) onde este domínio 
e o comprimento de correlação foram selecionados de acordo com o tamanho do 
elemento finito. Além disso, observa-se na literatura que, quatro termos na expansão 
em série de KL são suficientes para modelar o comportamento estocástico. De forma 
a garantir a convergência, dez termos foram utilizados nas simulações. Fixando-se o 
número de termos da série em dez, foi observado que todas as simulações realizadas 
convergiam com menos de 500 indivíduos na amostra, sendo esta então a quantidade 
utilizada. 

5.1 Viga compósita com PZT sem shunt acoplado

Nesta seção são apresentados os primeiros resultados das simulações 
estocásticas realizadas com a viga da Fig. 1 sem a presença de circuito shunt. Assim, 
o único amortecimento é o inerente a estrutura. No primeiro conjunto de simulações 
apenas as espessuras das camadas foram tomadas como aleatórias. Os ângulos foram 
simulados como sendo determinísticos considerando seus valores médios dados por 
[0°/90°/90/0°].  Os envelopes de FRFs para este primeiro caso puderam então ser 
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obtidos. 
A Figura 3 apresenta quatro cenários de simulações: Fig. 3(a), onde o valor das 

espessuras de cada camada, dado por 0,002m, foi variado, simultaneamente, em 
torno desse valor médio em cinco por cento, dez por cento na Fig. 3(b), quinze por 
cento na Fig. 3(c) e vinte por cento na Fig. 3(d).  
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Figura 3. Variáveis estocásticas: espessuras das camadas. Envelopes de FRFs estocásticas 
com níveis de incerteza de: (a) 5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.

 No segundo conjunto de simulações, tanto as espessuras das camadas como 
os ângulos das fibras das camadas de compósito foram tomados como randômicos e 
variados simultaneamente. A Figura 4 apresenta quatro cenários de simulações: Fig. 
4(a), onde o valor das espessuras de cada camada, dado por 0,002m e os ângulos 
dados por [0°/90°/90/0°], foram variados, simultaneamente, em torno desses valores 
médios em cinco por cento, dez por cento na Fig. 4(b), quinze por cento na Fig. 4(c) e 
vinte por cento na Fig. 4(d).  

Para ambos conjuntos de simulações, Fig. 3 e Fig. 4, ao se aumentar o nível de 
dispersão dos parâmetros, a variabilidade das FRFs também aumentou, tornando-
se assim, maior o intervalo de confiança. Observa-se também que as FRFs médias 
estocásticas estão dentro dos envelopes formados pelas FRFs mínimas e máximas 
estocásticas, o que indica uma boa predição do modelo frente ao quadro de incertezas. 
Além disso, comparando as amplitudes das FRFs dadas na Fig. 3 com as da Fig. 4, 
nota-se que ao se considerar os ângulos das fibras do compósito como sendo também 
variáveis incertas, pouca mudança foi observada nas respostas dinâmicas do sistema 
estocástico e, assim, pode-se inferir que as espessuras das camadas possuem, neste 
caso, maior influência no aumento da variabilidade das FRFs e consequente aumento 
do intervalo de confiança.



Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecânica 2 Capítulo 9 109

147 147.2 147.4 147.6 147.8 148 148.2

Frequência [Hz]

70

80

90

100

110

120

A
m

pl
itu

de
 [d

B
] (

R
ef

.=
1e

-6
)

FRF - mín

FRF - média

FRF - máx

147 147.2 147.4 147.6 147.8 148 148.2

Frequência [Hz]

70

80

90

100

110

120

A
m

pl
itu

de
 [d

B
] (

R
ef

.=
1e

-6
)

FRF - mín

FRF - média

FRF - máx

147 147.2 147.4 147.6 147.8 148 148.2

Frequência [Hz]

70

80

90

100

110

120

A
m

pl
itu

de
 [d

B
] (

R
ef

.=
1e

-6
)

FRF - mín

FRF - média

FRF - máx

147 147.2 147.4 147.6 147.8 148 148.2

Frequência [Hz]

70

80

90

100

110

120

A
m

pl
itu

de
 [d

B
] (

R
ef

.=
1e

-6
)

FRF - mín

FRF - média

FRF - máx

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4. Variáveis estocásticas: espessuras das camadas e ângulos de direções das fibras. 
Envelopes de FRFs estocásticas com níveis de incerteza de: (a) 5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.

5.2 Viga compósita com PZT acoplado de circuito shunt resistivo

Nesta seção, as simulações realizadas consideram a viga compósita com 
piezelétrico acoplado de circuito elétrico shunt resistivo. No primeiro conjunto de 
simulações, Fig. 5, somente a resistência do circuito resistivo é assumida como incerta, 
sendo seu valor nominal de R = 96907,000Ω.

A Figura 5 apresenta quatro cenários de simulações: Fig. 5(a), onde o valor da 
resistência do circuito resistivo foi variado em torno do seu valor médio em cinco por 
cento, dez por cento na Fig. 5(b), quinze por cento na Fig. 5(c) e vinte por cento na 
Fig. 5(d).  

Já no segundo conjunto de simulações, além do valor da resistência do circuito 
shunt resistivo, os parâmetros estruturais, espessuras das camadas do compósito 
e PZT e ângulos das fibras das camadas do compósito, foram considerados como 
sendo incertos. Desta forma, a Figura 6 apresenta quatro cenários de simulações: Fig. 
6(a), onde os valores nominais das espessuras, dos ângulos e da resistência foram 
perturbados, de forma simultânea, em cinco por cento, dez por cento na Fig. 6(b), 
quinze por cento na Fig. 6(c) e vinte por cento na Fig. 6(d).  
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Figura 5. Variáveis estocásticas: resistência do shunt resistivo. Envelopes de FRFs estocásticas 
com níveis de incerteza de: (a) 5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.
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Figura 6. Variáveis estocásticas: resistência do shunt resistivo, espessuras das camadas e 
ângulos de direções das fibras. Envelopes de FRFs estocásticas com níveis de incerteza de: (a) 

5%; (b) 10%; (c) 15%; (d) 20%.

Para ambos conjuntos de simulações, pode-se notar que: o aumento da dispersão 
dos parâmetros incertos leva a um aumento da dispersão das FRFs estocásticas e 
que, as FRFs médias estocásticas se encontram dentro dos envelopes formados pelas 
FRFs mínimas e máximas estocásticas, indicando boa predição do modelo.

É importante salientar que ao se comparar as FRFs do sistema eletromecânico 
acoplado com shunt resistivo, dadas na Fig. 5 com as da Fig. 6, nota-se que, ao 
se considerar além da resistência do circuito as espessuras das camadas e as 
direções das fibras como sendo também variáveis aleatórias, poucas mudanças foram 
observadas nas respostas do sistema. Pode-se portanto inferir que as incertezas 
advindas da resistência, neste caso, possuem maior influência na variabilidade e 
consequente aumento do intervalo de confiança das FRFs da estrutura em relação as 
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incertezas associadas aos parâmetros estruturais. A baixa relevância dos parâmetros 
da estrutura na variabilidade das respostas do sistema pode ser explicada pelas 
pequenas dimensões da viga simulada se comparadas com a ordem de grandeza 
do parâmetro resistivo. Outro aspecto que merece destaque é a robustez inerente ao 
shunt resistivo uma vez que, mesmo para os piores casos, dados pelos cenários das 
Figs. 5(d) e 6(d), este circuito continua a realizar a atenuação dos níveis de vibração 
quase da mesma maneira que para o caso determinístico onde se considera o valor 
ótimo de resistência calculado.

5 |  CONCLUSÕES

De acordo com as respostas dinâmicas obtidas, observa-se que os procedimentos 
de modelagem desenvolvidos demonstraram-se eficientes para a caracterização do 
comportamento dinâmico de sistemas estruturais de materiais compósitos incorporando 
elementos piezelétricos acoplados a circuitos elétricos shunt.

Foi possível verificar a grande capacidade de atenuação dos níveis de amplitude 
de vibração do circuito shunt resistivo, sendo que, a utilização do circuito elétrico 
shunt resistivo acoplado à estrutura desloca um pouco a frequência de ressonância, 
semelhante aos resultados obtidos ao se atribuir características viscoelásticas ao 
sistema.

Em todas as simulações realizadas, observou-se que com o aumento do nível de 
dispersão dos parâmetros considerados como sendo incertos, aumentou-se também 
a variabilidade das FRFs, tornando maior o envelope das funções de resposta em 
frequência estocásticas, expandindo-se o intervalo de confiança. Além disso, a FRF 
média estocástica encontra-se, em todos os casos, dentro do envelope formado pelas 
FRFs mínimas e máximas estocásticas.

No que diz respeito à viga compósita com piezelétrico de posse apenas do 
amortecimento inerente a estrutura, dentre as variáveis avaliadas como sendo incertas, 
neste caso, apenas as estruturais, pôde-se inferir que as espessuras das camadas do 
compósito e do PZT possuem maior influência no aumento da variabilidade das FRFs 
e consequente aumento do intervalo de confiança do que os ângulos de direções das 
fibras do compósito. Isso pode ser explicado pelo fato de se tratar de uma viga de 
pequena largura e, as direções das fibras não impõem mudanças significativas na 
rigidez do sistema.

No sistema eletromecânico acoplado de shunt resistivo, foi possível observar 
que, dentre as variáveis consideradas como aleatórias, inferiu-se que as incertezas 
advindas da variabilidade da resistência do circuito, possuem maior influência na 
variabilidade e consequente aumento do intervalo de confiança das FRFs da estrutura 
em comparação com as incertezas associadas a espessura das camadas e aos 
ângulos de direções das fibras. A pouca relevância dos parâmetros da estrutura na 
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variabilidade das respostas do sistema amortecido passivamente via shunt resistivo, 
pode ser explicada pelas pequenas dimensões da viga comparadas à ordem de 
grandeza da resistência do circuito. Salienta-se a robustez adicionada pelo circuito 
resistivo ao ser acoplado a estrutura mais PZT, uma vez que, mesmo para os piores 
cenários, sob a máxima dispersão no valor da resistência, este circuito continua a 
realizar a atenuação dos níveis de vibração quantitativamente similar ao problema 
ótimo determinístico.
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