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INTRODUCCION

En [1] dedujimos la isoterma de
adsorcion de esferas rigidas considerando
que las particulas se comportan como
bolas de billar. Esta isoterma se compar6
con los datos experimentales de adsorcion
de cloruro y de yoduro. En el primer
caso, el ajuste de los datos de adsorcion
mediante una isoterma i6nica fue muy
bueno, mientras que en el segundo caso
se observd una importante diferencia que
se atribuyd a la saturacion dieléctrica de
la interfase. También se generalizd la
deduccién a tres dimensiones con el fin de
obtener una ecuacion de estado de gases
reales, lo que se tratd solo someramente.
Vamos, pues, a desarrollar aqui esta teoria
con mas detalle, pero antes hagamos
un resumen de la isoterma de adsorcion
obtenida.

Data de aceite: 13/05/2025

ISOTERMA DE ADSOBCI()N DEL
BILLAR (ESFERAS RIGIDAS)

En el modelo del billar, se supone
que las particulas son esferas rigidas
que viajan libremente sobre la superficie
donde se adsorben, igual que las bolas en
una mesa de billar. Todos los puntos de
la superficie pueden ser alcanzados por
cualquier esfera excepto si otras esferas
se lo impiden. Cuando hay particulas
adsorbidas, no toda la superficie es
accesible a una nueva particula; solo
una fraccion del éarea esta disponible.
Se define la funcién f(0) como la fraccion
de area disponible para el centro de una
nueva particula que vaya a adsorberse.
Por otro lado, definimos el recubrimiento
0=NA_,/A donde A, = 2J/3R? es el area
de la celda que ocupa una esfera rigida de
radio R en un empaquetamiento hexagonal
compacto. Esta area es algo mayor que
nR? debido a los intersticios entre las
esferas. Segun la isoterma de Langmuir,
que supone adsorcion localizada en sitios
especificos de una superficie, la funciéon de

area libre es f(6)=1-6, pero el modelo del
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billar, que considera adsorcién deslocalizada, conduce a otra expresion. Veamos por qué.
Supongamos que sobre la superficie solo hay una esfera adsorbida ¢ Cual es el area que es
inaccesible al centro de una nueva esfera? Los centros de dos esferas rigidas no pueden
acercarse a una distancia menor que 2R. Por lo tanto, el area inaccesible es 47R2 cuatro
veces el area de la proyeccion de la esfera sobre la superficie. Asi pues, en el limite de

recubrimientos bajos, la funcién de area libre es

47R*N 27

=1-—=60 0 <<1 1
A V3 M

Cuando el recubrimiento aumenta, f(f) toma valores mayores que los dados por

f(0)=1-

esta aproximacion lineal porque aparecen intersecciones entre los circulos de exclusion de
radio 2R. Para calcular la funcién de area libre, recurrimos a muchas simulaciones en que
se pintaban circulos de exclusién colocados al azar sobre un cuadrado de lado unidad, con
la salvedad de que sus centros no podian estar a una distancia menor que 2R, y se obtenia
la funcién de area libre como la fraccion de pixeles no pintados'. Esta funcion variaba de
una simulacion a otra y se tomo el promedio de 100 simulaciones. La funcion de area libre
promediada de esta manera result6 ser una funcion cuadratica, pero con parametros que
variaban con los promedios de diferentes simulaciones. Finalmente, con la condicion de
que la funcién cumpliera la relacion lineal (1) y fuera tangente al eje de abcisas, obtuvimos
la ecuacion teorica

(o) = (1_%HT @)

que ajusta muy bien las simulaciones a recubrimientos bajos y medios, aunque no tanto a
recubrimientos cercanos a la saturacion. La Figura 1 muestra que esta funcién cuadratica
sobreestima el area libre obtenida por simulacion. De hecho, de una media de 100
simulaciones se obtuvo el siguiente ajuste

f(8)=3,78231245¢92 —-3,889484220 +1,00611385 3)

con un coeficiente de correlacion R? = 0,999964. De la Ecuacion (2), se deduce que el
recubrimiento maximo teérico es

0 =ﬁ=o,5513 (4)

max
w

lo que se corresponde con lo observado en las simulaciones: el hecho de que el area libre
se reduce a cero para recubrimientos alrededor de 0.57 (varia de una simulacion a otra). En
la Figura 2 se observa una captura de pantalla del programa después de haber realizado
100 simulaciones. La funcién de area libre frente al recubrimiento, asi como el recubrimiento
maximo medio se representan en las cajas inferiores. El recubrimiento maximo promedio
obtenido es de 0,5754 aproximadamente.

1. Se tomaron condiciones de contorno aleatorias: Aunque los centros de los circulos se distribuyen segun una distri-
bucién uniforme bidimensional en el cuadrado [0, 1] x [0, 1], s6lo se barren los pixeles dentro del cuadrado [2R, 1-2R]
x [2R, 1-2R] para obtener la funcion de area libre. En [1] se barri6 erroneamente el cuadrado [R, 1-R] x [R, 1-R], pero
esto ya ha sido corregido aqui.
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Area libre

Figura 1. Area libre obtenida promediando 100 simulaciones (rombos) frente a la funcion cuadratica

(linea recta) para el mismo recubrimiento.
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El programa ha acabat. Consulteu el fitker Resultats.txt.
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Figura 2. Captura de pantalla del programa que simula la colocacién aleatoria de circulos en una

superficie. La imagen muestra el resultado final después de 100 iteraciones.
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A partir de termodinamica estadistica dedujimos que la correspondiente isoterma de

adsorcion es
0

=z

donde a es la actividad en disolucién del compuesto adsorbido y 3 es el coeficiente de

_ fa (5)

adsorcion. No nos extenderemos mas en ello, pues todos los detalles pueden encontrarse
en la referencia [1]. Pasemos pues a la generalizacion de este modelo a tres dimensiones.

LA FUNCION DE VOLUMEN LIBRE DE UN GAS DE ESFERAS RIGIDAS

Es sobradamente conocido de cristalografia que, en un sélido, las esferas rigidas
pueden adoptar solo dos empaquetamientos compactos diferentes dando lugar a las redes
cristalinas hexagonal y cubica centrada en las caras. En la mayoria de metales, los iones
metalicos se empaquetan de este modo. La densidad de las dos redes es la misma. El
volumen de la celda romboédrica de estos empaquetamientos compactos que contiene una
esfera de radio R es

V.owo = 42R® = 56568R° (6)

Este volumen es mayor que el volumen de la esfera 47R%3 = 4,1888 R® debido a los

agujeros intersticiales. Ahora, definimos el relleno como
_ NV _ 4V2R°N

celda

v %

)

El relleno es una fraccion molar (0 < y < 1) definida como el cociente del nimero de
esferas que hay en un cierto volumen dividido entre el nUmero maximo de esferas de un
empaguetamiento compacto. Veamos ahora, cudl es el volumen libre. Cuando hay una esfera
en el espacio, el centro de otra esfera no puede acercarse a una distancia menor que 2R. Es
decir, la esfera de exclusiéon ocupa un volumen 8 veces superior que el volumen fisico de la

esfera. Por lo tanto, a rellenos bajos, el volumen libre para N bolas viene dado por
32zR’N

Vibe =V 3 v <<1 (8)

Definimos la funcién de volumen libre como el cociente del volumen libre accesible
al centro de una nueva esfera dividido entre el volumen total. A rellenos bajos, la funcion de

volumen libre es una funcion lineal del relleno

v, 327 RN 42z
Fly) = e ~ q_ =1- ~1-59238 <1 (9
(W) 14 3V 3 v v v ©

A rellenos medios y altos la funcién de volumen libre ya no sigue esta aproximacion
lineal. Para determinar esta funcién, se ha realizado una simulacién consistente en colocar
esferas al azar en un determinado volumen y calcular después el espacio libre que ellas
dejan. Hemos trabajado con la hipétesis de que una funcién de la forma
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flw)=(01-sp) stelR s,t>1 (10)

describe correctamente el volumen libre. Esta funcién cumple el requisito de que su grafica
sea tangente al eje de abcisas. Para que también cumpla la aproximacion lineal anterior
hace falta que s=4+27/(3t). Hemos determinado que el exponente que ajusta mejor las
simulaciones es t = 3,2, contrariamente a la hipétesis t = 2 que supusimos en [1], con lo
cual obtenemos

B 5J§” 3,2
f(w)—[1— 2 z//j (11)

Mas adelante sera util escribir el volumen libre como funcion de 7 =42R°N/(3V)=
v (32)

fo)=(1-%2 (12
Para un exponente =3,2 tenemos
f(n) = (1 —57’7] (13)
De acuerdo con esta funcion, el relleno maximo viene dado por
Ve = 85%” =0,5908, Tnax = % =04 (14)

Es decir, solo pueden obtenerse rellenos mayores mediante una transicién a una

fase condensada, pues la fase gaseosa no los admite.

SIMULACION DE UN GAS DE ESFERAS RIiGIDAS

En esta seccidn describimos las simulaciones realizadas para determinar el
exponente de la ley potencial (10) que describe la funcion de volumen libre. Se han
realizado tres simulaciones distintas: tridimensional, bidimensional y unidimensional. El
exponente de la ley potencial que ajusta mejor la funcion de volumen libre obtenida de
las tres simulaciones es t = 3,2. A continuacion, describimos como se realizaron estas
simulaciones.

En primer lugar se realiz6 una simulacion colocando esferas de radio R = 0,05 al
azar (distribucion uniforme tridimensional) en un cubo de lado unidad. Como siempre, los
centros de las esferas deben estar a una distancia superior a 2R = 0 entre si. Si unas
coordenadas (x, y, z) escogidas al azar no cumplen esta condicion, son descartadas y
se generan unas nuevas coordenadas al azar. Este proceso se repite hasta que cumplan
la condicién anterior. Asi, se van afiadiendo progresivamente esferas al cubo y las
coordenadas de sus centros se van guardando en una matriz. Este proceso no se puede
representar en tres dimensiones, aunque se han utilizado las proyecciones laterales para
un control visual del proceso. Después de haber afiadido cada esfera, se barre toda la red
tridimensional de puntos del cubo central [2R, 1-2R] x [2R, 1-2R] x [2R, 1-2R] con el fin de
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determinar el volumen libre. Al tomar un cubo con estas dimensiones en lugar del de lado
unidad para el recuento, se garantizan condiciones de contorno aleatorias que incluyen
esferas cuyos centros caen fuera de este cubo. Un punto esta libre si todas las distancias a
los centros de las otras esferas son mayores que 2R = 0. El recuento de puntos libres con
respecto del total genera la funcion de volumen libre. La Figura 3 es una captura de pantalla
del programa después de haber colocado al azar 50 esferas de radio R=0,05. Los circulos
verdes aqui simplemente son las proyecciones de las esferas de radio R en los planos
coordenados para control visual del proceso. En la caja con fondo blanco se representa
graficamente la funcion de volumen libre asi obtenida. Este programa es bastante lento
porque cada vez que se coloca una esfera, hay que barrer 64000 puntos. El paso escogido
ha sido 0,02, pues un paso mas pequefio hace el proceso mucho mas lento (el tiempo
aumenta con la potencia cubica del inverso del paso). Este paso es bastante grande en
comparacion al radio R = 0,05 de las esferas y, el calculo del volumen libre tiene en principio

poca precision.

, Esferas rigidas en 30 = =10l x|

i

Be i e Vokmen i [ T3R50

Releno  [35355 20005932740 02

Purks 5000

Figura 3. Captura de pantalla del programa que distribuye esferas al azar en un cubo de lado unidad.
Los cuadrados solo son las proyecciones laterales de las esferas de radio R para control visual del
proceso.

Hay que darse cuenta de que la funcion de volumen libre es la probabilidad de que
un punto cualquiera del espacio sea accesible al centro de una nueva esfera, de manera
que puede obtenerse una aproximacion a esta funcion midiendo la frecuencia relativa de
puntos libres en cualquier subconjunto de puntos del espacio, como puede ser una recta o
un plano. Ello permite disefiar programas mas rapidos. Por ejemplo, el segundo programa
calcula la funcién de volumen libre en el plano XY del espacio. A tal fin, se colocan centros
de esferas al azar en la caja [0, 1] x [0, 1] x [-2R, 2R] mediante una distribucion uniforme
tridimensional, y se pintan los circulos de exclusion en el plano central z = 0 de esta caja,

que tienen radio variable. Si (x, y, z) son las coordenadas aleatorias del centro de una
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esfera, entonces se pinta el circulo de exclusion con centro (x, ¥) y radio v4R?>-z> en
el plano z = 0 que es el que muestra el programa. Después se barren los pixeles de este
plano para obtener la funcién de volumen libre, pero solamente el cuadrado [2R, 1-2R] x
[2R, 1-2R] para tener las condiciones de contorno aleatorias correctas. La ventaja de este
programa es que al ser un barrido bidimensional, se pueden contar directamente los pixeles
de la pantalla, lo que siempre es mas rapido que calcular las distancias entre centros de las
esferas. La Figura 4 muestra una captura de pantalla de este programa.

|~ csferasvigidos 1= E

Area libre

Relleno

M Rellena [ 1087
Yohumne libre l—4355453125
1= l—gs N= l—gg Ve:asl—wg 100%
Desviacid [ 5 42053622204382€ 02 Cenar

Figura 4. Captura de pantalla del programa que barre el plano central de una caja donde se distribuyen
esferas al azar. Los circulos verdes son las intersecciones de las esferas de exclusion de radio 2R
con el plano central, que son inaccesibles al centro de una nueva esfera. En la caja de la derecha se
representa el volumen libre en color negro, y la ley potencial (11) que la aproxima en color rojo.

Finalmente, hemos realizado un tercer programa en que el recuento de pixeles se
realiza en una recta. Colocamos esferas al azar mediante una distribucion uniforme en la
caja [0, 1] x [-2R, 2R] x [-2R, 2R] y pintamos sus circulos de exclusién en el plano z = 0. El
recuento de pixeles en la recta y=0, z=0 (eje X) proporciona la funcion de volumen libre.
Las condiciones de contorno aleatorias se obtienen barriendo solamente el intervalo [2R,
1-2R] en lugar del intervalo [0, 1]. El recuento de pixeles es muy rapido, pero la funcion de
volumen libre es muy variable, por lo que es necesario repetir muchas veces la simulacion.
En la Figura 5 se muestra una captura de pantalla de este programa. En la caja de la
derecha se representa la funcion de volumen libre (en negro) obtenida promediando 500
iteraciones junto con la ley potencial (en rojo) para exponente {=3,2.
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. Yolum libre en una dimensién =] 5]

I—
l—
Wecss IEDU— 1003

Relleno = mg

Walumen In:re=| 0193775
Desviacicn =[ 3164091082807 3€ 02

Figura 5. Captura de pantalla del programa que barre la linea central (indicada en color inverso). Los

circulos verdes son circulos de exclusion inaccesibles al centro de una nueva esfera. En la caja de la

derecha se representa el volumen libre en color negro, y la ley potencial (11) que la aproxima en color
rojo.

Aunque el recuento unidimensional es muy rapido, su variabilidad no lo hace 6ptimo,
y pensamos que el recuento bidimensional es mejor. Aunque no es tan rapido, su recuento
es mucho mas estable y permite obtener mejores medias mas rapidamente. El resultado
de 100 iteraciones se muestra en la Figura 6. Se aprecia que la ley potencial subestima el
volumen libre a rellenos cercanos a la saturacion. Esto también se aprecia en el recuento
unidimensional tal como muestra la caja de la derecha en la Figura 5. En ambas figuras
se observa que la ley potencial ajusta bien los puntos en un amplio intervalo de rellenos.
En la Tabla 1 se lista la muestra de valores (uno de cada diez) de volumen libre utilizados
para representar la Figura 6. Se han realizado 100 simulaciones y se ha medido la media
X y la desviacién tipica 0y, . De acuerdo con la distribucion normal, el error en el volumen
libre se calcula como 25765, /N para un intervalo de confianza del 99%. Por ejemplo,
el volumen libre para el relleno y = 0,24748737 es 0,14849375 + 0,00900954 con una
confianza del 99%. La ley potencial (11) predice f(0,24748737) = 0,14073943 que cae
fuera del intervalo [0,1476, 0,1494]. Esta desviacion también se aprecia en la Figura 6.
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Figura 6. Volumen libre (cuadrados) obtenido promediando 100 simulaciones frente a la ley potencial
(11) (linea recta) para el mismo relleno. Por claridad, solo se muestra un subconjunto de los puntos
obtenidos del recuento bidimensional.

Volumen libre N=100
% X oy Error (99%) f(y)
0,00000000 1,00000000 0,00000000 0,00000000 1,00000000
0,03535534 0,80299063 0,04350131 +0,01120594 0,80524560
0,07071068 0,63898750 0,05846852 +0,01506149 0,63829830
0,10606602 0,49522031 0,05801994 +0,01494594 0,49683826
0,14142136 0,37638750 0,05604649 +0,01443758 0,37858036
0,17677670 0,28252344 0,05318698 +0,01370097 0,28127649
0,21213203 0,20781250 0,04264452 +0,01098523 0,20271813
0,24748737 0,14849375 0,03497490 +0,00900954 0,14073943
0,28284271 0,10163438 0,02708508 +0,00697712 0,09322088
0,31819805 0,06908906 0,02039966 +0,00525495 0,05809375
0,35355339 0,04615156 0,01563519 +0,00402763 0,03334571
0,38890873 0,02826875 0,01057478 +0,00272406 0,01702794
0,42426407 0,01767969 0,00729948 +0,00188035 0,00726486
0,45961941 0,01041719 0,00589545 +0,00151867 0,00226784
0,49497475 0,00689375 0,00411803 +0,00106080 0,00035707
0,53033009 0,00406563 0,00262360 +0,00067584 0,00000273

Tabla 1. Muestra de valores de volumen libre obtenidos por recuento bidimensional y promediados para

100 simulaciones.
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ECUACION DE ESTADO DE UN GAS DE ESFERAS RIGIDAS

Vamos ahora a deducir la ecuacion de estado de un gas de esferas rigidas mediante
la distribucion de Maxwell-Boltzmann. Una pincelada se dio en la referencia [1] pero vamos
a desarrollar aqui toda la deduccién. Los niveles cuanticos de energia de una particula en
una caja tridimensional de lados a, by ¢ son

n (n? n; n?
_Srmt\(aert)ZJrc:z (19)

La funcién de particion traslacional para una particula en esta caja tridimensional es
2

h2n? h*n? h*n
& _le p[ 8ma’ kT]Z p( 8 bsz]Z p( 8mcszj (16)

A temperatura ambiente estas sumas pueden aproximarse por integrales
h2 2 E3 h2n§ @® h2n2
. —— v ldn - P
I p( Zij * {eXp( BmbZkT | l P\ gmckT |
3/2 -
=(8'ZfT) abc[Jexp( )dx} =[2ﬂka] y )
0

donde V. =a - b - ces el volumen de la caja de la particula i. Este volumen es el volumen libre

al que tiene acceso la particula i, y que depende del relleno. Conforme se van afiadiendo
esferas al sistema, el volumen libre se va reduciendo
ivcelda (1 8)

v

V. =Vfl(y,) donde v, =
La funcién de particion traslacional del gas es el producto de les funciones de
particion de cada particula consideradas libres con la correccion de Gibbs de particulas

indistinguibles.

H Z; 3N/2 Hf(y/,-)
A L UR V= wi (19)
N h NI
Tomando logaritmos y aplicando la aproximacién de Stirling
27mkT \''? N
InZ, =NlIn 2 +NInV+ZInf(z//,.)—NInN+N (20)

La suma puede aproximarse por una integral

nZ, —%I 27rka

+NInV+jInfy/, di—NInN+N

3NIn 27rka
2

v
jlnf(y/,.)dw, —NInN +N (21)

celda 0

+NInV +

donde y = NV__/V es el relleno. Entonces In Z, es proporcional a N

celda
nZ, =N 3|n2n’ka
2 h?

+INV g, +— J'Inf dw—lny/+1] (22)

y de aqui se obtiene la energia libre de Helmholtz traslacional
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F=-kTInz, = —NkT(;I 27 mkT

Ivce,da+1jlnf(w,)dwi—lnw+1] (23)
Yo

La presion viene dada por

p- _(%LN _ _N\’;T[_;!ln ), +Inf(y ) 1} (24)

Por lo tanto, el factor de compresibilidad es
pV

NKT = —J'Infy/, Yy, —Inf(y)+1 (25)

Integrando por partes

yif 14 n.f(n,)
PY ¥ ' v, =1- [y 26
NkT ! n! ) (26)

donde hemos escrito el resultado también en funcion de 7 = 7w /(3+v/2). Si sustituimos la

funcién de volumen libre para las esferas rigidas e integramos, obtenemos

8n
tzln(1——J
ﬂ=1_t_tln(1—3y/)=1_t_ t 27)
NKT Sy 8n

El desarrollo en serie de potencias de y da como resultado

pv 5"11//"1 4\/777
PV gt 14t
NKT 3 +,,Zz

n=2

- —1+2An;u (28)

Es decir, los coeficientes del virial para este desarrollo son

n-1

a =[H2r) L (29)

3t n

Si utilizamos n, entonces el desarrollo del virial es
n-1_pn1q =
77 n-1

=1+t =1+> B 30

I Y LI N Y 30)

Es decir los coeficientes del virial son

B, =(§]m t (31)

t n

Para el exponente t = 3,2 determinado por simulacién, los coeficientes del virial en
el desarrollo en serie de potencias de n son

n-2
B, =§(§j (32)
n\2
que produce los valores
B, =4, B, = %:66667 B4=%=12,5, B =25,
Be=g~5208 B, ﬁ~111,61 (33)
12 28

Segun la bibliografia [2], en el desarrollo en serie de potencias de n, los coeficientes
del virial determinados para un fluido de esferas rigidas son
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B, =4, B, =10, B, =18.3648, B, = 28,2245,
B, =39.8152, B, =533444 (34)

B,, B; Y B, |osdeterminaron Boltzmann y van Laar, y los siguientes coeficientes
se han obtenido mas recientemente. ¢ Por qué no coinciden nuestros coeficientes del virial
con los encontrados por otros autores? En primer lugar, Boltzmann determin6 erroneamente
el volumen libre. Para verlo, calculemos la funcién de volumen libre que se corresponde a
un determinado desarrollo del virial

v 15008 (.
%:1-#’7}(7(’7)')(1;7,.=1+Bz;7+53772+54773+--- (35)
0 i
de donde
7 »fl )
Inlf((n')dw,? 27"~ By =By~ (36)
0 ’7:‘)

Derivando se obtiene

"01) o5, 3B,y — 4B - (37)

f(n)

Integrando con la condicién f(0) = 1, se llega a

3 4
)= exe{ ~281 -3 B’ = 3 B - (@)

cuya aproximacion de segundo orden es
f(n)=1-2B, +(2822 —%Bs }72 4o (39)

Boltzmann calculd que la funcién de volumen libre [3, Ecuacion 11] era
fn)=1-8n+177% - (40)

y el tercer coeficiente del virial B, =10 [4, p. 352]. La bibliografia posterior lo ha corroborado
[5,6]. Sin embargo, nosotros hemos determinado por simulacion que la funcién de volumen
libre realmente es

5 3,2
f(;;):( —?’7) =1-8y+2277 - (41)

Es decir, Boltzmann predijo un volumen libre mas bajo que el que se obtiene de
las simulaciones tal como se aprecia en la Figura 7, donde hemos comparado la funcion
de volumen libre calculada a partir de los coeficientes del virial hasta B,, dados por la
bibliografia [2] con el resultado de nuestras simulaciones. Como el término cuadratico es
el que tiene mas peso a rellenos bajos e intermedios, esta diferencia sustancial se ha
heredado en trabajos posteriores.
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Figura 7. Volumen libre en funcién del relleno: promedio de 100 simulaciones dado en Tabla 1
(rombos), y obtenido de los coeficientes del virial dados en la bibliografia [2] (curva).

SEGUNDO COEFICIENTE DEL VIRIAL

En la aproximacion clasica, el segundo coeficiente del virial del desarrollo

= p+B,,(T)p?+B,, (T +- (42)

donde p=N/V es ladensidad molecular, se calcula[’, p. 267] como

B, (T = j [1 exp( k(T)))Mr dr (43)

que para un potencial de esferas rigidas que no pueden aproximarse a una distancia menor
que g=2R

+wsir<oc
u(r):{ Osirzo “4)
da como resultado
2 3
B,,(T)="5 (45)

es decir que, en el desarrollo del factor de compresibilidad pV/ (NkT) en serie de potencias
de 7 = 71'(73/9/6, el coeficiente del virial es B, = 4. Si uno desea evaluar esta integral con
el potencial de Lennard-Jones

so=-+{(5] 2]

entonces la integral se divide en dos tramos

B, ,(T)= 5 j[1 exp[ ())]4ﬂ'l’zdl’+ j[1 exp[ (T)D4;rrd (47)
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La segunda integral puede calcularse mediante la serie de potencias de la
exponencial, puesto que - 4¢/ (kT) < u(r/(kT) <0 para el intervalo r € [0, + o] y normalmente
£/(kT) <1 para la fase gaseosa

+f[1_exp(_uk<pjj,zd,;;(u;;)_;(uk(m:;(Lﬁp)s‘..}zw .

o c

Utilizando el cambio de variable x = o/r, el resultado de la primera integral es

40

o 12 6 31 3
IMerr _4e (Ej -[Sj rrdr =257 [(x - x2)ax =257 (49)
KT kT I\Ur r KT 3 9kT

c

El resultado de la segunda integral es

2
Tlulr) ’ 162 (o 2 (oV) . _166%6° 1( 14, .8
i(ﬁj ridr = T J (7j —[7] ridr = P j(x —2x™ 4 X )dx

o 0

_ 128¢26°

"~ 315k°T2 (50)
El resultado de la tercera integral es
+0 3 3 31 3 3
J' M I’Zdr:64f 2‘ I(X32—3X26+3X20—X14)dx:—1024830-3 (51)
o\ KT KT 4 3465k°T

Por lo que el segundo coeficiente del virial se aproxima por

17 U(I’) 2 16cm0°  128&%76° 1024780
B, (T)=—||1-exp| ———= | |4z rdr— - _ 52
2o(7) ZH p( KT D i okT 31572 10305K°T% (2

La primera integral tiene que ver con la esfera de exclusion. De hecho, para esferas

rigidas u (r) = +o0 en el intervalo r € [0, 0] y entonces tenemos
11— exol = U0\ \az 2y = 2707
2![1 exp( o der dr==3 (53)

con lo que el coeficiente del virial seria aproximadamente

- 276° B 16¢70° B 128£276° 10247

B, (T)= -
2“’( ) 9KT 315k*T?  10395k°T®

(54)

que afade al resultado dado en [8] los términos cuadratico y cubico en &/(kT). El primer
término corresponde a esferas rigidas. En el desarrollo del factor de compresibilidad en
serie de potencias de n = no® p/6, el segundo coeficiente del virial es pues aproximadamente
32:  256:°  2048¢°

3KT 105k*T* 3465k°T?®

Vamos ahora a ver como o depende de la temperatura y como repercute en la

B,(T)=4-

(59)

variacion de B,.

VARIACION DE LA ESFERA DE EXCLUSION CON LA TEMPERATURA

El potencial de Lennard-Jones describe la interaccién entre moléculas esféricas.
Supongamos que una molécula puede aproximarse a una distancia inferior a o hasta
igualar su energia cinética E con el potencial V (r). Esto significa que los centros de las
moléculas pueden acercarse a menor distancia que g, que es el didmetro molecular a bajas
temperaturas. En este caso tenemos la ecuacion
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V=€ = [Sjm —(EJG -E o (56)

cuya solucién es
g

fr=— (57)
e1+‘/1+E/5

2

Es decir, el radio r de la esfera de exclusion disminuye al aumentar la energia
cinética E. Cuando la energia es pequefia tenemos la aproximacion

= 63(175) si E<<¢ (58)
8¢

Cuando la energia cinética es muy grande tenemos la aproximacién

ri= 4!% 5 si Esss (59)

La energia cinética del movimiento relativo de dos moléculas se distribuye segun la
ley de Maxwell-Boltzmann (véase Apéndice)

2 E\[E dE
f(E)E = Texp[ s )\/; e (60)

El volumen de exclusion para cada molécula? es V.

exclusion

= 47r33. El volumen de
exclusion medio sera

Varcsin) 47(r*)  8yxo®

exclusion/ =

1 E
= - -—WEdE (&1
ORNET \/umex"’( i) e
2

Escribamos y=E/kT. Entonces

4n'<r3> 87 % 1
vexc usion/ — = exp(fy y dy (62)
Voranen) =3 3 b[\/h,fhkTy/e Ny

2
que solo se puede evaluar numéricamente. Vamos a calcularla aproximadamente
con las aproximaciones anteriores. La funcién f(y):\/;exp(fy) tiene su maximo en

Ymax =1/2 y f(0)=f(»)=0. Para temperaturas bajas con respecto a &/k tenemos la
aproximacion

8 2 kT)
<Vexclusidn> = @J‘( 787}/] exp y)\/7 dy
0

3 3 3
_4nc® 70’kT _4no (17 3kTJ S KT <= & (63)

3 4 3 165

Para temperaturas altas con respecto a ¢/k, kT >> £ y tenemos la aproximacion
_ 8«/;0'3 B 8w,/_a i
Vosetusion) = 3 ,/ j exp(—y)4ly dy = : kTr Z si kT >> ¢ (64)

2. Aqui r representa la variable radial de aproximacién de dos centros moleculares. No debe confundirse con el radio
molecular R. De hecho, res cercana a 0 =2R.
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Puesto que 21(5 /4)/ 7z =1.02276, podemos escribir la aproximacion

3 3
WVarcuson) = 1.02276 4ro 4 42 144640477 o 2 G kT 55 (65)
3 VkT 3 VkT

Hemos comprobado que esta integral puede aproximarse por el mismo tipo de

funcién que multiplica a la funcién de distribucion de energias. Aproximadamente

“ 1 r(3/2)
————exp(-y Wy dy = ——=L (66)
! 1+ 1+ kTy /& 1+ 1+12kT /&

2 2

Esta funcion da una buena aproximacion a valores intermedios de kT/¢. La bondad
de este ajuste puede apreciarse en la Figura 8

1,0 4 .
integral

0.9 - = numérica
9 "
—funcion

08

0,7 -

06 -

0,5 -

0,4

03 |

0,2

0,1

(kTie)"™
0,0 : . ; . r .
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50

Figura 8. Comparacion entre la integracion numérica y la funcién aproximante en (66).

Por lo tanto, el volumen de exclusién para una particula, teniendo en cuenta que
I(3/2)=+x/2 es aproximadamente
47z5°13

)= 1 T 12kT I
\ 2

Es decir, es como si todas las moléculas tuvieran la misma energia 1,2kT. Segun el

% (67)

valor de kT tenemos distintas aproximaciones. A temperaturas altas obtenemos

47c° s dzc® (¢ \"*
<Vexclusion> = ( ) = Oq95547(7j Si kT >> & (68)
3 \12kT 3 kT

A temperaturas muy bajas tenemos

3
>~4”" 1-0155T) i kT << s (69)
3 &

<Vexcl usion

Perspectivas e inovacédo na pesquisa em Quimica Capitulo 3

68



donde se observa que esta funcion no ajusta bien las leyes limite. Sin embargo, da una buena
aproximacion alrededor del punto de inflexion de la gréfica de la Figura 8. El volumen medio
de celda de una particula a temperatura T sera teniendo en cuenta que 0=2R

3
(Vasaa) = ———— (70)
1+ 1+12kT / &
A T=0 recuperamos el volumen de celda (Vi) = ° /v/2 = 442R? de una esfera rigida
en un empaquetamiento compacto. Entonces, el relleno en funcion de la temperatura puede

aproximarse por

N<Vcelda> - No*®
Y= = )
v VTe A 12kT I
y la variable n por
3
= Nro _ \5170 72
3V 1+ 1+12kT /e 1+ 1412kT Iz
donde
Nrc®
- 73
Mo 6V (73)

Por lo tanto, el relleno disminuye con la temperatura, y el factor de compresibilidad

seréa teniendo en cuenta la variacion del segundo coeficiente del virial con la temperatura

3 1
PV :1—t+2”0N (1—exp[—£(z"—zz))]E
> kT

NKT 3V z

A1 12KT /¢ 1 827, (74)
8v2y, t1+ 1+ 12kT 1=

donde z=0®%/r®. Obsérvese que el factor de compresibilidad es una funcion universal de

0=kT/e y de n,

pV ! 4 dz
T :1—t+4q0£(1—exp(—g(z4 —zZ)J]?

B £2\1+1+120 |n[1 8v21, ] (75)

821, [t iii2e

lo que es una manifestacion del principio de los estados correspondientes. Desarrollando la

exponencial en serie de potencias, se encuentra la siguiente aproximacion a esta integral

;
4 dz 8 64 512
1-ex 7—24722J—;7—7777 76
![ p( 9( )Jzz 30 1056 34656 (76)

Entonces, el segundo coeficiente del virial es aproximadamente
42 (32 256 2048 J

B =& |22 030 .
2= HiJiiize \30 10507 34650°

Vamos a comparar esta expresion con los datos obtenidos para el helio. Hemos

(r7)

ajustado los datos experimentales con 0=2,975A y £/k=6,9 K (Figura 9). Vemos que el ajuste
es bastante bueno y se reproduce bien la suave disminucion de B, con la temperatura a
altas temperaturas. De hecho si se utilizara una mejor funcion aproximante para (Vce,da>,
seguramente el ajuste seria mejor.
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14- B, lem*mol”
12

10

Figura 9. Segundo coeficiente del virial del helio en funcién de la temperatura absoluta. Célculo teérico
(curva) y datos experimentales (cuadrados negros) [8, Tabla I].

Diaz Pefia en [9, p. 389] obtiene un perfecto ajuste del segundo coeficiente del virial
medido para los gases nobles con el calculado por integracién numérica de

B,,(T)= %ﬂ1 - exp(— #)JM ridr (78)

y proporciona una tabla de F(kT/e)=8,,/(27N,0°/3) en funcion de kT/e. En la Tabla 2
comparamos el segundo coeficiente del virial que resulta de la integracion numérica de
Diaz Pefia con nuestra formula aproximada (77). En general nuestros valores son inferiores.

kTle F,[9, p. 399] B,=4F, B, aproximacion
1 -2,5380811 -10,1523244 -10,1061
2 -0,6776252 -2,7105008 -2,6623
5 0,2433435 0,973374 0,7271
10 0,5253742 2,1024968 1,5443
20 0,5269254 2,1077016 1,7699
40 0,5185750 2,0743000 1,7318
80 0,4797901 1,9191604 1,5837

Tabla 2. Comparacién del segundo coeficiente del virial en el desarrollo en serie de potencias de

n=Nmo°/6V (B, = 4 para esferas rigidas) calculado por integracion numérica [9, p. 399] y a partir de
nuestra aproximacion (Ecuacion 77).
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PARAMETROS CRITICOS Y ECUACION DE ESTADO REDUCIDA

Podemos escribir la presion en funcién del volumen

3p2 1
p _N(-t) 270°N J'(1—exp(—i(24722)ndff
. 6 z

kKT V 3v2
231+ 1+ 126 nl 1 42Nro? 79)
4V270° v+ T+ 120

que es lo mismo que

,(J7r0'37(1 f)q 4 21( [ 4,4 Z)sz
=(1- o || 1-exp| ——|Z" - Z ) —
6KT 0 °£ a( z

11126 [ 8Y2y, (80)
8v2 t1+1+120

El punto critico es un punto de inflexion horizontal de la grafica de presion frente

al volumen V o frente a n,, que es inversamente proporcional al volumen. Asi pues, para
obtener los parametros criticos, igualaremos a cero la primera y segunda derivadas
respecto a n,. La primera derivada igualada a cero es

7o’ [ ép | ( 4 J) dz t
TO NP g tesnf[1-exp| -2 -2)| |+ — -0 (81)
GKT{B%)S "“{ Al )))z 1 8V,
t1+41+120
Volviendo a derivar obtenemos la derivada segunda que también igualamos a cero
82

6kT | on? P 7z

2 2
z 17 8\/5'70
ty1+41+126
Sustituyendo la Ecuacion (82) en (81) se obtiene la ecuacién
S\E']u
1t J1+41+126 t 83)

>t =
82 i 82
| i
tA+ V1120 W1+41+120

no‘a(ﬁsz :8}[17@(‘)[74(24722)]sz+— W:O (82)
e 0

. . . , . 8v2n, ., .
X=——
Vamos a introducir la incognita s Jir125 Para resolver esta ecuacion algebraica

14ui2+;:0 = xX*(1-t)-2x+1=0 = Xc,:E (84)
(-xf 1-x t-1

Para el exponente t = 3,2 se obtiene el valor critico

‘- 82y, _445-5
Totfiefici2e, M

=0358570 (85)

Entonces
t1+1+120,
P b e V;ﬁw (86)

que podemos sustituir en la Ecuacion (81)
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1
o Xt 120, J[1_exp(_9i(z4_zz)D£+ t _o @7)

\/5 0 2

z2 1-X
lo que permite obtener, resolviendo numéricamente esta ecuacion, el valor de la temperatura
reducida critica como 6, = 1,49797144, y de n, critica n, = 0,16580038, o bien v =
0,22390919, sustituyendo 6_ en la Ecuacion (86). Entonces, la temperatura critica es

TS,:1,49797144E obien £ Lo (88)

k149797144

cr cr

y el volumen critico es

3
v, - N obien o ;|6x016580038 v, (89)
6016580038 Nz

La presion critica p,, se obtiene de

3
i< tx, t
%;{T = (17t)’70r - 2(170;( )2 Mer — ;(7” |n(17 Xcr) (90)

De esta manera, el factor de compresibilidad predicho en el punto critico es
_ PV _ i t

z, = —1-t-— e " n(1-x,)=0,36847233 (91)
Nchr 2(17Xcr) Xcr

La ecuacion de van der Waals predice un factor de compresibilidad critico Z_=0,375,
aunque el factor de compresibilidad de la mayoria de gases esta por debajo de 0,3 y el de
los gases nobles es muy cercano a 0,3 como se aprecia en la Tabla 3. El volumen minimo
que el gas podria tener a la temperatura critica es el volumen de una red compacta de

moléculas con el radio efectivo correspondiente a esa temperatura
_ Ng*®
\/1+\/1+1,2 x 149797144

(92)

min, T,

La relacion del volumen critico respecto del volumen minimo a la temperatura critica

es

V, 1+ 1+12x149797144

=516273074 (93)
6x0,16580038

me,ru

En el sélido las moléculas esféricas se apilan en una red compacta (que en el caso

de los gases nobles es cubica centrada en las caras) pero la distancia de centro a centro
no es o sino 2R=%2¢ que es el minimo del potencial de Lennard-Jones. Por lo tanto, el

volumen de celda del sélido es exactamente
Vistasol = 42R® = 0° (94)

La relacion del volumen critico del gas respecto del volumen de celda del solido

entonces es
V,

cr i

= =3,15800709 (95)
NVigigasa  6x016580038

La ecuacion de Van der Waals predice un volumen critico tres veces mayor que
el covolumen, V_ = 3b. Hemos calculado este cociente para los gases nobles a partir del
volumen critico y de la densidad del solido en la Tabla 3, y se observa que varia desde casi
3 para el nedn hasta casi 3,19 para el xenén.
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Por T Ve Z, Ps Yo/ (NV 4050
MPa K cmé/mol glem?®
helio 0,2275 5,2 57,48 0,3025
nedn 2,678 44,5 41,87 0,3031 1,444 2,9962
argon 4,863 150,7 74,59 0,2895 1,623 3,0304
kripton 5,51 209,5 92,25 0,2918 2,826 3,1110
xenén 5,84 289,7 118,28 0,2868 3,540 3,1892

Tabla 3. Parametros criticos de los gases nobles [10].

A partir de las ecuaciones anteriores, se obtiene el factor de compresibilidad en
funcion de la presion reducida p/p,, como

z-7, Pvc_ﬁg (96)
pCF’T

1,z 1 fﬁ
| =

HRNS=2
TINZ
0,4 L/

0,2

0,0
6

o
-
L}
o«
E-
(4]

pipe’

Figura 10. Factor de compresibilidad Z en funcién de la presién reducida para valores de la temperatura
reducida T/T_igualesa 1, 1,1, 1,2, 1,3, 1,5y 2 (de abajo a arriba) calculados a partir de las Ecuaciones
(80), (90) y (96).

En la Figura 10 hemos representado el factor de compresibilidad en funcién de
la temperatura reducida. Este grafico es general para todos los gases pues nuestras
ecuaciones también cumplen el principio de los estados correspondientes. Si se comparan
las curvas calculadas a partir de las Ecuaciones (80), (90) y (96) con las curvas promedio
obtenidas experimentalmente a partir de diferentes gases no polares [11, Fig. 2-15, p. 87],
[12, Fig. A-15], [13, Fig. 2.13] se observan patrones de curvas muy parecidos, aunque los
minimos experimentales son inferiores a los calculados. Por ejemplo, para las temperaturas
reducidas 1, 1,1, 1,2, 1,3, 1,5 y 2 indicadas en nuestra Figura 10, los minimos calculados
de Zson 0,3, 0,43, 0,6, 0,65, 0,82 y 0,89 cuando los valores experimentales son 0,2, 0,4
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0,58, 0,65, 0,79 y 0,95. Y los minimos calculados tienen lugar a presiones un poco mas
bajas (1,1, 1,7, 2,3, 2,5, 3,0 y 2,0) que las experimentales (1,1, 2,0, 2,6, 3, 3,5y 3,0). En
conclusion, aunque hay acuerdo cualitativo entre la ecuacién de estado que proponemos
y los datos experimentales, el acuerdo cuantitativo no tiene todavia suficiente exactitud.
Esto lo atribuimos a dos causas. En primer lugar, en todos los céalculos se ha utilizado
la distribucion de Maxwell-Boltzmann, lo que sélo es exacto a altas temperaturas. Cerca
del punto critico deberian utilizarse las estadisticas cuanticas, principalmente la de Bose,
puesto que la mayoria de atomos y moléculas son bosones. Sin embargo, hay que tener en
cuenta que en la bibliografia general (en los libros de texto) s6lo se trata la estadistica de
Bose de un gas ideal, y aqui hay que tratar la de un gas real donde cada molécula ocupa
su esfera de exclusion. Por otro lado, la funcién aproximante (67) del volumen de exclusion
medio tiene sus desajustes respecto de la integracion numérica. Esta funcién aproximante
deberia ser mejorada buscando una expresion analitica que ajuste mejor la integral (66).
Dejamos estas mejoras para un futuro articulo en que deberia obtenerse una ecuacién de
estado que ajustara perfectamente el factor de compresibilidad de los gases méas simples,
aquellos en que es suficiente tener en cuenta la funcion de particion traslacional como es
el caso de los gases nobles.

APENDICE: LEY DE DISTRIBUCION DE VELOCIDADES RELATIVAS

De acuerdo con el cambio de coordenadas absolutas a relativas demostrado en [14,
p. 248], se tiene que para las velocidades v, también se cumple

N N N mm
> myv; =Mty + 33 = - (97)
i= i=1j>i

donde la masa total y la velocidad del centro de masas vienen dadas por

N 1 N
M = me ) Veu = Mzmrvi (98)
i=1 i=1

Para un sistema en reposo v, = 0. La temperatura se define como proporcional al
promedio de la energia cinética de las moléculas del gas, todas con la misma masa (para

un gas de un solo componente)

2KT _ N(N 71)<

my muy m
i DA U s T O

i

puesto que hay N (N - 1)/2 combinaciones de dos moléculas diferentes jj. V; =V, -V, esla
velocidad relativa de las moléculas iy j. Puesto que N es muy grande podemos aproximar

kT = 20 (v2) - 2 v2) (100)

donde u=mm; /m, +m,): m/2 es la masa reducida de dos moléculas. Ahora veamos que
la ley de velocidades relativas sigue siendo gausiana. Segun la distribucién de velocidades
de Maxwell, la probabilidad que dos moléculas estén en dos intervalos infinitesimales de
velocidades absolutas es
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' 3 m(v2 +v2 vZpv? 42 +v2)
f 6 _ m _ 1x 1y 1z 2x 2y 2z d 6 101
(v, v, )dv [2 T} exp[ T v® (101)

donde la diferencial es
av® =dv,, Adv,, Adv,, Adv,, AdV,, AdV,, (102)

Cambiemos a coordenadas relativas. Observemos que

WMy | (dv, —dv,) = dv, adv, (103)

Por lo tanto

av® =dvyy, AV, , AQVy,, AdV,, Adv, dv,, (104)

donde la velocidad del centro de masas de dos particulas es

\" \"2
Veu :% (105)

También en la exponencial debemos introducir las coordenadas relativas. Puesto que

va 2
vievi = +2"2)2 L ‘2"1) —ovZ, 4 Y12 (106)
la distribucion de velocidades es
s [ m Y 2mv,, + V> 6
fv,,v, Jdv® = exp| — Cd 12 \dy 107
(V,ov,)d [MT] p[ t ] (107)

donde 2m es la masa total de las dos moléculas que interaccionan. Si integramos las
diferenciales de velocidad del centro de masas dejando sin integrar la velocidad relativa
se obtiene

. 3/2 2
f(v12 )dvu,x A dV12,y A dV12,z = [%J eXp(* l2Nk17% }dvﬁ,x A dV12,y N dV12,z (108)

Si integramos respecto a los dngulos azimutal y cenital e indicamos el modulo de la

velocidad relativa como Vi, = |\V12| , obtenemos
u 3/2 #vz
flvip)dvi, = 47{%} 1z EXP[* 2k1; Jdez (109)

que es la ley de distribucion de velocidades de Maxwell-Boltzmann pero tomando como
masa la masa reducida de dos moléculas y = m/2. Esto es coherente con la energia de
choque de dos moléculas. La energia total de dos moléculas es

2 2 2 2
S

Asi pues, la energia interna sin la energia del centro de masas, que es la energia
de choque, es

(111)

y su distribucién sigue la ley de Maxwell-Boltzmann

f(EXE = iuexp[—%

NET; ]dE (112)
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La velocidad media relativa se obtiene como

_ T ( )d P 3sz s ,LIV122 8KT
Via = | Vol (v, )V :4;:-[—) V. exp(f ]dv = [— (113)
] 12 12 12 2ﬂ'kT 0 12 sz 12 U

resultado coincidente con el calculado por un camino diferente [15, Ecuacidén 14.60, p. 674].
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