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RESUMO: Este capitulo apresenta uma
analise teorica e aplicada do método
Branch-and-Bound (B&B) e sua relevancia
na otimizagdo de sistemas de engenharia
elétrica, com énfase na resolugdo de
problemas de programacao linear inteira
(PLI). O B&B é um método estruturado que
organiza a busca pela solugéo 6tima por
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meio da subdivisdo do problema original
em subproblemas menores, utilizando
relaxacdes, heuristicas e estratégias de
poda para eliminar regides inviaveis do
espaco de busca. Esse processo reduz
significativamente o esforco computacional
e melhora a eficiéncia da resolugéo.
Inicialmente, sdo discutidos os fundamentos
tedricos do método, abordando sua estrutura
algoritmica e critérios de avaliagdo, bem
como as estratégias de busca empregadas
para garantir solugbes 6timas. Em seguida,
€ demonstrada uma aplicagdo pratica

utilizando o software LINDO (Linear
Interactive  and  Discrete  Optimizer),
ferramenta  amplamente utilizada na

pesquisa operacional. Para validar a eficacia
do método, um estudo de caso detalhado
€ apresentado, envolvendo a resolugédo
de um problema de maximizagdo em PLI,
com construcéo da arvore de enumeracao,
definicdo de limites superiores e inferiores
e eliminacao de subproblemas inviaveis. Os
resultados confirmam que o método B&B
€ uma abordagem robusta e eficaz para a
resolucédo de problemas combinatérios e de
alocagcéo de recursos, sendo amplamente
utilizado na engenharia, ciéncia de dados
e pesquisa operacional. Sua capacidade de
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explorar seletivamente o espaco de busca e evitar a enumeracéo exaustiva o torna essencial
para a obtengéo de solu¢des 6timas em sistemas complexos.
PALAVRAS-CHAVE: Otimizagdo; Programacéo Linear Inteira; Branch-and-Bound.

11 INTRODUGAO

O método Branch-and-Bound (B&B) € amplamente aplicado a programagao linear
inteira (PLI), sendo fundamental para a solu¢éo de problemas onde as variaveis devem
assumir valores inteiros. Problemas de Programacao Inteira Pura (PIP) podem apresentar
um numero extremamente elevado de solucdes viaveis, tornando inviavel a abordagem
exaustiva para a determinagéo da solugdo 6tima. Assim, o método B&B busca estruturar
0 espaco de solucdes de modo a analisar apenas uma fragéo reduzida das combinagbes
possiveis, garantindo eficiéncia computacional na busca pela solugédo 6tima [1].

O principio central do método consiste na divisdo do conjunto de solucdes viaveis,
fragmentando o problema original em subproblemas menores, chamados de nos da arvore
de decisdo. Cada subproblema gerado pode ser limitado, descartando-se aqueles que
nao contém a solucdo 6tima, reduzindo o espacgo de busca e acelerando o processo de
otimizagéo [1,2]. Esse procedimento torna o B&B um dos métodos mais apropriados para
problemas de programagcéo linear inteira, especialmente em casos em que as variaveis séo
binarias (0 ou 1), comuns em aplicacdes de engenharia e ciéncia da computacao [2].

A abordagem adotada neste capitulo busca apresentar, de forma estruturada,
os conceitos fundamentais do método B&B, desde seus principios tedricos até sua
implementacao préatica. Além de explorar a l6gica matematica subjacente, o capitulo também
demonstra um exemplo aplicado ao software LINDO, permitindo visualizar a resolucdo de
um problema real de PLI e comparar a qualidade dos resultados obtidos.

21 ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

O algoritmo B&B é muito usual na resolugéo de problemas lineares, principalmente do
tipo programacao inteira pura (PLIP), onde todas as variaveis séo inteiras, ou programacao
inteira mista (PLIM), no caso varia entre variaveis inteiras ou continuas reais [5].

O método consiste em solucionar o problema para as cadeias menores, onde cada
subproblema gera um limite inferior (problema de minimiza¢ao) ou superior (problema de
maximizagao) sobre o valor da funcao objetivo (FO). As solugcbes dos subproblemas devem
ser distribuidas até que seja obtida a solugéo 6tima do problema original [3].

O algoritmo B&B apresenta uma estrutura basica em formato de arvore, onde os
nds representam os subproblemas e os ramos interconectando os nés, representando as
restricoes a serem adicionadas ao sistema [3].

Umas das formas de apresentar o método é descrever as trés etapas basicas para

o desenvolvimento do algoritmo [1]:
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- Ramificacao: Entre com os subproblemas ainda sem avaliacdo, selecione
aquele que foi criado mais recentemente. Desempates feitos de acordo com
aquele que tiver o maior limite. Ramifique a partir do n6é para esse subproblema
para criar dois subproblemas novos, fixando a proxima variavel em (0 ou 1).

+ Limitagao: Para cada novo subproblema, obtenha seu limite aplicando o méto-
do simplex ao seu relaxamento PL e arredondando para baixo o valor de Z para
a solugao 6tima resultante.

+ Avaliagao: Para cada novo subproblema, aplique os trés testes de avaliagdo
sintetizados anteriormente e descarte aqueles subproblemas que séo avaliados
por qualquer um dos testes.

Utilizando como exemplo um problema de programacgéo binaria [3]:
Min z=2x1 + 3x2 + 2x3
Sujeito a:
2x1 +2x2 > 2;
6x1 +4x2>2;
xl,x2ex3 €{0,1}

Na Fig. 1 apresenta o problema raiz relaxado sem considerar as restricdes de que as
variaveis de decisdo sao binarias, representado por (SO). Conforme descemos a arvore, as
restricdes novas sdo acrescentadas. O subproblema 1, no caso, representa o problema raiz
relaxado (SO) adicionado a restrigao x, = 0. O subproblema (S6) representa as restricdes
X, = le X, = 1, ou o subproblema 2 mais a restricdo X, = 1; assim sucessivamente,
originando a arvore de enumeragédo completa ou explicita, apresentando todas as solugbes
candidatas do problema raiz [3].

A solucgéo é dita candidata quando todas as variaveis assumem valores binarios ou
quando a PLI assume todos os valores inteiros [3].

Fig. 1 - Arvore de enumeracéo completa ou explicita.
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Porém é usual utilizar limites superiores e inferiores, pois ndo € pratico considerar
todas as possiveis solugdes, descartando subproblemas infactiveis que ndo apresentem a
solugéo 6tima (enumeracgéao implicita).

Para problemas de minimizag¢do, o limite superior pode ser buscado através de
heuristicas que gerem solucdes eficientes, ou também a melhor solugcdo encontrada pelo
algoritmo até o momento; diferente no caso para buscar o limite inferior, que podera ser
encontrado pela relaxacéo do problema, descartando uma ou mais restrigcdes.

Para problemas de maximizagéo, é o inverso, o limite inferior & encontrado através
de heuristicas eficientes, ou a melhor solugéo encontrada pelo algoritmo até o momento e
para o limite superior pela relaxacéo do problema.

A préxima etapa é definir qual o subproblema é candidato, para isso & necessario
percorrer a arvore e escolher. A melhor estratégia é:

+  Busca por profundidade: escolhe o n6 gerado mais recentemente e mais pro-

fundo da arvore, dessa forma encontra-se de um lado da arvore uma solugao
candidata.

+  Busca por largura: escolhe o n6 de nivel mais antigo e mais alto ainda nao
investigado, e quando esse nd € ramificado, resolve-se todos 0s subproblemas
gerados por essa ramificacdo, porém esse tipo de busca pode ter um gasto
excessivo de meméoria;

+  Busca pelo ndé promissor: escolhe o né com o melhor valor da F.O, ou seja, o

que tem maior probabilidade de encontrar a solugéo 6tima.
A Fig. 2 apresenta o problema de programacédo binaria da Fig. 1 na busca em
profundidade, onde os numeros contidos nos nos representam a ordenag¢do com que 0S

problemas seriam solucionados.

Fig. 2 — Estratégia de busca em profundidade para o problema da Fig. 1.

Na Fig. 3 apresenta como a busca em largura seria para o problema binario da Fig. 1.
Outra estratégia seria a busca em largura e a do né mais promissor de forma mista,
de forma que a cada nivel inicia-se com o nd anterior (mais antigo), produzido pelo né mais

promissor. Exemplo:
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O nds 1 e 2 do primeiro nivel sé@o gerados pelo problema raiz relaxado, entdo escolha
0 né mais antigo, que seria 0 n6 1. Usando a estratégia de busca em largura, o seguinte
nd é o 2, analise qual desses nés apresenta o melhor valor da F.O. Se escolheu o n6 2, o
proximo escolhido serd o n6 5, pois é o mais antigo e produzido pelo né mais promissor,
continuando a estratégia, segue-se para os nos 6, 3, 4 (passando por todos 0s nés no
mesmo nivel da arvore) continuadamente.

Fig. 3 — Estratégia de busca em largura para o problema da Fig. 1.

Temos na Fig. 4 a arvore de enumeracéo completa que ja pode ser podada nos
casos que os subproblemas sédo infactiveis ou ndo dispéem da solugdo 6tima, usando
limites superiores e inferiores, dessa forma adotando a estratégia de busca em largura,
onde trepresenta a ordem que os problemas sao solucionados. Podemos observar que nas
Fig. 2 e 3 trepresenta o nUmero presente; que agora sera representado como na Fig. 4.

Entdo resolvendo o problema o problema raiz relaxado SO, desconsiderando as
restricOes como as variaveis sao binarias, chega-se ao limite inferior de z = 2,33, acarretando
que o valor 6timo de z ndo pode ser inferior a 2,33 do problema raiz de PB. Considere que
foi originado uma heuristica para o problema, chegando a solug¢éo:

x1=1,x2=0comz=4,5

Esse valor de z sera o limitante superior, ou seja, indica que o valor 6timo maximo de
z serd 4,5 do problema de PB, representando a solugéo incumbente, considerada a melhor
encontrada até a ocasiéo, de forma que qualquer subproblema com valor superior a 4,5 €
descartado. Solucionado o subproblema 0, segue para o subproblema 1, acompanhado dos
subproblemas 2 e 3. Como o problema 3 chegou-se a uma solucéo infactivel, descarta-se,
pois se novas restricdes forem acrescidas, o problema continuara infactivel. Mesmo caso
os subproblemas 7 e 9, descartados por gerarem solugdes infactiveis. Logo o subproblema
6 produziu uma solugdo candidata, onde todas as variaveis levam valores binarios,
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entretanto inadequada por apresentar comportamento inferior que a solugéo incumbente z
> 4,5, entdo descartada, ndo adiantando acrescentar restricbes ao subproblema 6 produzira
solucdes redundantes ou inferiores. De mesma forma o subproblema 8. Solucionando o
subproblema 10, chega-se a solugao igual a incumbente produzida pela heuristica, onde
podemos finalizar que essa solugéo é étima.

Subproblema 0
z=2,33
x=117
x,=0
x,=0 %0 x=1
Subproblema 1 Subproblema 2
=488 2=2,63
t=1| x=0 xul t=2
x=1 x=0
x,=0,75 x,=025
Subproblema 3 Subproblema 4 Subproblema 5 Subproblema 6
I =488 1=2,63 =5
S? uc?o‘ x=0 xel =1 Sol. candidata
infactivel x=1 %0 5wl
t=3 x,=0,75 x,=0,25 x=0
x t=4 t=5 t=6
x=0 x=1 x,=0 x=1 x
Subproblema 8 5
Subproblema 7| [ 1 e g s, R
:‘;‘;f::. x=0 solugao | |x,=1 | sol. incumbente
L %=1 infactivel x,=0
e x=1 x=1
t=7 t=9
X t=8 t=10
Sol. candidata X

Fig. 4 — Podando a arvore por infactibilidade e pelo subproblema nédo ser promissor.

31 EXEMPLO DE MODELAGEM E RESOLUCAO

Aplicando a técnica B&B em um problema de PLI puro, aplicando a técnica
demonstrada nas referéncias desse artigo.
Max Z =5x1 + 8x2
sujeito a
x1+x2<6
5x1 +9x2 <45
xl;x2 €Z,
Tragando as duas restricdes na Fig. 5, temos o grafico a regido com as solucoes
viaveis inteiras:
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Regiso com as solugBes vidveis

Sx1+9x2=45

Fig. 5 — Restricdes tragadas e regido com solucdes viaveis.

Utilizando-se do método grafico, podemos langar um valor para Z, por exemplo 20 e
achamos a solucgéo 6tima para o problema relaxado, Fig. 6.

/ Solucdo otima

Regilio com as solugdes vidveis

N9x2f45

~

7 ] 9

Fig. 6 — Solugéo 6tima do problema relaxado.

Na Fig. 7, substituindo os valores do ponto (2,25; 3,75), encontramos Z= 41,25,
que no caso é a solugéo relaxada, mas néo a solugcéo do PLI. No caso o Z calculado € o
limitante superior da solugdo como pode ser observado no grafico da Fig. 7.
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/

/ 225375

RegiZo com as solucdes vidveis

SX1#9x2=45

Fig. 7 — Valor de Z no gréfico.

Na Fig. 9 a simulagéo da interagdo do problema relaxado através do Software
LINDO.

OBJECTIVE FUNCTIOH VALUE

1) 41.25000

VARIAELE VALUE
H1 2.250000
He 3.750000

Fig. 9 — Resultado do problema relaxado.

A ideia para a solugéo desse problema € particionar a regido viavel da solugéo
relaxada usando o método B&B, resolvendo em subproblemas e tornando-o cada vez
menor, até obter a solugdo 6tima, ou seja, a solugéo inteira 6tima.

Escolhendo umas das variaveis x1 ou x2, seleciono x2, que & uma variavel que
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apresenta o valor fracionado dessa solugdo 6tima relaxada, onde cada ponto inteiro

viavel deve ter x2 < 3 ou x2 = 4, que irdo ser as restricdes. Com isso podemos criar dois

subproblemas conforme Tabela 1:

Subproblema 1

Subproblema 2

Max Z= 5x1+8x2
s.a
x1+x2<6
5x1+9x2<45
x2<3
x1, x2=0

Max Z= 5x1+8x2
s.a
x14+x2<6
5x1+9x2<45
x2=4
x1=0

Tabela 1 — Subproblemas 1 e 2

Logo realizando as interagdes dos subproblemas, encontramos as solucbes

conforme as Fig. 10 e 11 respectivamente.

OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 39.00000

VARIABLE WALUE
i1 3.000000
Xz 3.000000

Fig. 10 — Resultado do subproblema 1.
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OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 41.00000

VARIABLE VALUE
i1

1.800000
iz 4.000000

Fig. 11 — Resultado do subproblema 2.
Representando no grafico da Fig. 12 agora as regides com solugdes viaveis

delimitadas pelas restricbes dos subproblemas 1 e 2, obtemos um espacgo no grafico que

ndo € mais viavel, a regido nao hachurada.

Subproblema 2

Fig. 12 — Grafico com delimitagbes das regides impostas de S1 e S2.

A primeira solucdo gerada onde sao irrestritas ao topo da arvore, Fig. 13, e na
sequéncia as ramificagcbes com o primeiro e segundo subproblema para obter o histérico da
resolucdo. Na solugéo 1, encontramos a primeira solucéo inteira (incumbente) que satisfaz
todas as restricdes de integralidade das variaveis do problema original; na solugdo 2, o
valor maior que a solugéo 1, valor muito bom, mas ainda apresenta em x1 uma variavel com
valor continuo. Ramificar a solugdo 1 também néo agrega, pois ja temos uma solugédo com
valores inteiros, mas ndo melhor que a da incumbente.
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Irrestrito
(2.25; 3.75)

Z=41.25
51:x2 <3 S2:x2=4
(3;3) (1.8;4)
Z=39 =41

Incumbente’

Fig. 13 — Arvore com os subproblemas 1 e 2.

Se o valor da solucéo 2 fosse um valor menor que da solucéo 1, ndo teria o porqué
de continuar, entdo Z=39 da solugdo 1 sera o valor limitante inferior e 0 Z<410 limitante
superior da PLI, ndo mais o valor Z=41.25 encontrado no inicio. Dessa forma, prosseguindo
ramificando a S2, escolhemos x1 para colocar na restricdo, pois x2 ja tem um valor inteiro.

A Tabela 2, apresenta 0s subproblemas com as novas restricdbes que podem ser

verificadas no grafico da Fig. 12 (a parte vazia entre as hachuras em verde).

Subproblema 3 Subproblema 4
Max Z= 5x1+8x2 Max Z= 5x1+8x2
S.a Sa
x1+x2<6 x1+x2<6
5x1+9x2<45 5x1+9x2=<45

x2=4
x1<1 x2=4
x1=0 x1=2

Tabela 2 — Subproblemas 3 e 4

Resolvendo os subproblemas temos na Fig. 14 a solucéo do subproblema 3, com Z=

40.55 e (1; 4.44) para x1 e x2. Ja o subproblema 4 é infactivel.

LF OFTINUM FOUND AT STEF 2
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 4055556

VALUE

1.000000
2 4.444445

VARIAELE
X1

Fig. 14 — Resultado da interagdo do subproblema 3.
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Na area hachurada em verde no grafico da Fig. 15 € a solugdo viavel delimitada

imposta pelas restricdes do subproblema 3 e a area infactivel em azul do subproblema 4,

imposta pelo x=2.

Fig. 15 — Gréfico das solugcdes viaveis do subproblema 3.

A solugéo do subproblema 3 relaxado € agora Z=40.55, conforme a arvore da Fig.
16, tornando-se o0 novo limitante superior, mas ainda temos uma variavel continua que é X2

(4.44). Buscamos ainda uma solugédo inteira, que o idealizamos que seja maior que Z=39,
dessa forma aumentariamos a lucratividade (se o célculo fosse para achar uma solugcéao

6tima para lucros de uma empresa).

Irrestrito
[2.25;3.75)
2=41.25

S1:x2=3
13; 3)
Z=39

Sliw2z4
(1.8; 4)
Z=41

S3xlsl
(1; 4.44)
7=40.55

txlz

nfactiv

Fig. 16 — Arvore com os subproblemas 3 e 4.

Ramificando o subproblema 3, obtém-se no subproblema 5 a restricdo (x2=4) que
ja apresentava nas interagdes anteriores. Entdo no caso ndo faz mais sentido; retiramos
essas restricdes e colocamos a restricdo (x=4). No subproblema 6 também eliminamos a

restricdo (x2=4) por também nao fazer mais sentido.
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Subproblema 5

Subproblema 6

Max Z= 5x1+8x2
s.a
x1+x2<6
5x1+9x2<45
X224
x1<1
x2<4
x2=4
x1=0

Max Z= 5x1+8x2
s.a
x1+x2<6
5x1+9x2<45
x2=4
x1<1
X225

x1=0

OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 37 00000

VARIABLE 'ALUE
X1 1.000000
X2 4.000000

Fig. 17 — Resultado da interagcdo do subproblema 5.

A nova restricdo em S5 é x<4, entdo quando colocamos x=4 a regido viavel esta
no segmento (0; 4) em vermelho no gréfico da Fig. 18. A Fig. 17 apresenta o resultado do
subproblema 5 com x1 e x2 (1;4) com solucéo 6tima Z=37. Esse valor € descartado, pois €

menor que a incumbente, ou seja, 37 < 39.

Subpr. 6

2=37
1,4
Subpro. 5

B @] O

2 @) @] @]

Fig. 18 — Grafico das solugdes viaveis do subproblema 5 e 6.
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No subproblema 6 temos somente um ponto devido a restricdo imposta x=5, onde
a regido viavel é o ponto (0, 5) com solugdo 6tima Z=40, Fig. 19, onde este é uma solugéo
inteira maior que a incumbente anterior, substituindo-a.

OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 40 00000

VARIAELE WALIE
X1 0.000000
H2 5.000000

Fig. 19 — Resultado da interagéo do subproblema 6.

Assim na Fig. 20, a arvore com todas as ramificacdes e solucdes possiveis na Fig. 20.

Irrestrite
(2.25; 3.75)
2=41.25
Sl:x2<3 S2:x2z4
(3;3) (1.8;4)
7=39 Z=41
S3xlsl :xl
(1; 4.44)
2=40.55 nfacth
(2 S6:x225
(Z (0; 5)
=37 Z=40

Fig. 20 — Grafico com delimitacbes das

Sem subproblemas a serem ramificados, a nova incumbente é a solugéo 6tima para
o PLI.

O LINDO dispde de uma linha de comando gin2, que calcula pelo método B&B,
facilitando muito o operador do software na hora de verificar a exatiddo da solugéo 6tima
por este método de otimizagéo.

41 CONCLUSOES

Neste artigo foi estudado o método B&B, colocando seus principais conceitos para
resolugéo de problemas de PLI, destacando sua técnica em gerar subproblemas no formato
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de uma arvore, onde os nos representam os subproblemas e os ramos as novas restricbes
a serem impostas ao problema.

Portanto para o entendimento do método, foi utilizado um problema de programacao
binaria, demonstrando desde o problema relaxado com sua solugdo 6tima continua até
a aplicagdo do método, montando a arvore de solugdes factiveis, com os subproblemas
e suas restricoes, até chegar na solucdo viavel 6tima inteira. Dessa forma para aplicar
0 conhecimento, pegamos um problema da maximizacdo da funcdo objetivo, onde foi
necessario apresentar seis subproblemas, calculando com o software LINDO, a fim de
praticar a0 mesmo tempo o uso desse software, colocando todos os resultados em forma
gréfica para melhor entendimento das restricbes impostas pelo problema.

Por fim, o método apresenta um algoritmo eficiente, apesar de ter muitas etapas,
que podem ser muito extensas e complexas dependendo do problema.
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