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RESUMO: Uma discussédo breve é
introduzida para o entendimento da
estrutura do espago-tempo, apresentando
estratégias de quantizacdo e o mapa de
contorno do espaco de Hilbert, seguindo
com a amplitude de transicdo e o modelo
de Ponzano-Regge. Toda essa discussédo
€ dedicada no regime tridimensional,
finalizando com a andlise harmobnica
elementar num sistema circular. Discutimos
essas relagbes introdutérias do carater
geomeétrico do espago-tempo, em particular
do tetraedro, ampliando a vis&o de possiveis
trabalhos formas alternativas de amplitude
de transigcéo e aprofundamento em modelos
de espuma de spin.
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ABSTRACT: Abrief discussion is introduced
to understand the structure of space-time,
presenting quantization strategies and the
contour map of Hilbert space, followed by
the transition amplitude and the Ponzano-
Regge model. This entire discussion is
dedicated to the three-dimensional regime,
ending with the elementary harmonic
analysis in a circular  system. We
discuss these introductory relations of
the geometric character of space-time, in
particular of the tetrahedron, broadening the
view of possible works on alternative forms
of transition amplitude and deepening in
spin foam models.
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INTRODUCAO

A gravidade quantica em loop (Loop Quantum Gravity — LQG) busca descrever o
comportamento quéantico dos campos gravitacionais, ou seja, a dindmica das interacbes
gravitacionais em um contexto quéntico. Essencialmente, a teoria visa entender como a
gravidade se comporta em niveis microscopicos, incorporando os principios da mecéanica
quantica a estrutura do espaco-tempo [1].

Neste trabalho, apresentaremos uma discussédo sobre a compreensdo da base
estrutural do espaco de Hilbert, o tratamento euclidiano tridimensional para abordar a LQG
e apresentaremos algumas estratégias de quantizagédo, amplitude de transicdo, o modelo
de Ponzano-Regge e, finalmente, a analise harmdnica elementar.

ESPACO DE HILBERT E ESTRATEGIAS DE QUANTIZAGAO

O desenvolvimento para a discussdo da quantizagdo do espaco-tempo se da por
diversos fatores. Numa fase inicial, buscamos descrever os conceitos pelas propriedades
espectrais da area e volume, considerando a estrutura geométria abordada para um
determinado poliedro, na tentativa de relacionar o classico com o quantico, desenhando
de forma semiclassica as analises dos operadores e os efeitos relacionados para certos
acoplamentos.

A ideia a priori € encontrar uma teoria quéntica para o campo gravitacional,
entendendo a alta complexidade no carater metodologico, analisando o formato da dinédmica
quantica, em particular a amplitude de transi¢cdo, num regime de baixa dimensionalidade,
no caso tridimensional.

Para analisarmos a dindmica quantica, buscamos o entendimento da descricao
dos estados quanticos da geometria de contorno e a amplitude de transicdo para esses
estados de contorno, sendo mapeados pelo espago de Hilbert. Como a quantizagcdo do
espaco-tempo na abordagem da gravidade quéantica em loop envolve os operadores de
area e volume, bem como considera as variaveis classicas da estrutura geométrica, temoso
elemento U, para cada aresta e L, para a face da triangulagé@o dual do grupo SU(2), sendo o
elemento U, a holonomia da conex&o gravitacional ao longo da aresta com a ag¢éo expressa

1
§ == . Tr(L,U)) €
f
Os operadores U, as coordenadas e L, os momento, s&o requisitos basicos para a
construgédo do espago de Hilbert para se ter o limite classico, na forma
(U, L})] = i(8nG)&, U7t )

Onde o espaco de fungdes quadradas integraveis das coordenadas para 0 espago
de Hilbert, pode ser expresso na forma

Hr = L,[SU(2)"] (3)
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Sendo I' o termo de fronteira. Os detalhes para a quantizacéo do comprimento, area
e volume, bem como os links da estrutura 7, podem ser encontrados em [1].

No caso da rede de spin, o conceito de localidade nédo existe para a rede pois € a
propria existéncia. A ideia da rede de spin se da na mesma maneira que o foton interage
com o elétron, assim os loops interagem com as particulas, por isso o loop néo se localiza
no espaco, pois é o préprio espago.

Dentro dessa ideia de rede, Rovelli, Jacobson e Smolin, usaram uma nova
formulagcéo, semelhante a teoria de Yang-Mills de Abhay Ashtekar da relatividade geral,
substituindo o campo de Einstein por um campo chamado de conexéo Ashtekar, tornando
as variaveis de loop mais naturais. Com isso, trabalharam com solu¢des da equagéo de
Wheeler-DeWitt, onde descreviam as excitagcbes em loop do campo gravitacional.

Para Jorge Pullin, o entendimento sobre o volume do espacgo ficou incerto e
considerou os “n6s”, sendo os pontos em que os loops se cruzam, como estruturas de
conexao e representando o volume que seria o quanta de espaco. A parte do loop entre
dois n6s que é um elo da rede, indica as adjacéncias dos quanta de espaco, separados
por uma superficie, sendo as areas, como loops “links” da rede também quantizada. O né
carrega o numero quantico de elementos de volume e o loop “links” carragam os nimeros
quanticos de elementos de area.

Um elo de rede, ou seja, a parte do loop entre dois nés, indica os quanta de espacgo
que sao adjacentes um do outro, onde dois elementos adjacentes do espaco sdo separados
por uma superficie e a area dessa superficie acaba por ser quantizada também. Ficou
claro que os nés carregam numeros quanticos de elementos de volume e os loops “links”
carregam numeros quénticos de elementos de area [2].

Os estados invariantes de calibre é da forma y (U) = v (A U A}), A € SU (2),
pois para introduzir a discussdo de uma base da rede de spin é necessario a condicdo
de fechamento, na forma C,:w =0 e para o caso de uma descricdo primordial de uma
figura geométrica, utilizamos primeiramente o tetraedro, comentando sobre as variaveis
necessarias para extraindo as informagbes que para cada nd do grafo limite, temos C, 0
gerador de SU(2) no n6 n, temos

Co=L, +L,+L, =0 (4)

Dentro dessa analise em uma das faces do tetraedro que € um triangulo, temos os
I,, I, e I, que s&o trés links que emergem do n6 n no centro do tridngulo, sendo a condigéo
de fechamento (restricdo) anteriormente vista. O L_{) € o lado do triangulo e a Eq. (4) indica
que o tridngulo se fecha, por isso a soma igual a zero.

De acordo com essa condigéo, o subespago 7, é proveniente de ﬂw =0, naforma

compacta de SU(2), com K, expresso na forma

K = L, [ 2L 5
r=L; [W]r 5)
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Sendo L o numero de links e os N o niUmero de nés de T, sendo T padrdo de
transformagbes de SU(2)N em SU(2)- ditado pela estrutura dos grafos. Os operadores L,
sdo invariantes e definidos no espago de Hilbert K. Os estados da rede de spin |j,) formam
a base K, que abrange os estados quéanticos da geometria.

Na formacdo das bases ortogonais, o teorema de Peter-Weyl, afirma que os
elementos da matriz D/ (U) das matrizes de Wigner, vistos como fungbes de SU(2) séo
ortogonais em relacdo ao produto escalar definido na medida de Haar, na forma

1 .,
f du D’ (U)D} (V) = 78 8 Oy ©)
)

Com a dimensionalidade de representacéo natural do spin j para d = 2+1 e a base
ortonormal —, com as matrizes de Wigner formando as bases ortogonais no espaco de
Hilbert. Este espaco pode ser decomposto em uma soma de subespagos de dimensao
finita de spin j, abrangidos pelos estados de base formados pelos elementos matriciais das
matrizes de Wigner D' (U), com dimensao (2j+1)2, que € o nimero de estados da matriz
(U). Essa matriz € um mapa do espaco de Hilbert, visto como elemento de # ®%, onde o
teorema de Peter-Weyl afirma que

L,[SU2)] =®; (H; ® H;) (7)
Seguindo esse entendimento do mapa do espaco de Hilbert, na forma expandida
temos o estado limite estruturado para
L,[SU)! =@, [®; (1; @ H;)] =B;,®. (#; @ H;)
Lo[SU)"] =®,,®. (H), ® H;, ® H;,) ()

Os spins j,, j, € j, saem dos nos. O objetivo é a obtencio de estados e restringir a
parte invariavel de qualquer conjunto de espacos que se transformam no mesmo n6. Os dois
espacos de Hilbert associados a um link pertencem naturalmente as duas extremidades do

link. Agrupando os espacos de Hilbert proximos no mesmo né, a transformacao fica na forma

SU(2)*
2 [W] =®;,Qn lnvsu(z)(}[jl ® Hj, ® 7{13) ®

O aspecto invariante Inv,, (¥, ® H, ® H ) so existira se os spins j, j, € J,
obedecerem a desigualdade de Maldelstam na forma

i —Jj2l <Jj3 <ji+J2 (10)

A desigualdade de Maldelstam é semelhante a desigualdade triangular, pois é

condicdo para a formacgéo triangular e previsibilidade do estado quantico geométrico na
LQG, sendo uma superposicao de estados da rede de spin, onde teremos para o estado

=" G lio (1)
Je
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AMPLITUDE DE TRANSIGCAO E O MODELO PONZANO-REGGE

A amplitude de transicdo € uma funcdo de estado limite, onde consideramos uma
regido compacta do espago-tempo delimitando dois componentes desconectados, o limite
do passado e do futuro. Na realidade € uma probabilidade de ocorrer uma transicéo entre
dois estados quanticos nesse contexto. Mas até que ponto ou a partir de qual ponto no
espaco-tempo, podemos ter essa definicdo para um calculo aproximado de transicdo?

Adiscusséo de passado, presente e futuro, apresenta dificuldade para o entendimento
no regime classico, pois necessariamente exige um referencial e a partir dessa fixacéo,
modela-se o estado de temporalidade.

A amplitude de transicao, para o caso deste trabalho, procura discutir essa transicéao
de estados e que necessariamente aborda o estado de fronteira, onde descreve o limite,
apresentando o carater de definicdo. O termo de fronteira no regime quéntico é sensivel
nesse limite, sendo assim devemos fixar uma triangulagdo do espacgo-tempo, onde a
amplitude € uma funcéo dos estados definidos em , do grafo de contorno [4,5]. A amplitude

de transicdo € uma fungéo das coordenadas e momentos, expressas na forma

Wa(U,) = (WalU,) (12)

WaGe) = (Walje) (13)

Para o céalculo da amplitude de transicdo W, da teoria discretizada na triangulagéo
A, usamos a integral de caminho de Feynman sobre todas as configuracdes classicas

ponderadas pelo exponencial da agéo classica, na forma
i
Wy(Up) = NdeedefeﬁEﬂr[UrLrl 19

Com o fator V' de normalizacédo e integral dos momentos, sendo uma exponencial
que da a funcgéo delta, expressa na forma

Wa(U,) = Nf dU, H 8U; (15)
f

O calculo dessa integral se da na expansao da fungéo delta sobre o grupo de
representacdo, onde temos

5w =) d; D (u) (16)
Jj

Com dl.na representacao d/: 2j+ 1, onde um elemento de grupo U € SU(2), determina
uma rotagdo em SO(3), a quantidade TrDY(U) é o carater da representagdo e depende do
angulo, néo do eixo de rotagdo. O produto da representagéo D(UV)=D(V), sendo U, um
produto dos elementos dos grupos associados aos links 7f,..., nf ao redor da face f, onde

temos para a amplitude
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Wy(Up) = N f du, l_[ Zdi TeD 9 (Uy)
f J

WaU) =N ) (]_[ d,-,) [av [ [ @@ .o/, arn
if f f

Considerando a contracdo, a normalizagdo pode ser calculada na forma

de Dh’1 (U)D”2 (U)D”f* (U) = gmamems pranzng

mang mznz mang

fdu Dy, (UID)2, (U)D), (U) = (1’7111 » 1’;3) ({lll " 1133) (18)

O grupo de simbolos 3j contraidos entre si € o resultado das integrais na Eq. (17),
pois cada aresta produz dois simbolos 3j, localizadas nas duas extremidades da aresta e
possuem indices contraidos nessas extremidades.

Como estamos discutindo o aspecto tetraédrico da estrutura geométrica, as
contragdes se acentuam nos vértices e em cada vértice existem quatro arestas, e por tanto,
quatro simbolos 3j, contraidos entre si. O caminho das contrag¢des reproduz a estrutura de
um tetraedro, com spins j,, ..., j,, “arestas”, onde os simbolos 3j séo os quatro vértices do
tetraedro. Os spins de 1 a 3 formam um tridngulo e os de 4 a 6 unem-se no vértice oposto
a esse triangulo, com cada coluna formada por spins que ndo se encontram e apés a
integracdo das variaveis do grupo de arestas internas, as variaveis do grupo de arestas de
limite permanecem [6,7].

Se contrairmos com um estado da rede de spin, obtemos a soma sobre a associacao
de um spin a cada face, respeitando as desigualdades triangulares em todas as arestas,
temos

waGo) =M, . [ [0, [ [ (19)
ir f v

O fator de normalizacdo pode depender da triangulag@o, sendo a amplitude de
transicéo na representacdo de spin. Ndo se tinha um entendimento de que o espectro
seria discreto para o comprimento e determinado por spins, bem como a dependéncia da
triangulacé@o para o fator de normalizacdo. Deu-se um ansatz para o significado fisico da
gravidade quéntica em loop. A conexao entre a gravidade quantica em loop e o modelo
Ponzano-Regge foi apontada por Rovelli [8,9].

A amplitude é caracterizada por propriedades basicas como o principio da
superposicao, localidade e invariancia euclidiana local. Devemos frizar que a questéo de
nado-localidade € o tratamento generalizado estrutural do espago-tempo como um todo,
mas a localidade é quando analisamos um aspecto particular dessa estrutura. Tendo em
vista essa caracterizacao, a primeira propriedade bem discutida na mecénica quantica, leva
a descricédo da soma das amplitudes elementares, sendo expressa sobre os caminhos pela
soma de Feynmann na forma
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Wley =) W(o) 20)

Para o caso da localidade, as interagbes séo locais no espago-tempo, o que leva a
acreditar que as amplitudes elementares séo produtos de amplitudes associadas a pontos
do espago-tempo, expressa na forma

W (o)~ 1_[ W, (21)

No caso quadridimensional a invariancia euclidiana local corrige a invariancia de
amplitude para SU(2), o simbolo 6j pode ser descrito como projecao na parte invariante do
estado do grafo de limite do vértice na forma

W, = (Psyy )11 (22)

Com y sendo o estado limite, P, é o projetor de invariancia local e a componente
(11) indica a avaliagé@o do estado da rede de spin na identidade U,= 11I.

No caso de comentarmos sobre o modelo de Ponzano-Regge, partimos da Eq. (19)
sendo relacionada com a relatividade geral, pois descreve objetos basicos da teoria de
representacao de SU (2).

Ponzano e Regge, fizeram uma analise para spins maiores e associando ao
tetraedro, com os 6 comprimentos de borda, relacionaram os spins de modo que La =Ja + %
Utilizaram também o volume do tetraedro V e a acdo de Regge S, provando que no grande
limite de spin, tem-se que

(6)  ~ ——cos (s+5) (23)
Joe Vi12nV 4
Roberts considera essa discussdo de Ponzano e Regge, provando essa relacéo
assintotica e considera que o termo do cosseno, substituindo como a soma de dois termos,
expressando na forma [10]
1 . 1
{61}]'_.00 ~

e + e (24)
2V=12inV 2V12inV

Levando em consideragdo grandes spins, desconsidera a parte negativa e envolve
a soma como aproximacgéo da integral do comprimento da geometria de Regge, sendo o
integrando o exponencial da agédo de Einstein-Hilbert e a integral de caminho da Eq. (19) é
na verdade a soma sobre geometrias, na forma

7~ f Dlg] et/ VI (25)

E a definicdo normal da gravidade quantica, porém ainda existe uma discusséo
importante que é o limite do continuo nabusca de descrever o detalhamento da discretizacéo.
Ponzano e Regge, verificaram em detalhes a triangulagéo, mantendo o grafo do limite fixo
e escolheram o fator de normalizagéo na forma
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Np = @ (26)

Sendo p o nimero de pontos da triangulagdo e @ um namero. Existe a possibilidade
de aparecer termos divergentes nesse refinamento, mas a mudancga de triangulagéo nao
muda a amplitude de transi¢céo. Os termos divergentes podem ser resolvidos com w. Essa
correcdo se da com um corte, limitando a soma sobre cada spin para um valor maximo A,
tomando w na forma w = wo//\, sendo possivel assimilar que para o limite A—oo, ndo havera
a perda da triangulagdo, sendo assim a amplitude é definida na forma

A
w=Jim ()" = ' [, [ [t @7)
jr=0 " f v

Outro ponto importante é a possibilidade de refinamento do grafo limite, sendo
nesse caso sem efeito fisico. Para trabalhar dessa forma, devemos considerar a amplitude
para um limite formado por dois grafos semelhantes mas desconexos I'. O que definird um
mapa do espaco de Hilbert £ para si mesmo é a amplitude de transicéo.

Esses resultados nos leva a uma combinagéo para o tratamento da relatividade
geral, sendo a agéo para esse regime escondida no simbolo de Wigner 6j [3].

Toda essa discussao se encontra em trés dimensdes e tentativas para o uso dessa
ferramenta em quatro dimensdes foram feitas com muita dificuldade por meio século, néo
sendo discutidas neste trabalho para evitarmos exaustao e perda de objetividade.

ANALISE HARMONICA ELEMENTAR NO SISTEMA CIRCULAR

Para finalizarmos e complementarmos o entendimento, alguns aspectos deverao
ser levados em conta para uma analise harmdnica elementar do tratamento da amplitude
de transicdo, mapeada pela conjectura tridimensional euclidiana.

Podemos comegar com os espagos de estados quanticos de uma particula em um
circulo, tendo o seu produto escalar na forma

1 20
) =5 | a8 U@06) (28)

Essa descrigéo é representada no grupo U(7) e as fungdes v, (6) = €™, com ninteiro,
representa uma base de fungdes ortogonais, nada mais sendo do que a transformada
discreta de Fourier, com cada fungéo definindo uma reprodugéo unitaria do grupo abeliano
U(1), com y (6+¢) = v, (6) v.(¢). O espago nesse caso pode ser expresso na forma

L, = [U(D)] = ®,C, (29)

Com o plano complexo C, representado em U(7) sob o mapa exponencial v (0). A
distribuicdo do delta no circulo na forma expandida, pode ser expressa como

1 .
500) = EZ gind 30)
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Neste exemplo, as principais caracteristicas s&o reproduzidas no espago L, = [SU
(2)] de fungdes y(U) com produto escalar na forma

W) = awgmew 31)
sU(2)

Essas fungbes no grupo SU(2) atuam como y(U) = y(A'U), onde \ € SU (2), ficando
na forma y, (U) = DJ (U), como base de funcGes ortogonais em relagéo a esse produto
escalar, sendo as matrizes de Wigner , chegando ao teorema de Peter-Weyl. Cada fungéao
representa um elemento de matriz, com representacdo unitaria irredutivel do grupo nao
abeliano SU(2).0 teorema de Peter-Weyl afirma que existe uma decomposi¢cédo na soma

ortogonal de L, [SU (2)], pode ser expresso na forma
L, =[SU(2)] = ®;V; (32)

Com a soma dos spins semi-inteiros j. O espago onde condiciona a matriz D é
o V, com dimensao (2/+1)? transformando qualquer um dos indices de j. Como ¥, é a
representacao do spin jem SU(2), a Eq. (32) pode ser expressa na forma

L, = [SU(2)] = ®;(H;®H)) (33)

Essadiscussao de forma breve e introdutéria, visa o entendimento basico da dindmica
do espacgo-tempo, pois obviamente podemos utilizar diversos métodos e ferramentas na
tentativa de descrever os diversos segmentos particulares de estudo.

Acreditamos que a sensibilidade se encontra no termo de fronteira, pois é
necessario um operador adequado para previsibilidade do sistema evolutivo. Existem
muitos questionamentos, como o parametro temporal, levantando argumentos sobre o
corte passado-futuro, questionando o “fazer sentido” e mediante esse parametro, uma
discussao da constante cosmologica, se ja esta embutida no calculo de amplitude ou se é
necessario um termo extra para descrever essa constante.

De maneira geral € importante essa analise harménica elementar, pois proporciona
0s primeiros passos para mais formulagdes alternativas para descrever os problemas ainda
em desenvolvimentos e até mesmo aqueles ja consolidados. Nosso nosso caso, podemos
aplicar a analise harmdnica em espacos de estados quéanticos de uma particula em um
circulo, onde o produto escalar é definido como:

1 2n
W9) =5 j 0 @) @1
mJy

Realizando um exemplo simples usando Python, ilustramos essa relagéo de fun¢des

de onda complexas no circulo.
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import nump

def psi(theta):
eturn np.exp(1lj * theta)

def phi(theta):
return np.exp(-1j * 2 * theta)

theta values = np.linspace(@, 2 * np.pi, 1000)
integrand = np.conj(psi(theta_values)) * phi(theta_values)
product = np.trapz(integrand, theta values) / (2 * np.pi)

t.figure(figsize=(10, 4))

t.plot(theta_values, np.real(psi(theta_values)), label= b linestyle=
t.plot(theta_values, np. theta_valu ), label="Im(y , linestyle=
t.plot(theta_values, np. (phi(theta_valu ), label="R , linestyle="-
t.plot(theta_values, np.i i(theta_values)), label='T linestyle="-
t.title("Fun ( e

t.xlabel('8")

t.ylabel( plitude")

t.legend()

t.grid(True)

t.show()

print(f'P alar ( p): {product}’)

Figura 1: Imagem dos comandos no Python das fun¢des de onda complexas no circulo.

Funcdes de Onda y(8) e $(8)

1.00
0.75 1
0.50 1
o 0251
©
o
£ 000
a
< 025
-0.50 —— Re(y(8))
\\ Lo =" Im(y(e)
-0.75 \ 7 — Re($(0)
-1.00 h P -== Im($(8)
0 1 2 3 4 5 6

Gréfico 1: Gréafico dos comandos no Python das fungdes de onda complexas no circulo.

As fungdes complexas de onda séo definidas no circulo, com a integracdo do
produto escalar, com a utilizagcdo da func&o np.trapz para realizar a integragcdo numérica
do integrando em relacéo a 0, dividimos pelo comprimento do intervalo (2r) para obter o
produto escalar desejado. Plotamos as partes real e imaginaria das fun¢des de onda (6)

e ¢(B) para visualizar como elas se comportam ao longo do circulo [11,12].
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CONSIDERACOES FINAIS

Adiscusséao envolve a estrutura do espago-tempo em particular no termo de fronteira.
Introduzimos a importancia de abordar o espago de Hilbert e estratégias de quantizagéao,
pois de maneira salutar padroniza uma ideia inicial e promove sequéncias significativas
para descrever aspectos dinamicos da LQG.

Inimeros questionamentos serdo levantados o que se espera de uma pesquisa
complexa para o estudo de gravidade quantica, mas em uma primeira fase é crucial a
abordagem de um espacgo de configuragdo, apontando os fatores condicionantes para
darmos seguimento ao que se propde analisar.

Apresentamos o modelo de Penzano-Regge, modelado pelas propriedades de
amplitude, consolidando com uma andlise harmoénica elementar, exemplificando num
sistema circular, agregando as representacdes do espaco.

A amplitude de transicdo apresentada aqui € de carater introdutério, pois esta
longe de finalizar o entendimento para essa estrutura, tendo em vista os fatores ainda
em desenvolvimento como a matéria escura, energia escura, objetos compactos e outros
efeitos possiveis no universo. Entendemos que é necesséario a utilizagdo de outras
formulagOes, levando em consideracdo essa discussdo de amplitude de transicdo, pois
tornaria deficiente descrever um sistema com efeitos externos sem ao menos configurar o
espacgo adequado para essa descricao.

llustramos como a andlise harménica pode ser aplicada na quantificacdo da
sobreposicdo de duas funcdes de onda em um espago de estados quanticos no circulo.
Utilizando Python, podemos ndo apenas calcular numericamente o produto escalar, mas
também visualizar graficamente as funcbes de onda envolvidas, proporcionando uma
compreensao mais profunda do conceito.

Estudos estédo sendo realizados nessa dire¢do, sendo analisados em regime de alta
dimensionalidade, processos de interagdo matéria-antimatéria, efeitos cosmolégicos e até
mesmo uma modelacdo levando em conta outras variaveis na identificacdo da realidade
fisica, favorecendo para consolidacdo do entendimento da textura do universo.

Formulacdes alternativas de amplitude de transicéo estdo sendo analisadas para
posterior aprofundamento, bem como a restricdo de simplicidade na espuma de spin.
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