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RESUMO: Uma versao uniforme do principio
de invariancia de LaSalle para sistemas
periédicos €& proposto e demonstrado
neste trabalho. Esta versdo é util para
obter estimativas uniformes, com relagao
aos parametros, do atrator e da regido de
atracdo de um sistema dinamico periédico.
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11 INTRODUGAO

O Principio de Invariancia de
LaSalle [3, 4] estuda o comportamento
assintético das solugcbes de um sistema
sem a necessidade de conhecer
explicitamente as solu¢des das equacgbes
diferenciais. Para isto, uma funcéo escalar
auxiliar, usualmente denominada fungéo
de Lyapunov, é utilizada. Mesmo sendo
um resultado de extrema importancia em
diversas aplicagbes, apresenta alguns
problemas, sendo o principal deles a nao
existéncia de um método especifico para
encontrar a funcdo escalar auxiliar ou
também chamada fungdo de Lyapunov.
Uma das condicbes mais restritivas na
busca por esta fungdo € que a derivada
da mesma deve ser semi-definida negativa
ao longo das trajetérias do sistema. Em
varios sistemas, é dificil encontrar uma
funcé@o escalar satisfazendo as condig¢des
do principio de invariancia e em particular
satisfazendo a condigdo da derivada ser
semi-definida negativa.

Uma versao mais geral do principio
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de invariancia, denominada extensao do principio de invariancia de LaSalle, simplifica em
parte este problema, permitindo que a derivada da funcao escalar assuma valores positivos
em algumas regides limitadas do espacgo. Esta extensao foi provada para outras classes
de sistemas [1,6,8,10,11]. Além da sua importancia na teoria de estabilidade de sistemas
dindmicos nao lineares, a extensdo do principio de invariancia foi aplicada com sucesso
em problemas de ana’lise de estabilidade de sistemas elétricos de poténcia [2], e em
problemas de sincronizacéo [5, 8, 10].

Neste trabalho, investigamos a existéncia de um principio de invariancia uniforme
para a classe de sistemas periédicos. Este resultado & Util para obter estimativas de

atratores uniformes com respeito a seus parametros.

21 EXTENSAO DO PRINCIPIO DE INVARIANCIA PARA SISTEMAS PERIODICOS

Nesta secéo, uma reviséo do principio de invariancia para sistemas periddicos [12]
e sua extensao é apresentada. Considere o sistema dinamico ndo aut"onomo néo linear
X =f(t x) (1)
onde xER", te Re f: R x R"—> R"é de classe C'. As solucdes de (1) iniciando em
X, no tempo t seréo denotadas por s(t, £, X;).

Antes de apresentarmos o teorema do principio de invariancia para sistemas
periédicos, necessitamos definir alguns conjuntos de nivel. Dado uma fungéo escalar V :
R x R" - R de classe C', sad eles: S(L) :={x € R": 3t€ R tal que V (t, x) = L}, A(L) :={x €
R": V(L x) <L, VteR}e S() :={xe R":3te Rtalque V(f, x) <}, A() :={xeR": V(i x)
<, vte R}.

Sob certas condi¢bes sobre a derivada da funcdo escalar V , podemos mostrar
que os conjuntos de nivel S(L) e A(L) possuem algumas propriedades de invariancia, a
qual omitiremos aqui [7]. Assim, apresentamos o principio de pnvariancia para sistemas
periédicos.

Teorema 2.1. [12][Principio de Invaridncia para Sistemas Periédicos] Suponha que
o sistema (1) seja periédico e V : R x R” - R seja uma fungad de classe C' tal que V
seja periodica e com 0 mesmo periodo do sistema (1). Seja L € R uma constante real, e
considere os conjuntos S(L) e A(L). Suponha que S(L) seja limitado e V(t, X) <0, Vt € R, VX
€ S(L). Defina E :={x € S(L) : 3t € R tal que V(t, Xx) = 0}. Seja B o maior conjunto invariante
contido em E. Entad: (i) x, € A(L) = s(t, &, x,) » B quando t — +% para todo t € R; (ii) x, €
S(L) = 3t tal que s(t, t, x,) » B quando t > +.

A extensdo do principio de invaridncia de LaSalle para sistemas periédicos é
apresentada, omitindo sua demonstracdo [7]. A caracteristica fundamental desta extenséo
€ a possibilidade da derivada da fungéo escalar auxiliar V assumir valores positivos em
algumas regides limitadas do espacgo de estados. Alguns lemas estudam a invariancia de

S(L) e A(L) quando V>0. Com esses resultados, entre outros [7], apresentaremos o teorema.
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Teorema 2.2. [7][Extensad do Principio de Invaridncia para Sistemas Periodicos]
Suponha que o sistema (1) seja periédico e V : R x R" - R seja uma fungad de classe C'
tal que V seja periddica e com o mesmo periodo do sistema (1). Seja L € R uma constante
real, e considere os conjuntos S(L) e A(L). Suponha que S(L) seja limitado. Seja C 2 {x €
S(L) : 3t, V(t x) >0} e admita que sup(t,X)€[0,T1xC V (t, x) = | < L. Defina S(I), A()) e E :=
{x € S(L) : 3t € R tal que V(t, x) = 0} U S(/). Seja B 0 maior conjunto invariante contido em
E. Entaé: (i) x, € A(L) = d(s(t, t, x,), B) = 0 quando t —» « para todo t, € R; (ii) x, € S(L) =
3t, tal que d(s(t, t

s Lo

X,), B) = 0 quando t — o; (iii) x, € A(l) = s(t, t

, b, X,) tende para o maior

conjunto invariante contido em S(I) para todo t, € R; (iv) x, € S(I) = 3t, tal que s(t, &, x,)
tende para o maior conjunto invariante contido em S(/).
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Figura 1: As solugdes que iniciam em A(L) ndo
saem de S(L), e para as solugdes iniciando em
S(L), existe t tal que a solugéo iniciando neste

Figura 2: As solugbes que iniciam em A(/) ndo
saem de S(/). As solugdes iniciando em A(L) ndo
saem de S(L) e, uma vez entrando em S(/), ndo

tempo néo sai de S(L). saem de S().
As Figuras 1 e 2 ilustram geometricamente os resultados dos Teoremas 2.1 e 2.2,

respectivamente.

31 PRINCIPIO DE INVARIANCIA UNIFORME PARA SISTEMAS PERIODICOS

Nesta secao consideramos incertezas nos parametros do sistema e desenvolvemos
um Principio de Invariancia Uniforme. O principio de invariancia uniforme para sistemas
periodicos é Util para obter estimativas de atratores uniformes com respeito a seus
parametros. Considere o sistema dinamico ndo autbnomo nao linear

X="f(t x, \) @)

onde x e R", t€ Re A € A c R" é um vetor de parametros do sistema. Seja f: R x
R” x A = R"uma funcédo de classe C'.

Teorema 3.1 (Principio de Invariancia Uniforme para Sistemas Periédicos). Suponha
que o sistema (2) seja periddico, que V : R x R" x A - R seja uma fungad de classe C' tal
que V seja periddica e com o mesmo periodo do sistema (2) e a, b, ¢ : R x R" - R sejam
fungbes continuas e periédicas, com o mesmo periodo do sistema (2). Admita que para

qualquer (t, x, \) € R x R"x A\, tem-se a(t, x) < V (t, x, \) = b(t, X), =V (t, x, \) = c(t, X). Para L >
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0, seja S(L) :=={x € R": 3t € R tal que a(t, x) < L}. Admita que S(L) seja nad-vazio e limitado.
Considere os conjuntos A(L) :={x e R": b(t, x) <L, Vte R}, C2{x € A(L) : 3t tal que c(t, X)
<0}. Suponha que sup(t,x)€[0, T]1xC b(t, x) < | < L e defina os conjuntos S(I) :={x € R": 3t €
R fal que a(t, x) < [} e A()) :={x € R": b(t, X) </, Vt € R}. Defina E :={x € S(L) : 3t € R tal que
c(t, x) = 0} U S()) e seja B o maior conjunto invariante contido em E. Se A é um parametro

fixo em N\ e todas as condigées séo satisfeitas, entdo para x, € A(L) a solugad s(t, t, x,, A) &

definida em [t, ) e as seguintes conclusées sdo obtidas: (i) Se x, € A(l) entao s(t, t,, x,, A)

€ S()) parat>t e d(s(t t, x,, \), B) » 0 quando t - « para todo t € R; (i) Se x, € A(L) — A()),

t O! 0!
entdo s(t, t,, x,, \) ndo sai de S(L) e d(s(t, t,, x,, \), B) —» 0 quando t - « para todo t, € R.

Demonstracéo. Provaremos primeiramente a afirmagéo (i). Sejam x, € A(/) e [t, cop)

o intervalo maximal de existéncia da solugéo s(t, , x,, A) de (2). Suponha que existe telt,

u)p) tal que s(f, t X,, N) €/ S()). Entéo, temos que V/ (t, s(t, t, x,, N)) < b(t,, s(t, t, x,, N)) <

s for 0’ ‘0’ 0’ 07

le V(t,s(t, t, x, N, N) = a(t, s(t, t, x,, N)) >/, 0 que implica que existe t <t talque V (i,

s Yo7

s(t, t, x, N), N) =le b(t, st t, x, N) = V(t st t, x, N, \) >/para t€ (i, {). Logo s(t, t,

J 0! i 0! J 07
X, N) €/A()) para t € (f, t), 0 que nos leva a uma contradi¢&o, pois —V(t, s(t, t, X, N), N) 2

c(t, s(t, t, x,, N)) =0, o que significa que V (t, s(t, t, x,, A), A) € uma fung&o decrescente de

t neste intervalo. Como s(t, &, x,, A) € S()) c S(L), Vt=t e S(L) é limitado para t = t, entdo

S(/) é limitado para t = t, o que implica que w, = e portanto s(t, t, x,, N) € S(I), Vt € [t,, ).

Portanto, temos que o conjunto Q-limite, Q(t, x,, A) = Q,, € ndo-vazio e a solugéo s(t, t, x,,

A) = Q, quando t - ». Como Q, é um conjunto invariante [7] e Q, < S(/), entdo a solugéo

s(t, t, x,, A) tende para o maior conjunto invariante de (2) contido em S(/), quando t — o,

provando assim a afirmacao (i).
Para provar a afirmagéo (i), considere x, € A(L) — A(/) e seja [t, wp) o intervalo
maximal de existéncia da solugéo s(t, t, x,, A) de (2). Se existir t tal que s(t, t, x,, A) € A()),

entdo o problema se reduz ao item anterior. Suponha agora que s(t, t, x,, ) €/A(/) para t €

[t, w) e portanto s(t, t, x,, A\) &C para t € [t, 0 ). Se existe [ € [t, w ) tal que s(f, {, X, )

& S(L) entdo L= a(f, s(t, t, x, \)) = V(E, s(f, t, x,, \), N\) e V (L, s(t, t, x,, N), \) = b(t, s(t,

s tor 0’ ‘o’

t,, X,, N)) <L, contradigéo, uma vez que fora de A(/) temos que V(t, s(t, t, X, A), \) =0. Para

o tempo t € [, oop), temos que a(t, s(t, t, x,, N)) = V (8, s(t, t, x,, N), A) < V (&, s(t, t, x,, N),

0’ 07

A) < b(t, s(t, t, x,, N)) = b(t, x,) < L e portanto, s(t, t, x,, \) € S(L), Vte€ [t, wp), VA. Como

J 07
S(L) é limitado entéao W, =%, Sendo Q, o conjunto Q-limite de s({, £, x,, A), temos que Q, c
{xeR":t=1t, a(t, x) < b(t, x,)}.

0’ 70
Como s(t, t, x,, \) € C, Vt = t, entdo —V(t, X, \) = c(t, x) >0, Vt=t, implicando em
—V(t, x,\) >0,Vt=t,isto &, V' (t x, \) =0. Assim, V é uma fungéo decrescente e entdo V

(8 s(t, t, x,, \), \) s V(t, s(t, t, x,, \), N) < b(t, s(t, &, x,, N)) = b(t, x,) <L. Por hipbtese

) Ty o 1o 0 Lo
V é continua e periddica em t e, por S(L) ser limitado, entdo V € limitada, em particular,
inferiormente limitada para t = t, entéo “,Tm V(t st t, x, N),\) =a€R. Sejape€ Q,. Entdo
existe uma sequéncia {t}, t, > * tal que s(t, t, x,, \) - p. Para cada j, encontra-se k, € Z

tal que t — kT € [0, T). Entdo a sequéncia {t} = {t — kT } € limitada, e portanto admite uma
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subsequéncia convergente. Escolha tal subsequéncia {1',} = {t' — k'T } e enumere mais uma
vezcomo{t} .Sejat€|[0, T)seu limite. V (t', s(t, t,, x,, ), \) = V(t',+ K'T, s(t), t,, x

perlo .daV

N, N) =V (T, s(t, t, x,, ), \), onde t’ =T',+ k'T. Entéo podemos concluir que a = lim V

(t, s(t', 1‘0, X, A), N) =1lim V (T, s(t, , x,, N), ) cont. da_ VV (1, p, A), implicando em ’Vo(
PN = .

Vamos mostrar que V (u, s(u, T, p, A), A) = a, Yu € R. Temos que s(u + kT, £, x,, \)
— period. da V s(u, T, p, A) quando i— % [7]. Logo, a = I|m V(u+ KT, s(u+ KT, t, x,, \),
N) = imoelim V (u, s(u+KT, £, X, ), A) period. da v I|m V(u s(u T, p, A), A). Como Q, é um
conjunto |rll_\)/°;r|ante j—»>% entdo s(u, T,p A EQ, Vu Portanto V(u, s(u, T, p, \), \) =q, Yu
> V(T p A=

ComoCnQ,=0eQ, cS(L)entdo 0=~V (t x, A) = c(t, x) parax€ Q, e t = t.. Logo
Q, c E e portanto s(t, t, x,, A) tende para o maior conjunto invariante de (2) contido em E,
quando t — . Portanto, provamos a segunda afirmacgéo do teorema.

Com a existéncia das fungdes a, b e ¢, as quais ndo dependem dos parametros do
sistema, € garantida a uniformidade com relacéo aos parametros. A Figura 3 representa o

Teorema 3.1.

Figura 3: As soluc¢des iniciando em A(L) ndo saem de S(L). Para as solugées inciando em S(L) — A(L)
nada se pode conluir (observe que a solugéo iniciando em x, deixa o conjunto S(L) e n&o retorna). As
solugdes que entram em A(/) ndo saem de S().

Exemplo 3.1. Considere o sistema dindmico nab linear e periédico descrito pela
equacad diferencial: x= —-x(x® + y* — 1) + y(a + sin(f)); y= —x(a + sin(f)) — y(x* + y* = 1) (3),
onde a &€ um parametro do sistema. Seu valor nominal é a = 2 e existe uma incerteza.

De +5% em sua determinacédo deste parametro. Portanto, o parametro pertence ao
seguinte subconjunto de R: A :=={A:=a€R:q <as=<aq,}ondea,=1,9eq,=21.

Vamos empregar o principio de invariancia uniforme (Teorema 3.1) para obter uma
estimativa do atrator uniforme com respeito a seus parémetros.

M%ﬂf’() que é uma fungéo peridédica com o

mesmo periodo do sistema (2) Podemos escolher as fungdes a e b como sendo a(t, x, y)

2?4+ 22 4y
s bl X ) =

apy + sin(t

Considere a fungéo V (a, t, x, y) =

Calculando a derivada de V ao longo das solugdes 2 2

de (2), obtém-se a seguinte estimativa: V(a, t, x, ) = CS—TJ;(Q)Q [2(x% + y2 = 1)(a + sin(?))
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. 22442)2 22442
+ cos(f]. Temos que: V= 57— 100 (1 4 2(a — )] = dlt, x, ) = (@ +)2) [y(@ +
) — B], onde y = % eB= %’ﬁ Observe que c(t, x, y) <0 se, e somente se x2+)?
M+
<£ . Definindo o conjunto C:={x € S(L) : 3t € R tal que xX* + y? <&}, y temos que sup
y 22 4 y? 2?42 3 4 (t, X)e[0, T]xC
b(t, x) = SUD (21;L+si;1(f) =sup 7 = S, 1) - 95,9534 </:=5,96. Logo, S()) :={(x,
y) € R" X2 + )2 <18, 476} e A(l) :={(x, ¥) € R" X2 + )2 <5, 96}. Portanto, as hip6teses do

Teorema 3.1 sad satisfeitas e entdo temos que as solugdes tendem para o maior conjunto

invariante contido em S(J).
A estimativa anterior assim como uma representacdo numeérica do atrator estdo
mostradas na Figura 4 para dois vetores de pardmetros diferentes. A circunferéncia externa

€ representada conjunto S(/) e a circunferéncia interna conjunto A(/).

‘ Q//
»

sy aA()

Figura 4: Estimativa uniforme do atrator global do sistema (3) paraa,_=1,9e q,, =2, 1. As trajetorias
iniciando nos pontos (1, 1,5) e (-2, 1,5), para a = 2, tendem para o0 mesmo atrator periédico dentro de

S().

41 CONCLUSOES

Neste trabalho, um principio de invaridncia uniforme para a classe de sistemas
periodicos foi demonstrado. A principal caracteristica deste resultado é a possibilidade de
con- siderarmos incertezas na determinag¢ao dos parametros do sistema. Este resultado foi
Util para obtermos estimativas de atratores uniformes, com respeito a seus parametros, de

sistemas periodicos.
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