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RESUMO: Na vida real, a solugdo de
problemas que envolvem  diversos
fendbmenos é de dificil solugdo analitica,
isso inclui os fendmenos que envolvem
fluidos. Dentre eles, pode-se citar uma
usina hidrelétrica, ou até mesmo em
nossas casas com o saneamento basico,
mas infelizmente diversos fendmenos que
incluem liquidos ou gases ndo possuem
solucdo analitica, sendo necessario
buscar por solu¢gdes numéricas, que dardo
um resultado aproximado. O presente
trabalho tem como objetivo apresentar
alguns métodos numéricos que podem
ser utilizados para encontrar solucdes
aproximadas para equagdes que envolvem
fluidos. Os métodos que seréo apresentados
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sdo o0 método de Euler, método das
diferencas finitas e o método dos elementos
finitos, que s&o métodos muito utilizados
para a solugéo de problemas envolvendo a
mecanica dos fluidos.

PALAVRAS-CHAVE: Método de Euler;
Diferencas Finitos; Elementos Finitos;
Volumes Finitos; Fluidos.

REVIEW ABOUT NUMERICAL
METHODS FOR APPROXIMATE
SOLUTIONS OF FLUID MECHANICS
EQUATIONS

ABSTRACT: In real life, solving problems
involving various phenomena is difficult to
solve analytically, this includes phenomena
involving fluids. Among them, we can mention
a hydroelectric plant, or even in our homes
with basic sanitation, but unfortunately
several phenomena that include liquids or
gases do not have an analytical solution,
making it necessary to search for numerical
solutions, which will give an approximate
result. The present work aims to present
some numerical methods that can be used
to find approximate solutions for equations
involving fluids. The methods that will be
presented are the Euler method, the finite
difference method and the finite element
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method, which are widely used methods for solving problems involving fluid mechanics.
KEYWORDS: Euler method; Finite Differences; Finite Elements; Finite Volumes; Fluids.

INTRODUCAO

Em muitos problemas envolvendo fluidos é interessante realizar uma analise
diferencial, que consiste em estudar todos os pontos de uma regido de escoamento. Em
uma secado de volumes infinitesimais, onde no limite, tendendo a quantidade de volumes
infinitos, o tamanho do volume tende a um ponto (Cengel, 2015).

Para realizar uma analise diferencial, a fim de encontrar solu¢cdes para uma equacgao,
€ importante especificar as condi¢des de contorno, em toda a fronteira do dominio de
escoamento. (Cengel, 2015).

Infelizmente muitas equagdes, como por exemplo as equagdes de Navier-Stokes
ou ainda a equacgao de Colebrook, ndo possuem solugdo analitica, sendo necessério a
utilizacdo de métodos numéricos para encontrar solugbes aproximadas, a ndo ser em
algumas situagdes que possuem campo de escoamento simples (Cengel, 2015). Assim,
para resolugéo de equagbes complexas, utiliza-se a discretizagdo do dominio, dando inicio
a uma analise numérica. A discretizagdo permite o uso computacional para tratamento das
equacdes diferenciais. (Franco, 2012).

Em aplicacdes reais, diferente de idealizagbes, existem vérias variaveis que
influenciam no resultado de uma equacgéo. Nao é dificil perceber que estamos em um
mundo que possui trés dimensodes, além de uma dimensao temporal, isso significa que,
para formular alguma equacdo, ela possuira quatro incognitas, pelo menos, e as suas
derivadas serdo parciais, dando origem a equacdes diferenciais parciais.

As equacdes diferenciais parciais (EDP) sdo de maior complexidade do que equacoes
diferenciais ordinarias (EDO), pois possuem mais variaveis e raramente possuem solucéo
analitica (Franco, 2012). Isso néo significa que todas as equacgbes diferenciais ordinarias
possuem solugéo analitica.

Métodos numéricos sdo usados para conseguir encontrar solugdes aproximadas,
e o presente trabalho tem por objetivo realizar uma revisao da literatura disponivel sobre
alguns destes métodos.

O primeiro é o método de Euler, que é o mais facil, porém, a solu¢do ndo possui
muita qualidade, entretanto possui a sua importancia teorica (Franco, 2012), e pode ser
utilizado para resolucao de EDO’s.

O segundo método é o das diferencgas finitas, que consiste em dividir o dominio em
pontos discretizados, e substituir as derivadas por aproximacdes (Franco,2012).

Por ultimo, tem-se o0 método dos elementos finitos, que consiste em dividir o dominio
em elementos. Ao se entender o comportamento de cada elemento de um conjunto, fica

mais facil entender o comportamento do dominio (Filho, 2009).
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O presente trabalho possui a justificativa de ser necessario encontrar solucées para
equacdes diferenciais onde ndo existe solucdo analitica, e isso inclui equacdes de mecénica
dos fluidos. Assim sendo, € importante mostrar métodos numéricos para encontrar estas
solugdes, além de mostra-las em algumas aplicagbes direcionadas a mecéanica dos fluidos.

Solugbes de equacdes diferenciais sdo muito Uteis para varias aplicacdes, sendo
entdo de interesse nas mais diversas areas que elas se encontram.

Assim, o presente trabalho tem o objetivo de realizar uma reviséo da literatura
disponivel sobre diferentes métodos numéricos para encontrar solugbes aproximadas de
equacoes diferenciais, e aplica-las em mecanica dos fluidos. O levantamento bibliografico
ser realizado utilizando ferramentas gratuitas de busca, como o google scholar.

METODOLOGIA

Serédo demonstrados alguns métodos numéricos utilizados para resolver equagdes
de mecanica dos fluidos, além de mostrar os resultados em tabelas e simulagcdo em CFD
(dindmica dos fluidos computacional).

Na analise dos fluidos, se encontra grande quantidade de situacdes que possuem uma
analise diferencial pois quando se trata, por exemplo, de escoamento, o fluido se desloca e
seu comportamento varia pelas trés dimensdes espaciais e/ou pelo tempo, podendo assim
originar equacdes diferenciais se tratando de um volume infinitesimal onde as variagbes
sédo infinitesimais. Outro exemplo € no regime transiente, onde as caracteristicas do fluido
variam com o tempo podendo assim originar equagdes diferenciais.

Primeiro sera apresentado o método de Euler em alguma equacéo de mecénica dos
fluidos, a seguir o método dos elementos finitos, das diferencgas finitas e por fim o método
dos volumes finitos.

Para utilizar o método de Euler é necesséario saber o valor inicial da variavel
independente e da variavel dependente. Ja para conseguir utilizar o método das diferencas
finitas e dos elementos finitos, € necesséario determinar os valores de contorno, que
dependera de como sera feito o experimento (se sera com velocidade inicial zero e o valor
da velocidade final fixo, por exemplo).

No método dos elementos finitos sdo encontradas equacdes que descrevem 0s
graus de liberdade do fluido a ser analisado.

Seréo apresentados os métodos em equagdes de mecanica dos fluidos pois nela
existem varias analises diferenciais, e isso inclui analises em regime transiente, onde as
caracteristicas do fluido variam com o tempo.

No presente trabalho serdo demonstradas algumas aplicagbes dos métodos
estudados em solugOes aplicadas a problemas da mecanica dos fluidos, vindo de trabalhos
cientificos publicados que serdo revisados para esse presente artigo, sendo esse um
estudo teorico de reviséo bibliografica.
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REVISAO DA LITERATURA

Expressbes matematicas que possuem o simbolo de igual denominam-se equagdes.
Equacdes diferenciais sdo equagbes que possuem derivadas em suas fungbes (Cengel,
2014).

Varios problemas encontrados nas engenharias possuem formulagéo que envolvem
derivadas, originando assim equacdes diferenciais (Cengel, 2014). Infelizmente, muitas
dessas equacgdes diferenciais ndo possuem solugéo facil, sendo necessario a utilizagao de
métodos numéricos.

Um método facil € o método de Euler, que tera sua demonstragdo apresentada a
seguir:

Considere que as equagdes 1 e 2 sdo continuas e diferenciaveis (Franco, 2012):

= f(xy) (1)
yx) =, 2)
Considere y(x) a solucéo exata. Utilizando série de Taylor para y(x +h) em torno de

X, obtemos a equagéo 3:

_ . Ko C) X
yox, + )=yl ) + hy'(x) + 5yi(x) + .+ Smy ) + 6

,xn<2n<xn+h. (3)

O ultimo termo é o erro de truncamento local.
Truncando a expressao (3), depois de (q + 1) termos, e, considerando que y'=f(x,
y), obtemos a equagao 4:

o, + B = y(x) + hfCx,y(x )+t Af V0 yx ). (4)
Substituindo y(x ) por y_ e fi(x, y(x_)) por f/, obtemos:

Yo=Y, T hfn + %fn' ot f (q+1) 5)
Esse € o método de Taylor de ordem q.
Fazendo-se g = 1 em (5), conseguimos a equagéo 6:

Ypgr = Yy ¥, (6)

Obtemos por ultimo o método de Euler.
Considerando g = 1 em (3), teremos a formula progressiva do método das diferencas
finitas, que usa a diferencga progressiva e seu erro (Franco, 2012), mostrada na equacao 7:

y(x) = 20 Ry pe(rx + h) (7)
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De modo parecido, fazendo -h em (3), mas continuando com q = 1, consegue a
formula regressiva, que usa a diferenca regressiva e seu erro (Franco,2012), conforme
mostrado em 8:

Y = 22EN 4 LynE), te(x — hx) (8)

Agora considerando g = 2 em (3), e h e -h, respectivamente, obtemos a seguinte
equagao:

3

_ . [ [
yox, + b= ylx) + hy'(x) +—5y"(x) + 50y ©)
" K’
Y - W)= yx) - hy'(x) —5y(x) -5y
Calculando y(x+h) - y (x-h), obtém-se a férmula centrada que utilizada a diferenca
central e seu erro (Franco,2012), mostrada na equagéo 10:

() = LR I (10)

Essas formulas obtidas do método das diferencas finitas podem ser aproximadas
para derivadas parciais de funcbes de varias variaveis. Assim, segundo Franco (2012), e
considerando u, como derivada parcial de u em relagéo a t, temos as seguintes equagbes
(11-13):

Progressiva:

= SRty 0D, (<< r b "
Regressiva:
u(oy) = MR Ly g - k< {< D) (12)

Central de segunda ordem:

2
_ uGtht)—2uet) +u@—ht) h
uxx(x' t) - hz 12 uxxx(g' t), (1 3)

(x—h<E<x+h)

O método das diferencas finitas pode ser utilizado em situagdes 2d e 3d sendo ele
recomendado para geometrias exatas sem muitas irregularidades, mas nada o impede de
ser utilizado em geometrias exoticas.

Considere a equagéo 14:

Op ou v _
Frali e +pdy =0 (14)

Pode-se utilizar diferenca progressiva, regressiva ou central para aproximar a
equacgao 14.
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Considere a figura 1, nela percebe-se que deve-se reduzir muito o dominio nas
bordas para a utilizagdo do método de diferencgas finitas, 0 que aumenta muito o custo
computacional. Porém, utilizando um retangulo reto, tem-se uma aproximagédo melhor
do resultado real, precisdo essa que diminui com as irregularidades da malha que esta

tratando o método.

Figura 1 - Aproximacdes. (a) aproximacao em diferencas finitas, e (b) em elementos finitos

Fonte: Métodos Numéricos para Engenharia

Com geometrias irregulares, a substituicdo do método das diferencas finitas pelo
método dos elementos finitos, apresenta melhores valores de aproximacdo para tais
geometrias. Na pratica, isso significa que os resultados obtidos apresentam menos erros,
0 que se aproxima da realidade.

Ainda com base na figura 1, pode-se observar que em (b) existe uma melhor
aproximacao do que em (a). Os polinbmios usados sdo em formato triangular.

Pode parecer estranho a utilizagcdo dos elementos finitos em mecanica dos fluidos,
todavia existe formulagcéo para isso, como por exemplo o método Petrov-Galerkin SUPG,
uma formulagéo especial para a mecénica dos fluidos.

O método mais utilizado em fluidodinamica € o método dos volumes finitos, pois ele
possui uma caracteristica que os outros métodos ndo possuem: Respeita a propriedade
conservada das equacoes, pois ele faz um balanco, desta maneira considera todas as
caracteristicas de entrada e de saida no volume de controle considerado, ndo tendo criagéo
ou destruicdo de nenhuma propriedade. Cabe ressaltar que por conta disso, o uso do
método deve ser realizado para as equacgdes em suas formas conservativas, caso contrario
absurdos podem aparecer, como criagéo ou destruicdo de matéria, por exemplo.

O método dos elementos finitos consiste em subdividir o dominio em regides
simples. A solugdo do conjunto é obtida juntando as solug¢des individuais de cada parte
(Chapra, 2016).
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A relacdo existente entre as acbes e os graus de liberdade s&o melhor expressos
por meio de matriz. Assim (Filho,2009):

{1 = 1kl {u}

Podemos, por exemplo, dividir em uma malha com tridngulos o dominio de uma

(19)

chapa bidimensional, como mostrado na figura 2:

v

- -
- i 4
. -

- . " -

- "‘_“ L
- .= P

i

Figura 2- dominio em forma de triangulo

Fonte: Elementos Finitos: A Base da Tecnologia CAE

Na imagem acima, cada ponto é um n0, que possui graus de liberdade.

Os graus de liberdade que compdem a matriz u, em uma situagéo bidimensional por
exemplo, serdo fungdes polinomiais, onde a poténcia dependera da quantidade de graus
de liberdade.

Os elementos finitos, apresentam solugdo manual trabalhosa, felizmente podem ser
resolvidos com auxilio de programas computacionais.

Independente do problema que estiver sendo analisado, sempre sera utilizado
uma matriz (ndo necessariamente igual a (15)) que sera resolvida iterativamente em um
problema computacional.

Outra metodologia usada € o método dos residuos ponderados. Uma metodologia
simples, que consiste, de acordo com BRASIL, et al (2015), em uma formulagéo fraca, que
€ quando uma igualdade de equacéo diferencial que era para ser zero em todos os pontos
do dominio ndo precisa ser em todos 0s pontos, mas sim em uma média ponderada, como
na equacgéo abaixo:

L
J ROW(x))dx = 0 (16),
0
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onde R(x) € o residuo e W(x) uma funcdo de ponderagéo.

O método de Galerkin é basicamente quando a fungdo peso W(x) possui a mesma
forma da funcdo da equagéo que se quer achar a solugédo. A seguir sera apresentado um
exemplo do método. (Brasil et al, 2015).

Considere o seguinte problema:

2
Z“z + <=0, tal queu(0) = Oeuw'(L) = —r (17)
X

Se for utilizado uma aproximacéo para a fung¢éo u, entdo essa igualdade deixara de
ser zero, mas apresentara um residuo:

S+ = RO (18)
Assim:

L

J (ReW(x))dx = 0 (19)

0

Uma aproximacgao para é:

u@®) = ¥ ab (x) (20)
=1

i=

ou, de forma finita:
u(®) = ad (x) (21)

A fungéo que aproxima normalmente é polinomial.

Como dito anteriormente, a funcdo peso tem a forma da fungao que procuramos,
assim podemos definir como sendo:

w(x) = B o, () (22)

Substituindo:

L

BT (2 + L0 dx = 0 (23)
0

Que é satisfeito com:

2

L
[ G+ FD400 dx = 0 (24)

Rearranjando e integrante por partes, integrando e arrumando, obtém-se:

L L
i)
d d
EA<EEg (L) — [ EASSE—Tdx + [ q¢ dx = 0 (25)
0 0
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aw) |
f EASEED — gy = f q dx + P (L)

Considerando a fungdo de aproximagéo para u:

L ae) aw)
a [ EA——— —qu)dx+Pd)(L)

0
Agora define-se:

L a) d)
— i 7
KU = { EA—"——"—dx

L
F}_ = { q¢jdx + Pc])j(L)

Assim, chega-se na equacéo:

F = Ka

Onde a equagéo pode ser resolvida e colocada de forma matricial

Agora, considere a seguinte equacgao (Ribeiro,2019):

6_f + V. (ugp) + V.(— kVo) = Q(x,y)

(26)

(27)

(28)

(29)

(37

onde ¢ €& a concentragdo da substancia, up é o fluxo convectivo e kVo o fluxo

difusivo (Ribeiro,2019).

Para esta situacéo, a formulagdo de Galerkin € mostrada abaixo (Ribeiro,2023)

Zf(NN

j=10

onde F = kVp.n
Ou, de forma matricial:

do —

A seguir € mostrada a formulagdo SUPG:

fR((p)Wd.Q + AnumE[ f R(@)Tu. VwdQ

C
onde:

— th

T = 2.|ul
1
§ = cotanh(a) — —

= luh

21|kl

T NNV.up + N @VN)@ + (VN kVN ) )dl = fNQdQ + fNFdr (32)

(33)

(34)
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O método dos volumes finitos consiste basicamente em dividir o problema em
quantidades pequenas e finitas de volume e realizar um balango ou integracdo no volume
(Maliska, 2004).

Nesse método também se utiliza normalmente diferencas centrais em algumas
derivadas presentes (Maliska, 2004).

Como exemplo, considere a figura 3, onde realizaremos um balango de propriedades
(Maliska 2004):

b -
puldy| W ¢ puly
e

€

prAy],

x+Ax

Figura 3 - Volume Elementar

Fonte: Transferéncia de Calor e Mecanica dos Fluidos Computacional

(pw),—(pw), (), —(pu),
Ax + Ay =0 (38)

Apos aplicar limite, obtemos:

d(pw) a(pv
dx + dy =0 (39)

E agora integrando o volume e considerando que o fluxo de massa € a média da
variacdo, obtemos:

puaY — pudY + puaX — puAX =0 (40)
ou

dm‘3 dmw dmn dms

x “ @ vt & — & =0 (41)
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Funcoes de Aproximacao

Em relacdo as fungbes que aproximam os elementos, serd mostrado dois tipos: um
elemento triangular e outro retangular.

Em relag@o ao elemento triangular, ele pode possuir a caracteristica de ser linear,
como na equacéo 42 a seguir:

flx, v) = a+ bx + cy (42)

Essa fungéo devera possuir o valor de 1 no n6é de analise, e zero nos demais nés.
A mesma func¢do pode ser generalizada para trés dimensdes, conforme pode-se
observar na equacgéo 43:

fx,v,2) = a+ bx + cy + dz (43)

Onde a, b, c e d sdo constantes a determinar.
Usando-se dos polindmios de Lagrange pode-se obter os elementos para o caso
quadrilatero:

N o= = BTG -E 8 )6 -G L)
i EECE E)-GE JGE G ).

P+l

(44)

+1

Para cada dimensao, conseguimos as fungbes de interpolacdo multiplicando os

polinémios de Lagrange em cada direcdo. Como exemplo, para um quadrilatero de 4 nds,

temos:
N, = 1/4(1 +E)(1 + ) (45)
N,=1/4(1 =&)L + 1) (46)
N, = 1/41 - §)(1 - ) (47)
N, = 1741 +§)(1 = ) (48)

A seguir a imagem da parametrizag¢do utilizando o Software Octave:
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Figura 4 - Elemento N,

Fonte: Propria

A matriz no método FEA possui N equacgdes e incognitas, ficando obviamente com
um custo elevado computacional, quanto maior for o N.

Também fica maior a funcdo de interpolacéo, pois como foi definido na forma
genérica, o somatorio varia de 1 até N.

Outro problema é a forma dos dominios que podem ser bastante trabalhosos para
analisar.

Uma solucdo para esse problema é a parametrizacao das fungdes em elementos
isoparamétricos, transformando o problema em uma geometria de facil analise
(Ribeiro,2019).

Em relacdo ao problema da quantidade de fungdes, elas apenas ndo seréo zero
na matriz K onde o dominio for definido no problema analisado, assim sendo, essa matriz
possui uma quantidade grande de zeros nela. Pode-se, com a ajuda da facilidade de se
trabalhar com elementos isoparamétricos, isolar cada elemento na mudanca de variavel,
para trabalhar localmente com uma matriz local, e depois juntar os resultados na matriz
global.

Para transformar as variaveis x € y em um sistema local N e, basta multiplicarmos o

dA por JdNd§(sendo J o jacobiano) e mudar os limites de integracéo.
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METODOS DE RESOLUCAO DE MATRIZES

Sempre que resolvermos as equagdes por métodos numéricos, colocaremos elas
em formas matriciais para resolugéo computacional, assim ficando facil e organizado, além
de ser possivel a utilizacdo de teoremas que séo deduzidos da forma matricial tradicional.

Podemos reduzir uma matriz em uma forma escalonada (onde toda a parte inferior a
diagonal principal € igual a zero), para assim ficar de facil resolugdo por substituicéo direta.
A seguir, 0s passos a serem seguidos. (Anton,2012):

Primeiro devemos localizar a coluna mais a esquerda que nao seja inteira de zero. A
seguir, se a,.jfor um namero a, devemos multiplicar a linha 1 por 1/a. Depois, permutar a linha
nao nula mais a direita com a primeira posicdo. Em seguida somar de forma conveniente a
primeira linha com as linhas inferiores. Depois, deixamos fixo a primeira linha e repetimos o

procedimento, agora com a segunda linha, até termos a situacéo desejada:

Coluna niio nula mais & esquerda

2 4 —=10 6 12 28

0 0 2 0 > 12 3 Foram permutadas a primeira e a segunda
linhas da matriz precedente

2 4 —5 6 -5 -1

A primeira linha da matriz precedente foi

0 0 -

multiplicada por .

o
E =S
|
h N

6 -5 -1

5 vezes a segunda linha foi somada a

primeira linha

N -
)

Figura 5 - Método do Escalonamento

Fonte: Algebra Linear com Aplicagdes

Agora, sera abordado o Método lterativo de Jacobi, método usado em sistema na
forma de Ax=b.

Este método consiste em isolar o x; do lado esquerdo da equagéo, e deixando X,
do lado direito. Em seguida, definisse o X, como sendo a iteragé@o k-1, e 0 x, como sendo a
iteracéo k, iterando-se até convergir. Em forma de equacao, temos (Burder, 2016):
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n
k) I k—1) -
B =— (—ayx; ) +b|, paai=12,..., n.
ajj —1

] F1

Onde: a; é o elemento na posicéo ij da matriz A, e b, 0 elemento na posi¢éo i da
matriz B.

DESENVOLVIMENTO

O método de Euler utiliza-se em situacdes em que se quer saber o valor de uma
EDO, sendo possivel isolar a derivada de interesse de um lado da igualdade.

Considerando que se esta trabalhando em um lugar que tem admissé&o por
valvulas de algum gas, que leva um tempo para alcancar o regime permanente. Também
considerando que a densidade varia apenas com o tempo, e a velocidade em relagéo ao
eixo em que esta o seu sentido.

Logo temos a equacéo a seguir:

. du dv
dc+pdx+pdy—0 (49)
Se isolar o termo -9E_ de um lado, e souber o valor de p(0) (valor inicial), bem como
dt
~ du dv P . .
aequagao que rege —— e E € possivel descobrir 0 seu valor pelo método de Euler.

Este foi um exemplo da utilizagdo do método em mecénica dos fluidos, pois o foco
de utilizacdo dos métodos aqui presentes € em equacdes de mecanica dos fluidos.
Agora considere a equacao:
-k ; + w

du
dx

dZ“ = f(x), sendo k o termo difusivo constante e w o escalar de
d'x
velocidade.

Utilizando a formulagéo feita por Corréa (2024), tem-se:

k u(x+h)—2u(xz) + u(x—h) +w u(x+h)— u(x—h) (50)

2Ax

f=_

Ax

onde, generalizando para 2 dimensdes, tem-se:

f - k[ u(x+ht)—2u(xt) + u(x—ht) + u(x+ht)—2u(xt) + u(x—ht) ] +w [ u(xtht)— u(x—ht +

2 2
Ax Ay 2Ax

(x+h,t)— u(x—ht)
a1 (51)

Ainda de acordo com Corréa (2024), deve-se alterar o esquema central de segunda
ordem do gradiente de u, pelo esquema avancado ou atrasado. Ficando, assim:
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u(x+ht)=2u(x,t) + u(x—ht) u(x+h,t)— ux,t)

ht)—2u(x, —h,
f - k[ u(x+ht) ui))c(zt)+u(x t) + Ayz ] + W[ L +
u(x+ht)= u(xt)

2ax ]’ ou
f - k[ u(x+h,t)—2u(x,2t)+u(x—h,t) + w(x+ht)—2u(xt) +u(x—h,t)] +w [ u(x,t)—zfix—h,t) +
AX Ay
uxt)— u(x—ht)
2ax (52)
O método dos volumes finitos € mostrado agora:
Ainda de acordo com Corréa (2024), considere a seguinte equagéo:
— kg () + pog = f (83)
A qual se transforma em:
—kfdx( )dQ + pwf—ds —ffdn (54)
Se integrar a equacdo acima em um volume de controle obtemos:
d
[(— k= —)] + (pou, — pou ) = f, (55)
A qual se torna, apds aproximagao:
—k(uE — uP —k(uP —uWw 1
() - (D] + S (u, + 1) — 5po (w, + U D=
(56)
Generalizando para duas dimensoes:
a_ . a_ .0
— k5 G + 5 (Gl + = (pow) + = (pwu) f
— k[ [ audQ + pw$ Auds = [[ fdQ (57)
Q s Q
Considerando o dominio de integragdo como sendo um volume bidimensional,
obtemos:
ne
- kff[—u +—u] dxdy + mgﬁuds = [ fdxdy (58)
s w x s w

Que, ap6s desenvolvimento e aproximagdes, obtemos:
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k 1 k 1 k 1 k 1
(G + zp0) + (o= zp0) + (3p + zp0) + (G = Feolly, +

—k 1 —k 1
t (o= gewu_ .+ (5 + Fpwu

—k 1 —k 1
G+ Tpm)uHM J Ay 2 i+l + (A_y - TPUO)U-l

=f (59)
Considere agora as seguintes condi¢des de contorno:
u(x,0) = 0, Vxel0,0.2]

u(x,0) = 10(x — 0.2), Vx€]0.2,0.3]
u(x,0) = 1, vxe€]0.3,1]

u(x,1) = 0, Vxel0,1]
u(0,y) = 0, vyel0,1]
u(l,y) = 1, vyel0,1]

velocidade constante w(1,1)

Sendo a representacao desse grafico dada pela figura 4:

concentragdo u
s o o o
N B @ @ =

ao

Figura 4 - representacéo de um contorno

Fonte: Métodos de Diferencas Finitas e Volumes Finitos para Problemas Convectivos Difusivos

Abaixo € mostrada a tabela 1 feita por Corréa (2024), que traz os resultados usando
uma malha de 11 nés utilizando o método das diferencas finitas centrado. A tabela 2 traz o
resultado com o método dos volumes finitos.
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0 0

0 0

0 0,1140 0,1693 0,2968
00,1330 0.1805 0,3560
00,1399 0,1790 0,3706
0 0,1426 01782 0,3750
0 01433 0,1780 0,3761
00,1426 0,1782 0,3750
00,1399 0.1790 0,3706
00,1330 0,1805 0,3560
00,1140 0,1693 0,2968

0 0

0 0

0
02961
0,3317
0,3306
0,3289
0,3285
0,3289
0,3306
0,3317
0,2961
4]

0
0.4820
0,6090
0,6405
0.6485
0.6500
0,6485
0,6405
0,6090
0,4820

0

0
0,3644
0,4192
0,4197
0,4175
0,4169
0,4175
0,4197
0,4192
0,3644

0

0
0,7134
0,9403
1,0002
1,0144
1,0169
1,0144
1,0002
0,9403
0,7134

0

0
0,3182
0,3669
0,3680
0,3661
0,3656
0,3661
0,3680
0,3669
0,3182

0

Tabela 1 - resultados em MDF centrado

0
1,0936
1,4651
1,5655
1,5888
1,5928
1,5888
1,5655
1,4651
1,0936

0

Fonte: Métodos de Diferencas Finitas e Volumes Finitos para Problemas Convectivos Difusivos

0 0

00,1140
00,1330
00,1399
00,1426
00,1433
00,1426
00,1399
0 0.1330
00,1140
0 0

0 0
0.1693  0,296%
0.1805 0,3560
01790 0,3706
0,1782  0,3750
01780  0,3761
01782 0,3750
0.1790  0,3706
0.1805  0,3560
0.1693 0,2068

0 0

0
0,2961
0,3317
0,3306
0,3289
00,3285
0,3289
0.3306
0.3317
0,261
0

0
0,4820
0,6090
0,6405
0,6485
0,6500
0,6485
0,6405
0,6090
0,4820

0

0
0,3644
0,4192
0,4197
0,4175
0,4169
0,4175
0,4197
0,4192
0,3644

0

0
0,7134
0,9403
1,0002
1,0144
1,0169
1,0144
1,0002
0,9403
0,7134

0

Tabela 2 - resultados em MVF

0
0,3182
0,3669
0,3680
0,3661
0,3656
0,3661
0,3680
0,3669
0,3182

0

0
1,0936
1,4651
1,5655
1,5888
1,5928
1,5888
1,5655
1,4651
1,0036

0

Fonte: Métodos de Diferencas Finitas e Volumes Finitos para Problemas Convectivos Difusivos

Observe que os resultados sdo iguais pois, de acordo com Corréa (2024), os

coeficientes das matrizes resolvidas séo iguais.

Agora, considere a seguinte equagao:

+va+p

dp+u +v

+pdy—

+P +P

dy

=0

onde p é a densidade, u e v a velocidade em x e y respectivamente.

Formulando em diferencas finitas:

eyt —plry.t) +

u plxthyH)—pxy.t) + v

Py +ht)—p(xy.0) +

u(x+h)—u(xt) +

p voth=ve) _

At Ax Ay Ax Ay
(62)
Considerando que Ax=Ay=At=h, obtemos:
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ployt+h)—pey.t) +u pxt+hyt) —pxy,t) +v Py +h)—pxy,t) +p uQeth)—u(xt) +p vyt —vG) 0
(63)

Considerando a fungéo p conhecida em seu contorno, também conhecida a variagao
de u e v, temos uma equacao que sera analisada em n nés de uma regido, resultando assim
em uma matriz de n incognitas e n equacgdes. Esta é a situagdo mais facil de resolugcéo, sem
precisar de métodos numéricos para resolucdo das equacdes. Se soubermos o valorde v e
de u, e de suas variagdes, e da densidade no contorno do objeto de analise, conseguimos
resolver por métodos simples como escalonamento.

Agora, vamos formular para volumes finitos, assim:

dp o=
—tVWwp=0 (64)

d -
J&F+ Vo p)dxdydt = 0 (65)

[-gdxdydt = [(p, ., = p)dxdy = [(p,, — p)Axty (60)

t+At t+At

- v EICH
J V@ p)dxdydt = [(HEE- + —(Z—ygl)dtdxdy = fp,,, — up)didy +

+ f(vpy+Ay - vpy)dtdx (67)
Assim, obtemos:

(p

ane T p)AxAy + (upx+Ax — up )AtAx + (vpyﬂy - vpy)AtAx =0 (68)

Ainda, se considerarmos que: At=Ax=Ay, obtemos:

vidy vpy) =0 (69)

(Ppppe — PP T o, —up)+ (vp

Sendo de féacil resolugéo.

Acima, consideramos que a variagcao temporal e nos eixos x e y séo iguais, para
assim podermos “cortar” na equagdo. Podemos também supor que ambos possuem
variagao unitaria, e definir a variacdo temporal como segundo, e a variagdo espacial como
milimetro.

A seguir, 0 método dos elementos finitos aplicado em duas equagdes diferentes.

Primeiro, tem-se:
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JEE + V(w p)wd = 0 (70)
Q

[2Ewd + [ o + wad.Q =0 71
ig—ﬁwdﬂ =wp — £ paa—":ﬂ (72)
wp = [ VwpdQ = [ pnwdr (73)
[V p)wdQ = v pw — [ v pVwdQ (74)
Q 0

[V pw)dQ = [ v pwndr (75)
Q r

Juntando:

[ pwndr + [ v pwndr — fp dQ — [v pVwdQ = 0 (78)

Aproximando as fungdes por polinbmios de interpolacédo, tem-se:

1; =y Njuj (77)
w=YNu (78)
N1 =1/81 +x )1 +y)(1 + ¢ (79)
> Njuj%dﬂ + fv_’ZNjujVZ Niuidn = [ pwdr + [ v pwdr (80)

Como u, pode ser qualquer valor arbitrario que desejarmos, obtemos:

u (f N dﬂ + fv N VN dﬂ) = [ pwdr + fv%pwdr (80)

ou:

F=KX

sendo que :
F=/pwdr + [v pwdr (81)
KfN d.Q+fv N VN dQ (82)

Nessa formulacdo acima, a condicdo de contorno é aplicada na integracdo do
contorno r, assim precisamos saber o valor de p em r e o valor de v em r, para assim
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conseguirmos resolver este problema. Saber o valor de significa saber qual a densidade
na regiao r, e saber v_significa ter o valor da velocidade vetorial em r.
Agora, aplicando o modelo SUPG:

O modelo para equagéo do transporte de um tragador pelo fluido de um reservatorio
é (Ribeiro, 2024):

q)g—§+ u.Vec + V.(— DVc) = 0, sendo:

(83)
¢ a concentragéo do tragador, ¢ a porosidade do meio e D o tensor de difuséo dado
por:
a . o= t
D = (== + «udl + LIuI wu (84)
sendo que u é:
u = V.(~-Vp) (85)

A seguir, € mostrado um grafico de solugdo com as seguintes consideracgdes (Ribeiro,
2024) : 1000m * 1000m de dimensao total, fluxo de entrada de -50 m”2/dia, k = 100mD,
p=1, ¢ =0.1, ¢, =0, c=1 de 1 até 100 dias, a=1 e At=1 dia.

Figura 5 - Concentragéo do tragador em 2000 dias ao longo da diagonal entre os pogos de injecdo e
producéo

Fonte: Introdugéo ao Método dos Elementos Finitos
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CONCLUSOES

Nesta pesquisa de reviséo bibliografica, foram demonstradas diversas formas de
solugdo a equagdes diferenciais e problemas dentro da engenharia mecanica, na area
de mecénica dos fluidos. Tais equac¢des tem importancia na engenharia e suas solugbes
trazem informagdes Uteis sobre o problema que esta sendo analisado. Foi demonstrado a
solucdo de problemas utilizando os quatro métodos propostos. E preciso também levar em
considerac@o a quantidade enorme de solugdes diferentes possiveis para uma equacgéo
utilizando métodos diferentes, ou até o mesmo método.

Considere por exemplo o método dos elementos finitos. Neste trabalho foi pesquisado
e aplicado apenas o método de galerkin e a formulagdo semi-discreta SUPG, mas existem
outros métodos e formulagdes, como o método de Rayleigh-Ritz.

Também foram apresentados alguns tipos de elementos possiveis de se aplicar,
mas também existem elementos com formatos diferentes que ndo foram abordados nesta
pesquisa.

Destaca-se o método de Euler em EDOs, com apenas uma derivada, onde iguala-
se a derivada com o restante da equacgéo. Para situa¢cdes mais complexas, com mais
derivadas na equacéo, ou se a equacao for EDP, utiliza-se os outros métodos.

O método mais simples e facil € o método das diferencas finitas, onde o dominio de
andlise é dividido em geometrias exatas, além de ter a vantagem de poder ser aplicado nas
mesmas equagdes que os métodos dos volumes e elementos finitos podem ser aplicados.
Porém, quanto mais complexo a geometria, mais demorado fica a convergéncia desse
método, além de mais complexo, sendo portanto ideal para geometrias simples, onde
acaba sendo mais facil de formular o método se comparado com os outros dois. Porém, se
a geometria for complexa, a sua dificuldade e demora de convergéncia faz com que seja
justificado a aplicagéo dos outros métodos.

Em geometrias complexas, o método dos elementos finitos se sobressai em relacao
ao das diferengas finitas, pois consegue uma divisdo de dominio de integracdo mais
flexivel, conseguindo assim uma formulagdo da maneira mais ideal possivel, visando tanto
uma convergéncia 6tima, quanto uma quantidade menor de elementos.

Ja o método dos Volumes Finitos é ideal em equagdes envolvendo fluidos, pois
como ja comentado, ele garante a conservagédo das propriedades, como por exemplo, a
conservagao da massa, algo que ndo ocorre com os outros métodos.

Todos os métodos sédo realmente muito Uteis na engenharia, e o que foi apresentado
aqui foi uma parte de uma area matematica vasta de materiais existentes, além de possiveis
novas formulacgdes futuras por cientistas ao redor do mundo, para cada vez mais chegarmos
a valores mais préximos da realidade.
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