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CAPÍTULO 12

SOBRE A INTERAÇÃO DE PÓRTICOS PLANOS COM 
O MEIO CONTÍNUO

MODELADOS PELO MEC

Welky Klefson Ferreira de Brito
Universidade Federal da Paraíba, João Pessoa – 

PB 

José Marcílio Filgueiras Cruz,
Universidade Federal da Paraíba, João Pessoa – 

PB 

Ângelo Vieira Mendonça
Universidade Federal da Paraíba, João Pessoa – 

PB 

RESUMO: A interação-solo estrutura vem 
cada vez mais despertando o interessa da 
academia por trazer uma análise mais real do 
comportamento da estrutura como um todo. 
Este trabalho tem como objetivo apresentar 
uma formulação direta do Método dos 
Elementos de Contorno (MEC) para a análise 
da interação de pórtico planos com o solo. 
Para a estrutura foram utilizadas formulações 
já consagradas e para o solo foram utilizadas 
as soluções fundamentais de Melan do semi-
plano infinito, onde é composta pela solução 
fundamental de Kelvin bidimensional somada a 
uma parcela complementar. Resultados obtidos 
são mostrados ao término analisando esforços 
e deslocamentos na estrutura e reações na 
sapata.
PALAVRAS-CHAVE: Método dos Elementos 
de Contorno, AISE, Solução Fundamental de 
Melan.

1 | 	INTRODUÇÃO

Com o desenvolvimento da construção civil 
e consequentemente o desenvolvimento dos 
cálculos e técnicas construtivas, edificações mais 
altas e com formas diversas passaram a serem 
construídas, necessitando de conhecimentos 
mais avançados por parte dos projetistas sobre 
a estabilidade dessas edificações. Devido a 
tais arranjos nas edificações e alturas cada 
vez maiores, a análise estrutural vem sendo 
feita considerando diversos efeitos, como por 
exemplo a interação solo-estrutura, que aqui 
será visto. Com isso modelos matemáticos 
ganham importante papel neste universo uma 
vez que tais estruturas conduzem a sistemas 
algébricos de grandes dimensões, onde o 
cálculo a mão é algo impraticável.

Dessa forma, será visto aqui a análise 
de pórtico plano (PP) em meio contínuo (semi-
plano infinito) modelados pelo Método dos 
Elementos de Contorno (MEC) considerando a 
interação entre eles (interação solo-estrutura).

2 | 	ANÁLISE DE PÓRTICOS PLANOS PELO 

MEC

No problema dos pórticos planos as barras 
da estrutura serão estudadas sobre os efeitos: 
do esforço axial e da flexão. No caso da flexão 
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será usado o modelo de Euler-Bernoulli, cujas hipóteses serão apresentadas a seguir:

1. O problema tridimensional é aqui reduzido a apenas uma dimensão, uma 
vez que foi considerado que a maior dimensão do elemento, seu comprimento, 
é muito maior que as outras duas;

2. Barra com seção transversal uniforme;

3. No regime estático, as cargas são aplicadas de tal modo que pode ser 
desprezado os efeitos da energia cinética;

4. Material Elástico linear, homogêneo e isótropo;

5. A planicidade das seções é mantida durante o processo de deformação;

6. Deformação transversais da seção (efeito Poisson) são desconsideradas;

7. Pequenos deslocamentos e pequenas deformação, permitindo a 
superposição dos efeitos.

Considere o problema real constituído de uma barra sob ação de carregamentos 
axial  e transversal  distribuídos, conforme respectivamente mostrados na Fig. 1 a-b.

Figura 1 – a) Barra submetida a tração simples, b) barra sob fl exão plana (Extraído de Cruz, 
2012).

onde N, Vz, M y representam os esforços normal, cortante e momento fl etor. Do 
equilíbrio em forças na direção axial em um elemento infi nitesimal, obtém-se a equação 
diferencial governante do problema da tração direta:

                                                                                          (1)

onde u(x) é deslocamento axial,E é módulo de elasticidade longitudinal e A é 
área transversal da barra. A relação força normal-deslocamento é dada por:
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                                                                                                  (2)
Já os equilíbrios em força e momento no problema de fl exão (Fig1.b), geram uma 

equação governante fi nal:

                                                                                                 (3)

onde w(x) é o deslocamento transversal e I y é o momento principal de Inércia da 
barra. As relações força cortante-deslocamento e momento fl etor-deslocamento são 
dadas respectivamente por:

                                                  (4)

A solução do MEC requer a utilização das relações do problema real e as de 
um problema virtual, conhecido como problema fundamental. Esse é caracterizado 
como um problema análogo ao problema real, contudo ele tem dimensões infi nitas e 
submetido a fontes pontuais. Assim a equação governante do problema fundamental 
de tração direta pode ser escrita de forma similar a Eq. (1), resultando em:

                                                                                      (5)

onde px*(x,x̂)=δ(x,x̂), onde δ(x,x̂) é a delta de Dirac. Resolvendo a equação 
diferencial, Eq. (5), obtem-se a solução fundamental do problema de tração direta em 
termos de deslocamento (Cruz, 2012):

                                                                                              (6)

onde r=|x - x̂|.

O esforço normal do problema fundamental, também análogo ao problema real, 
é dado por:

                                                          (7)

Analogamente, quando uma fonte transversa é aplicada no problema fundamental, 
a equação governante do problema é a de fl exão dada por: 
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                                                                   (8)

Cujas soluções fundamentais são dadas por CRUZ (2012):

                                                    (9a - d)

A equação integral é uma forma equivalente à equação diferencial governante 
do problema, que pode ser obtida mediante aplicação do Método dos Resíduos 
Ponderados (MRP). No caso da tração direta, o MRP permite escrever que:

                                                          (10)

onde u*(x,x̂) é a função ponderadora de deslocamentos ou função peso.
Já no problema de fl exão, a relação do MRP fi ca:

                                                     (11)

Segundo Cruz (2012), integrando convenientemente por partes as Eq. (10) e (11), 
utilizando-se convenientemente as Eq. (5) e (8), e ainda aplicando-se as propriedades 
do delta Dirac, equações integrais dos deslocamentos axiais e transversais da barra 
podem ser escritas como:

                                              (12)                                              (12)

                   (13)
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No caso de problema de fl exão, tem-se duas condições de contorno desconhecidas, 
e apenas uma equação integral até o momento disponibilizada. Assim, para tornar 
possível a solução do problema é necessária a obtenção de uma equação adicional. 
Isso pode ser feito derivando-se no ponto fonte a Eq. (13), , resultando 
na equação da inclinação da elástica dada por:

                     (14)

A transição da representação integral para a algébrica requer a colocação do 
ponto fonte nas extremidades da barra, isto é, em x̂→0 e x̂→L nas Eq. (12), (13) e (14). 
Além disso, após o cálculo das soluções fundamentais nas devidas colocações do 
ponto fonte o sistema algébrico toma a forma a seguir (Cruz, 2012):

     (15)

,. Convém notar 
que os termos do vetor de carga no caso deles serem constantes fi ca: 

Quando a estrutura é formada por barras inclinadas entre si a montagem do 
sistema fi nal de equações pode requerer manipulações algébricas intermediárias muito 
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trabalhosas. Por isso neste trabalho optou-se por uma estratégia de sequenciamento 
conveniente das contribuições de cada barra. A primeira etapa é associada a unifi cação 
dos sistemas de coordenadas locais (SCLU), que constitui uniformizar as direções dos 
graus de liberdade dos esforços para os de deslocamento. Em seguida adota-se um 
segundo sistema de referência, chamado de global (SCG), associado a cada barra e 
com as direções associadas a estrutura. As grandezas grafadas com barra superior se 
referem ao SCLU enquanto sem barra SCL.

Dessa forma, o sistema algébrico da barra no SCLU será:

                                                            (16)

A forma explícita de Eq.(16) é dada por:

                        (17)
A Figura 2 mostra os graus de liberdade no SCLU.

Figura 2 - SCLU de barra de pórtico plano. (Extraído de Cruz, 2012)

Para que seja viabilizado o acúmulo algébrico das contribuições advindas das 
barras para montagem do sistema da estrutura, são necessários que as equações 
referidas a seus sistemas locais (SCLU) sejam transformadas para o Sistema de 
Coordenadas Globais (SCG). Dessa forma, os deslocamentos, esforços e forças de 
corpo no SCLU são correlacionados ao SCG da seguinte maneira:
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                              (18a - c)

A Figura 3 mostra as coordenadas locais em relação às globais.

Figura 3 - Coordenadas globais 0XY e coordenadas locais principais 0xy. (Extraída de Cruz 
2012).

A matriz de transformação para o pórtico plano é de ordem 3.nnox3.nno e é 
representada por:

                                                                                             (19)

onde,  e [0] possui todos seus elementos nulos. Os 
elementos Cx e Cy correspondem aos cossenos diretores em relação ao SCG, sendo 

 e , comprimento da barra, 
como mostrado na Fig. 3.

Substituindo as Eq. (18) na Eq. (16), obtém-se:

                                                              (20)

onde 

Após a escrita das contribuições das barras no SCG, a montagem da representação 
algébrica do pórtico é baseada na utilização da técnica da sub-região, que consiste em 
impor condições de equilíbrio e condições de compatibilidade de deslocamentos em 
cada nó que recebe as barras concorrentes. 

Para elucidar a montagem do sistema de equações do pórtico plano indicado na 
Fig. 4, serão considerados duas barras concorrentes no nó 3 e outras duas concorrentes 
no nó 4. Dessa forma, indicam-se as barras (1), (2) e (3) sendo que, as barras (1) e (3) 
concorrem no nó 3 e as barras (2) e (3) no nó 4.

Assim, as equações algébricas para cada uma das barras no SCG são:
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               (21)

               (22)

                (23)

Figura 4 – Pórtico plano. (Extraída de Cruz, 2012).

Dessa forma, de acordo com a Fig. 4, devemos aplicar as condições de 
compatibilidade de deslocamento em todos os nós, resultando em:

                                    (24 a - d )

E ainda deve-se garantir as condições de equilíbrio do mesmo:

                                    (25 a - d )

onde {P4} e {P5} correspondem aos vetores que contém os esforços à direita e 
à esquerda, respectivamente, do nó 2 e {F} contém as forças e momentos que são 
aplicadas diretamente neste nó. Substituindo as Eq. (24) e (25) nas Eq. (21), (22) e 
(23), e reagrupando, é obtido o sistema algébrico da estrutura:
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(26)

3 |  INTERAÇÃO SOLO-ESTRUTURA

A estratégia para representação da interação solo-estrutura tem como principais 
características:

• O solo tomado como um semi-plano elástico, homogêneo e isótropo sub-
metido a ações estáticas horizontais e verticais atuando na sua superfície;

• Sapata admitida como rígida, cada uma apoiando uma única barra;

• Forças de corpo desprezadas;

• A superestrutura é um pórtico plano modelado pelo MEC.

Neste trabalho o solo será admitido como um problema contínuo elástico 
semi-plano, conhecido como problema de Melan. Esse problema fundamental está 
associado a um corpo elástico de domínio semi-plano, cuja superfície é livre de 
tensões e submetido a fontes pontuais em seu interior, conforme mostra a Fig. 5. As 
soluções desse problema apresentadas por Melan (1943) foram obtidas empregando-
se ferramentas matemáticas mais avançadas.
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Figura 5 - Cargas pontuais unitárias aplicadas dentro do semi-plano.

Telles e Brebbia (1980) obtiveram as mesmas expressões de Melan utilizando-
se um caminho alternativo. Na proposição deles, o problema de Melan pode ser 
recuperado pela superposição do problema de domínio plano infi nito de Kelvin e de 
um problema complementar. Isto é: ( )M = ( )k + ( )c. Segundo Love(1944), as soluções 
do problema de Kelvin são dadas por:

                                         (27)

onde G é o módulo de elasticidade transversal do solo, ν é o coefi ciente de 
Poisson do solo e r=(riri)½ , sendo ri=xi(q) - xi(s).

Já as expressões complementares, dadas por Telles e Brebbia (1980) 
correspondentes aos deslocamentos na direção j devido a ação de uma força unitária 
na direção i no domínio do problema, são dadas por:

                                                                                                        (28 a - d )

onde: , R=(RiRi)1/2, Ri = xi(q) - xi(s'), c=x1(s)≥0, x̄ = x1(q)≥0, 
kd=1/[8πG(1-v)], s é o ponto fonte, q o ponto campo e s’ a imagem de s.

Quando a colocação do ponto fonte e a resposta no ponto campo estão sobre a 
superfície livre, as soluções de Melan fi cam:
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                                                                                                                (29 a - d )

onde .

Desprezando-se as forças volumétricas, a representação integral para sólidos 
elásticos, conhecida como identidade Somigliana, é escrita da seguinte forma (Telles 
e Brebbia, 1980):

                          (30)

onde cij caracteriza a natureza da localização do ponto, sendo cij(s) = 0 para 
colocações do ponto-fonte fora do domínio; cij(s) = 1/2 para colocações em contornos 
suaves, e cij(s) = 1 para colocações no domínio.

 Como o problema em estudo refere-se apenas a pórticos planos apoiados 
na superfície do solo, pode-se utilizar o conceito de superfícies livres de tensão que 
a solução de Melan é associada implicando em pij* = o, então a Eq. (46) pode ser 
reduzida a:

                                                                                               (31)

onde ui representa a componente do deslocamento na direção i, pj a componente 
da força de superfície na direção j, i e j variam de 1 a 2.

Admitindo que as forças de superfície sofram variação linear no domínio dos 
elementos de contorno linear, elas podem ser interpoladas como:

                                                                  (32)

Onde {pn
m} são as forças de superfícies nodais no nó n=1,2 do elemento e 

m=1,2,3 as coordenadas ou graus de liberdade em cada nó do elemento linear. As 
funções interpoladoras 

1
 e 

2
 estão indicadas na Fig. 6.
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Figura 6 - Funções de interpolação.

De acordo com a Fig. 6 (a), são dadas as funções interpoladoras:

                                                                          (33 a - b )

onde x̄ é a coordenada global e x̄ = x - xi e L = xj - xi .Da explicitação da integral 
Eq. (31) obtém-se:

                                                             (34)

Substituindo Eq. (32) na (34), obtém-se:

                                                             (35)

onde , sendo defi nidos abaixo:

(36a - h )
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Torna-se necessário agora determinar o valor das integrais que aparecem nas 
Eq. (36a-h). Porém atenção deve ser dada quanto a colocação do ponto fonte, que 
pode ser antes do elemento de contorno ou após, fazendo com que se defi nam valores 
para x̂ < x̄ + xi e x̂>x̄ + xi, conforme Fig. 7.

Assim foram calculadas as integrais analiticamente para os dois intervalos abaixo:

A.                                               

Sendo a fi gura 7 (a) e (b), temos que r = |x-x̂|, onde x̄ = x-xi e r= |x̄+xi-x̂|. Dessa forma 
foram calculadas as integrais Eq. (37) a (38) conforme Fig. 7 (a) e (b), respectivamente.

Figura 7 - Colocação do ponto-fonte  no elemento de contorno e medindo seu efeito sobre um 
ponto x qualquer.

Fazendo z=x̄+xi-x̂, a=xi-x̂, b=xj-x̂ e sendo L=xj-xi, tem-se:

               (37)

onde  e .

Fazendo z=x̄+xi-x̂, a=xi-x̂, b=xj-x̂ e sendo L=xj-xi, tem-se

           (38)
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onde  e 

B.                   

Sendo a fi gura 7 (c) e (d), tem-se que r=|x-x̂|, onde x̄=x-xi e r= |x̂-xi-x̄|. Dessa forma 
foram calculadas as integrais Eq. (39) a (40) conforme Fig. 7 (c) e (d), respectivamente. 

Fazendo z=x̂-x̄-xi, c=x̂-xi, d=x̂-xj e sendo L=xj-xi, tem-se:

  
                                                                                                                          (39)

onde  e .

Fazendo z=x̂-x̄-xi, c=x̂-xi, d=x̂-xj e sendo L=xj-xi, resulta:

                     (40)

onde  e .

Para a colocação do ponto fonte à esquerda do elemento de contorno, as funções 
F1(c,d) e F2(c,d) fi cam:

a≥0 e b≥0

              (41 a - b )

Com a=-x̂-xi e b=-x̂+xj. Já para a colocação à direita do elemento as funções 
F1(c,d) e F2(c,d) fi cam:

a<0 e v<0
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                (42 a - b )

Dessa forma, os elementos g são fi nalmente:

                                        (43a - h)

onde  e .

Para o solo tem-se a expressão algébrica , obtida a partir da 
Eq. (35) e das Eq. (43a-h) para todos os elementos, onde  corresponde aos vetores 
das forças de superfície e  dos deslocamentos de todos os nós dos elementos de 
contorno discretizados na superfície do solo. Escrevendo as forças de superfície em 
função dos deslocamentos, obtém-se:

                                                                                                         (44)

com .

Para o acoplamento sapata-solo, as seguintes hipóteses são adotadas:

• Contato entre sapata e solo considerado ideal, ou seja, sem deslocamentos 
relativos na superfície de interação;

• Sendo elemento de fundação rígido, a cinemática dos pontos da interface 
sapata-solo se dá em duas descrições:

a) Translação pura;

b) Translação com rotação.

Para este trabalho, uma vez que a sapata é rígida e está sendo analisada no 
plano, haverá 2 translações e 1 rotação segundo as direções mostradas na Fig. 9. Os 
deslocamentos horizontal em x e vertical em z de um ponto de uma sapata (sp) podem 
ser escritos respectivamente como: usq(x)=uspp, e wsq(x)=wspp-(xq-xspp)Φspp, onde uspp, 
wspp e Φspp são, na ordem, o deslocamento horizontal em x, vertical em z e rotação em 
y no nó spp (ligação da sapata sp com pilar p). O vetor  é composto por esses 
elementos e xspp é a coordenada do ponto da locação do pilar na sapata sp, no sistema 
de coordenadas do solo, que é mostrado na Fig. 8.
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Figura 8 - Estrutura da fundação submetida aos efeitos de translação e rotação, onde y=0.

Escrevendo  para cada um dos nós discretizados do solo, temos:

                                         (45)

onde , q representa o nó genérico e varia de 
1 a nno (total de nós discretizados no solo). Escrevendo o vetor  para cada sapata 
da fundação, temos:

                                  (46)

onde , sp representa a sapata genérica e 
varia de 1 a nsp (total de sapatas da fundação). Assim:

                                                                                                      (47)

onde

         

, com

.

Notar que a dimensão da matriz [D] é (2nnos x 3nsap), da matriz [Dsp] é (2nnos x 
4), da matriz [Dqsp] é (2 x 4) enquanto a matriz [I] é de ordem 2.
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Combinando a Eq. (44) com a Eq. (61), obtemos a representação algébrica do 
solo em termos das forças de superfície por unidade de comprimento:

                                                                                                     (48)

onde [H]=[T][D] Para as forças nodais concentradas {Fs} que são obtidas do 
produto das matrizes [Q] e {Ps}, onde [Q] é a matriz de transformação quadrada de 
ordem 2nnos, temos:

                                        (49)

onde [R]=[Q][H]. Para o elemento de contorno linear, tem-se:

                                                                                                 (50)

onde  e  sendo 
que cada vetor-elemento  e , com i=1,2, representam as forças concentradas 
e as de superfície aplicadas em cada nó do elemento de contorno. Podemos fazer ainda 

 e , onde os índices sobescritos 
se referem a direção da força. A matriz [Qel] pode ser defi nida como:

                                                                                                         (51)

onde L é o comprimento do elemento de contorno. As forças que atuam no 
solo sob cada sapata produzem resultantes de forças e momentos individuais nos 
respectivos nós spp, sendo defi nidas por:

                                                                                                        (52)

sendo .
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Figura 9 - Contribuição do elemento el no cálculo das forças e momentos resultantes no nó de 
ligação sapata pilar.

De forma explícita, a matriz [C] pode ser escrita como:

                                                          (53)

onde a submatriz da sp-ésima sapata é [Csp]=[Dsp]T. Assim é possível exibir 
as forças e momentos resultantes no nó de ligação da sapata com o pilar a partir da 
contribuição de cada elemento da sapata através da Eq. (54).

                                                              (54)

Para que o problema fi nal (montagem do sistema de equações, da interação 
solo-estrutura) fi que bem defi nido, torna-se necessário fazer o acoplamento das 
contribuições defi nidas tanto por parte da estrutura quanto do solo. Dessa forma tem 
de haver uma compatibilização dos deslocamentos e deve ser garantido o equilíbrio 
de forças em cada nó da ligação sapata pilar (ssp) com os deslocamentos e forças no 
nó k da estrutura ao qual está ligado o pilar na sapata sp.

Anteriormente foi calculado as forças resultantes no nó ssp de cada sapata 
devido as ações atuantes no solo. Assim tais forças devem ter seus sentidos invertidos 
para que se tenha as forças reativas do solo na sapata, pois dessa forma é garantido 
o equilíbrio de forças e momentos em cada apoio da estrutura, conforme Fig. 10.

Figura 10 - Ação e reação do solo na sapata.

                                                                                              (55)
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onde  é o vetor das resultantes de forças atuantes no solo, calculadas para 
o nó sp de cada sapata,  é o vetor das forças oriundas do solo, que atuam na 
base do pilar que se liga à sapata, e , com n = 3. Próximo passo é 
unifi car os sistemas de coordenadas, uma vez que o SCG do solo e da estrutura são 
diferentes, eixo vertical do SCG da estrutura apontado para cima e do solo apontado 
para baixo, ao qual será feito da seguinte forma:

                                                                                (56)

Somando a Eq. (55) com a Eq. (56) obtemos uma expressão para o cálculo direto 
do vetor :

ou ainda

                                                                                   (57)

onde [Δse] é a matriz de ordem 3x3 dada por:

Também se torna útil que reescrevamos os deslocamentos no nó de ligação sapata 
pilar da sapata sp para que possamos aplicar a compatibilidade de deslocamentos. A 
expressão é:

                                                                               (58)

Assim os vetores dos esforços e deslocamentos referidos ao SCG da estrutura, 
associados ao nó p e ao nó k correspondente, são:

                                                 (59)

                                             (60)

                                                                             (61)
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                                                                         (62)

As relações entre as forças reativas do solo e os deslocamentos na sapata podem 
ser obtidas a partir da Eq. (52), (57) e (58) resultando em:

                            (63 a - b )

 Então substituindo Eq. (63 a – b) na Eq. (26) e ainda com as equações de 
compatibilidade de deslocamento Eq. (24 a – d) e equilíbrio Eq. (25 a – d), obtém-se 
fi nalmente o sistema algébrico da interação solo-estrutura:

                                            (64)

4 |  RESULTADOS E DISCUSSÕES

Considere um pórtico plano apoiado no solo conforme indicado na Fig. 11, onde 
as barras horizontais possuem comprimentos de 3,00 m e a vertical tem 4,00 m; E = 28 
GPa e G = 14 GPa. O solo é considerado um meio contínuo semi-plano infi nito, onde 
seu módulo de elasticidade é 2 MPa e o coefi ciente de Poisson 0,5. Na estrutura está 
sendo aplicado um carregamento nodal de 10 N como indicado na Fig. 11.
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Para os resultados obtidos, F e M representam as forças e momentos, 
respectivamente, os deslocamentos são representados por D, a rotação em torno de 
y é representada por , os índices X e Y indicam os eixos do SCG, enquanto que x e y 
representam o SCL, e Nói e Nój correspondem ao nó inicial e final, respectivamente. 

Figura 11 – (a) Discretização do Pórtico, (b) incidência de (a); (c) discretização da sapata 

Na Tab. 1 estão mostrados os resultados obtidos no sistema local de coordenadas 
para os esforços atuantes na estrutura, onde a incidência de cada barra do pórtico, 
assim como o sentido dos eixos locais, é mostrada na Fig. 11 a-b. A discretização da 
sapata é mostrada na figura 11-c. Já na Tab. 2 são mostrados os deslocamentos no 
sistema local de coordenadas.

Barra
Fx (kN) Fy (kN) M (kN)

Nói Nój Nói Nój Nói Nój

1 20 -20 0 0 0 0
2 0 0 -10 10 0 -30

3 0 0 10 -10 30 0

Tabela 1. Esforços locais.

Barra
Dx (mm) Dy (mm)  rad

Nói Nój Nói Nój Nói Nój
1 -4,7324E-5 -5,6848E-5 0 0 0 0
2 0 0 -1,4854E-3 -5,6848E-5 7,1428E-4 0
3 0 0 -5,6848E-5 -1,4854E-3 0 -7,1428E-4

Tabela 2 - Deslocamentos locais.
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O exemplo proposto tem simetria tanto de geometria quanto de carregamento. 
Dessa forma é esperada respostas simétricas do ponto de vista de deslocamentos e 
esforços. Conforme pode ser observado nas Tab. 1 e 2 tais comportamentos foram 
representados pelos resultados. Além disso, a rotação nula nas extremidades das 
barras, que convergem para o nó 2, também foi verificada. Os equilíbrios tanto em 
momento quanto em forças foram recuperados pelo MEC.

5 | 	CONCLUSÃO

Neste trabalho foi proposta uma análise da interação pórtico plano apoiado na 
superfície de um semi-plano modelado pelo Método dos Elementos de Contorno. Os 
resultados sugerem uma boa eficiência do método e confirma sua elegância de reduzir 
a dimensionalidade do problema em uma dimensão. Por exemplo, as barras do pórtico 
foram representadas por elementos de contorno pontuais e interface de contato da 
sapata com o solo (admitido como semi-plano) foi representada por elementos de 
contorno lineares discretizados apenas nas superfícies de contato com as sapatas. 

Convém notar se essa análise fosse feita por elementos finitos o pórtico seria 
representado por elementos unidimensionais e o solo representado por elementos 
finitos planos. Nesse caso a discretização do solo (que é um semi-plano infinito) 
requereria um grande número de elementos para mapear todo o domínio desse espaço.

REFERÊNCIAS
BARBIRATO, J.C.C. Formulação do método dos elementos de contorno para sólidos elásticos 
tridimensionais, baseada na solução fundamental de Mindlin. Dissertação, Mestrado, Escola de 
Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, 1991.

CRUZ, J. M. F. Contribuição à análise estática e dinâmica de pórticos pelo método dos 
elementos de contorno. Tese, doutorado, Universidade Federal da Paraíba, João Pessoa, 2012.

LOVE, A. E. H. A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity. 1994.

MELAN, E. Der spannungszustand der durch eine einzelkraft in innern beanspruchten 
halbscheibe. ZAMM - Journal of Applied Mathematics and Mechanics, Vol 12, pp. 343–346, 1932.

TELLES, J. C. F., BREBBIA, C. A. Boundary Element Solution for Half-Plane Problems. 
International Journal of Solids and Structures,Vol 17, pp. 1149–115, 1981.

http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/zamm.v12:6/issuetoc
http://www.sciencedirect.com/science/journal/00207683
http://www.sciencedirect.com/science/journal/00207683/17/12



