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CAPITULO 12

SOBRE A INTERACAO DE PORTICOS PLANOS COM

Welky Klefson Ferreira de Brito
Universidade Federal da Paraiba, Jodo Pessoa —
PB

José Marcilio Filgueiras Cruz,
Universidade Federal da Paraiba, Jodo Pessoa —
PB

Angelo Vieira Mendonca
Universidade Federal da Paraiba, Jodo Pessoa —
PB

RESUMO: A interagdo-solo estrutura vem
cada vez mais despertando o interessa da
academia por trazer uma analise mais real do
comportamento da estrutura como um todo.
Este trabalho tem como objetivo apresentar
uma formulacdo direta do Método dos
Elementos de Contorno (MEC) para a analise
da interacdo de pértico planos com o solo.
Para a estrutura foram utilizadas formulacdes
ja consagradas e para o solo foram utilizadas
as solugdes fundamentais de Melan do semi-
plano infinito, onde € composta pela solucéo
fundamental de Kelvin bidimensional somada a
uma parcela complementar. Resultados obtidos
séo mostrados ao término analisando esforgos
e deslocamentos na estrutura e reacbes na
sapata.

PALAVRAS-CHAVE: Método dos Elementos
de Contorno, AISE, Solugao Fundamental de
Melan.
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O MEIO CONTINUO
MODELADOS PELO MEC

11 INTRODUCAO

Com o desenvolvimento da construgao civil
e consequentemente o desenvolvimento dos
célculosetécnicasconstrutivas, edificacdes mais
altas e com formas diversas passaram a serem
construidas, necessitando de conhecimentos
mais avancgados por parte dos projetistas sobre
a estabilidade dessas edificacées. Devido a
tais arranjos nas edificacbes e alturas cada
vez maiores, a analise estrutural vem sendo
feita considerando diversos efeitos, como por
exemplo a interagcado solo-estrutura, que aqui
sera visto. Com isso modelos matematicos
ganham importante papel neste universo uma
vez que tais estruturas conduzem a sistemas
algébricos de grandes dimensbes, onde o
calculo a mé&o é algo impraticavel.

Dessa forma, sera visto aqui a analise
de portico plano (PP) em meio continuo (semi-
plano infinito) modelados pelo Método dos
Elementos de Contorno (MEC) considerando a
interacao entre eles (interagédo solo-estrutura).

2| ANALISE DE PORTICOS PLANOS PELO
MEC

No problema dos poérticos planos as barras
da estrutura serao estudadas sobre os efeitos:
do esforco axial e da flexdo. No caso da flexao
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sera usado o modelo de Euler-Bernoulli, cujas hipbteses seréo apresentadas a seguir:

1. O problema tridimensional é aqui reduzido a apenas uma dimensao, uma
vez que foi considerado que a maior dimensao do elemento, seu comprimento,
€ muito maior que as outras duas;

2. Barra com secéo transversal uniforme;

3. No regime estatico, as cargas sao aplicadas de tal modo que pode ser
desprezado os efeitos da energia cinética;

4.  Material Elastico linear, homogéneo e isétropo;
5.  Aplanicidade das se¢des &€ mantida durante o processo de deformacéao;
6. Deformacéo transversais da secao (efeito Poisson) sao desconsideradas;

7. Pequenos deslocamentos e pequenas deformacdo, permitindo a
superposicao dos efeitos.

Considere o problema real constituido de uma barra sob acéo de carregamentos
axial e transversal distribuidos, conforme respectivamente mostrados na Fig. 1 a-b.

Pz (x)

T it

| g HULIIEL O
=T ey
f T | z z z

dx

Figura 1 — a) Barra submetida a tragéo simples, b) barra sob flexao plana (Extraido de Cruz,
2012).

onde N, V, Myrepresentam os esforcos normal, cortante e momento fletor. Do
equilibrio em forgas na dire¢do axial em um elemento infinitesimal, obtém-se a equacgéo
diferencial governante do problema da tracéo direta:

d*u(x) B
EA?+px(x) =0 (1)

onde u(x) é deslocamento axial,E € mddulo de elasticidade longitudinal e A é
area transversal da barra. A relacao for¢ca normal-deslocamento é dada por:
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du(x)
dx (2)

Ja os equilibrios em forgca e momento no problema de flexao (Fig1.b), geram uma

N(x) = EA
equacéao governante final:

d*w(x)
EI},F—;UZ(X) (3)

onde w(x) é o deslocamento transversal e | € o momento principal de Inércia da
barra. As relagcbes forga cortante-deslocamento e momento fletor-deslocamento séo
dadas respectivamente por:

. My(x) = —EI d2wi(x)

_ d®w(x)
Vz(x) = —EI s (4)

¥ dx3

A solucdo do MEC requer a utilizacéo das relagées do problema real e as de
um problema virtual, conhecido como problema fundamental. Esse é caracterizado
como um problema analogo ao problema real, contudo ele tem dimensdes infinitas e
submetido a fontes pontuais. Assim a equacao governante do problema fundamental
de tracao direta pode ser escrita de forma similar a Eq. (1), resultando em:

2 -~
d u'(x,X) . .

EA dxz - _p x(xwx) (5)

onde p *(x,X)=06(x,X), onde &(x,X) & a delta de Dirac. Resolvendo a equagéo
diferencial, Eq. (5), obtem-se a solu¢do fundamental do problema de tracao direta em
termos de deslocamento (Cruz, 2012):

Wi X)) = =55 (6)

onde r=Ix - XI.

O esforco normal do problema fundamental, também analogo ao problema real,
€ dado por:

*

d
N*(x, %) = EAZE

1
e (x, %) = — Esgn{x —x) (7)

Analogamente, quando uma fonte transversa é aplicada no problema fundamental,
a equacao governante do problema é a de flexdo dada por:
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d*w*(x, %)

EL, ———— = p;"(x, %) (8)
Cujas solugdes fundamentais séo dadas por CRUZ (2012):
- 12L.;f [(E)g -3 (E)z +2]
o2 =2 (x,x) Lzsg:;cy— %) [(E)z _ 2@]
M, (03) = —F u;(x ) L 1]
W@m=%%f%%ﬁ=—%m&—“ (9a - d)

A equacao integral € uma forma equivalente a equacao diferencial governante
do problema, que pode ser obtida mediante aplicacdo do Método dos Residuos
Ponderados (MRP). No caso da tracéo direta, o MRP permite escrever que:

dZu
[E‘A = + px(x)] u (x,2)dx =0

onde u*(x,X) é a fungao ponderadora de deslocamentos ou funcao peso.
Ja no problema de flexao, a relagdo do MRP fica:

[EI “’(x) pz(x)] w*(x, £)dx = O

(11)

Segundo Cruz (2012), integrando convenientemente por partes as Eq. (10) e (11),

utilizando-se convenientemente as Eq. (5) e (8), e ainda aplicando-se as propriedades

do delta Dirac, equacdes integrais dos deslocamentos axiais e transversais da barra
podem ser escritas como:

u(® — INCOU (. D] g + [MEON (. D]

L
— [ prOur G D1dx = 0

L L L (12)
w(®) — [Ow' (x, )] ) + [My ()" (x, D] ) + [¢CIM, " (x, )]

L L
+mwwmﬂ%—fmwwmmu=u .
0

Impactos das Tecnologias nas Ciéncias Exatas e da Terra 2 Capitulo 12




Impactos das Tecnologias nas Ciéncias Exatas e da Terra 2 Capitulo 12

Nocasode problemadeflexdo, tem-se duas condi¢oes de contornodesconhecidas,
e apenas uma equacao integral até o momento disponibilizada. Assim, para tornar
possivel a solugao do problema é necessaria a obtencdo de uma equacgao adicional.

Isso pode ser feito derivando-se no ponto fonte a Eq. (13), ¢(%) = _m;_{ﬂ resultando
X

-~ )

na equacgao da inclinacéo da elastica dada por:

3 — [LEOwWs (D] — [My (Dbe” (x, D] + [pGOM, 2" (x, D]
. (14)
FWCVee D] — [ [p.COW (x,D]dx = 0
(V]

A transicao da representacao integral para a algébrica requer a colocacéo do
ponto fonte nas extremidades da barra, isto €, em X-0 e X-L nas Eq. (12), (13) e (14).
Além disso, ap6s o célculo das solugdes fundamentais nas devidas colocacées do
ponto fonte o sistema algébrico toma a forma a seguir (Cruz, 2012):

Uy [—1/2 0 0 X, 0 0 7y
Wi 0 —1,/2 —dy 0 —1[2 0 Wi
Pi + 0 0 —-1/2 0 0 -1/2]| i _
Uj a, 0 0 -1/2 0 0 ||%
Wi 0 -1/2 0 0 -1/2  ay ||Wi
il o 0 -1/2 0 0 -1/2/9i
r 0 0 0 —p, 0 01 N1 [Fa]
0 -B}-l 0 0 0 ﬁyz Vzi lei
0 0 _,8}13 0 —ﬁﬂ 0 M}ri fqali
4.0 0 0o o0 o N[
0 0 ﬁyz 0 ﬁy‘l 0 sz fzu‘
0 B 0 0 0 Bysl —Mj’f~  fo1il

onde @, =~1/2, f, = L/2BA, fy = fu(0) = o [ p(0)rdx e fyy = fi(l) =
Ll () (x4 L)dx, @y, = L/2, By = /6L, By, = L' [4EL,, By = L/2EI,,
fa(0) = j;pz(x)W*(xl 0)dx, fa(l) = IE:JPZ(I)W'[X, L)dx, fm((]) = (15)

L L * .
— J, P(IW” . (x,0)dx, fp:1(L) = — J, p.(xIw” «(x,L)dx,. Convém notar
que os termos do vetor de carga no caso deles serem constantes fica:

fu = foj = == f1(0) = ==

R AN
2EA 48El,’ fu(L) = 48El,’ f:(0) = 6kl for(L) = 6Ely

Quando a estrutura é formada por barras inclinadas entre si a montagem do
sistema final de equacgdes pode requerer manipulagdes algébricas intermediarias muito




trabalhosas. Por isso neste trabalho optou-se por uma estratégia de sequenciamento
conveniente das contribuicées de cada barra. A primeira etapa é associada a unificacéo
dos sistemas de coordenadas locais (SCLU), que constitui uniformizar as diregdes dos
graus de liberdade dos esforcos para os de deslocamento. Em seguida adota-se um
segundo sistema de referéncia, chamado de global (SCG), associado a cada barra e
com as dire¢des associadas a estrutura. As grandezas grafadas com barra superior se
referem ao SCLU enquanto sem barra SCL.
Dessa forma, o sistema algébrico da barra no SCLU sera:

[I]{u} + [R]{u} = [gl{p} + {F} (16)

A forma explicita de Eq.(16) é dada por:

Uy —1/2 0 0 y 0 0 ri
W 0 -1/2 -a,, 0 -1/2 0 ||
@i N 0 0 =-1/2 0 0 —1/2(|9:
Uj 0y 0 0 -1/2 0 0 (|W]
W 0 -=1/2 0 0 -1/2 ay ||V
LZ7R I 0 -1/2 0 0 —1/2/l9;

0 0 0 B 0 0[N [fu]
0 By 0 0 0 PByl||lVa| [fai
0 0 By 0 =B 0 |[Myi]| |fpui
B 0 0 0 0 of|N|T|7
O A N
) yz y3- -M}'f- .;Fq:lf. (17)

o
— >
-t
Z|
=l

=l
L3
!

=

Figura 2 - SCLU de barra de portico plano. (Extraido de Cruz, 2012)

Para que seja viabilizado o acumulo algébrico das contribuicées advindas das
barras para montagem do sistema da estrutura, sdo necessarios que as equacgdes
referidas a seus sistemas locais (SCLU) sejam transformadas para o Sistema de
Coordenadas Globais (SCG). Dessa forma, os deslocamentos, esforcos e forcas de
corpo no SCLU séo correlacionados ao SCG da seguinte maneira:
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ful = [RI{U}: {p} = [RI{P}: {F} = [RI1{F} (18a-c)

A Figura 3 mostra as coordenadas locais em relagcéo as globais.

Figura 3 - Coordenadas globais 0XY e coordenadas locais principais Oxy. (Extraida de Cruz
2012).

A matriz de transformacéo para o poértico plano € de ordem 3.nnox3.nno e é
representada por:

[C] [U]]
R] =
RI=110) [c] (19)
Ce €y, 0
onde, [R]= _UCJ' % {1:' e [0] possui todos seus elementos nulos. Os

elementos Cx e Cy correspondem aos cossenos diretores em relagédo ao SCG, sendo

C, = cosf, = E:LX‘ e L= J(Xj + x;)° + (v; + v;)°, comprimento da barra,
como mostrado na F‘ig. 3.
Substituindo as Eq. (18) na Eq. (16), obtém-se:

[T1{U} + [H]{U} = |G]{P} + {F} (20)

onde[A] = [RIT[R]IR].IG] = [R]TIglIR] e {F} = [R]T{f}

Apoés aescritadas contribuicbes dasbarrasno SCG, amontagem darepresentacao
algébrica do portico € baseada na utilizagéo da técnica da sub-regido, que consiste em
impor condi¢cbes de equilibrio e condigcbes de compatibilidade de deslocamentos em
cada nd que recebe as barras concorrentes.

Para elucidar a montagem do sistema de equacgdes do pdrtico plano indicado na
Fig. 4, serdo considerados duas barras concorrentes no né 3 e outras duas concorrentes
no no6 4. Dessa forma, indicam-se as barras (1), (2) e (3) sendo que, as barras (1) e (3)
concorrem no n6 3 e as barras (2) e (3) no nd 4.

Assim, as equacoes algébricas para cada uma das barras no SCG sé&o:
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[ UL + [HP U3 = [6P 1, [P} + [ G 1L [{Ps3
[H(1]21]{U1} —+ [H{ljzz]{ug} = [6{1)21]{339} -+ [6(1}22]{P5}

(21)
{[H(2)22]{U2} —+ [H(2)23]{U4} = [6(2)22]{Pﬁ-} —+ [6(2)23]{3310}
[H(2)32]{U-1-} -+ [th)aal{ua} - [5(2)32]{5’5} -+ [6(2)33]{P10} (22)
[H® 33 [{Us} + [H® 3. {UL} = [6 33 [{P7} + [654]{Ps}
[H(3J43]{U3} -+ [H(3}44]{U4} = [6(3)43]{5)7} -+ [6(3}44]{P8} (23)
SCG : ,
3 4 no3 no4
éestrutura) e B
‘ estrutura _ {P, }_ (3) .{R' }\_
Xl
SCG (1)
(solo)
| X
61
Z __l.jpa!al 2sapata2 B} R
RNV N NS - 1
solo solo [Fored

Figura 4 — Portico plano. (Extraida de Cruz, 2012).

Dessa forma, de acordo com a Fig. 4, devemos aplicar as condicbes de
compatibilidade de deslocamento em todos os nés, resultando em:

{Ul} = '[Uspl,est}: {UZ} = {Usp2,est}:

{Us} = {Us} = {U>}: {Us} = {Us} = {Ug} (24a-d)
E ainda deve-se garantir as condicbes de equilibrio do mesmo:

iPs} + {Fspl.est} = {0}: {Ps} +{P>} = {F3}

{Ps} +{Pg}t = {Fu}; {Pio}t + {F5p2,est} = {0} (25 a-d )

onde {P4} e {P5} correspondem aos vetores que contém os esforcos a direita e
a esquerda, respectivamente, do né 2 e {F} contém as forcas e momentos que séo
aplicadas diretamente neste n6. Substituindo as Eq. (24) e (25) nas Eq. (21), (22) e
(23), e reagrupando, € obtido o sistema algébrico da estrutura:
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o o [HY] B o 69 6@ w0 o ||l
of [m2] o (] 6] o o w0 0 -[eR]HRY
0] (0 [0 [0 [0 [ [ [ @[ [[{B)
or 0 [B] B o -l69] -] o o | R
o (o [ [ [ g [ [ [0 ||{R)
o ] o0 [ fo qor [0 [ for [0 |[{B)
I O ) O ) N () N (7 (0 N () N VT R P | {79
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [o] ][ O} |

[01 [O] [O] [O] [O] [O] [O [O] (O] [O] 10}

[0] [O0] [O] [O] [O] [O] [O] [o] (O] [O] 10}

[0] [0] [0] [0] [o] ([o] [o] [o] [o] [O] {0}

[0] [0] [0] [0} [0] [0] [o] [o] [o] [O] ] 10} [

[0] [0] [0] [0] [0] [7] [0] [0] [0] [O] || {F:)

[0] [O0] [O] [O] [O] [O] [O [O] ([O] [O] 10}

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [/] [0] [0] || {F.}

[0] [0] [0] [0] [O] [O] [0] [0] =[f] (O] ||%F et

(0] [0] [0] [0] [0] [0] [O] [O] [O] —[I]){{1Fpret] 6)

31 INTERAGAO SOLO-ESTRUTURA

A estratégia para representacao da interacdo solo-estrutura tem como principais
caracteristicas:

O solo tomado como um semi-plano elastico, homogéneo e isétropo sub-
metido a a¢des estaticas horizontais e verticais atuando na sua superficie;

Sapata admitida como rigida, cada uma apoiando uma unica barra;
Forcas de corpo desprezadas;

A superestrutura é um poértico plano modelado pelo MEC.

Neste trabalho o solo sera admitido como um problema continuo elastico
semi-plano, conhecido como problema de Melan. Esse problema fundamental esta
associado a um corpo elastico de dominio semi-plano, cuja superficie € livre de
tensbes e submetido a fontes pontuais em seu interior, conforme mostra a Fig. 5. As
solucdes desse problema apresentadas por Melan (1943) foram obtidas empregando-
se ferramentas matematicas mais avangadas.
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I

X3 =R,

Figura 5 - Cargas pontuais unitérias aplicadas dentro do semi-plano.

Telles e Brebbia (1980) obtiveram as mesmas expressdes de Melan utilizando-
se um caminho alternativo. Na proposicéo deles, o problema de Melan pode ser
recuperado pela superposicédo do problema de dominio plano infinito de Kelvin e de
um problema complementar. Isto é: ()M = ( )< + ( )°. Segundo Love(1944), as solucdes
do problema de Kelvin s&o dadas por:

—1

u e = gmecT — o [

(3 — avdinrd;; — r:r;] (27)

onde G é o mddulo de elasticidade transversal do solo, v € o coeficiente de
Poisson do solo e r=(rr)*, sendo r=x(q) - x(s).

Ja as expressbes complementares, dadas por Telles e Brebbia (1980)
correspondentes aos deslocamentos na direcdo j devido a acao de uma forca unitaria
na dire¢ao i no dominio do problema, sao dadas por:

— z = =2
us© = Ka {—[8(1 — )2 — (3 — 4v)|ing + LS T AR 7 20X | AcXR 1}

Rz R*

3 —4v)nr 4cxRyT-
Uz, S = Ky, {( nrs 1 2—4(1—v)(1—2u)6}

R? R*
(3 —4v)nr 4cxR;T-
uufzkﬁ{ e 1z R;2+4u1—vx1—2m9

[(3 — 4v)r?, — 2¢cX]
R2

=

=

-
o
|

K {—[3(1 — )2 — (3 — 4v)]|InR +

dexr?,
R4—

(28a-d)
R _
onde: 8 = arctg (R—l) R=(RR)", R = x(q) - x(s"), c=x,(5)=0, X = x,(q)=0,
k =1/[8~G(1-v)], s & o ponto fonte, g 0 ponto campo e s’a imagem de s.

Quando a colocacgao do ponto fonte e a resposta no ponto campo estéo sobre a
superficie livre, as solucdes de Melan ficam:
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c (1_1-')

U™ = U™ +u = — Inr

22 22 22 G

1—2v
Uz ™ = uas ¥+ upC = —u™ = _(2—6.)59?1(35 —x)
) (1—v) 1
Mo k [l

u =Uu +u = — Inr4+ ——

11 1L 11 G * 206

(29a-d)

—1 - x < X%

onde sgn(x — ¥) = 1> x> %

Desprezando-se as forgas volumétricas, a representacao integral para soélidos
elasticos, conhecida como identidade Somigliana, é escrita da seguinte forma (Telles
e Brebbia, 1980):

ci;(S)ug(5)+f P, (a, u; (@)dr =fu‘;j(q,5)p; (g)dr (30)
r r

onde C, caracteriza a natureza da localizacédo do ponto, sendo cij(s) = 0 para
colocacgbes do ponto-fonte fora do dominio; cij(s) = 1/2 para colocagbes em contornos
suaves, e cij(s) =1 para coloca¢des no dominio.

Como o problema em estudo refere-se apenas a poérticos planos apoiados
na superficie do solo, pode-se utilizar o conceito de superficies livres de tensao que
a solucao de Melan é associada implicando em pij* = 0, entdo a Eq. (46) pode ser
reduzida a:

u; = f HUM?JJdF
r (31)

onde uirepresenta a componente do deslocamento na dire¢éo i, pja componente
da forca de superficie na direcéo j, i e j variam de 1 a 2.

Admitindo que as forcas de superficie sofram variagdo linear no dominio dos
elementos de contorno linear, elas podem ser interpoladas como:

{P1} _ ['101 0 @ 0])p;t
P2 0 ¢ 0 @21)p,?
2 (32)

Onde {p,"} séo as forgcas de superficies nodais no né n=1,2 do elemento e
m=1,2,3 as coordenadas ou graus de liberdade em cada n6 do elemento linear. As
fungbes interpoladoras ¢ e ', estéo indicadas na Fig. 6.




Figura 6 - Fungoes de interpolacao.

De acordo com a Fig. 6 (a), sdo dadas as fun¢des interpoladoras:

X X
@1—1—E-€92—I (33a-b)

onde X é a coordenada global e X = x - x, e L =X - X, .Da explicitacao da integral
Eq. (31) obtém-se:

:E}:ﬁ[ il M]{ ‘}ar

u u
21 22 (34)
Substituindo Eq. (32) na (34), obtém-se:
p1
u1}= 11 Giz Yz QM] P2’
Uz G21 Y22 G2z Gzal | p,?
p2° (35)

onde g = [ u*@dr, sendo definidos abaixo:

. L (1 )
911 = J. U @udl = [ — - !nrrpldl"+j' — @, dr,
0 2nG
glg = J-].. ullt wzdr = J-L (1 '-'J') Inr@zdr + J-U p—- q:.‘zdr

912 = fr Uz" @1dl = —g21, g14 = f[- Usz" @2dl = g1,

(1- zu]

921 = [; a1 @dl' = J}: @1dx,

G2z =I Upy " @qdll = f UJ Inre,dx,

. 2 _
G23 = Ir Uzy" @odl’ =f _u(ﬁzd

L
. (1-v) _
G24 = j Upy " @odl = f - Inrg,dx

(36a-h)
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Torna-se necessario agora determinar o valor das integrais que aparecem nas
Eq. (36a-h). Porém atencdo deve ser dada quanto a coloca¢do do ponto fonte, que
pode ser antes do elemento de contorno ou apés, fazendo com que se definam valores
para X <X + X, € X>X + x, conforme Fig. 7.

Assim foram calculadas as integrais analiticamente para os dois intervalos abaixo:

A. f‘::.f—i‘—xI

Sendo afigura7 (a) e (b), temos que r =Ix-XI, onde X =x-x e r=1Ix+x-X|. Dessa forma
foram calculadas as integrais Eq. (37) a (38) conforme Fig. 7 (a) e (b), respectivamente.

= oi=(1-7) > [Jinrg.dx = [} Inr (1-2)dx = [ In(x + x; — 2) (1 -7) dx

o, L)
i i * i ‘ i
TF 0 L % 0 L
_— _—t
x; %
I f
;5 *j
(a) (b)
o, ®
i i i ] '
0 L 0 L
—‘_ —‘—x

>
W

(e) ()]

Figura 7 - Colocacéo do ponto-fonte no elemento de contorno e medindo seu efeito sobre um
ponto x qualquer.

Fazendo z=x+x-X, a=x-X, b=xj->“< e sendo L=xj-xi, tem-se:

b —
[ s (B4 1) dr = —11R®) — H@] + (F+1) 1AB) — fi@] (37)

onde f,(2) = z(Inz — 1) e f,(z) = Z(inz - 2).

., = (J—D - J'OL Inrg,dx =J‘:’ Inr (f_) dx =f;ln{f+ x; — %) (f_) dx

Fazendo z=x+x-X, a=x-X, b=xj-)“< e sendo L=xj-xi, tem-se

fb tnz (F—) d= — %sz B — f2Cad] — (7)) AP — falad] (38)
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onde f1(2) = z(Inz — 1) & fo(2) == (Inz - %)
B. > X+ x

Sendo afigura 7 (c) e (d), tem-se que r=Ix-Xl, onde X=x-x. e r=1X-xi-x|. Dessa forma
foram calculadas as integrais Eq. (39) a (40) conforme Fig. 7 (c) e (d), respectivamente.

. g = (1_%—) _}fULlnrq)ldf:f:'i'nr(l—f_)df:f‘:lﬂ(f—f—xf) (1—%?)0'.;?

Fazendo z=X-X-x, C=X-X, d=>‘<-x]. e sendo L=xj-xi, tem-se:

—[(mzEE 1) az = — LA@ — A1 - (1 - D) AW - A©]

(39)
=2 1
onde f,(z) = z(inz — 1) e fo(2) = % (Inz — 1),
= 02 = (3) = Sy rezdx = [ nr () dx = [ In@@ — x — x0) (§) dx
Fazendo z=X-X-x, C=X-X, d=>“(-xj e sendo L=xj-xi, resulta:
a — 1
— [ mz (D) az = L1 — @] — (D 1AW — A@] (40)

onde f, (z) = z(Inz — 1) e f2(2) = = (Inz - 3).

Para a colocagdo do ponto fonte a esquerda do elemento de contorno, as fun¢ées
F1(c,d) e F2(c,d) ficam:

a=0 e b=0
Fl(a,b) = —[f2(b) — fz(ad] + (a + LA B) — filad]
F2(a,b) = [f2(P) — fz(ad] — alfa(b) — fila)] (41a-b)

Com a=-X-x, e b=-X+x. Ja para a colocacao a direita do elemento as fungdes
F1(c,d) e F2(c,d) ficam:

a<0 e v<0
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Fl(a,b) = —[fz2(b) — fz(a)] + (a + L[/ (B) — filad]
F2(a,b) = If2(b) — fz(ad]l + alfi(b) — fi(a)] (42a-b)

Dessa forma, os elementos g sdo finalmente:

L (

(1=u) . .
g1 = — an F1(a,b) +E‘ 12 = — 921, 13 = —

1-v) L
py— FZ((I, b) +E

. (1-2u)L_ (1-v)
14 = G21: 921 = — 4_; V22 = — an Fl(a, b)

(1—2w)L (1—w)
G2z = ———— G24 = — F2(a, b)
40 Ll (43a _ h)

onde f1(2) = z(lnz — 1) e f2(2) = %z(Inz — %)

Para o solo tem-se a expresséo algébrica {U.} = [G,]{P.}, obtida a partir da
Eq. (35) e das Eq. (43a-h) para todos os elementos, onde {P,} corresponde aos vetores
das forgas de superficie e {U.} dos deslocamentos de todos os nos dos elementos de
contorno discretizados na superficie do solo. Escrevendo as for¢as de superficie em
funcao dos deslocamentos, obtém-se:

com [T] = [G5]~™

Para o acoplamento sapata-solo, as seguintes hipoteses sado adotadas:

« Contato entre sapata e solo considerado ideal, ou seja, sem deslocamentos
relativos na superficie de interacao;

« Sendo elemento de fundacéo rigido, a cinematica dos pontos da interface
sapata-solo se da em duas descricdes:

a) Translagao pura;

b)  Translagdo com rotacéo.

Para este trabalho, uma vez que a sapata é rigida e esta sendo analisada no
plano, havera 2 translacdes e 1 rotacdao segundo as dire¢des mostradas na Fig. 9. Os
deslocamentos horizontal em x e vertical em z de um ponto de uma sapata (sp) podem

ser escritos respectivamente como: usq(x)=u e qu(x)=w -(xg-x__)®__, onde Uy

spp’ spp SPD) spp’

w,,, e ®_ sao, naordem, o deslocamento horizontal em X, vertical em z e rotagao em
y no no6 spp (ligacdo da sapata sp com pilar p). O vetor [Uspp}
elementos e Xepp € a coordenada do ponto da locacédo do pilar na sapata sp, no sistema

€ composto por esses

de coordenadas do solo, que é mostrado na Fig. 8.




Figura 8 - Estrutura da fundagé&o submetida aos efeitos de translacao e rotagéo, onde y=0.

Escrevendo {[J} para cada um dos n6s discretizados do solo, temos:

(O3 = [(0)" (U2} o (Usg)” oo Wonno)"| (45)

onde {T..,,}" = [tepp Wsppr P<ppl drepresenta o nod geneérico e varia de
1 a nno (total de nds discretizados no solo). Escrevendo o vetor {ﬁs} para cada sapata
da fundacao, temos:

(0. = [104) {02} o (Ossp} o {Osnsn}”| (46)

T s .
onde {7, 1" = [tspp Wspp @spp) SP representa a sapata genérica e

varia de 1 a nsp (total de sapatas da fundagao). Assim:

{Us} = DU} (47)
(D] [0] .. [0] .. [0] 1 " [Digsp]
[0l [D.] .. [0 .. [0] [D2sp]

e D=\ o) o]~ (o) | Pel= 1o | @ Penl=
0] (0] . (0] - [Dpsall Danosy).

[“] [DRS‘P]], com

1 0 0
[Drsp] = 01 xq_xspp]

Notar que a dimens&o da matriz [D] é (2nnos x 3nsap), da matriz [Dsp] € (2nnos x
4), da matriz [Dqsp] € (2 x 4) enquanto a matriz [I] € de ordem 2.
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Combinando a Eq. (44) com a Eq. (61), obtemos a representacéo algébrica do
solo em termos das forcas de superficie por unidade de comprimento:

{R} = [H{U} (48)

onde [H]=[T][D] Para as forcas nodais concentradas {Fs} que s&o obtidas do
produto das matrizes [Q] e {Ps}, onde [Q] é a matriz de transformacédo quadrada de
ordem 2nnos, temos:

{F} = [QUH{R} = [QIIHI{T,} = [RI{U} (49)

onde [R]=[Q][H]. Para o elemento de contorno linear, tem-se:

{Fel} = [Qei]{ﬁel} (50)

onde {Fei}" = ({F'a}" {F?.}"} e {(Pa}" = {{P'ai}"  {P?21}"} sendo
gue cada vetor-elemento {Fﬂzl]ir e {P'.}, comi=1,2, representam as forgas concentradas
e as de superficie aplicadas em cada n6 do elemento de contorno. Podemos fazer ainda
{Fio} =[Flrer Fle” e {Pi,} =[Pl Pie.]", onde os indices sobescritos
se referem a direcéo da for¢a. A matriz [Qel] pode ser definida como:

L
[Qar] = 3[% ;] (51)

onde L é o comprimento do elemento de contorno. As forcas que atuam no
solo sob cada sapata produzem resultantes de forcas e momentos individuais nos
respectivos nds spp, sendo definidas por:

{F} = [R){U,} (52)

sendo [R] = [C][R].

[ ]
M ks

1 F; F
- -

Fl.

¥

e
“ ka
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Figura 9 - Contribuicéo do elemento el no céalculo das forcas e momentos resultantes no n6 de
ligac&o sapata pilar.

De forma explicita, a matriz [C] pode ser escrita como:

€] [0 -~ [0] . [0]
0] [C] .. [0] - [0]
€1=10] 0] = 1€yl - [0]
0] [0 — [0] -~ [Cusapl (53)

onde a submatriz da sp-ésima sapata é [Csp]=[Dsp]". Assim & possivel exibir
as forcas e momentos resultantes no n6 de ligacéo da sapata com o pilar a partir da
contribuicao de cada elemento da sapata através da Eq. (54).

F'\ ol

Fesp nel 11 0 lef

oSh 8 |l

Mzsp et L0 Xq — Xspp szei
zel (54)

Para que o problema final (montagem do sistema de equacbes, da interacao
solo-estrutura) fique bem definido, torna-se necessario fazer o acoplamento das
contribuicdes definidas tanto por parte da estrutura quanto do solo. Dessa forma tem
de haver uma compatibilizacdo dos deslocamentos e deve ser garantido o equilibrio
de forcas em cada né da ligacéo sapata pilar (ssp) com os deslocamentos e forcas no
nd k da estrutura ao qual estéa ligado o pilar na sapata sp.

Anteriormente foi calculado as forgas resultantes no n6 ssp de cada sapata
devido as ac¢des atuantes no solo. Assim tais forcas devem ter seus sentidos invertidos
para que se tenha as forgas reativas do solo na sapata, pois dessa forma é garantido
o equilibrio de forcas e momentos em cada apoio da estrutura, conforme Fig. 10.

"“—“"é P, reacdo na sapata

F >3 FF? Px acdo no solo

Figura 10 - Ac40 e reacdo do solo na sapata.

{Fspp} = (85 ){Fipp} (55)
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onde {ﬁ;pp} € o vetor das resultantes de forcas atuantes no solo, calculadas para
o nd sp de cada sapata, {F“;pp} € o vetor das forgcas oriundas do solo, que atuam na

base do pilar que se liga a sapata, e [A —1[I], com n = 3. Préximo passo €

sr] =
unificar os sistemas de coordenadas, uma vez que o SCG do solo e da estrutura séo

diferentes, eixo vertical do SCG da estrutura apontado para cima e do solo apontado
para baixo, ao qual sera feito da seguinte forma:

{Fspp} = [‘ﬂse]{FSPP;EH} (56)

Somando a Eq. (55) com a Eq. (56) obtemos uma expressao para o calculo direto
do vetor {Fpp est):

{EFF} = [Ag] [ﬂse][Fspp.est}

ou ainda

{Fﬂlp,est} = —[Asel {F‘spp} (57)

onde [A_] € a matriz de ordem 3x3 dada por:

1 0 0
[Ase] = [U -1 D]
0 0 -1

Também se torna util que reescrevamos os deslocamentos no né de ligagao sapata
pilar da sapata sp para que possamos aplicar a compatibilidade de deslocamentos. A
expressao é:

{Uspp,est} = [ase]{USSP} (58)

Assim os vetores dos esforcos e deslocamentos referidos ao SCG da estrutura,
associados ao nd p e ao n6 k correspondente, sao:

T
{U.S'pp,est} — ['H.spp,est Wepp.est ‘Pspp,esr] (59)

T
{Fspp,est} = [Fxsppest Fzsppest Mazsppest] (60)
Uy = Uk Wi @il
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{(F}" = [Fae Fae My (62)

As relacdes entre as forgas reativas do solo e os deslocamentos na sapata podem
ser obtidas a partir da Eq. (52), (57) e (58) resultando em:

{Ps;ul,esr} = [R::pu]{usru.est} + [Hsplz]{Us;uz.esr}
{Pspz,est} = [Rspzl]{Uspl.est} + [R:;pzz]{Uspz,est} (63a-b)

Entdo substituindo Eq. (63 a — b) na Eq. (26) e ainda com as equacdes de
compatibilidade de deslocamento Eq. (24 a — d) e equilibrio Eq. (25 a — d), obtém-se
finalmente o sistema algébrico da interacao solo-estrutura:

He] o [EY] © o o o —IG“’] [G] o (v}
HYL (0] [HY ] [0 (0] [0] 0] -Gy IUI {v,}
o1 [#e] 1o [BP] -l62] o o o o -[62]]|w.)
o (o [m] B o -] -] o m o ||
0 [H2] o [FR] -l62] o o o -[e2]|in)]
0 [0 [0 (o1 [0 (1o [ [0 ||l
o (o [#Y] Bl o -[69] -l62] 0 o 0 |[iB)
0 [0 [0 [0 [ [ 1 [ [ [0 |[{n)
(Rl [Ry] 100 (01 o1 o1 qo1 o1 o1 [0 ||{P}
[Ryo] [Ryw] 100 100 0 00 00 0 o1 (o1 (R

[0] [01 [O] [O] [O] [O] [O] [O] [O] [O]]f {0}
(0] [0] [0] [O] [0] ([O0] [0] [O] [O] f[O]} O
[0] [0] [O] [O] [O1 [O] [O] [O] [O] [O]}] {0}
[0] [0] [O] [OT [O1 [O] [O] [O] [O] [O]]] {0}
[0] [0] [0] [0] [O] [O] [O] [O] [O] [O]}} {0}
[0] [0] [O0] [OT [O] [/ [oO] [O] [O] T
[0] [0] [OT [OT [Ol [o] [0] [0] [O] [
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [Z] [0] [0]|[{F,}
[0] [0] [O0] [OT [O] [0] [oO] [O] [O] T
[[0] [0] [O0] [O] [O] [O] f[OT [O] [O] [

4 | RESULTADOS E DISCUSSOES

Considere um pértico plano apoiado no solo conforme indicado na Fig. 11, onde
as barras horizontais possuem comprimentos de 3,00 m e a vertical tem 4,00 m; E =28
GPa e G = 14 GPa. O solo é considerado um meio continuo semi-plano infinito, onde
seu médulo de elasticidade € 2 MPa e o coeficiente de Poisson 0,5. Na estrutura esta
sendo aplicado um carregamento nodal de 10 N como indicado na Fig. 11.
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Para os resultados obtidos, F e M representam as forcas e momentos,
respectivamente, os deslocamentos séao representados por D, a rotacdo em torno de
y é representada por , os indices X e Y indicam os eixos do SCG, enquanto que x e y
representam o SCL, e NOi e NO§j correspondem ao nd inicial e final, respectivamente.
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@
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Figura 11 — (a) Discretizacéo do Pértico, (b) incidéncia de (a); (c) discretizacdo da sapata

Na Tab. 1 estdo mostrados os resultados obtidos no sistema local de coordenadas
para os esforcos atuantes na estrutura, onde a incidéncia de cada barra do portico,
assim como o sentido dos eixos locais, € mostrada na Fig. 11 a-b. A discretizacao da

sapata é mostrada na figura 11-c. Ja na Tab. 2 sdo mostrados os deslocamentos no
sistema local de coordenadas.

Fx (kN) Fy (kN) M (kN)
Barra y . . . y .
Noi N¢j Noi N§j Noi Noj
1 20 -20 0 0 0 0
2 0 0 -10 10 0 -30
3 0 0 10 -10 30 0
Tabela 1. Esforcos locais.
Dx D
Barra _ (mm) _ _ y (mm) _ _ rad _
Noi Noj Noi Noj Noi Noj
1 -4,7324E-5 | -5,6848E-5 0 0 0 0
2 0 0 -1,4854E-3 | -5,6848E-5 | 7,1428E-4 0
3 0 0 -5,6848E-5 | -1,4854E-3 0 -7,1428E-4
Tabela 2 - Deslocamentos locais.
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O exemplo proposto tem simetria tanto de geometria quanto de carregamento.
Dessa forma é esperada respostas simétricas do ponto de vista de deslocamentos e
esforcos. Conforme pode ser observado nas Tab. 1 e 2 tais comportamentos foram
representados pelos resultados. Além disso, a rotacdo nula nas extremidades das
barras, que convergem para o n6 2, também foi verificada. Os equilibrios tanto em
momento quanto em forgcas foram recuperados pelo MEC.

51 CONCLUSAO

Neste trabalho foi proposta uma analise da interacdo pértico plano apoiado na
superficie de um semi-plano modelado pelo Método dos Elementos de Contorno. Os
resultados sugerem uma boa eficiéncia do método e confirma sua elegéncia de reduzir
a dimensionalidade do problema em uma dimenséo. Por exemplo, as barras do portico
foram representadas por elementos de contorno pontuais e interface de contato da
sapata com o solo (admitido como semi-plano) foi representada por elementos de
contorno lineares discretizados apenas nas superficies de contato com as sapatas.

Convém notar se essa analise fosse feita por elementos finitos o pértico seria
representado por elementos unidimensionais € o solo representado por elementos
finitos planos. Nesse caso a discretizagdo do solo (que € um semi-plano infinito)
requereria um grande numero de elementos para mapear todo o dominio desse espaco.
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