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RESUMO: Este capitulo aborda a
importancia dos numeros complexos na
Engenharia Elétrica, com foco em suas
aplicacdes em circuitos de corrente alternada
e na analise de sinais. Inicialmente, sdo
apresentados os conceitos fundamentais
e as representacoes cartesianas e polares,
destacando como essas formas facilitam
célculos de magnitude e fase em fendmenos
oscilatérios. Em seguida, exploram-se as
aplicacdes praticas dos nUmeros complexos
em circuitos RLC, onde a representagéo de
impedancia complexa permite uma analise
precisa de defasagens e frequéncias.
Ferramentas computacionais, como
Geogebra e CircuitLab, sdo discutidas como
recursos didaticos eficazes, pois oferecem
simulacdes e visualizagbes interativas que
ajudam a superar barreiras de aprendizado.
Por fim, o capitulo sugere estratégias para
aprimorar o ensino de nUmeros complexos,
incentivando o uso de abordagens visuais
e colaborativas que promovam uma
compreensao pratica e solida entre futuros
engenheiros.

PALAVRAS-CHAVE: Numeros complexos,
Engenharia  Elétrica, Circuitos RLC,
Impedancia, Ferramentas computacionais.
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COMPLEX NUMBERS IN EXACT SCIENCES AND ELECTRICAL ENGINEERING

ABSTRACT: This chapter explores the importance of complex numbers in Electrical
Engineering, focusing on their applications in alternating current circuits and signal analysis.
Initially, fundamental concepts and Cartesian and polar representations are presented,
highlighting how these forms facilitate calculations of magnitude and phase in oscillatory
phenomena. Practical applications of complex numbers in RLC circuits are then examined,
where complex impedance representation allows for precise analysis of phase shifts and
frequencies. Computational tools, such as Geogebra and CircuitLab, are discussed as
effective educational resources, providing interactive simulations and visualizations that help
overcome learning barriers. Finally, the chapter suggests strategies to enhance the teaching
of complex numbers, encouraging the use of visual and collaborative approaches that foster
practical and robust understanding among future engineers.

KEYWORDS: Complex numbers, Electrical Engineering, RLC circuits, Impedance,
Computational tools.

11 INTRODUGAO

Os nameros complexos s@o fundamentais na Engenharia Elétrica e em outras areas
das ciéncias exatas, pois facilitam a analise de sistemas com grandezas que variam em
amplitude e fase, como sinais e circuitos de corrente alternada. O conceito de numero
complexo foi introduzido historicamente para resolver equagbes polinomiais sem raizes
reais e esta baseado na unidade imaginaria j, onde =-1 (FINE; ROSENBERGER, 1997).
Esse formalismo se tornou indispensavel para representar grandezas que exigem mais de
uma dimensao para sua interpretagdo, como oscilagdes em circuitos elétricos (SADIKU,
2007).

No contexto da Engenharia Elétrica, os nimeros complexos permitem simplificar
operacbes que envolvem fendbmenos de defasagem em circuitos com resistores,
capacitores e indutores, facilitando a manipulagcéo algébrica de grandezas oscilatérias,
como tensd@o e corrente alternadas. Em circuitos RLC, por exemplo, a representacdo de
tensbes e correntes no plano complexo possibilita o célculo preciso de impedancias e a
andlise das relagdes de fase entre as variaveis, otimizando a resolu¢do de problemas de
maneira prética e eficiente (VIEIRA; PINTER, 2019).

Embora a aplicacdo dos numeros complexos seja essencial para a formagdo em
Engenharia, muitos estudantes apresentam dificuldades em compreender e manipular
esses conceitos, principalmente devido a falta de familiaridade com o nimero imaginario e
a dificuldade em visualizar operagdes no plano complexo (NORDLANDER; NORDLANDER,
2012). Estudos indicam que, embora o tema seja introduzido no ensino médio, existem
lacunas significativas no aprendizado, e os materiais didaticos muitas vezes oferecem
uma abordagem limitada sobre o uso pratico dos nUmeros complexos em problemas reais
(JUNIOR, 2016; OPPENHEIM; VERGHESE, 2015).
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Diante dessas dificuldades, o uso de ferramentas computacionais, como o
Geogebra e o CircuitLab, mostra-se promissor, pois proporciona visualiza¢des interativas
que facilitam a compreensdo das operagdes no plano complexo e a interpretacdo de
fendmenos de defasagem. Essas plataformas permitem que estudantes de engenharia
explorem conceitos tedricos de maneira pratica e visual, promovendo uma compreensao
mais intuitiva e aplicavel do tema.

Este capitulo, portanto, aborda a relevancia dos nimeros complexos na Engenharia
Elétrica, explorando desde suas bases conceituais até suas aplica¢des praticas em circuitos
elétricos. Além disso, séo discutidas estratégias pedagogicas para melhorar o aprendizado,
com foco no uso de ferramentas visuais e metodologias didaticas que tornam o ensino dos
nameros complexos mais acessivel e eficaz.

21 CONCEITOS FUNDAMENTAIS E REPRESENTAGCAO GRAFICA

Os numeros complexos surgiram como uma extensdo dos numeros reais, criados
para resolver equacgdes polinomiais que ndo possuem solugcées no conjunto dos reais. A
unidade imaginaria, permite construir numeros complexos da forma z=a+bj, em que a é
a parte real e b € a parte imaginaria do niumero complexo z. Esse tipo de representacéo,
chamado de forma algébrica, € amplamente utilizado em célculos que envolvem sinais e
fenémenos oscilatérios na Engenharia Elétrica (FINE; ROSENBERGER, 1997).

A introdugdo dos numeros complexos se torna especialmente relevante ao lidar
com funcgdes cujas raizes néo pertencem ao conjunto dos numeros reais. A Figura 1, por
exemplo, representa graficamente a fungéo f(x)=x2+1, que ndo cruza o eixo x no plano real,
indicando a necessidade de uma extensao para o plano complexo para que suas raizes
possam ser determinadas.

Figura 1: Exemplo de fungéo complexa.

Na Engenharia Elétrica, os numeros complexos sdo essenciais para representar
grandezas que variam em amplitude e fase, como a tensdo e a corrente alternada em
circuitos elétricos (SADIKU, 2007). Operacdes que envolvem esses sinais periodicos, e

que exigem a manipulacao de defasagens e frequéncias, séo simplificadas com o uso dos
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nameros complexos, permitindo uma abordagem visual e algébrica para fendmenos que,
de outra forma, exigiriam célculos trigonométricos complexos (BOYLESTAD, 2013).

2.1 Representacao Cartesiana e Polar

No plano complexo, a visualizagdo dos numeros complexos € feita com o eixo
horizontal representando a parte real e o eixo vertical representando a parte imaginaria
de z. A representacéo grafica dos numeros complexos no plano facilita a compreenséo e
a execucgao de operacgOes basicas, como a soma e a subtracdo, que podem ser realizadas
somando-se as partes reais e imaginarias separadamente.

Na forma z= a+bj, os nimeros complexos sdo facilmente manipulaveis para
operagbes de soma e subtragdo. Para somar dois nimeros complexos z,= a,+b,j e z,=

a,+b,j, basta somar as partes reais e imaginarias, como:
z+z;=(ag +ax) + (by +b2)j (1)

A Figura 2 apresenta a representacdo cartesiana de um numero complexo,
destacando a visualizagdo das partes real e imaginaria, o que facilita a compreenséo

dessas operacoes.

<4

=

Figura 2: Representagao cartesiana de um nimero complexo.

Em algumas operacbes, como multiplicacdo e divisdo, a forma polar € mais
adequada, pois permite descrever z em termos de sua magnitude |z| e angulo 6. A forma
polar de z é dada por:

z =|z| (cosO + jsend) =| z | e/® (2)

onde | z I=Va?> +b? é amagnitude e 6 = tan™! (%) € o angulo de fase. Esta representacédo
€ conveniente para operac¢des de multiplicacéo e diviséo, pois as magnitudes dos niUmeros sao
multiplicadas (ou divididas) e os angulos sédo somados (ou subtraidos), simplificando a analise.
AFigura 3 ilustra a representacéo polar de um nimero complexo no plano complexo,
destacando arelagéo entre a magnitude e o angulo. Essa figura ajuda a explicar visualmente
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por que a forma polar € vantajosa em operagdes que envolvem rotagéo e escala, comuns

em problemas de Engenharia Elétrica.

e |

Figura 3: Representac¢ao polar de um nimero complexo no plano complexo.

Além disso, no plano complexo, a multiplicagdo de um numero por j corresponde
a uma rotagcdo de 90° no sentido anti-horario, caracteristica essencial para o estudo de

circuitos com componentes que introduzem defasagens, como capacitores e indutores.

2.2 Importancia das Representacdes na Engenharia Elétrica

A versatilidade entre as representacdes algébrica e polar € uma caracteristica que
torna os nimeros complexos particularmente Uteis na Engenharia Elétrica. Em circuitos de
corrente alternada (CA), onde tensdes e correntes oscilam com o tempo, o uso da forma
polar simplifica o calculo de variaveis importantes, como a impedéancia e a defasagem.

Por exemplo, em um circuito RLC série, a impedancia total Z pode ser expressa

como:

Z=R+j(wL—i) (3)

wC

onde R é a resisténcia, L é a indutancia, C é a capacitancia e w é a frequéncia
angular da fonte de tensé@o. Esse modelo de impedancia em forma complexa permite
entender rapidamente como cada componente afeta a fase e a magnitude da corrente
e da tensao, simplificando analises que seriam mais complicadas com representagbes
puramente trigonométricas (VIEIRA; PINTER, 2019).

Em resumo, o uso dos nimeros complexos ndo apenas facilita calculos em
problemas de Engenharia Elétrica, mas também permite a visualizacdo intuitiva de
fendmenos oscilatérios e de defasagem, contribuindo para o entendimento completo de

fenémenos que exigem analises em duas dimensdes.
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31 APLICAGCOES DOS NUMEROS COMPLEXOS EM ENGENHARIA ELETRICA

Na Engenharia Elétrica, os nUmeros complexos sdao amplamente utilizados para
representar e resolver problemas que envolvem grandezas alternadas, como a tenséo
e a corrente em sistemas de corrente alternada (CA). Os numeros complexos permitem
descrever tanto a magnitude quanto a fase dessas grandezas, simplificando a andlise
de circuitos elétricos com componentes que introduzem defasagens, como resistores,
capacitores e indutores (SADIKU, 2007).

3.1 Analise de Circuitos RLC com Impedéancia Complexa

Em circuitos de corrente alternada com resistores, indutores e capacitores
(conhecidos como circuitos RLC), os componentes introduzem defasagens especificas
entre a tensdo e a corrente. A resisténcia (R) causa uma resposta em fase, enquanto o
capacitor (C) e o indutor (L) produzem defasagens de -90° e +90°, respectivamente, na
corrente em relacdo a tensdo. Os numeros complexos sédo fundamentais para representar
essas relacdes de forma simplificada e precisa.

A impedéncia complexa Z descreve a resisténcia total que um circuito apresenta
a uma corrente alternada, levando em conta as contribuicbes de cada componente
(BOYLESTAD, 2013). Para um circuito RLC série, a impedéncia foi dada pela Equacgéo (3).

A representac@o complexa da impedancia é vantajosa porque permite combinar as
contribuicées de cada componente de forma direta.

3.2 Fasores e Representacdo no Plano Complexo

Para representar grandezas alternadas, como tensdo e corrente em circuitos
CA, utiliza-se o conceito de fasores, que sédo vetores rotativos representados no plano
complexo. Um fasor € uma representagcdo complexa de uma grandeza senoidal, onde a
magnitude do vetor corresponde a amplitude da onda senoidal e o angulo de fase indica
sua posi¢ao no ciclo.

Por exemplo, para uma tenséo V(f)=V,cos(wt+@) o fasor correspondente & V=V e?,
onde V, é a amplitude e ¢ € o angulo de fase. Isso permite representar a tensédo como uma
grandeza complexa estatica no plano complexo, facilitando a soma e subtracdo de ondas
senoidais defasadas, operagdes que seriam mais complexas se realizadas apenas com

fungbes trigonométricas.

3.3 Aplicacao Pratica: Exemplo de Calculo de Corrente em Circuito RLC

Em um circuito RLC série com uma fonte de tensdo alternada, a corrente / que

circula pelo circuito pode ser determinada pela Lei de Ohm generalizada para impedancias:
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I= % Supondo que a tens&o da fonte &€ V=V, e, e a corrente pode ser obtida pela diviséo

do fasor de tensao pela impedancia complexa:

[ =% _ Vo jo-g) 4)
z 1z

Esse calculo fornece a amplitude da corrente e a defasagem relativa entre tenséo
e corrente, um aspecto essencial em circuitos CA, onde diferentes componentes (R, L, C)

introduzem defasagens especificas na corrente em relacéo a tenséo de entrada.

3.4 Transformadas e Frequéncias em Analise de Sinais
Os numeros complexos também sdo fundamentais na analise de sinais em
Engenharia Elétrica, especialmente em transformadas como a de Fourier, que decompde
um sinal no dominio do tempo em suas componentes de frequéncia. A transformada de
Fourier € amplamente utilizada para analisar e projetar sistemas de comunicacao e controle,
onde as frequéncias e as fases dos sinais determinam o comportamento do sistema.
AFigura4ilustraumaTransformadade Fourierde umsinal, mostrando adecomposigcéo
do sinal original em suas componentes reais e imaginarias no dominio da frequéncia. Essa
representac@o é essencial para entender a aplicacdo dos numeros complexos na analise
de sinais, onde cada componente de frequéncia pode ser representada como um fasor com

sua propria magnitude e fase.

Figura 4: Exemplo de Transformada de Fourier no dominio da frequéncia.
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41 FERRAMENTAS COMPUTACIONAIS COMO APOIO DIDATICO

Uma das principais dificuldades no aprendizado dos numeros complexos é a
abstracdo envolvida em conceitos como o ndmero imaginario e a interpretacdo de
operacdes no plano complexo. Ferramentas computacionais oferecem suporte didatico
valioso ao permitir a visualizacdo interativa de operagdes complexas e a simulacdo de
fendbmenos, que ajudam os estudantes a entenderem melhor os conceitos.

4.1 Geogebra

O Geogebra é uma ferramenta amplamente utilizada para visualizagdo gréafica e
apoio didatico em areas como algebra, calculo e geometria. Para o ensino de niumeros
complexos, o Geogebra possibilita a criagdo de representagbes visuais que mostram as
operacdes no plano complexo, ajudando a tornar mais concretos os conceitos de soma,
subtragé@o, multiplicacao e rotacgéo.

Uma aplicagdo comum no Geogebra é a representacdo de operagdes basicas com
nuameros complexos, como a soma e a multiplicagédo, permitindo que os alunos visualizem
diretamente no plano complexo as mudancas de magnitude e fase. A Figura 5 apresenta
uma visualizagdo da soma de dois numeros complexos no Geogebra, demonstrando a
simplicidade dessa operagéo grafica, o que ajuda na compreensao dos resultados de uma
soma algébrica.

@ 1w 1 s wivis | O
® .-anirom 3 . o

Fa

Figura 5: Exemplo de soma de numeros complexos no Geogebra.

Além disso, o Geogebra permite a visualizagao de rotacdes e outras operag¢des que
ilustram como a multiplicagdo por um nimero complexo afeta o &ngulo e a magnitude no

plano complexo.
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4.2 CircuitLab

Enquanto o Geogebra é ideal para a visualizagao de operagdes algébricas no plano
complexo, o CircuitLab é uma ferramenta focada em simulagdo de circuitos elétricos,
tanto analdgicos quanto digitais. O CircuitLab permite que estudantes montem e analisem
circuitos de corrente alternada, fornecendo uma representagéo visual das respostas de
amplitude e fase das tensdes e correntes nos diferentes componentes.

Para estudantes de Engenharia Elétrica, o CircuitLab & particularmente 0til na
andlise de circuitos RLC, onde as defasagens causadas pelos elementos resistivos,
indutivos e capacitivos afetam as grandezas de tensdo e corrente. Por exemplo, a Figura
6 mostra a simulagéo de um circuito RLC no CircuitLab, onde o comportamento da tenséao
e da corrente é exibido no dominio do tempo, oferecendo uma viséo realista dos efeitos de
fase e amplitude em cada componente do circuito.

CIRCUIL L

10 mH
—— MW

R1

2200
+\ Vs

@ sine =Nt
— 100 Hz

Start Time: 0.0002

Stop Time: 0.1 s

Time Step: 1u s

Skip Initial: Yes
Sweep Parameter:
Outputs:

VIR1.nB)
IR1.0B)

+ Add Expression

M Advanced Graphing...

Run Time-Domain Simulation

Frequency Domain

Figura 6: Simulagéo de um circuito RLC com fonte senoidal no CircuitLab.

Outra funcionalidade relevante do Circuitlab é a possibilidade de visualizar a
resposta dos circuitos no dominio da frequéncia. A Figura 7 ilustra a resposta em frequéncia
de um circuito RLC, com a amplitude e fase das tensOes apresentadas para diferentes
frequéncias. Esta representacéo é fundamental para o entendimento de fendmenos de
ressonancia e comportamento de frequéncia em sistemas elétricos, conceitos que exigem
uma compreensao detalhada das operagdes com numeros complexos.
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Figura 7: Dominio da frequéncia: Amplitude e fase da tens&o ao longo dos elementos do circuito RLC.

4.3 Beneficios para o Aprendizado

O uso de ferramentas como o Geogebra e o CircuitLab proporciona uma série de
beneficios ao aprendizado dos nUmeros complexos. Entre os principais estéo:

Visualizagcdo Interativa: A visualizacdo gréafica e interativa ajuda os alunos a
entenderem operacbes abstratas, como rotacbes e multiplicacbes complexas, de uma
forma concreta e visual.

Ferramentas como o CircuitLab simulam circuitos reais e permitem que os alunos
observem o comportamento dindmico das grandezas elétricas em fungéo da frequéncia e
do tempo, conectando a teoria dos niUmeros complexos com aplicagbes praticas.

Essas plataformas possibilitam que os estudantes explorem conceitos por conta
propria, desenvolvendo a intuicdo e o entendimento conceitual de maneira autbnoma.

A aplicagéo de ferramentas computacionais contribui significativamente para superar
barreiras no aprendizado dos numeros complexos, proporcionando uma abordagem visual
que € muitas vezes mais intuitiva e eficaz do que métodos tradicionais. Além disso, o uso de
simulagdes e representacdes interativas alinha-se com metodologias modernas de ensino,

que priorizam a constru¢do do conhecimento por meio de experimentagéo e exploracao.

51 DESAFIOS E ESTRATEGIAS NO ENSINO DE NUMEROS COMPLEXOS

O aprendizado dos numeros complexos apresenta desafios significativos para muitos
estudantes, especialmente em areas como a Engenharia Elétrica, onde esses conceitos
séo aplicados de forma pratica. As dificuldades enfrentadas por estudantes incluem desde
a compreensao basica do conceito de nUmero imaginario até a visualizacao e manipulagéo
de operacgbes algébricas e trigopnométricas no plano complexo. Pesquisas indicam que
essas dificuldades sdo comuns tanto entre alunos quanto entre docentes, e que ha uma
necessidade de metodologias de ensino mais eficazes (NORDLANDER; NORDLANDER,
2012; CAGLAYAN, 2016).
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5.1 Principais Dificuldades de Compreenséo

Uma das principais barreiras no aprendizado dos numeros complexos é a dificuldade
de aceitar e interpretar o conceito de unidade imaginaria, e de visualizar as operagbes
envolvendo numeros complexos. Segundo estudos, muitos alunos classificam os numeros
complexos como uma construcao abstrata de dificil compreenséo e apresentam dificuldades
em ver a aplicagéo pratica desses conceitos (CHAVEZ, 2014).

Outro aspecto critico é a visualizagdo do plano complexo e a conexao entre operagdes
algébricas e suas interpretacdes geométricas. A compreenséo das representacdes polar e
cartesiana, assim como a interpretacdo de angulos de fase e magnitude, muitas vezes
requer uma capacidade de abstracdo que muitos alunos ainda ndo desenvolveram
completamente.

5.2 Estratégias Didaticas para Melhorar a Compreensao

Para lidar com essas dificuldades, diversas estratégias didaticas tém sido propostas
com o objetivo de tornar o ensino de nimeros complexos mais acessivel e pratico. Entre as
principais estratégias estéo:

Como discutido na secéo anterior, o uso de ferramentas como Geogebra e
CircuitLab proporciona uma abordagem visual que ajuda os alunos a entenderem as
operagdes no plano complexo. Essas plataformas permitem que os estudantes visualizem
as transformacgbes geométricas resultantes de opera¢cdes com numeros complexos, como
rotacoes e mudangas de magnitude, o que facilita a compreenséo intuitiva dos conceitos.

Apresentar o desenvolvimento histérico dos niumeros complexos pode ajudar os
estudantes a entenderem a motivagéo por tras desse conceito. Discutir como 0os nimeros
complexos foram criados para resolver equagdes sem raizes reais e como se provaram
Uteis em areas como a Fisica e a Engenharia ajuda a situar o aprendizado no contexto das
aplicagbes préticas.

Ao conectar numeros complexos a representagbes visuais e compara-los a
conceitos familiares (como rotagcdes no plano e vetores), &€ possivel construir uma ponte
entre o conhecimento prévio dos estudantes e os novos conceitos. Essas analogias podem
simplificar a transi¢cao do aprendizado abstrato para a aplicagéo pratica, especialmente em
disciplinas que exigem interpretacdo geométrica dos nimeros complexos (JUNIOR, 2016).

Trabalhar com problemas aplicados a Engenharia, como célculos de impedancia
e andlise de defasagens em circuitos de CA, ajuda os estudantes a entenderem o valor
pratico dos nimeros complexos. A pratica com exercicios que envolvem o uso de fasores
e transformadas no contexto de sinais e sistemas facilita a transicdo do conceito abstrato
para a aplicacao técnica e real.
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5.3 Integracao de Repositorios de Recursos Visuais

A criacdo de repositorios colaborativos e plataformas de compartilhamento de
projetos, como o perfil publico no Geogebra, possibilita que professores e alunos acessem
contetdos desenvolvidos para visualizagdo de nUmeros complexos em circuitos e sinais.
Tais recursos visuais facilitam o aprendizado ao oferecer uma abordagem interativa e
pratica. A Figura 8 exemplifica um repositério de contetdo colaborativos no Geogebra,
onde projetos e aplicagbes desenvolvidos para visualizagdo de numeros complexos
podem ser compartilhados entre docentes e discentes, promovendo o aprendizado ativo

e colaborativo.

geogebra.org

sbra cirrunos
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Figura 8: Repositério de conteudo colaborativos no Geogebra.

Essaestratégiaincentivaoaprendizado autbnomo e aexploragéo pratica, promovendo
uma compreensdo mais profunda e integrada dos conceitos. Professores podem, inclusive,
sugerir que os alunos desenvolvam seus préprios projetos de visualizagé@o, contribuindo
para o repositorio e fortalecendo a conexao entre teoria e pratica.

5.4 Beneficios de uma Abordagem Visual e Interativa

Estudos mostram que os alunos que utilizam ferramentas visuais e interativas, em
combina¢do com as abordagens descritas acima, apresentam uma compreensdo mais
sélida e intuitiva dos numeros complexos (NORDLANDER; NORDLANDER, 2012). Esse
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tipo de abordagem néo apenas facilita a interpretagdo geométrica e pratica dos conceitos,
mas também melhora a retencdo e a habilidade de aplicar os numeros complexos em
problemas de engenharia. Além disso, 0 uso de plataformas interativas permite que
os alunos experimentem e explorem conceitos de forma autdnoma, fortalecendo seu

entendimento e desenvolvendo uma intuicéo valiosa para o aprendizado avanc¢ado.

61 CONSIDERAGOES FINAIS

Os numeros complexos sdo fundamentais na Engenharia Elétrica, facilitando a
andlise de grandezas oscilatorias e defasagens, especialmente em circuitos de corrente
alternada e na analise de sinais. Com representacdes que capturam magnitude e fase, eles
simplificam célculos de impedéancia e operagbes envolvendo fases.

Este capitulo discutiu tanto suas aplicagbes praticas quanto os desafios de
aprendizado, propondo estratégias como o uso de ferramentas visuais (Geogebra e
CircuitLab) e métodos de ensino interativos. Essas abordagens tornam os conceitos
abstratos mais acessiveis e aplicaveis.

Aointegrar essas abordagens visuais e interativas, espera-se que futuros engenheiros
adquiram uma compreensao sélida e intuitiva dos numeros complexos, aplicavel a uma
variedade de problemas em Engenharia Elétrica e outras areas das ciéncias exatas. Esse
enfoque pedagogico oferece aos alunos as ferramentas para compreenderem melhor os
fendmenos de fase e amplitude, promovendo uma formagé@o mais completa e pratica.
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