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Resumen: En este articulo, probamos la
unicidad de solucién de la ecuaciéon de
Boussinesq homogénea y no homogénea en
espacios de Sobolev periddico. Lo hacemos
de un modo diferente a [3], en este caso
realizamos calculo diferencial en Hrer y usamos
propiedades de la derivada distribucional
periddica, sin usar la cara de la solucion.
Mediante esta prueba evidenciamos Ia
propiedad conservativa de la energia asociada
al problema homogéneo.
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INTRODUCCION

La ecuacion de Boussinesq describe el
movimiento de las ondas en aguas poco
profundas, que pueden ser vistas en mares,
lagos y rios.

El modelo homogéneo (PB) con datos en
espacios Sobolev periddico fue propuesto por
Iorio en [1], de modo que partiremos estu-
diando este caso, motivados con la teoria de
Iorio [1], Santiago y Rojas [2] para el caso de
la ecuacion de la onda, y Papuico y Santiago
[3] para el caso de la ecuacién de la onda de
Boussinesq. Siguiendo las ideas plasmadas en
Santiago y Rojas [2] para la ecuacién de onda
no homogéneo. De [3], se tiene que los pro-
blemas homogéneo y no homogéneo de la
ecuacion de Boussinesq en espacios de Sobo-
lev periddico poseen existencia y unicidad de
solucidon que se probaron a partir de la forma
explicita de la solucién de ambos problemas.
Ahora, en este estudio logramos probar la
propiedad conservativa de la energia asociada
al problema homogéneo, partiendo de la exis-
tencia de solucién del caso homogéneo y sin
usar la forma explicita de la solucion, hacien-
do calculo diferencial en Hper. Esto estd com-
prendido en el Teorema 1 que presentaremos
en este articulo. Del Teorema 1 deduciremos
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resultados de unicidad de solucién para am-
bos problemas: homogéneo y no homogéneo,
respectivamente.

El presente articulo estd organizado de la
siguiente manera: Enla Seccién 2, indicaremos
la metodologia usada y citamos las referencias
usadas para los resultados preliminares
que se pueden necesitar. En la Secciéon 3,
estudiaremos los principales resultados
obtenidos en este trabajo. Asi, probaremos la
propiedad conservativa de la energia asociada
a la ecuaciéon de Boussinesq. Luego, usando
la propiedad conservativa probaremos la
unicidad de solucion de la ecuacién de onda
de Boussinesq, para el caso homogéneo y
no homogéneo. Finalmente, en la Seccién 4,
damos las conclusiones de este estudio.

METODOLOGIA

Como marco tedrico usamos los resultados
de existencia y regularidad de [3]. Usamos
[1], [2], [3] y [4] para la teoria de Fourier
y propiedades en los espacios de Sobolev
periodico, y el célculo diferencial en espacios
de Banach.

PRINCIPALES RESULTADOS

Primero obtendremos la propiedad
conservativa de la energia asociada al
problema homogéneo. Luego, usando este
resultado probaremos la unicidad de solucion
tanto para el problema homogéneo y no
homogéneo, respectivamente.

ECUACION HOMOGENEA DE
BOUSSINESQ

Sea T >0, s € R fijado. El problema

uwe C([0,T],Hs,)NC([0,T], Hi )
Afu(t) = 02u(t) — Opu(t) € Hi 2,

u(0) = ¢ € Hp,,,

(‘9tu(0) = ’(/J S ng_rl.

(Pp)

se denomina ecuaciéon homogénea de
Boussinesq.
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Definicion 1. Definimos la energia asociada
al problema (P,) como

E(t,u) i= 0@l + 10:u(®)_y + [|20@)]2_, (1)

Teorema 1. Si u es solucién de (PB) con
e 1
datos iniciales ¢ € Hper Y ¥ € Hpe,
entonces

0:E(tu) =0,V tE[0,T]. 2
Ast, (2) implica que

E(tu) =E0,u) =0,V t€ [0,T]. 3)

Esto es, la energia asociada al problema (P,)
es conservativa.

Demostracion. Usaremos la notacion E(t) =
E(t,u), Asi,

. Eit+h)—-E(t
050 = i ECEDZEQ)

Ahora,

E(t+h) — E(t)
h

= oIy = 190l ~ 2], }
1 ({0t + ), Dot + 1) -+ Oyt + B) Dyt + 1)

<62 (t+ h), Oau(t + h)) — (Qpu(t), dyu(t))
—{Dau(t), Dul(t)) — (D2u(t), Dzu(t))}

= <8tu(t +h), M> + <81u(t +h), w>
<32u(t + h), w> - <M,‘0Mt)>
- (20,07) - (24 220t}
= <8tu(t +h), w> - <%7(M(t)>
+ <3xu(t +h), ¢> - <8T%(t),5xu(t)>
+ <a§u<t + 1), %ﬁ%— <@‘8§u(t>> .

Ta(h)i=

En primer lugar,
Ayu(t)

<6tut+h) ut) < .
0,

Opult +h})L ) t)> <8tu(t+h})l

<0zu(t +h), dult) aiu(t>>
Entonces,

. 2

lim I( t)) + (OFu(t), Oyu(t))

Para el caso real, se tiene

h) = (Byu(t), 07 u

1
= 2 {4 Wy + ot + I+ S2ut + )},

h) = 2{0yu(t), 7 u(t))

=2 (Oyu(t), Dou(t) — dyu(t)) (4)
Ahora,

1m Ty (
h—0

Io(h) = <a,,,.u(t+;) 2 “(t +h) >

()
= <E)xu(t +h), + <8xu (t+ h), >
<a u(t + 1), ““(t > <3”” Oy (t)>

_ <81u(t ), B_,u(t + 12 — dpu(t) > n <6.,,.u(t + h})L — dyu(t) » Bzu(t)>

Entonces,

0, u(f + h)>

lim I5(h) = (Du(t), dyu(t)) + (O, u(t), Dyu(t))

Para el caso real

}1L1m I>(h) = 2 (0yu(t), 0,0, U( )
-9 hm <6 t+h;_8$U(t)>
B u(t + h) —u(t)
= -2 11 < h >
Finalmente,

I(h) = <3fu(t+h), w> <02"( ) Ou(t )>

_ <32u(t R, 07—3“(’5 * h)> - <a%u(t R, @>
<(‘)2u(f+h) % “(t)> <32“(t) o (t)>

_ < u(t + h), O2u(t + h]z O2u(t) > <(’)§u(t + h})l — 02u(t) , 3J2u(t)>
Asi,
lim I5(h) = (02u(t), 0,02u(t)) + (9,02u(t), Pu(t))
h—0

Para el caso real, se tiene

lim I5(h) = 2 lim (a2 ), 0, 92u(t))
i < Ful), D2u(t + h}i - 8§u(t)>
~ oy < Fu(e), 2eul + h})L - azu(t)>
= 21im <a§u(t), ) — ) h,)l = >
= 2(0pu(t), du(t)) . (6)

Por tanto, de (4), (5) y (6) se tiene para el
caso real

(t+h

3
) e — E 1m I
h—0
i= 1

lim

Asi,

T — o



3

Z%lm] = 2(0yu(t), O2u(t) — Ohu(t)) — 2 (OZu(t), dyu(t))
+2 (0hu(t &u( ))
*2<8¢u ( ) — 84 >72<8 u(t), Opult )>
—2(— 84 1), Oru(t))
=2 (Qyu(t), O2u(t) — Opu(t)) — 2 (D2u(t) — Opu(t), Oru(t))

=0.
En conclusion 0 E(t) = 0
Ahora, veamos el caso general

O,E(t) = ’{IL% w

= (Opu(t), OFu(t)) + (Oful(t
+(Gzult), 0.0, ult)) +

+ (O2u(t

), Byult))
(0p0u(t), Dyu(t))
t),0,02u(t)) + (0:02u(t), 2ult))

Asi,

QE(t) = (Dyu(t), D2u(t) — Oqu(t)) + (O2uft

8ut+h
zut

<
< zut+h
{22

= dpu(t), Qyu(t))

+ lim
h—0

+ lim
h—0

t+h

+hm O2ult

~dult >>
t),azu(t)>
—du ()>

+h,m<82 (thz o? (t) o ()>

h—0

Ahora, usando las propiedades del calculo
diferencial en espacios de Sobolev se tiene

QE(t) = <8,u t), D2u(t) — Otu(t) >+ <02u — dju(t), du(t))

- lm1 <82u ult+ h —ult > — lim <M‘Ofm(i)>
h—0 h

+ hm <04u ult + h —ult > + lmé <w,0‘3u(t)>

= (Dyu(t), Oju(t) — D“u(t)> (O3u(t) — pu(t), dyu(t))
—(D2u(t), Oeu(t)) — (Deult), 0Zu(t)) + (Dpult), du(t))
+ (Deul(t) ()4u( ))
= (Qyu(t), O2u(t)) — (uu(t), Dpult)) + (D2u(t). duu(t)) — (Dru(t), dpu(t)}
—(2u(t (‘Zu )Y = (Qrult), D2u(t)) + (Dtu(t), du(t))
+ (Dvul(t) ), rut 1))

=0.

El Teorema 1, que acabamos de estudiar,
nos permite deducir el siguiente resultado.

Corolario 1. Existe a lo mds una solucién
de la ecuacién de Boussinesq homogénea (P,).

Demostracién. Siv ¥y ¢ son soluciones de
(PB), w =u—1 es solucién de (PB), con datos
iniciales

w(0) = u(0) - #(0) = - p =0 € Hper,

we(0) =u(0) - te(0) =y -p=0€ Hs Lper

Por el Teorema 1, de la conservacion de la
energia, obtenemos: d,E(t,w) = 0, para todo ¢
€ [0,T]. Es decir,

E(t,w) = E(0,w)
= 0 (O)12_s + 122 O)2_ + |OlO) 2_,
=0.
Asi,
O]y =0
10s0 ()13 = 0,
lo2)]2, =
Por tanto, en H*" 4p se tiene que
Jdw(t) =
0 w(t) = 0,
0 *w(t) = 0.
para todo ¢ € [0,T]. Asi,
w(t) =w(0)=0

Luego, u(t) = u(t) para todo t € [0,T].

ECUACION NO HOMOGENEA DE
BOUSSINESQ

Sea T > 0, s € R fijado y/" € C ([0, T Hyer),
El problema

ue C([0,7],H,,) NC* ([0,T], Hy,b)
(pEy | GFult) = 62 (t) = Opult) + F(t) € Hp.,!
B2 u(0) = ¢ € H,,,

87511,( ) wEHS 1.

per
se denomina ecuacién no homogénea de
Boussinesq.

Ahora, usaremos el Corolario 1 para
obtener el siguiente resultado.

Corolario 2. Existe a lo mds una solucion
de la ecuacion de Boussinesq no homogénea
(P*,), para F0.

Demostracion. Si u 'y @ son soluciones de
(Pf,), w:=u—1 essolucién de (P,). Con datos
iniciales nulos w(0) = 0y w,(0) = 0. Usando el
Corolario 1 se concluye que w = 0.
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CONCLUSIONES

En nuestro estudio de la unicidad de la
solucion de la ecuacion de Boussinesq en
espacios de Sobolev periddico, tanto en el
caso homogéneo y no homogéneo, hemos
obtenido importantes resultados concretos.
Entre ellos podemos destacar el cuamplimiento
de la propiedad conservativa de la energia
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