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RESUMEN: Usando el método de ladiagonal
de Cantor probamos que ciertos conjuntos
son no numerables. Ademas, estudiamos la
no existencia de una funcién sobreyectiva
entre un conjunto y su conjunto potencia, y
su conexion con no numerabilidad
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INTRODUCCION

En este articulo, iniciaremos nuestro
estudio abordando conjuntos numerables,
de modo intuitivo. Luego, estudiaremos la
existencia de conjuntos no numerables.
Esto es, introduciremos el método de la
diagonal de Cantor para probar que ciertos
conjuntos son no numerables. Este método
se basa en construir un elemento que no
pertece a un conjunto infinito numerable.
Finalizaremos, enunciando y demostrando
el Teorema de Cantor sobre la no
existencia de una funcion sobreyectiva
entre un conjunto y su conjunto de partes,
y conectandolo con no numerabilidad.

Cabe destacar a Georg Cantor
(1845-1918),

nacionalizado Aleman, reconocido por sus

matematico ruso,
obras en Teoria de conjuntos, realizados
durante los anos 1876-1895. Para esto,
podemos citar [1], [2], [3] y [4].

Nuestro articulo esta organizado del
siguiente modo. En la seccion 2, damos las
definiciones y resultados que usaremos.

En la seccion 3, estudiamos y generamos
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intuitivamente algunos conjuntos numerables. Asi, desarrollamos el producto, cociente y
unién de conjuntos numerables. En la seccion 4, abordamos la existencia de conjuntos no
numerables usando el método de la diagonal de Cantor y ademas estudiamos el conocido
Teorema de Cantor. Finalmente, en la seccién 5 damos las conclusiones de este estudio.

PRELIMINARES

Rapidamente introduciremos algunas definiciones y resultados que seran usados en

este estudio. Para esta seccion citamos [2].

Conjuntos finitos

Introduciremos el siguiente subconjunto de IN:

I :={x€INx<n}={1.2,..,n}

Definicion 2.1 Sea X un conjunto, diremos que X es finito si es vacio o existe n €
IN y existe f: | — X biyectiva (i.e. existe f biyeccion entre | y X).
Asi, a cada j € | se le asocia f(/) € X que podemos denotarlo como x, luego

X=X, X000 X ).
Observacion 2.1 f inyectiva nos indica que x,;# x para i # j. Y f sobreyectiva nos
indica que f(l) = X.
La biyeccion fes llamada contador de los elementos del conjunto X'y n es llamado
el numero de elementos de X o también el cardinal del conjunto X; i.e. n = card(X).
Lema 2.1 Si existe f: X — Y biyeccion entonces dados x,€ X'y y € Y existe una
biyeccion que conecta x,a y,, i.e. 3g : X - Y biyeccion tal que g(x)) = y,.

Teorema 2.1 Sea n € N, si A c | propiamente entonces no puede existir una
biyeccion entre Ae |, i.e. 3 f: A— | biyeccion.

A seguir veremos que el numero cardinal est4 bien definido, esto es independe de f.

Corolario 2.1 Sif: | — Xe g: | — X son biyecciones entonces m = n.

Corolario 2.2 Sea X un conjunto finito. Una funcion f : X — X es inyectiva si y
solamente si f es sobreyectiva.

Corolario 2.3 Sea X un conjunto finito, si A ¢ X propiamente entonces no puede
existir una biyeccion entre Ay X.

Teorema 2.2 Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.
Corolario 2.4 Dado f: X - Y, se tiene
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1. SiY esfinito y f inyectiva entonces X es finito.
2. SiXesfinito y f sobreyectiva entonces Y es finito.
Definicion 2.2 Sea X c IN, diremos que X es acotado si3p € IN tal que m< p, Yvm

€ X
Corolario 2.5 Sea X c IN, X es finito si y solamente si X es acotado.

Conjuntos infinitos

Definicion 2.3 Diremos que un conjunto es infinito cuando no es finito.

Asi, X es infinito si X # @ y Af : | - X biyeccion, para todo n € IN. Ejemplos de
conjuntos infinitos: IN, kIN; sale como consecuencia del Corolario 2.5 del Teorema 2.2.

Teorema 2.3 Si X es un conjunto infinito, entonces 3f: IN —» X inyectiva.

Corolario 2.6 Un conjunto X es infinito si y solamente si existen un subconjunto
propio Y de X (Y c X) y una biyeccion ¢ : X - Y.

Observacion 2.2 SiN,:= IN-{1}={2,3,...} y ¢ : IN > N, definida por @(n) = n+1,
entonces ¢ es biyeccion.

En general, si fijamos p € IN y Np =IN-{12,..pp0={p+1p+2,. ye:IN- Np
definida por @(n) = n + p, entonces ¢ es biyeccion.

SiP:={2,46,....} y ¢ : IN—> P definida por ¢(n) = 2n, entonces ¢ es biyeccion.

Sil:={1,3,5,....} y ¢ : IN—> | definida por ¢(n) = 2n — 1, entonces ¢ es biyeccion.

Se observa que IN - P=1y IN - | = P son conjuntos infinitos. IN - N =1 ={1,2,...p}
es finito.

Conjuntos numerables

Definicion 2.4 Diremos que un conjunto X es numerable cuando es finito o cuando
existe una biyeccion fentre IN y X (i.e. 3f: IN - X biyeccion, que denotaremos IN é X).
Asi, a cada j € IN se le asocia f(j) € X que podemos denotarlo como x, luego

X ={X, X000 X 5o}
Observacion 2.3 f inyectiva nos indica que x, # x,para i # j. Y f sobreyectiva nos
indica que f(IN) = X.
La biyeccion fes llamada funcién enumeracion de los elementos del conjunto X.

Teorema 2.4 Todo subconjunto de IN es numerable.
Corolario 2.7 Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.
Corolario 2.8 Dado f: X - Y, se tiene

1. SiY es numerable y f inyectiva entonces X es numerable.

2. Si X es numerable y f sobreyectiva entonces Y es numerable.
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EXISTENCIA DE CONJUNTOS NUMERABLES

En esta seccion construiremos algunos conjuntos numerables.
Proposicion 3.1 {m} x IN es infinito numerable Vvm € IN.
Prueba.- Facilmente se observa que {m} x IN no puede ser finito. Definimos
Wil xIN— IN
(1,n)»n
entonces ¢ es inyectiva, luego /, x IN es infinito numerable.
Observe que g también es sobreyectiva.
En forma analoga, para m € IN fijo (arbitrario), definimos

O {myx IN> IN
(m,n) » n
y vemos que ) es inyectiva. Luego, {m} x IN es infinito numerable.

Se observa que ¢ también es sobreyectiva.

Proposicién 3.2 | x IN es infinito numerable, vn € IN.
Prueba.- Seame [,

{m} xIN C I, x N
——

inf. num

entonces / x IN no puede ser finito.
Ahora, sean n € IN (arbitrario), py g nUmeros primos # 1, definimos

w:lxIN-IN
(rs) P p- @

entonces ¥ es inyectiva, pues

P =p"-q¢" = r=uys=v.

S~ =

=y(rs)  Y(uv)=
“la descomposiciéon en factores primos es Unica”; i.e. (r,s) = (u,v).
Luego, ¥ inyectiva y IN numerable implica / x IN infinito numerable.

Proposicion 3.3 Si Ay B son conjuntos disjuntos e infinitos numerables entonces A
U B es infinito numerable.
Prueba.- Como \A/ c AU Bentonces AU B no puede ser finito.
inf. num
Si Aes infinito numerable entonces 3g : IN — Abiyeccion. También como B es infinito
numerable entonces 3f: IN — B biyeccidn. Ahora, definimos F: IN— AU B, asignando F(2i)
=f(i)y F(2i+ 1) = g(i) para i € IN.
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Afirmamos que F es sobreyectiva. En efecto, si x € AU Bentonces x€ A6 x € B. Si
Xx € Aentonces 3i € INtal que g(i) = x. Luego, 32i+1 € IN tal que F(2i+1) = g(i) = x.

Anélogamente, si x € B entonces 3/ € IN tal que f(i") = x. Luego, 32/ € IN tal que
F(2r) = f(i) = x.

Luego, F sobreyectiva implica AU B es infinito numerable.

Observacioén 3.1 Usando la proposicion 3.3 e induccion probaremos la proposicion

3.2.

En efecto, de la proposicion 3.1 tenemos que /,xIN es in infinito numerable. Si | xIN
es infinito numerable, probaremos que / , x IN también es infinito numerable.

Expresamos

I,xIN=[l xINJU[{n+1}x IN]
como es union disjunta de conjuntos infinito numerables, entonces es infinito

numerable.

Proposicion 3.4 IN x IN es infinito numerable.
Prueba.- Sea m e IN,

I, xIN CINxIN
N—_——
inf. num

entonces IN x IN no puede ser finito.

Ahora, sean py g numeros primos/ = 1, definimos

W:iINx IN— IN

(mn) » p™ q°
entonces  es inyectiva, pues
p"eq"=p"-¢" = m=uyn=v.
M~ =
=¢(mn)  P(up)=
“la descomposiciéon en factores primos es Unica”; i.e. (m,n) = (u,v).
Luego, ¢ inyectiva implica IN x IN es infinito numerable.

Proposicion 3.5 Si A es infinito numerable y B es finito tal que ANB = @ entonces A
U B es infinito numerable.
Prueba.- Como \A/ c AU Bentonces AU B no puede ser finito.
inf. num
Si A es infinito numerable entonces 3g : IN — Abiyeccion. También como B es finito
entonces 3/ y 3f: | — Bbiyeccion. Ahora, definimos F: IN — AU B, asignando F(i) = (i) si
i€ ly F(i)=g(k)sii=n+kcon ke IN.
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Afirmamos que F es sobreyectiva. En efecto, si x € AU Bentonces x€ A6 x € B. Si
X € Aentonces 3i € INtal que g(i) = x. Luego, 3n + i € INtal que F(n + i) = g(i) = x.

Anéalogamente, si x € B entonces 3/ € | tal que f(i) = x. Luego, 3/€ | c IN tal que
F(i*) = f(i") = x.

Luego, F sobreyectiva implica AU B es infinito numerable.

Proposicion 3.6 Si A es infinito numerable y B es finito tal que AnNB # @ entonces A
U B es infinito numerable.

Prueba.- Como AU B= AU (B - A) y Adisjunto de B — A, con B - Afinito, entonces
AU B es infinito numerable.

Proposicion 3.7 Si A es infinito numerable y B es finito, entonces AUB es infinito
numerable.
Prueba.- Es consecuencia de las proposiciones 3.5y 3.6.

Proposicion 3.8 Si Ay B son infinitos numerables tal que An B# @ entonces AU B
es infinito numerable.

Prueba.- Como Au B= AU (B - A) y Adisjunto de B - A, con B n Afinito o infinito
numerable pues Bn Ac A.

Si B nA es finito entonces B —A es infinito numerable. Luego, usando 3.3 tenemos
que AU Bes infinito numerable.

Si B nA es infinito numerable entonces B —A puede ser finito o infinito numerable.

En cualquiera de los dos casos se obtiene que A U B es infinito numerable.

Proposicion 3.9 Si A y B son finitos tal que An B = @ entonces A U B es finito.

Prueba.- Si Aes finito entonces 3/ y 3g: | — Abiyeccion. También como B es finito
entonces 3/ y 3f: | — Bbiyeccion. Ahora, definimos F: I — AU B, asignando F(i) = g(/)
sii€l )y F(i)=fk)sii=m+kconke .

Afirmamos que F es sobreyectiva. En efecto, si x € AU Bentonces x€ A6 x € B.

Si x € Aentonces 3/ € / tal que g() = x. Luego, 3i€ |_c | tal que F(i) = g(i) = x.

Analogamente, si x € B entonces 3i"€ [ tal que f(i") = x. Luego, 3m+i"€ | _ tal que
F(m + i) = f(i') = x.

Luego, F sobreyectiva implica AU B es finito.

Proposicion 3.10 Si A y B son finitos tal que AnNB # @ entonces AUB es finito.
Prueba.- Como AU B= AU (B - A) y Adisjunto de B - A, con B - Afinito, entonces
AU B es finito.
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Proposicién 3.11 Si A y B son conjuntos finitos entonces AU B es finito.
Prueba.- Es consecuencia de las proposiciones 3.9 y 3.10.

Proposicién 3.12 Unién finita de conjuntos finitos es finito. Esto es, si A ;son finitos
parai=1,...n, con n € IN, entonces Ule A; es finito.
Prueba.- Obviamente ya se probé que A U A, es finito. Si [J7_, A; es finito,

probaremos que U}, A; es finito. En efecto,

n+1 n
Ua= ( Ai> U4
i=1 i=1 ,

aplicando el caso n = 2, concluimos que Ufjf A; es finito.

Proposicion 3.13 Union finita de conjuntos infinitos numerables es infinito
numerable. Esto es, si A, son infinitos numerables para i = 1,...n, con n € IN, entonces
UL, A4; es infinito numerable.

Prueba.- Obviamente ya se prob6 que A, UA, es infinito numerable. Si |J;_; 4; es
infinito numerable, probaremos que U?jll A; es infinito numerable. En efecto,

n+1l

U - (U Ai) U
i=1 i=1 ,

aplicando el caso n = 2, concluimos que Ufjﬁ A; es infinito numerable.

Proposicion 3.14 Union finita de conjuntos numerables es numerable. Esto es, sdlo
nos restaria probar el caso: si A son finitos parai=1,...k y A, _es infinito numerable, con j €

/

n-k’

k+j
entonces Ui:l A; es infinito numerable.

Prueba.- En efecto,

n k n

Ua=UaU| U 4

=1 i=1 i=k+1
finito inf.num

Luego, |J!_, A; es infinito numerable.

Proposicion 3.15 Union infinita numerable de conjuntos finitos (no vacios) es
numerable. Esto es, si A son finitos para i € IN, entonces U;’il A; es numerable.

Prueba.- Sean g;: A,.— | c IN inyectivas, Vi € IN, donde m € IN. Definimos la
aplicacion G : J2; Ai — IN x IN tal que a cada u € J;2, A; le asigna G(u) = (k,g,(u))
donde k = min{n € IN,u € A}; aqui estamos considerando el caso A N Aj.# @ con i # |
Entonces G es inyectiva.
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Siendo G inyectiva 'y IN x IN infinito numerable, entonces | J°, A; es numerable.

Observacioén 3.2 Daremos una prueba intuitiva de la proposicion 3.15 para el caso
de conjuntos disjuntos.

En efecto, consideraremos que AN A= ¢ para | # |.

Observemos que | J;2, A; no puede ser finito. En efecto, basta tomar un elemento x,
de cada Ay obtenemos {z;}ierv C ;2 Ai

Sean f.: | — A biyeccion, Vi € IN, donde m,€ IN. Definimos la aplicacion

F:IN —J;2, Aital que a i€ INle asigna
f1(i),  sii€ g,
fo(k), sti=mi+k. kel
f3(4), sii=mitmatj,] € Ly,

fm(s), sii=mi+ma+...+Mm1+8,5€ Iy

entonces F es sobreyectiva. En efecto, sea u € Uf; A, entonces existe i€ IN tal
que U € Xx, esto es, Ar € | _x tal que fx(r) = u.

Ir=m,+ ...+ mx_ +re INtal que F(F) = fx(r) = u.

Por lo tanto, F sobreyectiva implica que ;- A4; es infinito numerable.

Proposicion 3.16 Union infinita numerable de conjuntos infinitos numerables es
[e.e]

infinito numerable. Esto es, si A son infinitos numerables para i € IN, entonces \Wi=1 Ai es
infinito numerable.
Prueba.- Como Ax C Ui, Ai paratodo k € IN, entonces Ui=, Aino puede ser finito.
Ahora, sean f: IN —» A biyeccion, Vi € IN. Definimos la aplicacion.
¢:INxIN — U A;
i=1

(m,n) = é((m,n)) = fu(m),

entonces ¢ es sobreyectiva. En efecto, sea z € Ui=, 4 entonces 37 € IN tal que x
€ Ax. Como fx es sobreyectiva, existe m € IN tal que fx(m) = x. Luego, existe (m,) € IN x
IN tal que ¢((m,i)) = fx(m) = x.

Finalmente, ¢ sobreyectiva y IN x IN infinito numerable, implica que Ufil Aj es

infinito numerable.

Observacion 3.3 Analogamente a la prueba de la proposicion 3.15 podemos

demostrar la proposicion 3.16.
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Proposicion 3.17 Unién infinito numerable de conjuntos numerables es infinito
numerable. Esto es, solo nos restaria probar el caso: si A, son finitos para i € N, y Aj es
infinito numerable, para j € N,, entonces |J,. A, es infinito numerable; donde IN = N, U N,.

Prueba.- En efecto,

Ua=|UaUlU4

i€IN i€EN1 i€ Ny
N—— N——
Fr1:= Fo:=

Se observan 3 casos:

Caso 1: N, finito y N, infinito numerable.

Caso 2: N, infinito numerable y N, finito.

Caso 2: N,y N, infinitos numerables.

En el primer caso tenemos que F, es finito y F,es infinito numerable.

Luego, UienA,= F, U F,es infinito numerable.

En el segundo caso tenemos que F, es infinito numerable y F, es infinito numerable.
Luego, UZ_EWA,: F, U F,es infinito numerable.

En el tercer caso tenemos que F, es infinito numerable y F, es infinito numerable.
Luego, U,.yA;= F, U F,es infinito numerable.

Previamente necesitamos enunciar algunos resultados que usaremos:
Proposicién 3.18 Sea k € IN, el conjunto {k} x |_es finito, vm € IN.
Prueba.- Para k € IN fijo, definimos

@RI — 1
(k)= j
y observamos que ¢ es inyectiva, luego {k} x /_es finito.
Observe que ¢ también es sobreyectiva.

Proposicion 3.19 | x | es finito, vn,m € IN.
Prueba.- En efecto, basta expresar

Ly x Iy = | J{k} x I,
k=1

como union finita de conjuntos finitos, luego / x | _es finito.

Corolario 3.1 E/ producto cartesiano de dos conjuntos numerables es un conjunto
numerable.
Prueba.- Estudiaremos los siguientes casos:
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Caso I: Sean X e Yinfinitos numerables entonces X x Y es infinito numerable. En
efecto, si X es infinito numerable entonces 3f : IN - X biyecciéon. También, como Y es
infinito numerable entonces 3g : IN —» Y biyeccion.

Definimos,

H:INxIN— XxY
(m,n) » H(im,n) := (f{m),g(n))
entonces H es sobreyectiva. En efecto, sean (x,y) € X x Yentonces xe Xe ye Y,
luego 3m € IN tal que fim) = xy 3n € IN tal que g(n) = y. Luego, existe (m,n) € IN x IN tal
que H(m,n) = (fim),g(n)) = (x,).
Se observa que H también es inyectiva.

Luego, H sobreyectiva implica que X x Y es infinito numerable.

Caso Il Sean X e Yfinitos entonces X x Y es finito.

En efecto, si X es finito entonces 3f: | — X biyeccion. También, como Y es finito
entonces 3g: i — Y biyeccion.

Definimos,

H:ilxl —-XxY

(k) = 1 ((k)) = (fk),9())
entonces H es sobreyectiva. En efecto, sean (x,y) € X xY entonces x€ Xe ye Y,
luego 3k € [ tal que f(k") = xy 3j € | _tal que g(j*) = y. Luego, existe (k',j-) € | x | tal que "
((k.j) = (f(k).9(7)) = (x.y).
Se observa que 7 también es inyectiva.
Luego, H sobreyectiva e I x |_finito implica que X x Y es finito.

Caso lll Se X finito e Y infinito numerable entonces XxY es infinito numerable. En
efecto, si X es finito entonces 3f: | — X biyeccion. También, como Y es infinito numerable
entonces 3g : IN — Y biyeccion.

Definimos,

FilxIN—XxY

(ki) = F((kJ) = (f(K),9()
entonces F' es sobreyectiva. En efecto, sean (x,y) € X xY entonces x€ Xe ye Y,
luego 3k € | tal que f(k") = x'y 3 € INtal que g() = y. Luego, existe (k',j) € | x INtal que
F((k.f)) = (f(k),9(1)) = (x.y).
Se observa que F' también es inyectiva.
Luego, F sobreyectiva e /| x IN infinito numerable implica que X x Y es infinito
numerable.
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Proposicion 3.20 IV x IN x ... x IN es infinito numerable.
N

Prueba.- Su prueba es analoga al caso n = 2.

En la siguiente seccion veremos que INVno es numerable.
Proposicién 3.21 Si X son infinito numerables para i = 1,...,n con n € IN, entonces
X, x X,x ... x X es infinito numerable.

Prueba.- Su prueba es analoga al caso n = 2.

Observacion 3.4 Cabe resaltar que del Teorema 2.3 se tiene: ser infinito numerable
es el menor de los infinitos. Equivalente a decir:
“Todo conjunto infinito contiene un subconjunto infinito numerable”.

Observacion 3.5 E/ conjunto de los nimeros enteros Z es infinito numerable.
Como IN c Z, Z no puede ser finito. Ahora, definimos f: IN - Z como

fn) =

”T_l si n es impar
—Nn .
T SInes par

y se verifica facilmente que f es biyectiva.

Otra prueba, seria expresar

Z=INu{0}uU (-IN)
como union finita de conjuntos numerables, donde —IN :={-n, n € IN} y este es

infinito numerable desde que existe 9

9:IN—-IN

nwe9(n)=-n
biyeccion.
Luego, Z es infinito numerable.
Observacioén 3.6 Cabe mencionar que a pesar de que IN esta contenido propiamente
en Z, ambas tienen la misma cardinalidad.
Observacion 3.7 Z* := Z - {0} es infinito numerable.
Como IN c Z*, Z* no puede ser finito. Ahora, definimos A : IN - Z*como

"TH si n es impar
A(n) = —_n -
2 sin es par

y se verifica facilmente que A es biyectiva.
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Otra prueba, seria expresar

Z'=INU (-IN)

como unidn finita de conjuntos infinito numerables. Luego, Z es infinito numerable.

Observacion 3.8 E/ conjunto de los nimeros racionales @ := {™,m € Z,n € Z*}
es infinito numerable.

Como IN c @, @ no puede ser finito. Ahora, se observa que Z x Z* es infinito
numerable, definimos la funciéon A: Z x Z*— @ como A(m, n) = =, se demuestra facilmente
que A es sobreyectiva. Luego, @ es infinito numerable.

Proposicion 3.22 Sea A# @, y ~ una relacion de equivalencia en A. Si A es numerable
entonces el conjunto cociente de A: A/ ~ es numerable.

Prueba.- Si A es numerable entonces existe f : IN — A sobreyectiva. Como la
proyeccion natural P: A— A/~ es sobreyectiva, entonces P f: IN— A/~ es sobreyectiva,
luego A/~ es numerable.

Proposicién 3.23 Sea P(IN) :={X c IN tal que X es finito } entonces P(IN) es infinito
numerable.
Prueba.- Para cada n € IN, definimos el siguiente conjunto

P :={X c INtal que card(X) = n}.

Primero, observemos que P, es infinito numerable. En efecto, existe ¢ : IN » P,
biyeccion que asocia a cada m € IN al conjunto {m} € P,.

Luego, como \PL c P.entonces P,no puede ser finito.

inf num

Probaremos que P es infinito numerable Vn € IN. En efecto, para n € INfijado, basta

definir
F:P, - INx...xIN

X = F(X):=(z1,72,...,7,)
donde IN > X es finito de cardinalidad n, i.e. X ={x,,...,.x} con x.# xjsi i # j, mejor
ain: x, <x,<..<X.
Luego, F es inyectiva. En efecto, sean X,Y € P tal que F(X) = F(Y ) entonces
(X Xpsee0sX,) = (V) Ypro-sY,), €SIO €S X,= yparai=1,.,nie. X=Y.
Luego, Finyectivay IN"infinito numerable implica P, infinito numerable.
Vale la siguiente igualdad:

Py(IN) = (U Pn) U {0}

Por lo tanto, P(IN) es infinito numerable, al ser union numerable de conjuntos
numerables.

En la siguiente seccion veremos que P(/N) no es numerable.
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EXISTENCIA DE CONJUNTOS NO NUMERABLES

Definicion 4.1 Sea X un conjunto, diremos que X es no nummerable cuando no
f cumple: X es finito o 3f biyeccion entre IN y X (notacion: IN é X). Esto es, X no es
finito (i.e. X es infinito) y A biyeccion entre IN y X.

Usaremos el “Método de la Diagonal de Cantor” para probar que algunos conjuntos
son no numerables.

Proposicion 4.1 {0,1}V:={s : IN - {0,1} funcion } es no numerable.
Prueba.- Antes de iniciar con la prueba observemos que {0,1}¥ no es finito, mejor
aln observemos que posee un subconjunto infinito numerable “trivial”: la sucesion
ej:0,...,0, .1 ,0...0,...

j-ésima

Luego, {e;}32, {0, 1}

Lo que también nos permite obtener: card(IN) < card({0,1}"). Y usando que #f
biseccion entre IN'y {0,1}", concluimos que

card(IN) < card({0,1}'V).
Podemos observar otros elementos de {0,1}¥, como son las sucesiones constantes:
0yT.
Ahora, pasamos a probar que {0,1}¥no es numerable.

Sea{s,,s,,...,S,,...} un conjunto infinito numerable (arbitrario) de elementos de {0,1}".

Asi,
s 1 st s21 s31 s41 smi
s2 1812 s22 s32 s42 sm2
s3 1513 s23 s33 s43 sm3
s4 1514 s24 s34 s44 sm4
sm :sim s2m s3m s4m smm

Construimos

* *

. * ok ok
s* 1 s8] sy s3 S; ... S

*

tal que s, % Smm, VM € IN. Esto es posible desde que tenemos card({0,1}) = 2;
asi, para cada m € IN tomamos

. { 0 sis, =1
Sm
L S,m=0.
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Luego, s € {0,1}Ny satisface: s'# s_, vm € IN.

Estoes, s'¢{s,,s,,...,5,....}. O sea, “ningun conjunto infinito numerable de {0,1}llega
a ser todo {0,1}"",

Otra forma de redactar esta prueba, seria proceder por el absurdo. Supongamos
que exista una f biyeccion entre INy {0,1}V; luego IN = f(IN) = {0,1}N, denotemos a f(IN) =
{s,,8,-..,S,,.... Para esta familia numerable aplicamos la diagonal de Cantor para construir
s'€{0,1}"-{s,,5,,...,5,,...} # @. Lo que contradice f(/N) = {0,1}".

Proposicion 4.2 Si a # b entonces {a,b}'N es no numerable.

Prueba.- La prueba es analoga a la demostracion de la Proposicion 4.1.

Proposicion 4.3 SiAes un conjunto con card(A) = n=2 entonces AN es no numerable.
Prueba.- La prueba es analoga a la demostracion de la Proposicion 4.1.

Proposicion 4.4 IN™ es no numerable.

Prueba.- Como{1,2} c INentonces{1,2}Nc IN". Luego, IN"no puede ser numerable.

Podemos dar otra prueba usando el método de la Diagonal de Cantor, conservando,
viendo a los elementos de INMcomo funciones de IN a IN.

En efecto, sea {¢,,¢,....,¢,...} un conjunto infinito numerable (arbitrario) de

elementos de IN, Asi,

@, o, 0,20 ¢,3) ¢,4) ¢,(m)
¢, @,(1)  0,(2) 9,(3) @,(4) @,(m)
¢, @,(1)  0,(2)  9,(3)  @,(4) @, (m)
@, o, (1) 9,2 0,2 o¢,4) @,(m)
¢, o) 0.2 ¢.,2 ¢4 .. ¢, m)
Construimos
e+ 1@(1) 92 ¢@) ¢4 .. ¢(m)

tal que ¢*(m) # ¢,(m), vm € IN. Esto es posible desde que tenemos card (IN) > 2;
asi, para cada m € IN tomamos

e (m)y={k#j sig, (m)=].
Luego, @*€ INVy satisface: @*# ¢,_, vm € IN.
Esto es, ¢ ¢{@,,9,,....¢,,...}. O sea, “ningln conjunto infinito numerable de IN"llega
a ser todo INV,
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Otra forma de redactar esta prueba, seria proceder por el absurdo. Supongamos
que exista una f biyeccion entre IN'y IN™; luego IN = f(IN) = INV, denotemos a f(IN) =
{0,,9,-..,0,,...}. Para esta familia numerable aplicamos la diagonal de Cantor para construir
@": IN— IN, tal que @"€ INN-{@,,¢,,...,0 ...} # D.

Lo que contradice f(IN) = IN'N,

Proposicion 4.5 Si X es infinito numerable ¥n € IN entonces [[,, X, es no
numerable.

Prueba.- Sea {y,,y,,...,y,,...} un conjunto infinito numerable (arbitrario) de elementos
de Hfil X;. Asi,

yi 1yl yel yal ymi
y2 1yl2 y22 y32 ya2 ym2
¥3 :y13 )28 y33 yA3 ym3
ya cyld 24 y34 ya44 yma

ym : yim y2m y3m yAm ..ymm ...

Construimos

* *

Yyl W Y3 YL YU
tal que ¥, # Ymm, Vm € IN. Esto es posible desde que tenemos card(X ) =
card(IN) > 2; asi, para cada m € IN tomamos

y:n:{GEva(a#b), SiSmm=bEXm.
Luego, y* € [[;2, X,y satisface: y'# y_, vm € IN.

Esto es, y* ¢ {¥,.V,.-..¥,....}. O sea, “ninglin conjunto infinito numerable de [, X;
llega a ser todo [ ;= Xi”.

Otra forma de redactar esta prueba, seria proceder por el absurdo. Supongamos
que exista una f biyeccion entre IV y [[2, Xi; luego IV = f(IV) = [[°, X, denotemos a
f(IN) ={Y,,Yys--.¥,,---}- Para esta familia numerable aplicamos la diagonal de Cantor para
construir y* € T15°, Xi — {1, %2, - -, Yn, - - -} # 0. Lo que contradice f(IN) = [ ]2, Xi.

Proposicién 4.6 Si X_es finito con card(X ) = 2, vn € IN entonces L2, X, es no
numerable.

Prueba.- La prueba es analoga a la demostracion de la Proposicion previa, desde
que card(X ) =2, vm € IN.

Proposicion 4.7 El intervalo (0,1) ={x € IR, 0 <x <1} es no numerable.
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Prueba.- Se sabe que si a € (0,1) entonces a = 0.a, 4, a, ... a,... representa la
expresion decimal de a, donde a,€ {0,1,2,3,...9}.

Antes de iniciar con la prueba observemos que (0,1) no es finito, mejor ain
observemos que posee un subconjunto infinito numerable “trivial”:

dj:=0.0...0 1 0..0,...

Luego, {d;}%2, C (0,1).
Lo que también nos permite obtener: card(IN) < card((0,1)). Y usando que #Af
biyeccion entre IN'y (0,1), concluimos que

card(IN) < card((0,1)).
Podemos observar otros elementos conocidos de (0,1): 0.1, 0.2, 0.3, ...y 0.9
Ahora, pasamos a probar que {0,1}¥no es numerable.
Sea {s,,s,,...,S,,...; un conjunto infinito numerable (arbitrario) de elementos de

(0,1). Asi,
st = 0. s11 s21 s31 s41 sm1
s2 = 0. s12 s22 s32 s42 sm2
s3 = 0. s13 s23 s33 s43 sm3
s4 = 0. s14 s24 s34 sd44 sm4
sm = 0. sim s2m s3m sdm smm
Construimos
s* = 0. s7 s5 s5 s; ... S5

tal que s, # Smm, VM € IN. Esto es posible desde que 5;€{0,1,2,3, .., 9%
asi, para cada m € IN tomamos

S

. { Smm + 1, SIS, <9 (ie.s €{0,1,23,..8))
m 07

sis,,=9.

Luego, s'€ (0,1) y satisface: s'# s, vm € IN.

Esto es, s' ¢ {s,,S,,...,S,...}. O sea, “ningun conjunto infinito numerable de (0,1) llega
a ser todo (0,1)”.

Otra forma de redactar esta prueba, seria proceder por el absurdo. Supongamos
que exista una f biyeccion entre IN 'y (0,1); luego IN = f{(IN) = (0,1), denotemos a f(IN) =
{s,,8,,-..,8,,...}. Para esta familia numerable aplicamos la diagonal de Cantor para construir
s'€ (0,1) - {s,,5,...,S,,...} # @. Lo que contradice f(IN) = (0,1).
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Proposicion 4.8 IR es no numerable.

Prueba.- Como (0,1) c IRy (0,1) es no numerable entonces /R es no numerable. O
bien, como existe biyeccion entre IRy (0,1), siendo (0,1) no numerable entonces IR es no
numerable.

Observacion 4.1 La proposicion 4.8 también puede ser demostrado usando
intervalos encajados, citamos [2].

Proposicion 4.9 E/ conjunto de los nimeros irracionales | es no numerable.

Prueba.- Como /IR = @ U | entonces | es no numerable. Supongamos que | fuese
numerable entonces @ U | es numerable, lo cual es absurdo pues /IR es no numerable.

Proposicion 4.10 E/ intervalo (a,b) no degenerado (i.e. a <b) es no numerable.
Prueba.- Tenemos que existe la funcion f : (a,b) - (0,1), definida por f(x) :=
ﬁ(z — a), que es biyectiva. Luego, (a,b) es no numerable. En efecto, supongamos que
b) sea numerable, i.e. existe ¢ biyeccion entre INy (a,b), luego fe ¢ es biyeccion entre

a,
IN'y (0,1), lo cual es absurdo.

Proposicion 4.11 Sea a < b, los intervalos (a,b), [a,b) y [a,b] son no numerables.

Prueba.- Desde que (a,b] = (a,b)u{b} y (a,b) es no numerable, entonces (a,b] es
no numerable. En efecto, si fuese numerable; usando el hecho de que “todo subconjunto
de un conjunto numerable es numerable”, (a,b) seria numerable, lo cual es absurdo. Asi,
también, como [a,b) = (a,b) U {a} y (a,b) es no numerable, entonces [a,b) es no numerable.
Y finalmente, como [a,b] = (a,b) U {a,b} y (a,b) es no numerable, entonces [a,b] es no
numerable.

Observacion 4.2 Sean a,b € IR, los intervalos (a,%), (—%,b), [a,%), (-%,b] son no
numerables.

En efecto, basta observar que para € = 0 existe ¢ € IR tal que (a + €,¢) c (a,%) y como
(a + €,¢) es no numerable, entonces (a,») no puede ser numerable. Por lo tanto, (a,») es
no numerable y también lo es [a,) desde que [a,%°) D (a,®).

Anélogamente se prueban los otros dos casos.

Ahora, introduciremos un resultado importante debido a Cantor.

Teorema 4.1 (Cantor) Sea A un conjunto, entonces Af : A — P(A) sobreyectiva,
donde P(A) :={F,F c A}.

Prueba.- Sea f: A— P(A) una funcion arbitraria, probaremos que fno es sobreyectiva.
Esto es, probaremos que: 3B € P(A) tal que

dae Aconfla)=B. (4.1)
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Definimos el conjunto,

B={xeAxe¢f(x)}cA
Luego, B € P(A).
Ahora, probaremos (4.1). El enunciado (4.1) nos dice que “B no es imagen de
ningun elemento de A”; esto es,
B ¢f(A) :={f(x), x € A}.
Procederemos por el absurdo, i.e. suponemos que

Ja e Atalque fla)=B (4.2)
Si a € B, de la definicion de By (4.2) tenemos: a € Ay a ¢ f(a) = B, lo cual es absurdo.
Si a ¢ B, de (4.2) tenemos que a € f(a) = B, lo cual es absurdo.
Luego, vale (4.1).

Proposicion 4.12 Sea A un conjunto no vacio, definimos
g:A- PA)

x> {x
Entonces g es inyectiva. Ademas, g : A— g(A) es biyectiva; de donde se deduce que
A = g(A) c P(A) y card(A) < card(P(A)).
Prueba.- En efecto, si g(x) = g(y), esto es {x} = {y}, entonces x = y.

Proposicion 4.13 Sea A un conjunto no vacio, entonces Afbiyeccion entre Ay P(A).
Ademas, card(A) < card(P(A)).

Prueba.- En efecto, si 3f biyeccién entre Ay P(A), entonces f es sobreyectiva, esto
contradice al Teorema de Cantor.

Observacion 4.3 P(IN) no es finito.
En efecto, para cada n € IN, definimos A := IN - {1,2,...n}, que es infinito numerable
y subconjunto de IN; asi

{An}oz, € P(IN),
Proposicion 4.14 P(IN) no es numerable y card(IN) < card(P(IN)).
Prueba.- Es consecuencia de la proposicion 4.13 aplicado a A := IN; esto es, #
biyeccion entre INy P(IN). Luego, P(IN) no es numerable.

Ademas, vale card(IN) < card(P(IN)).

Observacion 4.4 Otro modo de probar que P(IN) es no numerable es identificandolo
con {0,1}V, via una biyeccion ; y como {0,1}N es no numerable, entonces P(IN) es no
numerable.
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Esto es, ¢ a cada X c IN le asocia la sucesion de ceros y unos, donde el n- ésimo
términoes1sine XyOsing X.
Podemos evidenciar la accion de y, por ejemplo si X :={3,5,13} entonces

U(X)=(0,0,1,0,1,...0, 1 ,0,..).

Posicién 13
Si Y:={1,4} entonces

O(Y)=(1,0,0, _1_ .,0,...,0,..).

Posicién 4

Si U := es el conjunto de los nUmeros pares entonces

B(U) = (0,1,0,1,0, 1 ...

Posicion par
Si V := es el conjunto de los nUmeros impares entonces

(V) =(1,0,1,0, 1 0,..).
Posicién impar

Observacion 4.5 Otro importante conjunto no numerable es el conjunto de Cantor.

Para ver esto citamos [2].

CONCLUSIONES

En este trabajo, hemos realizado lo siguiente:

1. Estudio intuitivo de existencia de conjuntos numerables: unién y producto de
una familia de conjuntos.

2. Usando el método de la diagonal de Cantor se probé la existencia de conjuntos
no numerables.

3. Finalmente, estudiamos el Teorema de Cantor en conexién a no numerabilidad.
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