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RESUMO: Os fractais s&o figuras
geométricas de uma extrema beleza que
apresentam padrdes repetitivos e séo
encontrados em diversos casos na natureza,
como em plantas, arvores, folhas flores,
conchas do mar e outros com padrbes
interessantes e as vezes complexo de
entender. Neste projeto busca-se encontrar
esses padrdes e estudar os fractais para
facilitar o estudo das sequéncias numéricas
através da identificacdo de padrdes
repetitivos. Através da analise de fractais
é possivel identificar padrbes que se
repetem ao longo do tempo e que podem
ser interpretados como indicadores de
comportamento de sequéncias numéricas.
As sequéncias numéricas e séries numeéricas
sdo fundamentais para a matematica e
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podem ser encontradas em diversas areas
do conhecimento. As sequéncias numéricas
sdo usadas para descrever uma variedade
de processos matematicos através do seu
comportamento a medida que convergem
ou divergem

PALAVRAS-CHAVES: Fractal. Sequéncias.
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ABSTRACT: Fractals are geometric
figures of extreme beauty that present
repetitive patterns and are found in many
cases in nature, such as in plants, trees,
leaves, flowers, sea shells and others with
interesting patterns that are sometimes
complex to understand. This project seeks
to find these patterns and study fractals to
facilitate the study of numerical sequences
through the identification of repetitive
patterns. Through fractal analysis it is
possible to identify patterns that repeat over
time and that can be interpreted as indicators
of the behavior of numerical sequences.
Numerical sequences and numerical series
are fundamental to mathematics and can be
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found in different areas of knowledge. Number sequences are used to describe a variety of
mathematical processes through their behavior as they converge or diverge
KEYWORDS: Fractal. Sequences. Numerical Series. Sierpinsk triangle. Koch curve

INTRODUCAO

A origem deste estudo decorreu de didlogos que destacam a beleza intrinseca das
demonstracbes apresentadas nas aulas de Andlise Matematica. Essa apreciacao serviu
como alicerce para a pesquisa centrada nas sequéncias numéricas presentes nos fractais:
Triangulo de Sierpinski e na Curva de Koch. De particular relevancia séao as sequéncias
convergentes, as quais proporcionam uma abordagem aprofundada sobre o conceito de
limite. Este estudo visa ndo apenas explorar a vasta gama de sequéncias numéricas, mas
também concentrar-se em algumas notéveis, tanto classicas quanto aquelas intrinsecas
aos fractais. Essa abordagem ampliada nos permitird ndo apenas desvelar os limites,
mas também apreciar a riqueza e complexidade das sequéncias presentes em estruturas
fractais, enriquecendo assim nossa compreensao dos fendmenos matematicos subjacentes

Nas disciplinas introdutérias de Calculo, a abordagem inicial da nocéo de limite
geralmente ocorre de forma intuitiva. Nesse contexto, os leitores que se deparam pela
primeira vez com a definicdo rigorosa desse conceito podem questionar sua relevancia.
Afinal, em certos problemas, s6 podemos empregar a definigcdo de limite ap6s determinarmos
o limite em cada caso especifico. Contudo, € imperativo compreender a importancia da
definicdo precisa, pois ela possibilita 0 desenvolvimento de uma teoria robusta do limite,
que serve como base para todas as teorias subsequentes da Analise Matematica

Chamamos de sequéncia numérica uma sucessao de nimeros reais. E uma funcéo
f definida nos numeros naturais: f:n - f(n) = a_. O nimero n que ai aparece é chamado
de indice da sequéncia, e a, 0 n-ézimo termo da sequéncia ou seu termo geral

Uma sequéncia numérica é uma lista ordenada de numeros que segue uma
determinada ordem. Cada elemento da sequéncia é identificado por um indice, geralmente
um numero natural. Formalmente, uma sequéncia numérica pode ser representada como
uma funcdo f: N = R, onde N é o conjunto dos numeros naturais e R é o conjunto dos
nameros reais definida por f(n) = a,. A notagéo usual para denotar a sequéncia € a ou a,
a,, a, ..., a, onde a, representa o n-ésimo termo da sequéncia

Nos ultimos tempos, diferentes definicdes de fractais tém surgido. Porém, a nogcao
que motivou todas as definicdes foi introduzida por Benoit Mandelbrot. De acordo com
Sallum (2005):

Um fractal € uma figura que pode ser quebrada em pequenos pedacos, sendo
cada um desses pedacos uma reproducao do todo. Nao podemos ver um
fractal porque é uma figura limite, mas as etapas de sua construgdo podem
dar uma ideia da figura toda. Seu nome se deve ao fato de que a dimenséo de
um fractal ndo € um numero inteiro. (SALLUM, 2005)
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Sendo assim, um fractal tem como caracteristica replicar um determinado padrdo
de pequenas e sucessivas variacdes. Resultante dessa autossimilaridade, as diferentes
partes de um fractal se mostram semelhantes ao todo. Logo, os fractais possuem copias
aproximadas de si em seu interior.

O Triangulo de Sierpinski, assim chamado em homenagem ao matematico polonés
Wactaw Sierpiniski (1882-1969), € um fractal autossimilar. A estrutura desse fractal é
originada por meio de iteragdes, durante as quais um tridngulo equilatero é subdividido em
quatro tridangulos semelhantes. No decorrer desse processo, o tridngulo central, invertido,
€ removido, e a iteragdo é repetida nos tridngulos restantes. Esse padréo de diviséo e
remocao sucessivos cria a caracteristica autossimilar do Tridangulo de Sierpiniski

VN VYV VYV VY V.V VYN

Figura 1: Triangulo de Sierpinski

Os Autores

A Curva de Koch, concebida pelo matematico sueco Helge von Koch (1870-1924),
destaca- se como um dos primeiros fractais documentados. Sua formacao inicia-se ao dividir
um segmento de reta em trés partes, com a construgdo de um triangulo equilatero no tergo
central e a subsequente remogao do segmento base desse triangulo. Esse procedimento é
entéo repetido em todos os segmentos restantes a cada iteracdo. Dessa maneira, a Curva
de Koch se desenvolve por meio de um processo iterativo que enfatiza a autossimilaridade,
caracteristica distintiva dos fractais

R

Figura 3: Curva de Koch Figura 2:Parte da Curva de Koch

Os Autores Os Autores
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DESENVOLVIMENTO TEORICO

Na imensidao dos estudos mateméaticos, as sequéncias que surgem na analise de
fractais tém cativado a atencao de pesquisadores e educadores. Nesta iniciagéo cientifica,
nos propomos a mergulhar no desenvolvimento teérico dessas sequéncias intrincadas,
desvelando os padrdes matematicos que permeiam as estruturas fractais como o Triangulo
de Sierpinski e a Curva de Koch. Nesta secéo, faremos o desenvolvimento te6rico necessario
para compreender a natureza e as propriedades dessas sequéncias fascinantes

A medida que exploramos a complexidade dessas sequéncias, inevitavelmente nos
deparamos com a oportunidade de tracar um paralelo entre as intricadas sequéncias fractais
e as sequéncias numéricas abordadas no ensino médio. Enquanto os fractais oferecem uma
perspectiva mais aprofundada e visualmente rica, h4 uma oportunidade Unica de relacionar
essas sequéncias complexas com 0s conceitos mais acessiveis apresentados no ensino
médio. Através dessa conexao, nao apenas desvendamos os mistérios matematicos dos
fractais, mas também destacamos a relevancia e aplicabilidade desses conceitos mais
avancados no contexto educacional, proporcionando uma ponte entre o fascinante mundo
dos fractais e o curriculo do ensino médio

Progressao Geométrica (PG)

O estudo da progressdo geométrica pode nos ajudar a entender os padrdes das
sequéncias contidas nos fractais. Sendo assim, podemos definir uma progresséao geométrica
(PG) como uma sequéncia de nimeros reais, onde 0 seu primeiro termo € diferente de zero
e o0s termos consecutivos s&o obtidos multiplicando-se o termo anterior por uma constante
nédo nula chamada de razéo da PG. Entao seja q a razdo da PG, temos:

a=a ,xq
Desse conceito, podemos extrair que se uma PG dada por (a, ), tal que (a,) = (a,;
a, ag; ... ; a,) temos:

a

,=a.q=a.q,
_ _ 2
a,=a, q=a,. ¢
a,=a, q=a, q°
an = an-1. q = al. g="

Entéo, o termo geral de uma PG é a = a,. ¢q""
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Conceito de Limite e Algumas Propriedades

Uma sequéncia (a,) € convergente se quanto maior for o indice mais proximo o
elemento estara de um certo nimero L, chamado de limite da sequéncia. A definicdo de
convergéncia nos traz que a, € suficientemente proximo de L se a disténcia, dada pelo
valor absoluto da diferenca entre eles, for menor que um certo ¢ > 0. Portanto, diz-se que
a, converge pra L, ou tem limite L se, dado ¢ > 0, € sempre possivel encontrar um indice
N tal que

n>N=la -Ll<e

Note que, quando dissermos “dado qualquer ¢ > 0”, fica implicito que ¢ pode ser
arbitrariamente pequeno, ou seja, tdo pequeno quanto quisermos

O célculo de limite pode tonar-se mais e mais complicado, se insistirmos em fazé-
lo diretamente da definicdo de convergéncia. Felizmente, com essa definicdo podemos
estabelecer as propriedades tratadas logo adiante, as quais permitem simplificar bastante
o calculo de limites. (Avila, 2006)

Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias convergentes, com limites a e b respectivamente.
Entéo, (a, + b ), (a,b,) e (ka,), onde k &€ uma constante qualquer, séo respectivamente
convergentes, além do que,

a) lim(a, + b,) = lim a,, + lim b,, = a + b;
n—oco n—oo n—oo

Demonstracao: Dado um ¢ > 0,
[(a,tb,)—(a+b)|=| (a,—a)+(b,—b)|<|a,—a|+|b,—b|
Se fizermos la, —al << a partir de um indice N, e b, — bl S§ a partir de um indice
N,, temos:

£ €
Ian—a|+|bn—b|55+z=s.

Portanto, se tomarmos um indice N, tal que N = max{N,, N,} , entédo
nzN=l(a, +b)-(a+b)l=se
b) lim(ka,) = k (lim a,,) = ka;

n—oo

nosoo
Demonstrag¢ao: Dado um ¢ > 0,
|kan—ka|=|k(an—a)|<|k||an—a]|
Se fizermos la, —al < ﬁ a partir de um indice N, entdo
Ikllay — al < Jk|— = e.
|kl
Portanto, n = N = lka - kal < ¢

c) ,!linolo(a"b") = (lim a,) (lim b,,) = ab;

n—-oo n—-oo
Demonstracéo: Dado um £ >0, e o fato de que a sequéncia b seja limitada por uma

constante positiva M, entao
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la,b —ab|=|(a —a)b +a(b, —b)|<|a —al|b,|+|a||b,—b|<M|a —a|+|a||b —b|,

Note que, tanto la, — al como |b, — bl podem ser muito pequenos desde que seus
indices sejam suﬂmentemente grandes. Assim, se fizermos @, —al <5 a partir de um
indice N, e 1ba = bl <5 a partir de um indice N,, temos:

Mla, —al + lallb, —=b| S M—+lal===-+-=¢.

2|al

Ent&o, basta tomarmos um indice N, tal que N = max{N,, N,} para satisfazer que

n2N=lab —abl<e

d) Se, além das hipé6teses acima, b # 0, entao existe o limite deé%, igual a ﬁ.

Demonstragcao: Para a demonstracéo dessa propriedade, repare que n pode ser
interpretada pelo produto de an( ) de forma c11ue em vista da propriedade do limite do
produto ja demonstrada, basta provarmos que 5, — ;- Sendo assim, temos

by,—b

_n_E|_

Como b # 0, a partir de um indice N1, |bxl > » e, dado um ¢ > 0, a partir de um indice
N2, |bn—b| pode ser feito menor que ”’L £ Se tomarmos N = max{N,, N}, provamos que
|b|*e )

< = —=
b,b b 2 '|bl?
bl Tol ]

Dizer que se existe um numero A tal que A < a entdo a sequéncia é limitada a
esquerda ou limitada inferiormente, e se existe B tal que B = a, entdo a sequéncia é limitada
a direita ou limitada superiormente. Quando a sequéncia € limitada a direita e a esquerda
ao mesmo tempo, simplesmente dizemos que ela é limitada

Teorema. Toda sequéncia convergente € limitada

Demonstragdo: Dado um ¢ > 0, existe um indice N tal que

n>N=L-e<a <L+g,
Seja
M =max{lal, la,l, lal, ..., la,l, IL — &l, IL + el}
Entéo la | < M para todo n, 0 que prova que a sequéncia ¢ limitada
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Critérios de convergéncias

Ha uma classe importante de sequéncia limitada (as chamadas sequéncias
monétonas) que s&o convergentes

Diz-se que uma sequéncia (a ) é crescente se a, <a, < a, < - <a; e decrescente
se a, > a,>a, > >a,. Diz-se que a sequéncia é ndo-decrescente se a, sa,<a, < <
a ; e ndo-crescente se a, 2 a, = a, = -~ a,. Diz-se que a sequéncia é monotona se satisfaz
qualquer uma dessas condigdes. (AVILA, 2008, p. 85)

Teorema. Se uma sequéncia € mono6tona e limitada entéo ela é convergente

Demonstracéo: Consideremos uma sequéncia (a,) ndo decrescente; podemos
afirmar que ela é limitada inferiormente pelo elemento a,. A hipotese de ser limitada significa
que ela é limitada superiormente, ou seja, seu conjunto de valores possui um supremo S.
Vamos provar que esse numero S é o limite de a,

Dado um £ >0, existe um elemento a,, tal que S — ¢ <a, <S. Ora, como a sequéncia
€ ndo decrescente, n > N implicara a, < a , logo

n>N=S§8-¢<a =s5<S+¢

DISCUSSAO DO PROBLEMA

Ao explorarmos os padrdes intricados dos fractais, notadamente o Tridngulo de
Sierpinski e a Curva de Koch, deparamo-nos com sequéncias numéricas que despertam
nossa curiosidade. Que sequéncias sdo essas? Seguem alguma lei de formacéo especifica?
E, fundamentalmente, serdo convergentes? Nesta secdo, dedicaremos nossa atencdo ao
meticuloso desenvolvimento do raciocinio e a formulagéo das equacgdes que nos permitirdo
ndo apenas identificar, mas compreender profundamente essas sequéncias, desvendando
0s segredos matematicos que permeiam essas estruturas fractais

TRIANGULO DE SIERSPINSK

O Tridngulo de Sierpinsk tem sua estrutura formada por iteragbes, durante as
quais um triangulo equilatero é subdividido por segmentos com extremidades nos pontos
médios de cada aresta, formando quatro novos tridngulos semelhantes. No decorrer desse
processo, o tridngulo central, invertido, € removido, e a iteragéo é repetida nos triangulos
restantes
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n=0 n=1 n=2 n=3 n=4

Figura 4: Os cinco primeiros niveis da construgao do Tridngulo de Sierpinski

Imagem da Internet: https://www.google.com/imgres?imgurl=https%3A%2F%2Fwww?2.ufjf.
bro%2Ffractalize%2Fwp- content%2Fuploads%2Fsites%2F229%2F2021%2F05%2FI12P15.png&tbnid=0
XqTpnHHu2dhfM&vet=12ahUKEwiSg-Hmh56 DAXUZALKGHWKuBa8QMygBegQIARBY..i&imgrefurl=htt

PS%3A%2F%2Fwww2.ufjf.bré%e2Ffr

Ao analisarmos o comprimento do lado de cada tridngulo em cada iteragcéo obtemos
as seguintes respostas

Interacées 0 1 2 3 n
1

Comprimento do lado 1 3 % % ?

Indice 1 2 3 4 n-1

Note que podemos escrever cada elemento da sequéncia como sendo um multiplo

d 1
ez-

10

w=1=1+(3)

1 1\!

@=3=1:(3)

=1-(3)

= —_-—= * | — M

as 2 2)

1 13

a=5=1:(3)

~ N .1 , 1\*1
Entéo, a sequéncia é uma PG de razéo ; e seu termo geral é a,, = 1 (5) .

n—-1 n-1
Podemos dizer ainda que a, = G) = (;n_l)- Como uma poténcia de base 1 sera

sempre 1 independente do expoente, entéo a, = (Zn%l) Sabendo que 2" tende a infinito,
entéo (2n1_1) tende a zero

Vamos provar, segundo a definigéo que a sequéncia a, tende a zero
Dado um ¢ >0,

1 1 .
Ian—Ol:‘(zn_i)—0|:(2n—_1)<£:~1<(2" e =
=logl <log(2"te) = 0<log2™ ! +loge = —loge < (n — 1) log2 =

=n-1>

1
Tog 2 :>n—1>—logzs:>n>log2(;)+1.

. 7 1
Note que quanto menor for € maior sera 7:
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. , . ~ . 1 ~
Seja N um indice da sequéncia, tal que N = log; (;) +1, entéo
n>N=|an—0|<e
Vimos que a sequéncia converge para zero além de ser limitada por 1 € 0, isso
satisfaz as condi¢cbes necessarias para ser uma sequéncia monotona
Ao observarmos a area total do triangulo, considerando que a cada iteragéo o

triangulo central € removido, deixando assim uma area sem preenchimento, conseguimos
identificar um outro padréo de repeticao

Interacbes 0 1 2 3 n
A / A 3 9 27 ”
rea tota 2 16 n
Indice 1 2 3 4 n-1

Note que podemos escrever cada elemento da sequéncia como sendo multiplo de %
a, = A,

2N
R BN
1l

//
Sl w
N————

~ A - p 3\ 1
Temos entédo que essa sequéncia € uma PG de razao % ,eseutermogeral é a, = (;) .

Sabemos que 4™ cresce mais rapidamente que 3", entdo quanto maior o indice
mais proximo o elemento estara de zero, logo a, converge para zero. Vamos provar pela
definicdo essa convergéncia

Dado > 0,

n-1 n-1

o|=(3) <
- = Z &=
n-1

@

—<1=log <logl =

n—-1

3
:>log<z> —logs<0:>(n—1)log(z)—logs<0:>

—loge

=logse<n—-1=logse+1<n
1 1

3
= —loge< —(n—1) log(—) =

<n-1=
2 n

. . . 3\* ~
Repare que quanto menor for & maior sera log? &, pois se (Z) = ¢, entdo x tem que

ser suficientemente grande. Entéo, se considerarmos um indice N, tal que N = Iog% c+ 1,
satisfazemos que

n>N=|an—0|<e
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Semelhantemente a sequéncia encontrada ao observarmos o comprimento do
lado, essa também converge para zero e é limitada por 1 e 0, constatando caracteristica

suficiente de uma sequéncia mondétona

Curva de Koch

A Curva de Koch tem sua estrutura formada por itera¢des, as quais um segmento de

reta é divido em trés partes e no terco central se constroi um tridngulo equilatero removendo

M Nivel 3

_/\_y/\z_/\_ Nivel 2
/\ Nivel 1

Nivel 0

a base desse triangulo

Figura 5: Os quatro primeiros niveis da Curva de Koch

Imagem da Internet: https://www.google.com/imgres?imgurl=https%3A%2F%2Fwww.researchgate.
net%2Fprofile%2FWellington-Araujo- 3%2Fpublication%2F272830932%2Ffigure%2Ffig1%2FAS%3A78
9740794163200%401565300286481%2F Varios-niveis-da-curva-fractal-de-Koch_Q320.jpg

Se nos atentarmos ao tamanho dos segmentos a cada iteracao, identificamos as
seguintes informacdes presentes na tabela abaixo:

Interacbes 0 1 2 3 n

Te ho d I( 1 1 1 s
amanho dos segmentos 3 5 7 n
Indice 1 2 3 4 n

Note que podemos escrever cada elemento da sequéncia como sendo um multiplo

de !
—1=1x(=
“ *<3> ‘
1,1
- = * =
2 =73 3’
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Temos entdo que a sequéncia encontrada é uma PG de razao % e seu termo geral

1 n-1
e(3)
3 ln—l

1 n-1
Podemos dizer ainda que %n = (5) - (ﬁ) Como uma poténcia de base 1 sera

sempre 1 independente do expoente, entdo a, = (L) Sabendo que 3" tende a infinito,

3n-1

entéo (3:_1) tende a zero. Vamos provar pela definicdo essa convergéncia
Dado ¢ > 0,
1 n—1 1 n—1 1
lan =0 =|<§) -o|=(3) =gm<e=

= 1<3"lLe=logl<log(3"le) =
=0<(n-1)log3+loge = —loge<(n—1)log3 =

—loge

-1>—
=n log 3

=n—1>-log;e =

1 1
=>n—1>log3(z)=>n>log3(z)+1.

Note que, quanto menor for & maior sera % Desse modo, seja N um indice da

sequéncia, N = log; G) + 1, entdo
n>N=|an—0|<e

CONCLUSAO

Com base no desenvolvimento teérico apresentado e na analise das sequéncias
relacionadas aos fractais, podemos concluir que os conceitos relacionados a Progressao
Geométrica (PG) sdo fundamentais para desvendar os padrfes matematicos subjacentes
aos fractais, como o Triangulo de Sierpinski e a Curva de Koch. A PG é uma ferramenta
essencial para descrever a evolugéo das sequéncias numéricas nessas estruturas fractais,
proporcionando uma compreensao clara de como 0s elementos estéo inter-relacionados
ao longo das iteracbes

Além disso, ao incorporar o conceito de limite, o estudo das sequéncias convergentes
revela a convergéncia para valores especificos a medida que o niUmero de termos aumenta.
As propriedades dos limites facilitam o calculo e a compreenséo das sequéncias, tornando
possivel analisar o comportamento dessas sequéncias a medida que se aproximam de
valores especificos

Os critérios de convergéncia, destacados no desenvolvimento teérico, demonstram
que sequéncias monotonas e limitadas sdo convergentes. Esses critérios sdo essenciais
para a compreensdo das propriedades matematicas das sequéncias associadas aos
fractais, fornecendo uma base tedrica solida para investigagcdes mais aprofundadas
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Na analise especifica dos fractais, como o Triangulo de Sierpinski e a Curva de
Koch, identificamos padrdées nas sequéncias relacionadas ao comprimento do lado e a
area total. A aplicagdo dos conceitos tedricos permitiu descrever essas sequéncias como
Progressbes Geométricas, demonstrando convergéncia para zero e limitagcdo por valores
especificos. Isso reforca a utilidade da teoria das sequéncias na compreenséo e modelagem
de fendmenos matematicos complexos, como os observados nos fractais

Na busca por estratégias inovadoras para o ensino de matematica, uma abordagem
visual e cativante pode envolver a exploracdo dos fascinantes fractais, como aplicacéo
das Progressdes Geométricas (PG) no ensino médio. Os fractais, como o Tridangulo de
Sierpinski e a Curva de Koch, oferecem uma oportunidade Unica para os estudantes nao
apenas compreenderem a PG, mas também testemunharem sua aplicagdo pratica em
padrdes matematicos complexos

A magia dos fractais reside em sua auto similaridade. Partes menores refletem a
estrutura global, proporcionando uma oportunidade Unica de conectar esse conceito a
razdo comum em uma PG. A razdo comum em uma PG determina como cada termo esta
relacionado ao anterior, da mesma forma que a razdo comum em um fractal influencia a
escala e a forma durante cada iteracao

A incorporacao de ferramentas digitais interativas permite que os alunos explorem
os fractais de maneira pratica. Ao ajustar parametros como a razdo comum, o comprimento
inicial e o numero de iteracdes, os estudantes podem observar como as caracteristicas
dos fractais se transformam, solidificando assim a relagéo entre PG e a construcgéo fractal

Desafios e projetos que incentivam os alunos a criar seus préprios fractais
proporcionam uma oportunidade pratica para aplicar os conceitos de PG. Documentar o
processo de criagdo, calcular propriedades e analisar os resultados refor¢ca ndo apenas a
compreensao dos fractais, mas também a aplicagéo pratica dos principios de PG

Em dltima analise, a abordagem de ensino que incorpora fractais e PG nao apenas
torna a matematica mais acessivel, mas também desperta a curiosidade e o entusiasmo
dos alunos, proporcionando uma experiéncia de aprendizado envolvente e interdisciplinar
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