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RESUMEN: En este trabajo, iniciamos
estudiando operadores diferenciales
de orden par, en el espacio L2([-m,7n]).
Rapidamente  probamos que  estos
operadores son no acotados, densamente
definidos, simétricos y por lo tanto no admiten
extension lineal simétrico a todo el espacio.
Introducimos familias de operadores en el
espacio L%([-n,7]) y demostramos que estas
forman semigrupos de contraccién de clase
C,, teniendo al operador diferencial de
orden par como su generador infinitesimal.
Probamos también que si restringimos los
dominios de esas familias de operadores
estas adn conservan ser semigrupos de
contraccion. Finalmente, damos resultados
de existencia de solucion del problema de
Cauchy abstracto asociado y propiedades
de dependencia continua de la solucién en
conexion a otras normas.
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SEMIGROUPS OF CLASS C,ON
L([-m,n])

ABSTRACT: In this work, we begin
studying even order differential operators on
L2([-m,7]) space. We quickly prove that these
operators are unbounded, densely defined,
symmetric and therefore do not admit
symmetric linear extension to the entire
space. We introduce a families of operators
on L?([-mn]) space and demonstrate that
they form contraction semigroups of class
C., having the differential operator of even
order as their infinitesimal generator. We
also prove that if we restrict the domains
of these families of operators, they still
remain contraction semigroups. Finally,
we give results of solution existence of the
associated abstract Cauchy problem and
properties of continuous dependence of the
solution in connection to other norms.
KEYWORDS: [*([-mn]) space, Hellinger-
Toeplitz theorem, even order differential
operator, Semigroup of contraction, graph
norm.
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INTRODUCCION

En este articulo estudiaremos algunos operadores en el espacio L?([-7,7]). Esto es,
introduciremos operadores diferenciales de orden par que no son acotados y probaremos
que si son acotados con la norma del gréafico. Por otro lado, introduciremos una familia de
operadores en L3([-m,7]) y mostraremos que son acotadas y que forman un semigrupo de
contraccion de clase C,, teniendo como generador infinitesimal al operador diferencial de
orden par. Ahora, restringiendo el dominio de esta familia de operadores, probaremos que
esta continua formando un semigrupo de contraccion de clase C,. Asi, mejoraremos los
resultados de existencia de solucion para los problemas de Cauchy abstracto asociados.

Podemos citar algunas referencias para el tratamiento de existencia de solucion via
semigrupos, por ejemplo [1], [3], [4], [5] y [6].

Nuestro articulo esté organizado del siguiente modo. En la seccién 2, indicamos la
metodologia usaday citamos las referencias usadas. En la seccién 3, colocamos los resultados
obtenidos de nuestro estudio. Esta seccién la dividimos en siete subsecciones. Asi, en la
subseccion 3.1 estudiamos rapidamente al operador Diferencial de orden par en L3([-7,7]).
En la subseccion 3.2, probamos que la familia de operadores introducida forma un semigrupo
de contraccion de clase C en L*([-mn]). En la subseccion 3.3, calculamos el generador
infinitesimal del C_- semigrupo de contraccion y obtenemos el primer resultado de existencia
de solucién para el problema de Cauchy abstracto asociado y ademas la dependencia continua
de la solucion respecto al dato inicial. En la subseccion 3.4, introducimos la norma del gréafico
en el dominio de H?, para p € IN, que lo hace un espacio de Hilbert y probamos que Hg es
acotado con esta norma. En la subseccion 3.5, introducimos otras normas equivalentes a la
norma del gréfico. En la subseccion 3.6, probamos que la familia de operadores con dominio
restringido continta siendo un semigrupo de contraccion. En la subseccién 3.7, obtenemos
resultados de existencia de solucién en conexién con otras normas.

Finalmente, en la seccién 4 damos las conclusiones y observaciones de este estudio.

METODOLOGIA

Rapidamente introduciremos algunas definiciones que seran usadas en este articulo.
Definicion 2.1 Sea P el espacio de las funciones f - IR — @' infinitamente
diferenciables y periddicas con periodo 2n. Este espacio también es denotado por

Cper([=m, 7).
Asi, se prueba que P es un espacio métrico completo. También,
P = {T:P — @ lineal tal que iy, € Py
<T,p>= nl_l)r_n& [W Up(z)p(z)dx, YV € P }
_ (@ o
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Esto es, P es el dual topologico de P. Asi, P’ es llamado el espacio de las Distribuciones
Periddicas.
Definicion 2.2 Definimos el espacio

L3(=m 7)) == {f € P, 3(e)

sucesion de Cauchy en
Pl
Pcon||~\|2yg0n*>f}CP’

Se prueba que L3([-m,7]) es un (' - espacio de Hilbert.

Para ver propiedades de P, P'y L3([-n,n]) citamos [1], [7] y [8]; y para la teoria de
semigrupos, citamos [3] y [4].

Ahora, enunciaremos un importante resultado que sera usado posteriormente.

Teorema 2.1 (Hellinger-Toeplitz) Si T es un operador lineal no acotado, simétrico

y densamente definido (i.e. Dom(T) = II) en un espacio H de Hilbert, entonces no admite
extension lineal simétrica a H.
Prueba.- Citamos Kreyszig [2].

PRINCIPALES RESULTADOS

El operador Diferencial H*en L*([-,7])

Introduciremos la siguiente aplicacion
Definicién 3.1 (Operador Diferencial H ) Sea p € IN, definamos la aplicacion
H? : Dom (H?) C L*([-m,7]) — L*([-m,7])
f — HIf:=(=1)"f*" derivada distribucional

donde Dom(H?) := { f € L*([—m, 7]) tal que (-1)°f2P € L2([-7,7])}.

H P es conocido como Operador Diferencial de orden 2p. Rapidamente daremos sus
propiedades que lo concentramos en la siguiente proposicion.

Previamente, observemos que

Observacion 3.1 Debido a la Transformada de Fourier, se tiene que H? f = (k* f(k))"
paratodo f € Dom(H%) = {f € L*([—m,7]) tal que (K*1o(K) € P(Z)}.

Proposicién 3.1 Sea p € IN, el operador Diferencial HP es (' - lineal, densamente
definido, simétrico y no acotado. Ademas, H 5 no admite extension lineal simétrica a L2([-r,7]).

Prueba.- La prueba para el caso p = 1 puede ser vista en [9], donde se usa el
Teorema 2.1 de Hellinger-Toeplitz. Para el caso general: p € IN, su prueba es analoga al
caso p = 1; asi, basta observar que P C Dom(H?) y que P es denso en L*([-n,7]) para ver
que Dom(H ) es denso en L*([-m,n]). Para probar la no acotacion de H P consideramos la
sucesion ka(x) = eka: y para probar que sea simétrico usamos la Identidad de Parseval
y {(=1)P YN k) = k2 f(k), Yk € Z con f € Dom(H?). El ademas es consecuencia del Teorema

2.1 de Hellinger-Toeplitz.
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Semigrupo de Clase C_en L*([-r,7])

Proposicién 3.2 (Semigrupo de Clase C) Sea p € IN, t = 0, definimos las
aplicaciones — o—tHE f — (¢ fm?Pf( )Y, Vf € L(|-n,n]) entonces {e e}, C
B(L*([—,7])) y ademés forma un semigrupo de contraccion de clase C,en L*([-n, n])

Prueba.- En t= 0, sea f€ L2([-mn]) tenemos ~"* f = (¢ f(k))¥ = (F(k)¥ =
luego

S (3.1)

donde / es el operador identidad en L%([-m,7]).
Ahora probaremos que {e‘*Hg}tZO es una familia de operadores lineales acotados y
de contraccion, i.e.lle®| < 1. vt > 0.

En efecto, sea t >0y fe L?([-n,7]),

+00
or Y le ™ F (k)2

k=—00

+o0
= 21 ) e ™TPIR)P

k=—00

,2PA
:27r§ 62Lk

k*—oo

< o 30 I

k=—00
= IfII3 <oo. 3.2)
Luego, de (3.2) tenemos que e~ f € L*([-, 7)), esto es, «~HE esta bien definida para

_tHP
[lle=* £1I13

t= 0. Por otro lado, es evidente que e~tHE es (' - lineal:

e (f +cg) = (‘t”fﬂg(k))v
(e (Fk) + )

= (" Fh) + e gh))
(e F ) +c(e’tk2p§(k))v

= e tHop comthig
paratodo f,ge€ L¥([-mrl)yce @ .
Asi, de (3.2) también obtenemos que ||le” f|||> < ||| f|l|2, Vf € L*([~7,7]). Esto es,
el operador ¢—*H¢ es acotado y

e || <1, V¢ >0. (3.3)
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Seat>0,r>0y fe L¥[-nn]), tenemos
~ \%
e~ (HIHE £ (ef(tJrr)k?pf(k_))
_ (eftkzi’ }7”.21’ (k))\/

= (e W)
_ fth{ J*THPf}

e—tH?,’ ° efngf

esto es, o—(t+rHE — —tHE o o~rHE parat>0y r>0.Elcasot=00r=0es

evidente; luego

— - P _ P _ P
e (HNHE — o=tHE o o= HE g 2 > (),

(3.4)
Sea f € L?([-mx]), probaremos que ||l "% f — f|||» — 0 cuando t - 0*. En
efecto,

e f — £|I[2 QWZV“““ — flk)P

k=—oc
—tk2p iy
= 27TZ| D (k)
k=—c
00 y N
= 2w Y e 1P FR)P
kzzfoo_/_/
M (kt):= (3.5)

donde lim _ + M(k,1) =
Ademas, el k-ésimo término de la serie (3.5) esta mayorado:

Mk, )| F(R)[? < 4|F (k)2

y como la serie Z \f( ))|* es convergente, entonces usando el M-Test de Weierstrass

k=—o0
k=—o0

tenemos que la serie converge absoluta y uniformemente. Luego,

+oo
. —tHY ¢ r(12 — Z . —tk?P 1121712 —
Sl = 7N = 2m 37 Ji | — 1P 7B
=—00

N

=0

Asi, hemos probado que
lim |e ™ f — f|||l, = 0. Vf € L*(|-n.7]).
t—0t+ (3.6)

De (3.1), (3.4), (3.3) y (3.6)

concluimos que {e*tHg}DO es un semigrupo de contraccion de clase C en L2([-m,7]).
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Proposicién 3.3 Seap € IN, Vi€ L2([-n,nl), la aplicacion: t » «—tHZ f es continua de
[0,%) a L*([-m7]).

Prueba.- De (3.6) tenemos la continuidad en 0 a la derecha. Asi, nos enfocamos en
probar la continuidad en t > 0.

Sea h >0, usando la propiedad de semigrupo, la desigualdad (3.3) y el limite (3.6),
obtenemos

(le™HWHE f — o TtHEf |, = ||| BT HE f o mtHE p

= lle™™ e — fHle
llle™" f = flll. — ©

IN

(3.7)

cuando h - 0*.

Ahora, considerando h >0 tal que t — h >0 y procediendo analogamente como en
(3.7), obtenemos

—(t—h\HP _+HgP _(+—h\HP (f— P _p P
[l e f — T fly = [flem TR f ORI I g

e P et S1 [
— P
lle™"#f = flll2 — 0

IA

(3.8)
cuando h - 0*.
De (3.7) y (3.8) tenemos que la aplicacion es continuaen t € [RT,
Proposicién 3.4 Sea p € IN, si f. "* f entonces || f, — e HEf|[l, — 0
cuando n — +oo.

Prueba.- Es inmediato desde que de (3.2) se tiene

lle™ fo — e 2 Il = [lle™™ (Fa = Hll2 < [l fn = Fllz-

Calculo del G.I. de 1¢ "}, en L2([-mn])

Proposicién 3.5 Sea p € IN, el operador —H P es el Generador infinitesimal (G.1.) del
semigrupo de contraccion {eftHg }QO en L*([-m,7]).
Prueba.- Si A es el G.l. del semigrupo de contraccion {e_tHg}tZO en L?([-m,n])
entonces todo se reduce a probar que Dom(A) = Dom(HP)y A= —HP.
1. Dom(H?) C Dom(A).- En efecto, sea f € Dom(H?) entonces HIf =
(K f(k))", donde f € L3([~m, 7)) y (K2 f(k)) € 12(Z), i.e.

—+oo

ST EFF(R)? < 00

k=—00 (3.9)
Sea t >0, tenemos
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s f : S| TR T |
——— 4 H || = o Y |+ k" f(k)
t 9 Pt t
2
+oo eftkh -1 . -
= 21y ——— K7 F(R)
‘=00 N—— ——
g H(k,t):=

donde limH(k,t) = 0. También, tenemos t—0

[H (k)P F (k)| < 4k*|F ()2
y como vale (38.9), usando el M-test de Weierstrass tenemos que la serie

+o0 ~
k; |H(k,t)]*|f(k)* converge absoluta y uniformemente, luego

) e—tHgf _ f )
lim \fwof “on Y |t () PIARE 0
k=—00 N et
=0
o—tHE —tHE ¢ .
Asi, [Mm L+ Hrf ) =0 Esto es, tﬁm{ = f} =Ml existe

, etHEf_f
Jig {0 ) =
Luego, /' € D(A) y Af = —HIf.
2. Dom(A) c Dom(Hp).- En efecto, sea f € Dom(A) entonces f € L*([-mn]) y

lim { =LY — Af en [2([-. 7). Esto es,

t—0t

—tHY ¢
i || = 4y
t—0+ t 2
Asi, dado € >0
i f NP R e k) — Fik) 2
> M Wy w) vkez

Luego, para cada k€ Z,
e f(k) — F(k)
t
pero sabemos que
k2P Y Y
e Flk) — Fk)
t
para cada k € Z.

Luego, para cada k € Z se tiene {Af}"(k) = —k* f(k). Entonces

P(Z) > {AfY = (=K f(k)). (3.10)

De (3.10) tenemos que (_k-ZPf(,’g)) € [*(Z), estoes f € Dom(HE) y Af =—H?f.
De los dos items se concluye que Dom(A) = Dom(Hf)y A= —-HPF.

— {Af}"(k) cuando t - 0%,

—k* f(k) cuando t - 0*
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Proposicién 3.6 Seap € IN, t =0, si f€ Dom(H ) entonces etHE fe Dom(H?).

Ademas, se cumple: H? =16 f — et HP £/ f € Dom(H?).

Prueba.- En efecto, sea f € Dom(HP), t > 0,7 >0y —HP el G. I. de
{75} L en L2([=mn)), luego

— 14 _ P _ P _ 14 . P _ P
m e rHE ((i tH§ f) —e tHof _ lm e tHg ((i rH§ f) —e tHof
r—0+ r r—0+ r
—rHY
— lfm e 'H° e J=J e
r—0+ T

= {lim {—engf_fH
r—0+ T
= ¢"™[-Hf] € L*([-m,n]).
Asi, existe el limite en L2([-7,7]). Esto es, ¢~tH5 fe€ Dom(HP) y
—Hp(e M f) = e M- HD f] = —e M [HD f]
ie.
[Hgoe fHa] ;= [e g ng] £, ¥f € Dom(H?). o
Proposicién 3.7 Sea p € IN, si f € Dom(H ?) entonces la aplicacion t — e tHE f, de
(0,0) a L2([-m,]), es diferenciable en (0,00) y su derivada es —e 5 [f pf.
Ademés, 2{e e f} = —Hr e tHE £,
Prueba.- Sea t >0, h >0 tal que 0 <t - h, tenemos

eszgf o e—(t—h)Hf,’f
h

—hHY ¢ ¢
— 67(t7h)H§ {G ]f f}+67tHfH5f
3

— P
+e U HYf

~hHD ¢ _
— ¢~ (t=h)HZ {%} + e_(t_h)Hngf + e—tH!,’Hgf

—hH § _
— o~ (t=WH {e /=7 +H{",’f} o G—(t—}L)H§H§f+€—tH§H£f_
h (3.12)
— P .
Como |let=mis|| <1 i d _, _grf  cuando b — OF ye (-MEE

Hrf — e*tHg)Hgf cuando h — 0*, tomando limite a (3.12) cuando h — 0*tenemos

—tHY ¢ _—(t—h)HY
lim {e foc f+e”’H5Hg’f}:O

h—0+ h
esto es
—tH? ¢ _ —(t—h)H?
lim {6 foe f} = —e_tHngf.
ho0+ h (3.13)
Anélogamente procedemos cuando h >0, esto es,
e—(t+h)H§f _ e—tHf,’f N e—r,Hf,’ {e—hHg’f _ f}
h h (3.14)
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Como e "% ¢ B(L?*([~m,]) y f € Dom(—H?), tomando limite a (3.14) cuando h
- 0*, tenemos

lfm {“”’”Hgf — et f}
h

h—0t

= 'HE ) Jim 767’“{5][ —f
’ h—0+ h

= - HIf}
= —QitHng};f . (315)
De (3.13 y (3.15) tenemos que

—(t+h)HE ¢ _ —tHE
3 h’m{e J;L < f} = T,

=Fle e f)

Usando la Proposicion 3.6 tenemos que ——1H¢ HPy = —H? e*tHgf‘ con lo que
se concluye.

Proposicién 3.8 Sea p € IN, si f € Dom(H?P) entonces la aplicacion t ——
D{e i f} = —e MU[P f de (0,0) a L2([-m,7]), es continua.

Prueba.- Como fe Dom(H P) entonces H f € L*([-m,n]); luego usando la

Proposicion 3.3, la aplicacion es continua.

Proposicién 3.9 Sea p € IN, si fe Dom(H ) entonces

e~V f et ((0,00), L*([—m, 7)) .

Prueba.- Es consecuencia de las dos Proposiciones previas.

Otra consecuencia es el siguiente resultado.

Proposicién 3.10 Sea p € IN, el operador HP: Dom(H ) ¢ L*([-m,n]) = L*([-n,7])
es cerrado.

Prueba.- Desde que —Hg es el G.l. del semigrupo de contraccion {S’tHg}tEO en
L*([-m,7]) tenemos que —H Pes cerrado. En efecto, sea f € Dom(-H ) tal que

f.— fen L*([-mn]) cuando k — + (8.16)
—-Hrf - gen L*([-mn]) cuando k — +. (3.17)
Probaremos que f€ Dom(-HF) y que -HPf=g.
De las Proposiciones 3.7 y 3.8 tenemos que
et fy — fy = / i (—HP) fidr.
0 (3.18)
Usando la continuidad de ¢—'H% y las convergencias (3.16) y (3.17) tenemos

t
eftHgf —f :/ ef’"Hggdr.
0
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Asi,

—tHY ¢ 1 t
e f f:_/efng’ng_)G—OHL‘,’g:g7

cuando t— 0*.

Luego, f€ Dom(-HpP)y -Hff=g.

Finalmente, obtenemos un importante resultado de existencia de solucién de un
problema de valor inicial.

Proposicion 3.11 Sea p € IN, el Problema de Cauchy Abstracto

Uy = —Hf,’u
(@p) u(0) = f € Dom(HP) C L*([—m,7])

posee una Unica solucién: u(t) = erf , vt = 0, donde u € C ([0,%),L2([-m,n]))N C'

((0,),L([~m.n])).
Observacion 3.2 De la Proposicion 3.4 tenemos que la solucion del problema (Q)

depende continuamente del dato inicial.

Norma del Grafico en Dom(H f) c L*([-n,7])
Con la finalidad de resaltar y evitar confusién con otras normas que se introduciran,
usaremos la notacion: I llzz = [l - [[l2.
Definicion 3.2 Sea p € IN, en el subespacio Dom(H b ) C L? ( [—71' N D definimos la aplicacion
<-,->a: Dom(H?P) x Dom(HY) — @
donde
< fig>a=<f,g>2+ < HVf HYg>;2, Vf g € Dom(H?)

Se observa que <, >, esta bien definida.
Proposicién 3.12 La aplicacion < -, >A es un producto interno en Dom(Hp) c

L3([~m,7].
Prueba.- Es inmediato desde que <-,- >L? es un producto interno.

Asi, el producto interno <-,- >Ainduce una norma| - ||<..~, en Dom(H?):
1£ll<ss = \/IF 132 + I1HE £, ¥f € Dom(HE) 10)

Denotaremos a H ’ ||<’5'>A por H ) HA-

Asi, obtenemos
Proposicién 3.13 E/ espacio normado (Dom(H ).k - k,) satisface

Ifls = [flle, ¥F € Dom(HD), 620
Ifls = 1H2 flle. Vf € Dom(H).

\Y

A%

(3.21)
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Prueba.- Es inmediato de (3.19). tu

Proposicion 3.14 Sea p € IN, el espacio (Dom(H?), || - ||a) es completo.

Prueba.- Sea (f) una sucesion de Cauchy en Dom(H?) con | la- Probaremos
que 3fe Dom(H,?) tal que llfn — flla = 0 cuando n — +e.

Dado ¢>0.3N, € N N tal que

€ > || fn — fimlla siempre que n,m > N, . (3.22)
De (3.20) tenemos
€ > ||fn = fmlla = lfu = finllL2 siempre que n,m > N, . (3.23)

De (3.21) tenemos

€> an - fm”A > ”Hg(fn - fm)HL2 = HHg fn - Hg meL2 siempre que n,m > N, . (324)

De (3.23) tenemos que (f) es una sucesion de Cauchy en L*([-r,r1), y como L3([—r1,11)
es completo, entonces 3f € L*([-r, ) tal que

2
fo = f (3.25)

De (3.24) tenemos que (Hf) es una sucesion de Cauchy en L3([-r,m), y como
L2([-r,r) es completo, entonces 3g € L*([-r,m) tal que

2
HYf, = g. (3.26)

De (3.25), (3.26) y como H_es un operador cerrado, entonces

De (3.25), (3.26) y (3.27) tenemos

1 fa = FlIA 1 fn = fllz2 + | HE (o = Dz
1 fn = fllze + | HE fo — HE fll72 — 0
Entonces|l/a—/la =0 cuando " — +>: Esto es, 3/ € Don(H) tal que /» 1 1.
Observacion 3.3 El espacio (Dom(H?),||-||a) es un espacio de Banach o también
(Dom(H?), < -, >a) es un espacio de Hilbert.

Proposicion 3.15 Sea p € IN,

H? - (Dom(H?), | - [|a) R L2([-m,m])
fo=> HLf=(K"](k)
entoncesH? es un operador acotado y || H?|| < 1.
Prueba.- Es inmediato de (3.21). o
Tenemos la siguiente propiedad que conecta I lla con el semigrupo {e }t20
I-lla

Proposicién 3.16 Seap€ IN, =0, si f, "5 f entonces He*tﬂf fn_e*fH?f flle2 —

0 cuando n — +o,
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Prueba.- Es inmediato desde que usando (3.20) tenemos que f, Il f implica
£, Il f,» luego usando la Identidad de Parseval tenemos que 7, ez 7y como

le™ fo — e fl| 2 = [le™ ™ (fo = f)llz2 < V27|l fu = fl= . concluimos.

OTRAS NORMAS EN DOM(H %)

Ahora, introduciremos otras normas en Dom(H ?) c L*([-n,7]), para p € IN.
Observacién 3.4 (g-normas en Dom(H?)) Sea p € IN, en el subespacio
Dom(H?) podemos definir otras normas, por ejemplo: || - ||y paral =g =00,

L<q<oo, flly = (Ifllz2 + [Hfl72)
[l s= max{[[ fllz2, [[HE |22}

para [ € Dom(HP). Y se observa que todas estas normas son equivalentes.

Note: || f[lz = || flla-
Ademas, se cumplen las siguientes desigualdades:

1£lg = Uflsz. Vf € Dom(HE), (6.28)
Ifly > HEfll2. ¥ € Dom(H?) 529
Proposicion 3.17 Sea p € IN, el espacio (Dom(Hg), H : Hq) es completo, para q
€ [1,0].
Prueba.- Esto sigue desde que || - ||, es equivalente a |- [|la y (Dom(HE),||- ) es
completo.

Proposicion 3.18 Seap € IN, q € [1,],
H? : (Dom(HE), |- ||,) — LAmAl) £ —sprp = (k2 (k)Y

entonces HY es acotado y|| H?|| < 1.
Prueba.- Es inmediato de (3.29). tu
También, tenemos la siguiente propiedad que conecta ” ) Hq con el semigrupo {eitHg}tZO
Proposicién 3.19 Sea p € IN , t =0 y g € [1,%], f, Il f entonces
le=tHE £, — e f|| 12 — 0 cuando n — +oo.
lI-llL2

Prueba.- De (3.28) tenemos que f, g f implica f, =" f. Luego, usando la

Identidad de Parseval tenemos que f, ' 7 Asi,

e £, — e fll 2 = e (£ — P2 < V2| o = Flliz — 0

cuando n — +©,

Semigrupo de clase C, en Dom(H ) c L%([-n,n]) con Il ,
Proposicién 3.20 (Semigrupo de Clase C en Dom(HF)) Seap € IN, t =0, definimos
las  aplicaciones —e~'HY f .= (e~ f(k))Y, Vf € Dom(H?) C L*(|—m,7]) entonces
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{75} ., C B(Dom(H?)) y ademés forma un semigrupo de contraccion de clase C,en el
espacio (Dom(H}). |- a) de Hilbert.

Prueba.- Sea t >0y fe Dom(H /), usando (3.11) y que {eftHg}tzo €s un semigrupo
de contraccién en L?([-n,7]), tenemos

le™ A = Nle™™ 7z + 1HE(e™ ™ )7
< IfIZ + e HE, f]7
< |If 152 + I1HE £II72
= |fIA. (3:30)
Esto es,
le™ " flla < ||flla, ¥f € Dom(HE),
(3.31)

de donde se deduce que e~ € B(Dom(H?)) y |le*¢|| < 1. . Sea fe Dom(Hp)
y t>0, usando (3.11) y (3.6) tenemos

le= f = fIIA

le™2 f = Il + [ HE(e™™ f = f)I[7
(3.32)
e f = fllza + e HE f — HE fll72 ~ 0 (332)

cuando t— 0*.

Como también se satisface (3.1) y (3.4), entonces concluimos que {eftHg}tzo es un
semigrupo de contraccién de clase C, en Dom(H?).

Proposicién 3.21 Sea p € IN, para todo f € Dom(H?), la aplicacién t — ¢ "5 f es
continua de [0,°) a Dom(H ?); donde consideramos a Dom(H ) con la norma del grafico
I lla-

Prueba.- Sea f € Dom(H?) y t >0, usando (3.11) y la proposicion 3.3, tenemos

= (CHMHE f o=tHE )2

= [|e W f — T f |70+ | HE (eI £ — o7 )2
= [lemUHEE £ — T f s - [|em U HE - e THE f[7 — 0
cuando h— 0.
[I-lla —eg? p llla _ypge
Proposicién 3.22 Seap € IN, t=0, si fn = f entonces ¢ fn = 70T
Prueba.- Usando (3.31) con f — f€ Dom(H f), tenemos

e f, — e HE f||x = e (o — f)lla < [Ifa— Flla — 0

cuando n — +.
ol _emz g
Proposicion 3.23 Seap e IN, t=0 y g€ [1,%], si fn =1 entonces ¢ In =

Prueba.- Es inmediato desde que I+ lls es equivalente a -l
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Existencia de solucion

Asi, de las Proposiciones 3.11 y 3.21, obtenemos el siguiente resultado de existencia
de solucion.

Proposicion 3.24 Seap € IN, t=0, e 5 f = (%" f(k))", ¥V € L*([—=,7]). Entonces
el Problema de Cauchy Abstracto

w=—HPu
(@) | w(0) = f'e Dom(H?)  L2(|~7,7])

posee una Unica solucion: u(t) = u(t) = e f , Vt=0, con u € C([0,%),Dom(H F)) N
C'((0,),L2([-m,7])), donde consideramos a Dom(H?) con la norma del gréfico || - [|a-

Observacion 3.5 En la proposicion 3.24, podemos considerar I lle con ge[1,°] en
vez de solo considerar la norma del gréfico, desde que son equivalentes.

Observacion 3.6 Se obtiene la dependencia continua de la solucion respecto al
dato inicial, en las versiones: Proposiciones 3.4, 3.16, 3.19, 3.22 y 3.23.

CONCLUSIONES

En nuestro estudio hemos realizado lo siguiente:

1. Estudiamos al operador diferencial de orden par: H?en L*[-mn]), con p € IN,
que es densamente definido, no acotado, simétrico y que no admite extension lineal
simétrica a L3([-mn)).

2. Para cada p € IN, introducimos una familia de operadores y probamos que esta
forma un semigrupo de contraccion de clase C_ sobre L*([-mr]).

3. Demostramos que —Hp? es el generador infinitesimal de dicho semigrupo de
contraccion sobre L%([-mn]). Y ademas se obtiene que el Problema de Cauchy
Abstracto (PCA) asociado esta bien colocado.

4. Introducimos una norma en el dominio de HP: Dom(H ) c L*([-mn]), que hace que
H f sea acotado, e introducimos otras normas equivalentes a esta.

5. Probamos que las restricciones al Dom(H) de los operadores del semigrupo
C, sobre el espacio L*([-mn]), forman también un semigrupo C_ sobre el espacio
Dom(H ?) de Hilbert.

6. Para cada p € IN, obtenemos un mejor resultado de existencia de solucion del
PCA asociado y evidenciamos resultados de dependencia continua de la solucion
respecto al dato inicial, segun la norma considerada.

7. Las propiedades obtenidas se pueden generalizar para los espacios de Sobolev
periédico y por lo tanto aplicarlo en el estudio de la existencia de solucion de
ecuaciones de evolucion.

Explorando las ciencias exactas teoria y aplicaciones en el mundo de los numeros Capitulo 7

113



REFERENCIAS

[1] lorio, R. and lorio V. Fourier Analysis and partial Differential Equations. Cambridge University. 2001.
[2] Kreyszig E. Introductory functional analysis with applications. John Wiley and Sons. 1978.
[3] Munéz Rivera, J.E. Semigrupos e equacdes Diferenciais Parciais. PetropolisLNCC. 2007.

[4] Pazy A. Semigroups of linear operator and applications to partial differential equations. Applied
Mathematical Sciences. 44 Springer Verlag. Berlin. 1983.

[5] Santiago Ayala, Y. and Rojas, S. Regularity and wellposedness of a problem to one parameter and
its behavior at the limit. Bulletin of the Allahabad Mathematical Society. 2017; 32(02): 207-230.

[6] Santiago Ayala, Y. Semigroup of weakly continuous operators associated to a generalized
Schr'odinger equation. Journal of Applied Mathematics and Physics. 2023; 11(04): 1061-1076.

[7] Santiago Ayala, Y. Inmersiones y propiedades de los espacios de Sobolev periddico. Matematica: O
sujeito e o conhecimento matematico 2. 2023; 66-87.

[8] Santiago Ayala, Y. El espacio Distribucional periédico L([-m,7]) como completamiento del espacio P.
Construcao e difusdo do conhecimento matematico. 2023; 34-60.

[9] Santiago Ayala, Y. Resolvente del Operador Diferencial en el espacio L2([-,7]). Construgéo e
difusdo do conhecimento matematico 2. 2023; 1-13.

Explorando las ciencias exactas teoria y aplicaciones en el mundo de los numeros Capitulo 7

114





