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RESUMEN: Este trabajo, que forma parte
de un proyecto de investigacion en proceso,
busca analizar el conocimiento tecnoldgico
y el Espacio de Trabajo Matematico idéneo
(ETM) de profesores al ensefiar geometria,
especificamente cuadrilateros. El estudio
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integra el Conocimientos Tecnolégico
Pedagégico y del Contenido (TPACK) con
la teoria ETM para comprender como los
profesores incorporan la tecnologia en la
ensefianza de cuadrilateros. Se emplea un
método cualitativo en tres fases. En este
estudio, participan docentes de matematica
de nivel secundaria que interactian con
diversos recursos tecnoldgicos con el
propésito de optimizar su TPACK y planificar
la ensefianza de cuadrilateros. En este
trabajo, se propone una tarea usando una
pizarra de manipulables llamada Polypad
sobre el area de un trapecio isdsceles en la
que, a través del recorte, arrastre y giro se
configura un rectangulo y se muestra que
el area del trapecio es equivalente al area
de la figura reconfigurada. Se concluye que
la tarea permite desarrollar conocimientos
tecnolégicos y aumenta la confianza de
los profesores en el uso del Polypad. Por
otro lado, el uso de este artefacto implica
reconocer la importancia de la exploracion
y visualizacién. Ademas, se muestra como
profesores de matematica pueden ensefiar
cuadrilateros utilizando artefactos digitales.
Se evidencian algunas relaciones entre el
TPACK'y el ETM idéneo de profesores.

PALABRAS-CLAVE: Geometria,
Tecnologia, formacion, conocimientos.
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TECHNOLOGICAL KNOWLEDGE AND THE SUITABLE MATHEMATICAL
WORKSPACE OF TEACHERS IN THE TEACHING OF QUADRILATERALS

ABSTRACT: This research, forms part of a project, aims to analyze the technological
knowledge and the suitable Mathematical Working Space (MWS) of teachers while teaching
quadrilaterals. The study integrates the Technological Pedagogical Content Knowledge
(TPACK) model with the MWS theory to understand how teachers incorporate technology
into the teaching of geometry, specifically in quadrilaterals. The importance of the integration
of technology in the teaching of quadrilaterals is highlighted, with tasks that promote the
activation of different genesis and planes and the use of digital artifacts. The methodology
used involves a three-phase qualitative approach. As part of the research, in-service teachers
training participates in a workshop where they interact with various technological tools to
improve their TPACK and plan the teaching of quadrilaterals. In this work, a task is proposed
using a manipulative board called Polypad to find the area of an isosceles trapezoid in which,
through cutting, dragging, and turning, a trapezoid is configured, and it is shown that the area
of the trapezoid is equivalent to the area of the reconfigured figure. It is concluded that the task
allows the development of technological knowledge and increases the teachers’ confidence
in the use of the Polypad. On the other hand, the use of this artifact implies recognizing the
importance of exploration and visualization. In addition, it is shown how mathematics teachers
can teach quadrilaterals using digital artifacts. Relations between TPACK and the suitable
MWS of teachers are established.

KEYWORDS: Geometry, Technology, professional development, knowledge.

INTRODUCCION

El presente trabajo, que forma parte de un proyecto de investigacion en proceso,
tiene como foco de interés analizar los conocimientos tecnologicos de profesores de
matematicas de nivel secundaria (ensefian estudiantes de 12 a 14 afnos) que ensefian
geometria, especificamente cuadrilateros, y su Espacio de Trabajo Matematico idoneo.

Con relacién a la ensefianza de la geometria, investigaciones reportan que el
aprendizaje de la geometria es un proceso mas complejo en relacion con otras areas de la
matematica. Segun Duval (2005), la actividad cognitiva que se requiere en geometria es mas
exigente que en otras areas de la matematica, pues es necesario que se efectien de manera
simultdnea transformaciones figurales y discursivas. En ese sentido, la literatura destaca
la importancia de la ensefianza de la geometria pues conlleva a procesos de percepcion,
representacion, construccion y denominacion de los objetos geométricos (Chamorro, 2006;
Torregrosa & Quesada, 2007; Marmolejo & Vega, 2012; Bahamén & Bonelo, 2015). Ademas,
las investigaciones de Houdement & Kuzniak (1999; 2006) se centraron en caracterizar tres
paradigmas para la ensefianza y aprendizaje de Geometria que denominaron, geometria |
(geometria natural), geometria Il (geometria natural axiomatica), geometria Ill (geometria
axiomatica formal). Gracias a esta caracterizacion, Kuzniak & Rauscher (2011) sefialan
que es posible analizar y comprender algunas dificultades presentes en la ensefianza y
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aprendizaje de la geometria. Ademas, también enfatizan la necesidad de articular, en la
ensefianza, la geometria con otras areas de la matemética.

Por otro lado, en esta investigacion la tecnologia digital tiene un papel preponderante
donde cobra importancia los “artefactos digitales” para la ensefianza y aprendizaje de la
matematica que, de acuerdo con Salazar, Gaona y Richard (2022) son un conjunto de
proposiciones caracterizadas por ser ejecutables por una maquina electrénica que contienen
inteligencia histérica y una validez epistemolégica relativa. Ademas, Santos-Trigo et al. (2016)
mencionan que el uso de tecnologia convierte a estudiantes y profesores en participantes
activos ya que se genera su espacio de trabajo matematico, porque brinda una variedad de
formas para representar y explorar tareas y, por ende, para solucionar los problemas.

Ademas, Drijvers et al. (2016) presentan los resultados obtenidos por el gobierno
de China en el 2015 usando el modelo TPACK especificamente para matematica, donde
identifican los factores e impacto del proyecto sobre el rendimiento de estudiantes. Ademas.
Bueno, Lieban y Ballejo (2021) realizan una investigacion con profesores de matematica
en un curso de formacion continua en el que disefiaron una secuencia de actividades
para desarrollar aplicaciones y juegos logicos con GeoGebra utilizando el modelo TPACK
para su analisis. Igualmente, Padilla y Conde-Carmona (2020) utilizan el modelo TPACK
para explorar si los profesores de matematica estan preparados para incorporar en sus
clases tecnologias que contribuyan a favorecer habilidades y respondan a las nuevas
caracteristicas y necesidades de los estudiantes. Los resultados obtenidos refieren que
existe una desconexion entre el discurso de los profesores y su practica pedagogica pues
los docentes dan valor y refieren los beneficios de las herramientas tecnolégicas vy, por el
contrario, en la practica contintan siguiendo métodos tradicionales.

Asi mismo, Kuzniak et al. (2020) mencionan que cuando los profesores en formacion
inicial usan herramientas clasicas o digitales por separado presentan dificultades en su uso.

Porotra parte, existen otros factores comolanecesidad de que los docentesincorporen
la tecnologia en la ensefianza se evidencia en la creacion de marcos y descripciones de los
perfiles con las capacidades docentes. Asi, respecto a las competencias que un docente
debe tener la Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia y la
Cultura (UNESCO, 2023) ha creado un Marco de Competencia digital que puede ser usado
para evaluar diferentes planos del desarrollo de los docentes.

CONOCIMIENTOS TECNOLOGICO, PEDAGOGICO Y DE CONTENIDO

Con respecto al modelo del Conocimientos Tecnoldgico, Pedagdgico y de Contenido
(TPACK), en nuestro caso, contenido matematico, este plantea que los profesores cuentan
con conocimientos que determinan cémo sera la ensenanza, porque los docentes toman
decisiones en base a ellos. Ademas, de conocimientos pedagbgico y del contenido es
deseable que los profesores tengan conocimientos tecnoldgicos para integrar tecnologias
digitales en la ensefianza (KOEHLER; MISHRA; CAIN, 2015).
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Figura 1: TPACK y los conocimientos que lo componen.

Fuente: Adaptado de Koehler et al. (2015)

Como se evidencia en la figura 1, estos conocimientos pueden estar en las
siguientes dimensiones Conocimiento Pedagogico (PK), Conocimiento del Contenido
Matematico (en el caso del TPACK para matematica) (M-CK), Conocimientos Tecnolégico
(TK), Conocimientos ConteXtuales o contexto (XK) y sus intersecciones (PCK; PTK; TCK;
TPACK).

ESPACIO DE TRABAJO MATEMATICO (ETM)

Respecto a la teoria Espacio de Trabajo Matematico (ETM), Kuzniak, Montoya
y Vivier (2016) sefalan que el trabajo matematico consiste en resolver problemas
matematicos, identificar problemas y organizar contenidos dentro de un dominio especifico.
Con relacién a la tarea explican que, una tarea es considerada como cualquier tipo de
problema matematico, con preguntas establecidas de manera explicita y clara, que requiere
un tiempo predecible para su resolucion.

También, explican que en el ETM se articulan los planos epistemolégico y cognitivo
a través de la Génesis Semidtica que es el proceso asociado a signos y representamen
(o significantes); la Génesis Instrumental que permite hacer operativos a los artefactos
mediante los procesos de construccion que contribuyen a alcanzar el trabajo matematico
y; la Génesis Discursiva que utiliza las propiedades del sistema del referencial teérico para
ponerlas al servicio del razonamiento matematico.

Ademas, como se muestra en la figura 2, se identifican tres planos verticales cada
uno de los cuales esta definido por la interaccion de dos génesis: semibtica e instrumental
[Sem-Ins]; instrumental y discursiva [Ins-Dis]; y semi6tica y discursiva [Sem-Dis].
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Figura 2. Esquema del ETM
Fuente: Adaptado Kuzniak et al. (2016, p.248)

Asimismo, el plano [Sem-Ins], asociado a la génesis semibtica y a la génesis
instrumental esta orientado hacia la construccion de los resultados (figuras, graficos) y
hacia la interpretacion de la informacion brindada por los artefactos; el plano [Ins-Dis],
asociado a una génesis discursiva de la prueba y a la génesis instrumental, comprende la
apropiacion y seleccion de artefactos a través de la deduccion e induccion; y, en el plano
[Sem-Dis], asociado a las génesis semiotica y discursiva, se distinguen los razonamientos
argumentativos.

También, se diferencian tres tipos de ETM: ETM de referencia, que toma en
cuenta la matematica desarrollada a nivel institucional; ETM idéneo, que consiste en el
tratamiento que da el docente al proceso de ensefianza con el proposito de favorecer el
trabajo matematico de los estudiantes; y ETM personal, que es el trabajo matematico que
desarrolla un individuo (profesor o estudiante).

En suma, como nos interesa investigar sobre los conocimientos tecnolédgicos (TK,
TCK, TPK y TPACK) y el ETM idéneo del profesor de matematica evidenciamos algunas
interrelaciones que podria haber entre los TCK y los TPK con el ETM idéneo. Los TCK
podrian tener interaccion con el plano [Ins-Dis], porque este conocimiento se refiere a
conocer artefactos digitales que sean apropiados para un objeto matematico de acuerdo
con sus propiedades. De igual forma, los TPK podrian relacionarse con el plano [Sem-
Ins], porque el profesor usa sus conocimientos para seleccionar los artefactos que mejor

representen y sirvan para ensefar el objeto matematico segun su criterio.
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METODOLOGIA

Con el propésito de analizar los conocimientos tecnolégicos y el Espacio de Trabajo
Matematico idoneo de profesores cuando ensefian cuadrilateros, la presente investigacion
es de corte cualitativo (HERNANDEZ-SAMPIERI; FERNANDEZ; BAPTISTA, 2014). La
investigacion se ha organizado metodol6gicamente en tres fases.

Primera fase: Se realiza el estudio de la literatura existente sobre aspectos
relacionados con la teoria Espacio de Trabajo Matematico (ETM) en el dominio de la
geometria y sobre el Conocimiento Tecnoldgico, Pedagogico y de Contenido (TPACK).

Segunda fase: Se construye y aplica la secuencia didactica, en un curso de
capacitacion docente. La secuencia consta de cuatro tareas en la que se utilice tecnologia
digital. Las tareas promueven la participacion de los docentes y ello conlleva que realicen
diferentes trabajos mateméticos al interactuar con artefactos digitales como Polypad,
GeoGebra y geoplanos digitales. Para este trabajo se analiza la segunda tarea de la
secuencia en la que se utiliza Polypad. Luego, con base en el ETM y el TPACK, se debe
realizar un analisis de la produccién esperada.

Tercera fase: Los datos se recolectan y organizan (archivos). Las grabaciones de las
sesiones (Zoom) y los archivos de las producciones de los participantes recolectados en
la plataforma Google Classroom para analizar la informacion con base en TPACK 'y ETM.

EXPERIMENTO Y ANALISIS

En esta etapa de la investigacion, participan en el taller profesores de matematica en
ejercicio y la formadora-investigadora. Los docentes participantes ensefian matematica en
primero, segundo o tercero de secundaria (para estudiantes de 12 a 14 anos de edad). Los
instrumentos utilizados (cuestionario, planificacion de sesion, fichas de la resolucion de las
tareas, etc.) permiten recolectar la informacion para identificar los conocimientos tecnolégicos
de los profesores y las génesis y planos verticales que privilegian al ensefiar cuadrilateros.

Al inicio del curso de capacitacion, se pide a cada profesor la planificacion de una
sesion de clase sobre el contenido de cuadrilateros. Ademas, se les solicita completar un
cuestionario inicial (Google Forms) de dieciséis preguntas que tiene por finalidad identificar
los conocimientos tecnologicos, la percepcion y actitud de los profesores con respecto a la
tecnologia digital en la ensefianza de matematica y la interrelacion con su practica docente,

esto se puede observar en la tabla 1.

Componente del conocimiento del profesor Cantidad de preguntas
Tecnolégico 4
Tecnologicos Pedagogicos 5
Tecnologicos del Contenido 2
Tecnologicos Pedagbgicos del Contenido 5

Tabla 1. Cantidad de preguntas por Componente del Conocimiento del profesor
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Durante el curso de formacion, los profesores interactian con diversos recursos
tecnolégicos como geoplano digital, Nearpod, Polypad, GeoGebra y Google Classroom,
que deben ser utilizadas en las cuatro tareas. En este trabajo nos centramos en la segunda
tarea en la que se utiliza Polypad.

Sobre las tareas de la secuencia, estas tienen por finalidad promover la activacion
de las génesis semibtica, discursiva e instrumental y los planos verticales [Sem-Dis] y [Sem-
Ins] y estan basadas tanto en el estudio de los cuadrilateros, sus propiedades, clasificacion;
como en el origen, la utilidad inicial y la actual de los cuadrilateros a través de animaciones
y juegos con diferentes artefactos digitales. En el cuadro 1 se muestra cada tarea y su
respectiva descripcion.

Tarea Descripcién

T Tensores de Representar la relacion entre el area y perimetro de cuadrilateros
Cuerdas con angulos de 90°.

T2 Area de un Reconfigurar un trapecio isésceles para encontrar su area
trapecio isésceles 9 P P :

T3 Propiedades de Representar cuadrilateros graficamente a partir de sus definiciones
cuadrilateros y propiedades.

T4 Construccion con Construir representaciones de cuadrilateros a partir de sus

propiedades definiciones y propiedades.

Cuadro 1. Tareas y su descripcion

Al término del curso de formacién, los docentes tienen que responder un cuestionario
final que busca identificar los conocimientos tecnoldgicos pedagogicas del contenido
matematico que los profesores adquirieron, como los movilizaran al planificar nuevas
sesiones de clases sobre cuadrilateros y como piensan que lo haran.

En el presente trabajo, presentamos la segunda tarea de la secuencia didactica
sobre el area de un trapecio is6sceles (con lados no paralelos congruentes) en la cual, a
través del recorte, arrastre y giro de figuras (reconfiguracion) se configura un rectangulo
y se muestra que el aérea del trapecio es equivalente al area de la figura reconfigurada
(rectangulo).

En la tarea se pide responder la pregunta: ;Como se puede encontrar el area de
un trapecio isosceles sin utilizar la formula de dicha area? Para resolverla debe utilizar la
pizarra de manipulables Polypad (https://polypad.amplify.com/p).

Se espera que los profesores, reconozcan el trapecio de acuerdo con sus
propiedades vy utilicen las herramientas del artefacto digital para pegarlo en la pizarra.
Luego, mediante la descomposicion y composicion de figuras, hagan cortes al trapecio
is6sceles, roten y arrastren el triangulo generado para formar un rectangulo. A partir de ello,
usando la féormula del area de un rectangulo, se espera que concluyan que las areas de
ambos cuadrilateros son equivalentes.
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En términos del ETM, se espera activar la génesis semidtica al identificar y

representar el trapecio is6sceles, haciendo uso de sus propiedades. Luego, al manipular

la figura se espera activar la génesis instrumental mediante el uso de las herramientas del

artefacto digital. También activar la génesis instrumental al usar la férmula del area de un

rectangulo como un artefacto simbolico. Finalmente, al comprender y explicar que las areas

de ambos cuadrilateros son equivalentes, se espera la activaciéon de la génesis discursiva y

en consecuencia la activacion de los planos verticales [Ins-Dis] y [Sem-Ins], esto se puede

observar en el cuadro 2.

Tarea

Descripcion

Génesis y Planos que
busca activar

Identificar y seleccionar
el trapecio isosceles
entre los poligonos
presentes en Polypad.

Génesis semibtica
Representacion de un
trapecio isosceles.

Cortar, voltear
horizontalmente, girar
y arrastrar cualquier
poligono, cambiar el
color de las figuras,
modificar el tamano
(longitud de sus lados)
de los poligonos.

Génesis instrumental
Uso de un artefacto
digital, al seleccionar
herramienta adecuadas.

Cortar el trapecio
isosceles para

obtener un triangulo
rectangulo y un trapecio
rectangulo.

Génesis instrumental.

Seleccionar el triangulo
y hacer predicciones
sobre la posibilidad de
formar un rectangulo

reordenando las figuras.

Génesis instrumental y
génesis discursiva.
Plano [Ins-Dis].
Génesis semidtica
Representacion de

los cuadrilateros y
visualizacion de un
rectangulo.
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Tarea

Descripcion

Génesis y Planos que
busca activar

Voltear horizontalmente
el triangulo cortado del
trapecio (reflexion).

Génesis instrumental.
Usar herramientas

del artefacto digital
para realizar las
acciones que permiten
recomponer el trapecio
como un rectangulo.

Rotar el triangulo
cortado (rotacion). Se
podria identificar un
paralelogramo si se

Génesis instrumental y
génesis semidtica.
Plano [Sem-Ins].

traslada el triangulo.

Arrastrar el triangulo
hacia el otro lado del
trapecio para formar un
rectangulo (traslacion).
Explicar que las areas
de ambos cuadrilateros
son equivalentes.

Génesis instrumental
-génesis semiotica.
Plano [Sem-Ins].
Génesis instrumental y
génesis discursiva.
Plano [Ins-Dis].

Cuadro 2. Polypad: Area de un trapecio

Durante el desarrollo de esta tarea los profesores utilizaron las herramientas del
Polypad, realizaron reconfiguraciones del trapecio y configuraron un rectangulo. Luego,
utilizaron la férmula para hallar area del rectangulo que coincide con el area del trapecio
isbsceles y consiguieron responder la pregunta planteada en la tarea.

Al término de la tarea, se pregunta a los profesores como apoyaria este artefacto
digital en la ensefianza de cuadrilateros para que sus estudiantes comprendan como
determinar el area de otros cuadrilateros como, por ejemplo, el paralelogramo. Es decir,
se espera que los profesores reflexionen y describan como incluir tecnologia para la
ensefanza de cuadrilateros en su practica docente. En el cuadro 3 sintetiza las preguntas
del cuestionario final.
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No. Pregunta

a. ¢Usaré algin artefacto digital para ensefar cuadrilateros? (Si o NO)
CF1  b. En caso de afirmativo, ;Como planeo usarlo? ;Qué desempefio u objetivo?
c. Beneficio o desventaja con respecto a opciones sin tecnologia

Me interesa continuar aprendiendo sobre estos y otros artefactos digitales para ensefnar

CF2 cuadrilateros.

CF3  Ahora tengo més conocimientos Utiles sobre artefactos digitales para ensefiar cuadrilateros.

CF4  Usaré los artefactos digitales vistos en este curso en mis sesiones sobre cuadrilateros.

Conocer mas sobre tecnologia me permite integrar tecnologia, estrategias de ensefianza y

F . . 2 S =
CF5 conocimientos sobre cuadrilateros en la planificacion de la ensefianza
CF6 Mis conocimientos sobre tecnologia afectan la forma en la que planifico las sesiones de
clases sobre cuadrilateros
CF7 Mis conocimientos sobre tecnologia afectan el aprendizaje sobre cuadrilateros de mis

estudiantes

Cuadro 3. Preguntas del cuestionario final

Como cierre del curso de capacitacion, los profesores modifican la planificaciéon de
una sesion para ensefar cuadrilateros que compartieron antes del inicio del curso mediante
el uso de tecnologia digital.

CONCLUSIONES

Latarea que se presenta en este trabajo, favorece el desarrollo de sus conocimientos
tecnolégicos y da seguridad a los profesores para su uso en sus sesiones de clase, es
decir, que muestren un significativo TPACK que les permita integrar tecnologia en su ETM
idéneo representado, en este caso, en las planificaciones de las sesiones de clase sobre
cuadrilateros.

El considerar el uso de tecnologia con artefactos digitales como Polypad implica que
los profesores reconozcan el beneficio de la exploracion y la visualizacion. Ademas, este
tipo de tareas busca configurar como un profesor puede ensefiar cuadrilateros haciendo
uso de artefactos digitales que permiten visualizar y manipular sus representaciones, es
decir, que promueven la activacion de las génesis semibtica, discursiva e instrumental y los
planos verticales [Sem-Dis] y [Sem-Ins].

Se identificaron, ademas, algunas relaciones entre TPACK y ETM, es decir, entre
los diferentes conocimientos y la activacion de las diferentes génesis y planos verticales. A
partir de esta investigacion, se podrian generan nuevas investigaciones como, por ejemplo,
la influencia del conocimiento de los profesores de herramientas tecnoldgicas diferentes y
si existe variacion por el nivel de ensefianza o tipo de institucion a la que pertenece.

Se evidencia que los conocimientos tecnoldgicos de los profesores estan
interrelacionados con sus decisiones para la planificacion de la ensefianza, en este caso de
cuadrilateros, lo cual abre una variedad de oportunidades de investigacion y profundizaciéon
que se pueden desarrollar.
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Tanto el TPACK como el ETM brindan aspectos y elementos relevantes para la
comprension de las caracteristicas que tienen los conocimientos de los profesores para

incorporar tecnologia digital eficientemente en la ensefianza.
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