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RESUMO: Neste artigo propoem-se,

a modelagem da equacdo diferencial
ordinaria referente a um circuito elétrico
resistor-indutor (RL), a obten¢éo da solugéo
analitica e a comparagdo com os dados
experimentais (carga e corrente elétrica)
obtidos a partir de um circuito elétrico que
foi construido com materiais reciclaveis.
Esta abordagem pratica visa agucar o
interesse do estudante na disciplina e
no curso de graduagdo, oferecendo-lhe
mais um incentivo para sua permanéncia
na universidade. Assim como em outras
disciplinas o ensino da teoria de equacdes
diferenciais ordinarias (EDO) pode ser
associado aos experimentos praticos,
permitindo o estreitamento entre a teoria e
a pratica, oportunizando a aprendizagem
eficiente do conteddo abordado e a
percepgdo de como a matematica
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estd embutida em diversos eventos ao
nosso redor. Além disso, a modelagem
matematica € um artificio interessante,
potente e esclarecedor, pois permite uma
melhor visualizacdo das leis e propriedades
que regem o evento estudado. Seguindo
neste caminho, este trabalho contempla a
modelagem da equacéo diferencial ordinaria
que governa o movimento de carga e
corrente em um circuito elétrico RL, sua
resolucéo analitica e a comparagéo entre os
resultados analiticos e dados experimentais
obtidos a partir do circuito elétrico. Deste
modo, a segunda lei de Kirchoff e conceitos
da teoria da eletricidade, foram utilizadas
para a realizacdo da modelagem da
equacao diferencial ordinaria que governa
o circuito RL. A solugcdo analitica deste
problema foi obtida pelo método do fator
integrante, pois a equacdo diferencial
ordinaria governante do circuito elétrico
possui as caracteristicas de ser linear e
de primeira ordem. A constru¢do de um
circuito foi realizada utilizando materiais
reciclaveis que podem ser encontrados
em residéncias, escolas, universidades
ou em locais que recebem lixo eletrénico.
A construcdo do circuito oportunizou a
obtencdo dos dados experimentais (carga
e corrente elétrica), que foram medidos por
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meio de um multimetro. Posteriormente, esses dados foram comparados com os obtidos
pela solucéo analitica. O erro relativo obtido mostra a compatibilidade entre os dados obtidos
pelo experimento e a solugdo analitica. O objetivo deste trabalho é diminuir a distéancia
entre a teoria e a pratica. Dessa forma, o texto possui carater pratico educativo de ensino e
aprendizagem, trazendo ao publico a importancia de associar os conceitos e propriedades a
resolucéo de problemas.

PALAVRAS-CHAVE: Modelagem matematica. Equacéo Diferencial Ordinaria. Circuito RL.
Ensino e aprendizagem.

INTRODUCAO

Nos primeiros semestres dos cursos de graduacdo em Matematica, Quimica,
Engenharias, Fisica e outros, os alunos apresentam dificuldades na disciplina de célculo.
Estas dificuldades somam-se mais adiante na disciplina de equacdes diferenciais. Com o
intuito de amenizar estes problemas, despertar o aluno para as novas abordagens didaticas
e incentivar a pesquisa, busca-se estreitamento entre o conceito tedrico e sua aplicagéo,
permitindo aos alunos, além do entendimento do conteldo, a visualizagédo pratica na sua
area de graduacao (CARGNELUTTI; GALINA, 2015).

De acordo com Oliveira e Igliori (2013), a disciplina equacdes diferenciais traz
muitos desafios para os estudantes, principalmente pela grande quantidade de contetdos
vistos em outras disciplinas que s@o necessarios para o seu bom entendimento. Além
disso, o aluno precisa compreender os conceitos e técnicas intrinsecos da disciplina e
este processo pode apresentar menor dificuldade quando aliado a uma aplicagéo pratica
contextualizada.

Parece adequado que a escola possa promover um ensino no qual os alunos tenham
a possibilidade de compreender as leis e propriedades relacionadas ao conteudo, conhecer
e relacionar suas representacoes e utiliza-los para interpretar fatos da realidade. Com esta
perspectiva, a modelagem matematica apresenta-se como uma alternativa pedagogica
eficiente (VERTUAN, 2007).

De acordo com Schmidt, Ribas e Carvalho (1998), ensinar deveria ser mais do
que apenas a transmissdo de contetdos. Ampliar e potencializar o desenvolvimento de
habilidades para que o aluno possa refletir sobre os assuntos que o cercam e como a

matematica esta inserida em muitos eventos.

Justificativa

Neste sentido, este texto traz a modelagem e resolugdo analitica da equacao
diferencial que rege o movimento da carga e corrente em um circuito elétrico (RL). Além
disso, a solugédo analitica € comparada com os dados provenientes da medi¢ao no circuito

elétrico que foi construido com material reciclaveis.
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REFERENCIAL TEORICO

Equacoes Diferenciais

De acordo com Boyce e DiPrima (2006), uma equagao diferencial € uma lei, ou uma
prescricdo, que estabelece a taxa segundo a qual as coisas acontecem. Expressas em
linguagem matematica, as taxas séo derivadas e as relagdes sdo equagdes que regem o
comportamento de algum processo fisico.

De acordo com Neto (2021), as equacgdes diferenciais ordinérias foram inicialmente
introduzidas por Isaac Newton (1646-1727), no século , por meio de estudos realizados
sobre calculo diferencial e integral, e posteriormente por Gottfried Wilhelm (1646-1717)
Leibniz, no século XVII. Leibniz trouxe importantes contribuicbes para o estudo das
equacdes diferencias ordinarias, estabeleceu o método de separacao de variaveis, reducéo
de equagbes homogéneas, e o procedimento necessario para se resolver equacgbes
lineares de primeira ordem. As equacdes lineares de primeira ordem e suas aplicacoes,
sdo os primeiros topicos a serem estudados na disciplina de EDO, consequentemente
possui inumeras aplica¢des, nesse caso utilizaremos um dos métodos, conhecido como
fator integrante, para resolver problemas relacionados com circuitos RL.

Para Konzen (2023) “Equacéo Diferencial (ED) € o nome dado a qualquer equacao
que tenha pelo menos um termo envolvendo a diferenciagéo (derivagdo) de uma incognita”
(Ibid, p. 1). Ou seja, é uma equagado que envolve derivadas de uma ou mais variaveis
dependentes relacionadas a variaveis independentes.

Quando séo introduzidos problemas de Calculo € comum que cause estranheza entre
os alunos, por ser um contetdo de dificil visualizag@o. Quando isso ocorre, uma das formas
de aperfeicoar essa visualizagdo é fazer o uso de atividades interativas, ou expositivas,
para que assim possa estimular o interesse e entendimento do aluno ao contetido ensinado.
Para Moreno e Azcarate (1997; 2003) o que determina a forma que o professor atua em
sala de aula, pode estar baseado em trés modelos diferentes entre si de ensino. O primeiro
€ aquele que se baseia no ensino tradicional, ou seja, a aplicacéo de técnicas analiticas e
resolugédo de equagdes diferenciais. O Segundo é mais aperfeicoado, visto que considera
as equacgoOes diferenciais um instrumento que visa modelar matematicamente problemas
praticos, e a resolugdo desses problemas se da através de representacdes graficas,
numéricas e simbdlicas. O ultimo modelo traz uma caracteristica transitéria, ou seja, o
professor entra em conflito sobre o “que faz” e o “que poderia fazer”.

O ensino das Equagdes Diferencias caminha no modelo de ensino tradicional, mas
quando falamos de hodiernidade é notavel que o ensino superior vem sofrendo algumas
modifica¢des. De acordo com Dullius, et al. (2011), o contexto em que sé&o introduzias as
equacoes diferencias hoje em dia, é diferente ao que tinha a meio século atras, pois agora
as exigéncias e as necessidades dos alunos s&o outras, além dos avancos tecnolégicos.

Apesar disso, o contexto em que é apresentado as equagdes diferenciais continua como
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era ha meio século, ndo acompanhando as mudancas que acompanham as fases da
sociedade, as aulas devem ser repensadas, além disso, os avangos tecnologicos devem
ser considerados.

Modelagem matematica

A Modelagem Matematica “[...] consiste na arte de transformar problemas da
realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solugbes na
linguagem do mundo real” (BASSANEZI, 2011, p. 16).

Dessa forma podemos interpretar a modelagem matematica como um processo em
que situacdes da vida cotidiana séo articuladas matematicamente, ou seja, séo traduzidas
para a linguagem matematica. A modelagem é fundamental na solugcdo de problemas
praticos visto que a partir disso surgira a resolucao de problemas reais. Biembengut e Hein
(2014), destacam que a modelagem matematica “[...] € uma arte, ao formular, resolver
e elaborar expressdes que valham ndo apenas para uma solugcéo particular, mas que
também sirvam, posteriormente, como suporte para outras aplicacdes e teorias” (Ibid,
p. 9). Assim sendo, a modelagem matematica pode ser usada, ndo somente para obter
determinada solucdo, mas também para incorporar novos conhecimentos ou para adquirir
novas habilidades a partir dos conhecimentos que possui.

Seguindo nesta linha apresenta-se, a seguir, a modelagem da equacgéao diferencial
ordinaria que modela um circuito elétrico RL.

Circuito Resistor-Indutor

Um circuito elétrico € um caminho fechado no qual os elementos elétricos do circuito
estdo ligados por um meio condutor. Uma corrente elétrica passa por esses componentes
causando a diferenca de potencial em cada componente (IRWIN; NELMS, 2013).

A corrente elétrica é definida como o fluxo de particulas com carga elétrica que se
deslocam de um polo de um componente a outro.

A diferenca de potencial também conhecida como tenséo elétrica, é a diferenca de
potencial elétrico entre dois pontos de um circuito. Sua unidade de medida € o Volts e pode
representar tanto uma fonte de energia quanto a energia “perdida” ou armazenada (queda
de tenséo).

Os elementos que compdem o circuito determinam sua classificagdo. Neste trabalho
se utilizara apenas circuito do tipo RL. Estes sdo compostos por resistores e indutores.

Para o estudo de Aplicagbes de Equacdes Diferenciais Ordinarias em circuitos
elétricos RL & preciso resgatar alguns conceitos basicos de eletricidade.

A Primeira Lei de Ohm diz que um condutor com resisténcia elétrica constante
mantido a temperatura constante, a intensidade de corrente elétrica sera proporcional a

diferenca de potencial aplicada entre suas extremidades:
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onde, R é resisténcia, medida em ohms (Q), V é a voltagem/Carga, medida em volts
e i é a corrente, media em amperes.

As duas leis de Kirchhoff sdo indispensaveis para os estudos do circuito RL, sendo
elas: A Primeira lei estabelece que a soma das intensidades de corrente que chegam a um
nd é igual a soma das intensidades de corrente que deixam o nd. A segunda lei considera
que é nula a soma algébrica das tensdes encontradas em cada elemento do circuito.

A expresséo para obter a Induténcia L é dada por:

2
LZW (2)

onde, L é a indutancia da bobina, medida em Henry, N é a quantidade de espiras da
bobina, A & area do nucleo da bobina, medida em metros quadrados [m?], /€ o comprimento
da bobina, medida em metros [m] e u, € a permeabilidade magnética do ar que equivale a
41107 [H/m].

A corrente elétrica expressa por meio de derivada também é necessaria. Define-se
como intensidade da corrente elétrica i a taxa de variagdo da carga elétrica g em relagéo ao
tempo t que atravessa uma sec¢ao transversal de um condutor, sendo:

i(t) = _dq 3)
dt

De acordo com os materiais reciclaveis obtidos, o circuito elétrico RL foi construido

conforme a Figura 1.

S
® :

Legenda: -
E: Fonte de energia;
L: Indutor;
R: Resistor;
i: Corrente

Figura 1: Circuito RL.
Fonte: Dos autores (2023).
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A lei das correntes de Kirchhoff implica que a mesma corrente passa por cada
elemento do circuito elétrico. Aplicando a lei das tensdes de Kirchhof a este circuito, a qual
estabelece para um circuito RL que a soma das quedas de tensao no resistor R e no indutor
L devem ser iguais a tenséao fornecida E:

Ldg +Ri=E (4)
dt

Dividindo a equacéao (4) por L que:

=E (5)

_daqg +
dt L

~ |1

A expressao (5) € uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem linear néo
homogénea e pode ser resolvida pelo método do fator integrante. Este método é utilizado
para resolver EDOs lineares de primeira ordem.

Resolucédo Analitica

A equacao diferencial ordinaria (5) possui solugcdo analitica e ela é obtida, a seguir,
pelo método do fator integrante (ZILL, 2006).

Para aplicar este método é necessario que a EDO esteja na forma:

dy +p(t)y=F(t) (6)
dt

Observando a equacéao (5), tem-se que:

Segue, portanto, que o fator integrante possui a seguinte forma:

I%dt

ui)=e @)

Resolvendo a integral de (8), tem-se:

R

u(t) = et 9)

Multiplicando (9) em (5), segue que:
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A multiplicagéo do fator integrante em (10), tornou o lado esquerdo na regra de
produto entre o fator integrante e a corrente. Portanto, a expresséo (10) pode ser reescrita

da seguinte forma:
R, ' R, FE
eli(t) | =et — (11)
L

Nesta etapa, procede-se com a integracdo de ambos os lados da expresséo (11).
No lado esquerdo a integragéo é direta (propriedade das integrais). NO lado direito, aplica-
se integracdo por substituicdo. Tem-se a expressao para a corrente elétrica que circula no

circuito:

R, R,
elilty=—el +k
R (12)

onde k é a constante de integracéo.
O objetivo de resolver (5) é obter a corrente que circula pelo circuito. Deste modo,

isolando a corrente em (12), tem-se:

E R

EeLl + k 13
i(t) =f— (13)

ezf
A expresséao (13) pode ser reescrita:

E | N
i(ty=—+ke " (14)
(®) z

A constante integracédo de (14) pode ser determinada considerando que no tempo ¢

~ . . . . E
= 0 ndo existe corrente circulando no sistema. Logo, i (0) =0e k= - E

Portanto, a expresséo (14) fica:

i() =%(1—ﬁ’} (15)

Por definicdo, da taxa de variagdo da carga g em relagcdo ao tempo t € igual a
corrente, conforme apresentado em (3). Segue que:

Explorando o universo da matematica: Teoria e aplicacdes Capitulo 2

26



dg FE R
T}(l‘e ] (e

A expresséo (16) € uma EDO separavel e pode ser reescrita:

E &
dg=—|1-e® |dt 17
£[1-t) ()

A expressao (17) pode ser resolvida pelo método de separacdo de variaveis.

Aplicando a integracéo indefinida em ambos os lados, tem-se:

J.dq =I%[l—e—%}z’t (18)

Portanto, a expresséo para a carga elétrica no circuito RL é dada por:

E -2,
q(t)=IE(1—e L Jdt (19)

MATERIAIS E METODOS

Para a construgdo do circuito elétrico RL, utilizou-se uma fonte de computador como
fonte de energia, conforme Figura 2.

Figura 2: Fonte utilizada no experimento.

Fonte: Dos autores (2023).

Com relagéo ao resistor, optou-se por utilizar um cooler/ventoinha de computador,
conforme Figura 3, por ser um objeto facilmente encontrado em lixos de eletrénicos e
também pela praticidade de manuseio. O resistor € um componente elétrico que tem a
fungéo priméaria de limitar o fluxo da corrente elétrica em um circuito.
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Figura 3: Cooler/ventoinha utilizada como resistor.

Fonte: Dos autores (2023).

O indutor foi construido a partir de um fio de cobre com 0,5 milimetros de espessura,
enrolando este fio em uma haste de aproximadamente um centimetro de espessura. Tem-
se, assim, uma bobina, conforme pode ser observada na Figura 4. O indutor, além da
bobina, um ndcleo, que pode ter sua composicdo em um material como o metal ou um
material isolante. Optou-se por utilizar o ar como isolante.

Figura 4: Indutor construido.

Fonte: Dos autores (2023).

Com todos os componentes em maos, mais alguns outros componentes como fios
e fita isolante, utiliza-se o esquema do circuito elétrico apresentado na Figura 1 para a
construc¢do do circuito utilizado neste trabalho. Desta forma, tem-se o circuito apresentado
na Figura 5.
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Figura 5: Circuito RL construido e em funcionamento

Fonte: Dos autores (2023).

As medicdes da corrente e da carga elétrica foram feitas utilizando um multimetro.
O multimetro utilizado é apresentado na Figura 6.

1CIOR VC800D £l Tkleran

New
EBCE

%
@ wToPOWER OFF @
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-
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Figura 6: Multimetro utilizado.

Fonte: Dos autores (2023).

Com esse aparelho pode-se medir a corrente, a voltagem/carga e a resisténcia.
Para isto basta selecionar a opgao correta no botéo girador do centro. Para a medicéo da
corrente e da voltagem utilizou-se a lei de Kirchhoff. Portanto, para a medicéo da voltagem
€ necessario que o multimetro esteja na configuragdo adequada, em paralelo com a parte
que se deseja medir. Para a medi¢cdo da corrente, com o multimetro na configuracéo
correta, é necessario deixa-lo em serie com o circuito, conforme Figuras 7 e 8.
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Figura 7: Voltagem no indutor

Fonte: Dos autores (2023).

Figura 8: Corrente no circuito

Fonte: Dos autores (2023).

RESULTADOS E DISCUSSOES

Para o problema proposto os dados dos componentes do circuito RL construido
medidos com o multimetro séo: A fonte de computador possui carga de 12 V (volts) e a
ventoinha indica um consumo de 0,16 A. Substituindo estes valores na formula (1), tem-se:

R= B 75Q (20)
0,16

Com a construgdo do indutor, foi necesséario calcular a indutancia. Para isto
substituiu-se os valores correspondentes ao nosso indutor na expressao (2), obtendo:

a2 T
29 72500000000 @)
250

Explorando o universo da mateméatica: Teoria e aplicacdes Capitulo 2

30



O célculo da corrente no circuito RL em certo instante t segundo a lei de Kirchhoff
das tensdOes é fornecido pela expressao (5). Substituindo os dados de (20) e (21) em (5),

tem-se que:

2 .
_136892°  di | i 1o (22)
72500000000 dr

A expressao (22) é reescrita para aplicarmos o método do fator integrante, obtendo:

di 5437500000000 . 870000000000

di _ (23)
dr 136897 | 1368977

A forma da solugéo para (23) foi apresentada na equacéo (15). Deste modo, obtém-
se o valor para a corrente, de forma analitica:

5 164
25

4 —543750000@00¢
-3 )
(24)

Finalizada a parte analitica do problema proposto, procede-se com a medicdo da
corrente elétrico no circuito utilizando o multimetro. Essas medicdes podem ser observadas
nas Figuras 9 e 10.

Figura 9: Medi¢éo da corrente assim que o Figura 10: Medigao da corrente 1 minuto apds
circuito foi ligado ligar
Fonte: Dos autores (2023). Fonte: Dos autores (2023).

O erro relativo é dado pela divisao entre o erro absoluto e o valor analitico. Observa-
se, nas medi¢des, que logo que o circuito foi ligado a correte é de 0,15 A. Um minuto depois
a corrente oscila entre 0,13 A e 0,14 A. Os erros relativos para as medi¢des, logo que o
circuito foi ligado e um minuto apds s@o apresentados a seguir:
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016-0,5

i = =0,0625
0,16

Q160135 15605
016

CONCLUSAO

Observa-se que o erro relativo calculado imediatamente apés ligar o circuito € menor
do que o erro relativo um minuto depois. Essa diferengca pode ser devido a varios fatores,
como por exemplo, o multimetro consome um pouco de energia do circuito, tem também
o desgaste do fio de cobre, que foi desconsiderado no momento dos calculos. Além disso,
podem ocorrer pequenos erros no momento da medi¢éo devido a precisao do aparelho e
também pelo fato de que tudo foi feito de maneira manual.

Os objetivos foram atingidos, pois a solucdo analitica, que foi obtida por meio da
resolugéo da EDO linear de primeira ordem, e os dados experimentais estdo proximos,
conforme mostrado pelo erro relativo, mostrando que a teoria pode ser observada em
eventos ao nosso redor. Além disso, 0 aprendizado foi grande. Observar, na pratica, os
conceitos e propriedades matematicas, tornou o processo de aprendizagem mais eficiente,
despertando o interesse e proporcionando motivagcéo nos alunos. A interdisciplinaridade no
desenvolvimento deste trabalho também € item relevante.
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