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Resumen: En este trabajo, estudiamos al
operador diferencial de orden par en el
subespacio distribucional periédico L*([-Tt,
mJ). Determinamos el resolvente de este
operador y su caracterizacién mediante la
convolucion. Esta teoria nos permite resolver
problemas  distribucionales.  Finalmente,
damos algunas aplicaciones y comentarios.
Palabras Clave: Operador diferencial de
orden par, Resolvente de un operador, espacio
distribucional periédico, Transformada de
Fourier, existencia de solucion.

INTRODUCCION

En este articulo estudiaremos al operador
diferencial de orden 2p con p € IN, en el
espacio de Hilbert L*([-T, T11]). Daremos
la forma explicita del resolvente de este
operador y su caracterizacién mediante la
convolucion. Ademds, determinaremos la
solucion de un problema distribucional y de
un problema de valor inicial (PVI). Citamos
algunas referencias para el tratamiento de
existencia de solucién mediante semigrupos,
por ejemplo: [1], [3], [4], [5] v [6].

El presente estudio puede ser aplicado a los
espacios de Sobolev periddico H .

Podemos citar algunos trabajos en estos
espacios, como [1], [3]-[8].

Como referencia para este estudio citamos
a lorio [1] y [8].

Nuestro articulo estda organizado del
siguiente modo. En la seccion 2, indicamos la
metodologia usada y citamos las referencias
usadas. En la secciéon 3, colocamos los
resultados obtenidos de nuestro estudio. Esta
secciéon la dividimos en cinco subsecciones.
Asi, en la subseccion 3.1 estudiamos al
Operador diferencial H? en L*([-m, ). En
la subseccién 3.2, estudiamos al Operador
F(Hr) en L*[-m, T]), probando que es
acotada y que representa al resolvente en z
de HP . En la subsecci6n 3.3, obtenemos otra
caracterizacion del resolvente de H? usando

la convolucién. En la subseccién 3.4, damos
una aplicacién donde evidenciamos la forma
explicita de la soluciéon de un problema
distribucional. En 3.5, damos resultados de
existencia de solucion para PVTs.

Finalmente, en la secciéon 4 damos las
conclusiones y observaciones de este estudio.

METODOLOGIA

Répidamente introduciremos algunas
definiciones que seran usadas en este articulo.
Definicion 2.1 Sea

P = Cx.([-m ),

el espacio de las funciones f R — €
infinitamente diferenciable y periddica con
periodo 2.

Asi, se prueba que P es un espacio métrico
completo.

Tambien,

P':={T:P— Clineal tal que AP € Py

™

<T,p>= lim

n—+oo |

Up(x)p(z)de, Yo e P }

=(P).

Esto es, P' es el dual topolégico de P. Asi,
P' es llamado el espacio de las Distribuciones
Periddicas.

Definicion 2.2 Denotamos por S(Z)
al espacio de las sucesiones Rdpidamente
Decrecientes (R.D.), definido por

+o0
S(Z) := {a = (ag)pez, o €T/ Z

k=—00

+oo
lok| < o0y Z loak||k|" <00, Vn > 1}
k=—o0

y S(Z) es el espacio de las sucesiones de
Crecimiento Lento (C.L.), definido por S(Z) :=
{Cl=(Gk)kEZ,GkE(Z)/EIC>0;3NEINcon
la | < Clk|N; Vk #0}.

Definicion 2.3 Definimos el espacio

L([-m, i) == {f € P', (@) sucesion de
Cauchy en P con ||. || LYP, L ffc P

—— ) -



Se prueba que L2([-m, 7t]) es un € - espacio
de Hilbert.

Para ver propiedades de P, P', S(Z) y
S(Z) citamos [1] y [9]; y para L*([-m, n]) y
propiedades citamos [10].

Ahora, enunciaremos un importante
resultado que serd usado posteriormente.

Teorema 2.1 (Hellinger-Toeplitz) Si T
es un operador lineal no acotado, simétrico
y densamente definido (i.e Dom(T) = H) en
un espacio H de Hilbert, entonces no admite
extension lineal simétrica a H.

Prueba.- Citamos Kreyszig [2].

PRINCIPALES RESULTADOS

Recordemos al operador diferencial H,
estudiado en la proposicién 3.5 de [11].

Definicion 3.1 (Operador Diferenciacion
H_) Definimos el siguiente operador

H_ :Dom (H)) c L*([-m, nr]) — L*([-7, nt])

t — -t" derivada distribucional

con Dom(H) := {f € L*([-m, n]) tal que -f'
€ L*([-m, n])}.

Se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.1 El operador H es ¢ -es
lineal, simétrico, densamente definido y no
acotado. Ademds, H no admite extension
lineal simétrica a L*([-m, 1t]).

Prueba.- Su prueba puede ser vista en
[11]. Es el caso p = 1 de la proposicion 3.2 que
veremos en la siguiente subseccion.

A continuaciéon daremos los resultados
obtenidos.

EL OPERADOR H”  en L2([-1T, I1])

Previamente, introducimos la siguiente
notacion.

Notacién: Seap € IN, H' :=H ,H? :=

He..°H

——

p-veces

Observacion 3.1 (Operador Diferenciacion
HP ) Sea p € IN, el Operador
HP_: Dom (H? ) c L*([-m, n]) — L*([-m, m])

f — (-1)*f*) derivada distribucional con
Dom(Hr ) = {f € L*([-m, n]) tal que f*¥ €
L([-m, n])}.

Observacion 3.2 Dom(Hr ) = {f € L*([-,
n]) tal que (k* f (k)€ X(Z)} y He (f) =(k* f

" (K))", Vf€ Dom(H? ), desde que {(-1)7f*}A (k)
=k f (k), Yk € Z.

Proposicion 3.2 H? es C-lineal, simétrico,
densamente definido y no acotado. Ademads,
HP  no admite extension lineal simétrica a
L*([-m, m]).

Prueba.- Sean f; g € Dom(H?) yc € €
entonces f y g son infinitamente diferenciables
en el sentido distribucional, con f®), g €
L([-m, 1t]), luego, (cf + g)® = cf®) + g €
L*([-m, m]), esto es H? (cf + g) = cH? f+ HP g.

Se cumple P ¢ Dom (H? ), luego

LQ([—TT, 71']) — FHHHQ C mllllllz
C L¥([-m. 7)),

de donde obtenemos que W{H}S)”"”‘z =

L([-m, m]).

Ahora, probaremos que el Operador
HP no es acotado. En efecto, para esto
introduciremos la sucesion (,) de funciones
en P, donde Y, (x) = %: Se observa que
|2 = ‘k/% Ademas, P (x) = (-1)re™
11 w1, = 1,0, = V2.

Podemos observar que % =k*» Vke
IN no es acotada. Luego, el operador HP no es
acotado.

Sean f; g2 Dom(HP ), probaremos que (H?_
f, g) = (f, H?_g). En efecto, usando la Identidad
de Parseval y las igualdades:

{1y k)
{1} ) =

Yk € Z , obtenemos

K f (k)
kzpﬁ(k) b

— -



((,1)pf(2p)’g) — 97 Z { pf(zp

k=—00

+oo
= 2r Y K*f(k)g(k)

k=—00

+oo
= 21 ) fk)k2g(k)

k=—00

:ZWZf

k=—00
= (f,(=1)rg™),

esto es, (H? f, g) = (f, H? g) paratodo f, g
€ Dom (H? ), con lo que hemos probado que
HP es simétrico.

El ademas, sale de usar el Teorema 2.1.

Observacion 3.3 El operador HP es una
extension de D%, donde D* : P c L*([-7, n])
— L*([-m, n]) tal que a cada @ € P le hace
corresponder (-1)P@@P),

A seguir, daremos algunas propiedades
importantes de HP .

Proposicion 3.3 Se satisfacen los siguientes
enunciados:

1. Para k € Z, @, es una autofuncion de
HP_correspondiente al autovalor k*, desde
que Y, ¢, = D¥ ¢, = -1/, = (-1)
p(ik)*d, = k*P, con P (x) := ™.

2.1 () = %G k*Pi(-). donde para f €
Dom(HPo) se tiene para cada k € Z P (f)
= Qﬁ t )@, € L({p}). Recordemos que
P_es el operador proyeccién ortogonal
sobre el subespacio cerrado L({@}). Y
observemos que la convergencia de la serie
es con la norma |||.|[|-

k)g(k)

1)rg®) (k)

(FL(EP){f + cg}" (k) =

Prueba.- Es inmediato.

Observacion 3.4 Se verifica que {k*}_,
c o, (H), donde estamos denotando por
0, (B ) al espectro puntual del operador HP .

EL OPERADORF (H") € B(L*([-11,
I1]))

Ahora, a partir de HP generaremos un
operador acotado, y para ello introduciremos
una funciéon F .

Definicién 3.2 Sean p € IN, z € € y la
funcién F : IN — (€ tal que F (x) = L con
k* -z #0, Vk € Z, definimos:

Fz(H? ) : Dom(F (H?)) c L*([-m, m])
—L([-m, n])

f— F (H? ) :=={(F, (k) f ()},

con Dom(F (Hr )) :={f € L*([-m, n]) tal que
F (k) (k) € K(Z)}.

Asi, de la definicién de F (H? ) tenemos

“+o0
FAHDf = S (k) Flk) o,
"“;” Pk(f):

v € Dom(F.(II)).

donde la convergencia de la serie es con la

norma |||.|||,.
Ahora, estudiaremos algunas propiedades
de F (HP ).

Proposicion 3.4 La aplicacién F (H ) es ¢
- lineal.

Prueba.- Sean f, g € Dom (F (H?))
entonces f, g € L*([-m, nt]),(F, &) f (k))e 2(2)
y (E, (k*)g"(k)) € I*(Z). Luego, {f + cg} €
L ([-m, n]) y

(R {F(k) + cqi(k)})

= (PO F(h) + cF.(k)(k))

= () J(h) +

c(F(K7)g(k)) € X(Z).  (3.1)

—— -



Tomando la transformada inversa de
Fourier a (3.1), tenemos F (H){f + cg} =
F (H)f + cF (H )g.

Proposiciéon 3.5 Sean p € IN,z € € y F (x)
.= 7= tal que k¥ - z # 0, Vk € Z, entonces
F,(H?) € B(LX([-1, 7])).

Prueba - Primero notemos que existe
Inf [k =2 5 0 e introduciendo la siguiente
notacién & := Inf |k* — z[, obtenemos

0<§< |k —2|,VkeZ.

inmediata. Probaremos que si f € L*([-7, 7])
entonces (F (k) f (k) € X(2).

En efecto, por hipdtesis, aplicando la
transformada de Fourier a f tenemos f € 12(2),
luego usando la acotacién (3.2), tenemos
(F,(k») f (k) € (2).

Finalmente veremos que F (H?) es el
inverso del operador HP_-z; esto es, F (HP ) =
(HP -z)".

Proposicion 3.6 (Caracterlzacmn de
F (Hr))) Sean p € IN, 2€CyF(x) =z tal

Luego, que k?* - z# 0, Vk € Z, entonces B(L*([-7, ]))
1 1 S F(HP) = (HP -z)7, esto es satisface:
2
D] = g =5 Ve 62) 1. (H_ - 2)F (HP )f = f, Vf € DomF (H? )

Sea f € Dom F (H? ), usando (3.2) y la
Identidad de Parseval se tiene

“+o0
IFEDLIE = 20 Y |R(R)FR)P

k=—0c0
+oo . kﬂp <
< 2 Y [F)P P e =y
k=—o0c
= 2m62 ]’(?2 Ton
" [ l|2 < Ll
= 32IAN3-

Esto es, ||[E(HP)f]||, < &|[f]||,, Vf €
Dom(F (H? )). Asi, F(HP) es acotada y
||E (HP)|| <&

Nos resta probar que Dom (F (HP))
= L*[-m, m]). Una de las inclusiones es

N RPEHD) R =

— 1%([-m, 7)) y F (H? )f € Dom(H? ).

2.F (Hr )(HP - z)f =f, Vf € Dom(HP ).
Prueba.- Primero veremos que la funcién
Z3k — ki‘;—giz es acotada. En efecto,

< 14260,
——
£(z):=
donde 0 < d := inf |[k* — z|.
keZ

vk e Z,

(3.3)

Sea f € L*([-m, 1t]), usando (3.3) obtenemos

S kE () ()

k=—o00 k=—o0
400
— Z k«flp ‘f( )‘2
e P2
+oo 2
=P
= k_Z | 0]
2
2p +i . )
< | sup [f (k)]
;F.:EZ kip_ M k=—cc
<¢(z)

— -



desde que fel2).
Por lo tanto, F (H? )f € Dom (H? ) y
“+00

> (KP = {F(H) Y (K)o

k=—oc

+oo ry
_ Z (ka . Z) f(k) On

k2 — z

(HY — 2)F.(HD)f =

k=—00

o ~
= Y f(k)on

k=—o0

-

Y Bk — 2)g(k)on

F.(Hp)(H] —2)g =
k=—c0
+o0o
= D ik
k=—c0
Definicion 3.3 Sea p € IN, o(Hr)=0.

Ademas, se tiene el siguiente resultado
Proposicion 3.7 (Existencia de solucion)
Seanp € INyz € A entonces

Ay ={z €@, k* —2#0, VE€Z} # ()

Observacion 3.5 Sea p € IN, si z € A,
P _ . p
entonces el operador HP -zI : Dom (HP) Vg € L¥(
—L*([-7, ]) no es acotado.
Observacion 3.6 De la Proposicion 3.5 se

[—m,7]) 3'f € Dom(H?) C L*([—7, 7))
tal que (HY —2)f =g  (3.4)

deduce que para cada p € IN fijado se tiene una
familia no numerable de operadores acotados
en L*([-n, ]), esto es

{F.(H))}zea, € B(L?([-m.7])).

Al operador F(HP) lo Ilamaremos:
Operador Resolvente de HP . Otra notacion
para este operador es R(z;HP ).

Asi, tenemos

Observacién 3.7 Se satisface: A c p (F?)
yp (H)#0, donde p (H ) es el conjunto
resolvente de HP .

Observacion 3.8 De las observaciones 3.4,
3.7 y desde que © = {k*},_, U A entonces
0, (H) = %),y PE) = A, y 0 =

dondef:=F (H? )g = (HP_-z)'g=R(zHP)
g.

Asi, el problema en (3.4) posee una unica
solucion.

CARACTERIZACION DE F(H” ) VIA
LA CONVOLUCION

Usando que en P, la transformada
de la convolucion es el producto de las
convoluciones, tenemos otra caracterizacion
para F (H? ):

Proposicion 3.8 Seanp € IN,z€ Cy F (x)
= ﬁ tal que k* - z # 0, Vk € Zentonces

F(H})f =G.xf, Vf € L*([-mx]),

— -



donde C, ([=m ) 2 G. = k_z = O y
esta serie converge uniformemente.
Prueba.- La prueba lo hemos organizado

de la siguiente forma: w

converge uniformemente, Yz € € fijo
tal que z # k®, Yk € Z. En efecto, como

| ok (2)] = )| = m y

k22

_1 _ = 1 ikx
1. Probaremos que la serie ;= % Su(x) = k;ﬂ =" tenemos paran <m:
—(n+1)
- zk:r k:c
|Sm(x)_8n('r)‘ - Z k,Qp_Z + Z k2p_z
k=n+1 =
m —(n+1)
<
3 ‘kzp_zﬁ >
k—n+1 k=—m
= 2
-t (3.5)
Tomando supremo a la desigualdad (3.5)
obtenemos
sup  [S(x) — Su(z)| < 2
zE[—m,m) k%l ‘k2p - Z‘
1 1
= 2{ — 4
{|(n+1)2p—z|+ I(m)”’—zl}
™ 1 k(3 1
2{2 |k2p — 2| *Z |k2pzl} :
k=1 k=1 (36)
D P o 1
Como la serie = * =2 es convergente, r) = Z mqﬁ)k(m)
su n-ésima suma parcial es de Cauchy; k=—00
tomando limite a la desigualdad (3.6) 3. Obviamente, como las ¢, son

cuando n;m — +o tenemos que la
sucesion (S ) es de Cauchy en C([-m,
nt]) con la norma ||||w y por lo tanto
S, es convergente en (C([-, n]), || . || L)
denotamos a ese limite como G ie. S
converge uniformemente a G,.

2. Luego, la convergencia uniforme
implica la convergencia puntual, esto es

periddicas, la unicidad del limite de la
serie nos conduce a que G es periddica.
Asi, G € Cper([-n, mi]).
Finalmente, seaf€ L*([-m,7t]) c P'aplicamos
F (HP), y usando que en P’ es vilido que la
transformada de la convolucion es el producto
de las convoluciones obtenemos:

T —— -



F(H)) S = R(zH))f

+o0 Y
f(k)
= 2 mot

+00 1 N
= > o (K)o

k=—0o

+o0
= Y Gk fk)

k=—0c
+o0

= Y Gxfk)e

k=—cc

= G.xf (3.7)

donde G. = Y - = (~1P(GP),p) — (:G., )
- (G (—1)767) — (G 20)
- zs \ T - z: &
Observacién 3.9 Sea p € IN, si z € A 7 ) 4
entonces R(z, P )f = G_* f, Vf € L*([-n, n]), = (G-, (*1)%( P) _ zp) .
donde G, = Z ﬁﬁbk Ahora, observamos que
keZ
Observacion 3.10 Seanp € IN)/Z € AP’ Slg {(*l)p({?@p) - ZCP}AU{J) _ ( l)p@)(k‘) - Z@(k‘)
€ L?([-m, n]) entonces

(3.9)

= (Z1)P(k)*E(k) — =3 (k)
L*([-m,7]) D Dom(H?) > f =G. x g = (k7 —2)p(k).

es solucion de (3.4). Luego

+o00
. C1VPA2P) oy — SOV (120
EXISTENCIA DE SOLUCION DEUNA  (~ D™ —zp =) B(k)(K* — 2)o..
ECUACION DISTRIBUCIONAL e (3.10)
Proposicién 3.9 Sea p € IN, z € €y F (x)
L tal que k* - z # 0, Vk € Z entonces

r—z

Tambien,

o 1
G. '_;Ek%—ngk es solucion de la

ecuacion distribucional

df € P’ tal que

1P fe) L —
(—1)Pf zf 2?”5(3.8)

Prueba.- En efecto, sea @ € P y como G €
Cper([—n, nt]) ¢ P', tenemos

(-1PGP) —2G..p) =

(DG, @) = (G, p)

—— -



oo
(7 = Goin) = (7 =2) [ 3 et

m2r — z
m=—00

+o0
1 T
= (k?;ﬂiz) Z me_Z/ ezmrezkmdx

™

+00
1
= (k¥ —z) Z P Ok, —m 27

= 27.

Usando (3.10) y (3.11) en (3.9) obtenemos

(-1PGPY — =G, p) =

Por lo tanto, (-1)?G *?- zG_=2nd en P".

Ahora, veamos que si f € P' es solucion de
(3.8) entonces su expresion es G,. En efecto,
tomando la transformada de Fourier a la
ecuacion obtenemos

K2 F(k) — zf(k) = 276(k) = 1

esto es, f(k)= L Vk € Z desde

k2p —z

+oc
quez € A . Luego, [ = ) > Ok

=—00

OTRA APLICACION

Obtenemos un importante resultado
de existencia de solucidon para una familia
{(Qp)}PEN de problemas de valor inicial.

Proposicion 3.10 Sea p € IN, el Problema
de Cauchy Abstracto

(3.11)

(G Y Bl = =)o)

k=—00
+oo

> Blk) (K = 2)(G. én)

o
=2

k=—00

2r Y 2(k)

k=—00

2mp(0)
2m(do, )
(27, ) .

Uy = —ng
(@Qp) uw(0) = f € Dom(HP) C L*([-7, 7))

posee una unica solucién: u(t) = eto
f,Vt>0, donde u € C([0,%);L*([-7, =]))N
CH((0,00),L2([-, ])) y 0 £ 2= (e-5°  (K))~.

Ademas, se tiene

Proposicion 3.11 La solucion del Problema
(Qp) depende continuamente respecto al dato
inicial.

CONCLUSIONES

En nuestro estudio hemos realizado lo
siguiente:

1. Para cada p € IN, introducimos un

operador H? en L*([-m, 7]), que es una

extension de D*, y hemos probado que

estd densamente definida, es no acotada,

T — ) -



simétrica y que no admite extension
lineal simétrica a L*([-7, t]).

2. Introducimos otro operador F (H? ) en
L*([-m, mt]) y hemos probado que estd en
el espacio B(L*([-m, rt])), paratodo z € Ap.
Asi tambien, se probd que este operador
es el resolvente de H? en z € Ap.

3. Usando la convolucién se encontré una
caracterizacion para el operador acotado

4. Tambien, se estudié el problema de
existencia de solucién de un problema
distribucional de orden par 2p,
evidenciando su soluciéon. Ademas,
damos resultados de existencia de
solucién para una familia de PVTs.

5. Finalmente, queremos enfatizar que
este estudio puede ser generalizado a los
espacios de Sobolev periddico.

E (H?).
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