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Resumen: En este trabajo, estudiamos al 
operador diferencial de orden par en el 
subespacio distribucional periódico L2([-π, 
π]). Determinamos el resolvente de este 
operador y su caracterización mediante la 
convolución. Esta teoría nos permite resolver 
problemas distribucionales. Finalmente, 
damos algunas aplicaciones y comentarios. 
Palabras Clave: Operador diferencial de 
orden par, Resolvente de un operador, espacio 
distribucional periódico, Transformada de 
Fourier, existencia de solución.

INTRODUCCIÓN
En este artículo estudiaremos al operador 

diferencial de orden 2p con p ∈ IN, en el 
espacio de Hilbert L2([-π, π]). Daremos 
la forma explícita del resolvente de este 
operador y su caracterización mediante la 
convolución. Además, determinaremos la 
solución de un problema distribucional y de 
un problema de valor inicial (PVI). Citamos 
algunas referencias para el tratamiento de 
existencia de solución mediante semigrupos, 
por ejemplo: [1], [3], [4], [5] y [6].

El presente estudio puede ser aplicado a los 
espacios de Sobolev periódico Hs

per.
Podemos citar algunos trabajos en estos 

espacios, como [1], [3]-[8].
Como referencia para este estudio citamos 

a Iorio [1] y [8]. 
Nuestro artículo está organizado del 

siguiente modo. En la sección 2, indicamos la 
metodología usada y citamos las referencias 
usadas. En la sección 3, colocamos los 
resultados obtenidos de nuestro estudio. Esta 
sección la dividimos en cinco subsecciones. 
Así, en la subsección 3.1 estudiamos al 
Operador diferencial Hp

o en L2([-π, π]). En 
la subsección 3.2, estudiamos al Operador 
Fz(Hp

o) en L2([-π, π]), probando que es 
acotada y que representa al resolvente en z 
de Hp

o. En la subsección 3.3, obtenemos otra 
caracterización del resolvente de Hp

o usando 

la convolución. En la subsección 3.4, damos 
una aplicación donde evidenciamos la forma 
explícita de la solución de un problema 
distribucional. En 3.5, damos resultados de 
existencia de solución para PVI’s.

Finalmente, en la sección 4 damos las 
conclusiones y observaciones de este estudio.

METODOLOGÍA
Rápidamente introduciremos algunas 

definiciones que serán usadas en este artículo.
Definición 2.1 Sea

el espacio de las funciones f: � → Ȼ 
infinitamente diferenciable y periódica con 
periodo 2π.

Así, se prueba que P es un espacio métrico 
completo.

Tambíen,
P' := {T : P → Ȼ lineal tal que Ǝψn ∈ P y

= (P)'.
Esto es, P' es el dual topológico de P. Así, 

P' es llamado el espacio de las Distribuciones 
Periódicas.

Definición 2.2 Denotamos por S(�) 
al espacio de las sucesiones Rápidamente 
Decrecientes (R.D.), definido por

y S'(�) es el espacio de las sucesiones de 
Crecimiento Lento (C.L.), definido por S'(�) := 
{ɑ = (ɑk)k∈Z , ɑk ∈ Ȼ / ƎC > 0 ; ƎN ∈ IN con 
|ɑk| ≤ C|k|N ; ∀k ≠ 0}.

Definición 2.3 Definimos el espacio
L2([-π, π]) := {f ∈ P', Ǝ(φn) sucesión de 

Cauchy en P con ║.║2 y φn  
P'  ͢  f} ⊂ P'
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Se prueba que L2([-π, π]) es un Ȼ - espacio 
de Hilbert.

Para ver propiedades de P, P', S(�) y 
S'(�) citamos [1] y [9]; y para L2([-π, π]) y 
propiedades citamos [10].

Ahora, enunciaremos un importante 
resultado que será usado posteriormente.

Teorema 2.1 (Hellinger-Toeplitz) Si T 
es un operador lineal no acotado, simétrico 
y densamente definido (i.e D͞o͞m͞(͞T͞) = H) en 
un espacio H de Hilbert, entonces no admite 
extensión lineal simétrica a H.

Prueba.- Citamos Kreyszig [2].

PRINCIPALES RESULTADOS
Recordemos al operador diferencial Ho, 

estudiado en la proposición 3.5 de [11].
Definición 3.1 (Operador Diferenciación 

Ho) Definimos el siguiente operador
Ho : Dom (Ho) ⊂ L2([-π, π]) → L2([-π, π])
f → -f " derivada distribucional
con Dom(Ho) := {f ∈ L2([-π, π]) tal que -f" 

∈ L2([-π, π])}.
Se tiene el siguiente resultado.
Proposición 3.1 El operador Ho es Ȼ -es 

lineal, simétrico, densamente definido y no 
acotado. Además, Ho no admite extensión 
lineal simétrica a L2([-π, π]).

Prueba.- Su prueba puede ser vista en 
[11]. Es el caso p = 1 de la proposición 3.2 que 
veremos en la siguiente subsección.

A continuación daremos los resultados 
obtenidos.

EL OPERADOR HP
O en L2([-Π, Π])

Previamente, introducimos la siguiente 
notación.

Notación: Sea p ∈ IN, H1
o := Ho, H

p
o := 

Ho o ... o Ho.

     p-veces

Observación 3.1 (Operador Diferenciación 
Hp

o ) Sea p ∈ IN, el Operador
Hp

o : Dom (Hp
o) ⊂ L2([-π, π]) → L2([-π, π])

f → (-1)pf(2p) derivada distribucional con 
Dom(Hp

o) = {f ∈ L2([-π, π]) tal que f(2p) ∈ 
L2([-π, π])}.

Observación 3.2 Dom(Hp
o) = {f ∈ L2([-π, 

π]) tal que (k2p f ̂(k))∈ l2(�)} y Hp
o (f) =(k2p f 

̂(k))v, ∀f ∈ Dom(Hp
o), desde que {(-1)pf(2p)}^(k) 

= k2p f ̂(k), ∀k ∈ �.
Proposición 3.2 Hp

o es Ȼ-lineal, simétrico, 
densamente definido y no acotado. Además, 
Hp

o no admite extensión lineal simétrica a 
L2([-π, π]).

Prueba.- Sean f; g ∈ Dom(Hp
o) y c ∈ Ȼ 

entonces f y g son infinitamente diferenciables 
en el sentido distribucional, con f(2p), g(2p) ∈ 
L2([-π, π]), luego, (cf + g)(2p) = cf(2p) + g(2p) ∈ 
L2([-π, π]), esto es Hp

o(cf + g) = cHp
of + Hp

og.
Se cumple P ⊂ Dom (Hp

o), luego

de donde obtenemos que  = 
L2([-π, π]).

Ahora, probaremos que el Operador 
Hp

o no es acotado. En efecto, para esto 
introduciremos la sucesión (ψk) de funciones 
en P, donde ψk(x) =  Se observa que

 Además, ψk
(2p) (x) = (-1)peikx 

|||Hp
oψk|||2 = ||ψk

(2p)||2 = √2̅π͞.
Podemos observar que  = k2p, ∀k ∈ 

IN no es acotada. Luego, el operador Hp
ono es 

acotado.
Sean f; g 2 Dom(Hp

o), probaremos que (Hp
o 

f, g) = (f, Hp
og). En efecto, usando la Identidad 

de Parseval y las igualdades:

∀k ∈ Z , obtenemos
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esto es, (Hp
o f, g) = (f, Hp

og) para todo f, g 
∈ Dom (Hp

o), con lo que hemos probado que 
Hp

o es simétrico.
El además, sale de usar el Teorema 2.1.
Observación 3.3 El operador Hp

o es una 
extensión de D2p, donde D2p : P ⊂ L2([-π, π]) 
→ L2([-π, π]) tal que a cada φ ∈ P le hace 
corresponder (-1)pφ(2p).

A seguir, daremos algunas propiedades 
importantes de Hp

o.
Proposición 3.3 Se satisfacen los siguientes 

enunciados:
1. Para k ∈ �, ɸk es una autofunción de 
Hp

o correspondiente al autovalor k2p, desde 
que Hp

o ɸk = D2p ɸk = (-1)pɸk
(2p) = (-1)

p(ik)2pɸk = k2pɸk con ɸk(x) := eikx.

2. Hp
o (.) =  donde para f ∈ 

Dom(Hp
o) se tiene para cada k ∈ � Pk(f) 

=  (f, ɸk)ɸk ∈ L({ɸk}). Recordemos que 
Pk es el operador proyección ortogonal 
sobre el subespacio cerrado L({ɸk}). Y 
observemos que la convergencia de la serie 
es con la norma |||.|||2.

Prueba.- Es inmediato.
Observación 3.4 Se verifica que {k2p}k∈Z 

⊂ σpu(H
p

o), donde estamos denotando por 
σpu(H

p
o) al espectro puntual del operador Hp

o.

EL OPERADOR FZ(HP
O) ∈ B(L2([-Π, 

Π]))
Ahora, a partir de Hp

o generaremos un 
operador acotado, y para ello introduciremos 
una función Fz.

Definición 3.2 Sean p ∈ IN, z ∈ Ȼ y la 
función Fz : IN → Ȼ tal que Fz(x) = con 
k2p - z ≠ 0, ∀k ∈ �, definimos:

Fz(Hp
o) : Dom(Fz(Hp

o)) ⊂ L2([-π, π]) 
→L2([-π, π])

f → Fz(Hp
o)f :={(Fz(k2p) f ̂(k))}v,

con Dom(Fz(Hp
o)) :={f ∈ L2([-π, π]) tal que 

Fz(k2p) f ̂(k)) ∈ l2(�)}.
Así, de la definición de Fz(Hp

o) tenemos

donde la convergencia de la serie es con la 
norma |||.|||2.

Ahora, estudiaremos algunas propiedades 
de Fz(Hp

o).
Proposición 3.4 La aplicación Fz(H

p
o) es Ȼ 

- lineal.
Prueba.- Sean f, g ∈ Dom (Fz(Hp

o)) 
entonces f, g ∈ L2([-π, π]),(Fz (k2p)f ̂(k))∈ l2(�) 
y (Fz (k2p)g ̂(k)) ∈ l2(�). Luego, {f + cg} ∈ 
L2([−π, π]) y
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Tomando la transformada inversa de 
Fourier a (3.1), tenemos Fz(Ho){f + cg} = 
Fz(Ho)f + cFz(Ho)g.

Proposición 3.5 Sean p ∈ IN, z ∈ Ȼ y Fz(x) 
:=  tal que k2p - z ≠ 0, ∀k ∈ �, entonces 
Fz(Hp

o) ∈ B(L2([-π, π])).
Prueba.- Primero notemos que existe 

 > 0 e introduciendo la siguiente 
notación δ :=  obtenemos

Luego,

  (3.2)
Sea f ∈ Dom Fz(Hp

o), usando (3.2) y la 
Identidad de Parseval se tiene

Esto es, |||Fz(Hp
o)f|||2 ≤ δ-1|||f|||2, ∀f ∈ 

Dom(Fz(Hp
o)). Así, Fz(Hp

o) es acotada y 
||Fz(Hp

o)|| ≤ δ-1.
Nos resta probar que Dom (Fz(Hp

o)) 
= L2([-π, π]). Una de las inclusiones es 

inmediata. Probaremos que si f ∈ L2([-π, π]) 
entonces (Fz(k2p) f ̂(k)) ∈ l2(�).

En efecto, por hipótesis, aplicando la 
transformada de Fourier a f tenemos f ̂ ∈ l2(�), 
luego usando la acotación (3.2), tenemos 
(Fz(k2p) f ̂(k)) ∈ l2(�).

Finalmente veremos que Fz(Hp
o) es el 

inverso del operador Hp
o -z; esto es, Fz(Hp

o) = 
(Hp

o -z)-1.
Proposición 3.6 (Caracterización de 

Fz(Hp
o)) Sean p ∈ IN, z ∈ Ȼ y Fz(x) =  tal 

que k2P - z ≠ 0, ∀k ∈ �, entonces B(L2([-π, π])) 
 Fz(Hp

o) = (Hp
o -z)-1, esto es satisface:

1. (Hp
o - z)Fz(Hp

o)f = f, ∀f ∈ DomFz(Hp
o) 

= L2([-π, π]) y Fz(Hp
o)f ∈ Dom(Hp

o).

2. Fz(Hp
o)(Hp

o - z)f = f, ∀f ∈ Dom(Hp
o).

Prueba.- Primero veremos que la función 
 es acotada. En efecto,

    (3.3)
donde 

Sea f ∈ L2([-π, π]), usando (3.3) obtenemos
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desde que f ̂∈ l2(�).
Por lo tanto, Fz(Hp

o)f ∈ Dom (Hp
o) y

Ahora, sea g ∈ Dom (Hp
o), entonces

Definición 3.3 Sea p ∈ IN,

Observación 3.5 Sea p ∈ IN, si z ∈ Ap 
entonces el operador Hp

o-zI : Dom (Hp
o) 

→L2([-π, π]) no es acotado.
Observación 3.6 De la Proposición 3.5 se 

deduce que para cada p ∈ IN fijado se tiene una 
familia no numerable de operadores acotados 
en L2([-π, π]), esto es

Al operador Fz(Hp
o) lo llamaremos: 

Operador Resolvente de Hp
o. Otra notación 

para este operador es R(z;Hp
o).

Así, tenemos
Observación 3.7 Se satisface: Ap ⊂ ρ (Hp

o) 
y ρ (Hp

o) ≠ 0̸ , donde ρ (Hp
o) es el conjunto 

resolvente de Hp
o.

Observación 3.8 De las observaciones 3.4, 
3.7 y desde que Ȼ = {k2p}k∈� U Ap entonces 
σpu(H

p
o) = {k2p}k∈�, ρ(Hp

o) = Ap y σc(H
p

o) = 

σr(H
p

o) = 0̸.
Además, se tiene el siguiente resultado
Proposición 3.7 (Existencia de solución) 

Sean p ∈ IN y z ∈ Ap entonces

donde f := Fz(Hp
o)g = (Hp

o - z)-1g = R(z,Hp
o)

g .
Así, el problema en (3.4) posee una única 

solución.

CARACTERIZACIÓN DE FZ(HP
O) VÍA 

LA CONVOLUCIÓN
Usando que en P', la transformada 

de la convolución es el producto de las 
convoluciones, tenemos otra caracterización 
para Fz(Hp

o):
Proposición 3.8 Sean p ∈ IN, z ∈ Ȼ y Fz(x) 

=  tal que k2p - z ≠ 0, ∀k ∈ �entonces
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donde Cper  y 
esta serie converge uniformemente.

Prueba.- La prueba lo hemos organizado 
de la siguiente forma:

1. Probaremos que la serie  

converge uniformemente, ∀z ∈ Ȼ fijo 
tal que z ≠ k2p, ∀k ∈ �. En efecto, como 

 y 

 tenemos para n < m:

(3.5)

Tomando supremo a la desigualdad (3.5) 
obtenemos

(3.6)

Como la serie  es convergente, 
su n-ésima suma parcial es de Cauchy; 
tomando límite a la desigualdad (3.6) 
cuando n;m → +∞ tenemos que la 
sucesión (Sn) es de Cauchy en C([-π, 
π]) con la norma ║.║

∞
 y por lo tanto 

Sn es convergente en (C([-π, π]), ║.║
∞
), 

denotamos a ese límite como Gz i.e. Sn 
converge uniformemente a Gz.

2. Luego, la convergencia uniforme 
implica la convergencia puntual, esto es

3. Obviamente, como las φk son 
periódicas, la unicidad del límite de la 
serie nos conduce a que Gz es periódica. 
Así, Gz ∈ Cper([-π, π]).

Finalmente, sea f ∈ L2([-π, π]) ⊂ P' aplicamos 
Fz(Hp

o), y usando que en P' es válido que la 
transformada de la convolución es el producto 
de las convoluciones obtenemos:
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donde 

Observación 3.9 Sea p ∈ IN, si z ∈ Ap 
entonces R(z, Hp

o)f = Gz * f , ∀f ∈ L2([-π, π]) , 
donde 

Observación 3.10 Sean p ∈ IN y z ∈ Ap, si g 
∈ L2([-π, π]) entonces

es solución de (3.4).

EXISTENCIA DE SOLUCIÓN DE UNA 
ECUACIÓN DISTRIBUCIONAL
Proposición 3.9 Sea p ∈ IN, z ∈ Ȼ y Fz(x) 

=  tal que k2p - z ≠ 0 , ∀k ∈ � entonces 

 es solución de la 
ecuación distribucional

(3.8)
Prueba.- En efecto, sea φ ∈ P y como Gz ∈ 

Cper([-π, π]) ⊂ P', tenemos

 (3.9)
Ahora, observamos que

Luego

(3.10)
Tambíen,
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Usando (3.10) y (3.11) en (3.9) obtenemos

Por lo tanto, (-1)pGz
(2p)- zGz = 2πδ en P'.

Ahora, veamos que si f ∈ P' es solución de 
(3.8) entonces su expresión es Gz. En efecto, 
tomando la transformada de Fourier a la 
ecuación obtenemos

esto es,  desde 

que z ∈ Ap. Luego, 

OTRA APLICACIÓN
Obtenemos un importante resultado 

de existencia de solución para una familia 
{(Qp)}p∈N de problemas de valor inicial.

Proposición 3.10 Sea p ∈ IN, el Problema 
de Cauchy Abstracto

posee una única solución: u(t) = e-tH
p

o 
f , ∀t ≥ 0 , donde u ∈ C([0,∞);L2([-π, π]))∩ 
C1((0,∞),L2([-π, π])) y e-tH

p
o f := (e-tk2p f ̂(k))v.

Además, se tiene
Proposición 3.11 La solución del Problema 

(Qp) depende continuamente respecto al dato 
inicial.

CONCLUSIONES
En nuestro estudio hemos realizado lo 

siguiente:
1. Para cada p ∈ IN, introducimos un 
operador Hp

o en L2([-π, π]), que es una 
extensión de D2p, y hemos probado que 
está densamente definida, es no acotada, 
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simétrica y que no admite extensión 
lineal simétrica a L2([-π, π]).

2. Introducimos otro operador Fz(Hp
o) en 

L2([-π, π]) y hemos probado que está en 
el espacio B(L2([-π, π])), para todo z ∈ Ap. 
Así tambíen, se probó que este operador 
es el resolvente de Hp

o en z ∈ Ap.

3. Usando la convolución se encontró una 
caracterización para el operador acotado 
Fz(Hp

o).

4. Tambíen, se estudió el problema de 
existencia de solución de un problema 
distribucional de orden par 2p, 
evidenciando su solución. Además, 
damos resultados de existencia de 
solución para una familia de PVI’s.

5. Finalmente, queremos enfatizar que 
este estudio puede ser generalizado a los 
espacios de Sobolev periódico.
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