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Resumen: Enestetrabajoiniciamosestudiando
al operador diferencial H en el espacio
L*([-m, mt]). Sabemos que este operador no es
acotado, es densamente definida y simétrica
y por lo tanto no admite una extension lineal
simétrica a todo el espacio. Introducimos una
familia de operadores en el espacio L*([-m, 1t])
y demostramos que esta forma un semigrupo
de contracciéon de clase C, teniendo a -H,
como su generador infinitesimal. Probamos
también que si restringimos los dominios de
esa familia de operadores estas aun conservan
ser un semigrupo de contraccion. Finalmente,
damos resultados de existencia de solucién
del problema de Cauchy abstracto asociado
y propiedades de dependencia continua de la
solucion en conexién a otras normas.
Palabras Clave: Espacio L*([-m, m]), Teorema
de Hellinger-Toeplitz, Identidad de Parseval,
Semigrupo de contraccién, existencia de
solucion, norma del grafico.

INTRODUCCION

En este articulo estudiaremos algunos
operadores en el espacio L*([—-7, 7]). Esto es,
introduciremos al operador diferencial que
no es acotada y probaremos que si es acotada
con la norma del grafico. Introduciremos
una familia de operadores en L*([-m, mt]) y
mostraremos que son acotadas y que forman
un semigrupo de contraccién de clase C,
teniendo como generador infinitesimal al
operador diferencial. Ahora, restringiendo
el dominio de esta familia de operadores,
probaremos que esta continua formando un
semigrupo de contraccion de clase C. Asi,
mejoraremos el resultado de existencia de
solucién para el problema de Cauchy abstracto
asociado. Podemos citar algunas referencias
para el tratamiento de existencia de solucién
via semigrupos, por ejemplo [1], [3], [4], [5]
y [6].

Nuestro articulo estda organizado del
siguiente modo. En la seccion 2, indicamos la

metodologia usada y citamos las referencias
usadas. En la secciéon 3, colocamos los
resultados obtenidos de nuestro estudio. Esta
seccidn la dividimos en siete subsecciones. Asi,
en la subseccion 3.1 estudiamos rdpidamente
al operador Diferencial en L*([-m, 7]). En la
subsecciéon 3.2, probamos que la familia de
operadores introducida forma un semigrupo
de contraccion de clase C en L*([-m, 1t]). En
la subseccién 3.3, calculamos el generador
infinitesimal del C - semigrupo de contraccién
y obtenemos el primer resultado de existencia
de solucién para el problema de Cauchy
abstracto asociado y ademds la dependencia
continua de la solucion respecto al dato
inicial. En la subseccién 3.4, introducimos la
norma del grafico en el dominio de H, que lo
hace un espacio de Hilbert y probamos que H
es acotado con esta norma. En la subseccion
3.5, introducimos otras normas equivalentes
a la norma del grafico. En la subseccién 3.6,
probamos que la familia de operadores con
dominio restringido continua siendo un
semigrupo de contraccién. En la subseccién
3.7, obtenemos el resultado de existencia de
solucion en conexion con otras normas.
Finalmente, en la seccién 4 damos las
conclusiones y observaciones de este estudio.

METODOLOGIA

Répidamente introduciremos algunas
definiciones que seran usadas en este articulo.
Definicion 2.1 Sea P el espacio de las
funciones f: IR > C infinitamente diferenciables
y periddicas con periodo 2m. Este espacio
también es denotado por C;"er ([-m, m]). Asi, se
prueba que P es un espacio métrico completo.
También,

P := {T:P —Q lineal tal que 31, € Py

<T,p>= nETao /_7r Un(x)p(x)dr, Vo € P }

= (P).
Esto es, P " es el dual topoldgico de P . Asi,
P es llamado el espacio de las Distribuciones
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Perioddicas.

Definicion 2.2 Definimos el espacio

L([-m, n]) :== {f € P, A(@,) sucesion de
CauchyenPcon || - ||,y 9, 2 f}c P’

Se prueba que L*([-m, 7t]) esun € - espacio
de Hilbert.

Para ver propiedades de P, P "y L*([-m,
n]) citamos [1], [7] y [8]; y para la teoria de
semigrupos, citamos [3] y [4].

Ahora, enunciaremos un importante
resultado que serd usado posteriormente.

Teorema 2.1 (Hellinger-Toeplitz) Si T
es un operador lineal no acotado, simétrico y
densamente definido (i.e. Dom(T) = H) en
un espacio H de Hilbert, entonces no admite
extension lineal simétrica a H.

Prueba.- Citamos Kreyszig [2].

PRINCIPALES RESULTADOS

EL OPERADOR DIFERENCIAL H_  EN

L¥([-m, 1))

Introduciremos la siguiente aplicacion

Definicion 3.1 (Operador Diferencial H))
Definamos la aplicacion

H :Dom (H) c L*([-m, nt]) —> L*([-m, ])

f—>Hf:=—f" derivada distribucional

donde Dom(H ) := {f € L*([-m, n]) tal que —
[ e LA([-m )}

H_ es conocido como Operador Diferencial.
Recordaremos sus propiedades con la siguiente
proposicion.

Previamente, observemos que

Observacion 3.1 Debido a la Transformada
de Fourier, se tiene que Hf = (sz (k) para
todo f € Dom(H ) = {f € L ([-m, n]) tal que (k?
f (k) e P (2)}.

Proposicion 3.1 El operador Diferencial H,
es C - lineal, densamente definido, simétrico
y no acotado. Ademds, H no admite extension
lineal simétrica a L*([-m, 1t]).

Prueba.- La prueba puede ser vista en [9],
donde se usa el Teorema 2.1 de Hellinger-
Toeplitz.

SEMIGRUPO DE CLASE Co EN L3([-m,
)

Proposicion 3.2 (Semigrupo de Clase C)
Sea t 2 0, definimos las aplicaciones

efo f = (etk? fA(k))V, Vf € L¥([-n, n])
entonces {e™ }_ ¢ B(L? ([-m, n])) y ademds
forma un semigrupo de contraccién de clase C
en L*([-m, ]).

Prueba.- En ¢t = 0, sea f € L*([-m, n])
tenemos e f = (e‘tsz(k))v = (]?(k))v =f,
luego

e 0o =T, (3.1)

donde I es el operador identidad en L*([-,
).

Ahora probaremos que {e* }_ = es una
familia de operadores lineales acotados y de
contraccion, i.e. || e |l <1,Vt>0.

En efecto, seat >0y f€ L*([-7, 1)),

+o0
. b 2 b
lle™™flllz = 27 Y le™ F(k)?
k=—o0c
+00 N
= 21 Y e PIF(R)P
k=—o00
— 9r Z —2tk? J’E‘
k——oo <

< 2m Z \f(k)'*

k=—00
1112
[1£113 < oo. 52

Luego, de (3.2) tenemos que e f€ L*([-m,
71]), esto es, e esta bien definida para t > 0.
Por otro lado, es evidente que e ™ es € lineal:

et reg) = (T Fen)

(e (7 (k) + k)
- (f’fﬂ‘f k) + ce™ E(A))v
() e ()
- e*f”f+(,eff” J.

paratodo f, g € L*([-m, m]) yc € C.
Asi, de (3.2) también obtenemos que |||e-
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o £, < (Ilf |, Vf € L*([-m, n]). Esto es, el
operador e es acotado y
| e®o || <1,vt=0. (3.3)
Seat>0,r>0yf€ L*([-m, n]), tenemos

(e Fiky)”

(P—tk2 J—rkz )V
(P—:AZ{ ~rHa YA (k) )
— e tHoforHof)

— e—t.Ho o e—v'HUf

e (tHHo p

esto es, et = 7o o "o para t > 0y r >

0. El caso t =0 o r = 0 es evidente; luego
e HHo — ptHo o gHo "\ft >0,  (3.4)
Sea f € L*([-m, nt]), probaremos que |||e-
f=fIll,=> 0 cuando ¢ > 0*. En efecto,

tHo

+o0
e r = fl3 = 27 ¥ | Flk) - F0)
k=—00
- Qﬂz| 1) FR)?
k=—00
- le — 11| f(k)?

Mk t):=

(3.5)
dondelim  + M (k, t) =0
Ademas, el k-ésimo término de la serie
(3.5) esta mayorado

M (& DI (O < 4]
, F(k)P?
ycomo laserie k=—oc es convergente,
entonces usando el M-Test de Weierstrass
tenemos que la serie converge absoluta y
uniformemente. Luego,

+o0
lim [ = fll; =27 3 M Je™ =1 (k) =
t—0t t—0t+
L e T ——
=0

Asi, hemos probado que

Jim [l f = fllla = 0, Vf € L2([=m.7]) (3 6)
De (3.1), (3.4), (3.3) y (3.6) concluimos que
{e"o} _, es un semigrupo de contraccion de
clase C en L*([-m, 7]).
Proposicion 3.3 Vf € L*([-n, n]), la
aplicacion: t > e f es continua de [0, o) a

L([-m, mt]).

Prueba.- De (3.6) tenemos la continuidad
en 0 a la derecha. Asi, nos enfocamos en
probar la continuidad en ¢ > 0.

Sea h > 0, usando la propiedad de
semigrupo, la desigualdad (3.3) y el limite
(3.6), obtenemos

(t+h)Ho ¢

—eefllly = |llemHee e f — et fl]
= [lle™{e=" f = FHIl2
llle™" e f = flll2 — 0

llle™

IA

(3.7)
cuando h > 0*.
Ahora, considerando h > 0 tal que t — h >
0y procediendo andlogamente como en (3.7),
obtenemos

[[le=t=MHo f — e=(t=MHop=hHo p|)|,
[[le=t=MHo{ f _ e=hHo £1||,
[lle™ " f — fllls — 0

llle™=Me f — et £l

IN I

(3.8)

cuando h > 0",

De (3.7) y (3.8) tenemos que la aplicacion
es continua en t € IR".

Proposicién 3.4 Si f, M2 £ entonces |||e
f=e™fl||,> 0 cuando n > +oo.

Prueba.- Es inmediato desde que de (3.2)
se tiene

tHo

e fu — e fll|2 = [lle™"" (£

Az < fa = Flll2

CALCULO DEL G.I. DE {e o } 50 EN

LX([-1, )

Proposicion 3.5 El operador —H, es el
Generador infinitesimal (G.1.) del semi-grupo
de contraccion {e*"o} _ en L*([-m, m]).

Prueba.- Si A es el G.I. del semigrupo de
contraccion {e } _ en L*([-m, 7t]) entonces
todo se reduce a probar que Dom(A) =
Dom(H)yA=-H_

1. Dom(H ) ¢ Dom(A).- En efecto, sea f €
Dom(H) entonces Hf:= (sz (k))', donde f €
L([-m, 7)) y (RF (0)) € P(2), ie.

+o0

SRR < o0

k=—00

(3.9)
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Sea t > 0, tenemos

7:}3

—tHq o -~
; / f+Hf = 2 Z —f(")+k2f(k)
2 k=—o00
+o0 67lk2—1 ) -
- znk;m : + k3 F(k)
- H(kt):=

donde lggq H(k, t) = 0. También, tenemos

|H(k, O]P|f (k)|? < 4k*|f (k)|
y como vale (3.9), usando el M -test
de Weierstrass tenemos que la serie

2 HEDPFERE  onverge

uniformemente, luego

absoluta y

7LH f f +o00 P )
Jim + H,f z_zﬁ > | Y H (k) [ f(k)[* = 0
=00 N, e’
=0
. C—m _ -
Asf, Mim ‘ = 0. Esto

e~tof—f
es, existe tlf(ﬁ{ i }
D(A) y Af=~H.
2. Dom(A) ¢ Dom(H).-

—H f Luego, f €

En efecto, sea

f € Dom(A) entonces f € L*([-m, 7)) y
lim f Jr}—Af en L*([-m,m]). Esto es,
t—0+

_tHo J—
i ||| S = 4
t—0+ t 9
Asi, dado € >0
ethof—f P e R TR on|
> A = Z A ®
> M {AfY°(k)| . VEez.
Luego, para cada k € Z,
k) — f(k .
I sy %) cuando 5 07,
pero sabemos que
’—tkz N k o ry k .
il | t) 4G —k*f(k)cuando t > 0
para cada k € Z.

Luego, para cada k € Z se tiene {Af } (k)
= —sz’(k). Entonces

P(Z) s {Af}r = (-RF (k). (3.10)

De (3.10) tenemos que (—k*f (k)) € (Z),
estoes f€ Dom(H )y Af=-Hf.

—7‘Hu( —tH,
, e e

lim

=0t I

De los dos items se concluye que Dom(A) =

, Dom(H)yA=-H,.

Proposicion 3.6 Sea t > 0, si f € Dom(H)
entonces e f € Dom(H, ). Ademas, se cumple:
H e f=e" Hf, Vf€ Dom(H).

Prueba.- En efecto, sea f € Dom(H ), t > 0,
r>0y-H el G.1.de {e"} _ en L*([-m, n]),

e ttofemrto f) —

luego
—tH, o—tHo
‘ f} = lim { f}
r—0+ T

] Lot
r—0t r

—tH, ; e_THof - f
e [hm { . }}

r—0t

thf) -

= e M [—-H,f] € L*([-m, ).

Asi, existe el limite en L*([-m, 7]). Esto es
e f€ Dom(H)y

—Hy(e™ f) = e[ H, f] = —e e [H, f],
Le.
Hyoe e f — e tHo o H f Vf € Dom(H,) (3.11)

Proposicion 3.7 Si f € Dom(H)) entonces la
aplicacion t > e f, de (0, o0) a L*([-m, n]), es
diferenciable en (0, o) y su derivada es —e™"™
Hf. Ademds, - {e"™ f} = -H e f.

Prueba.- Seat>0,h >0tal que 0 < t - h,
tenemos

e—rH,,f _ P—(r—h)H‘,f B
— g te oy, f

= ¢ (t-M)H, {%} eftH”Hof
—(t—h)Ho { ;i f f} de N £y otHop £
—-nym, [ f f _—(t-n)H, —tH,
=e 7+Hof e H,f +¢ H,f.(3.12)

—hH
Como |[[e P || <1, e -Hf
cuando h > 0"y e """H H f—- e~ H fcuando
h > 0", tomando limite a (3.12) cuando h > 0*
tenemos

o—tHo f _ o—(t—h)H,
lim { f f
h—0+ h

esto es

—tH, ¢ _ ,—(t—h)H,
lim {R foe f} =—e e H,f.
h—0 h (3.13)

Andlogamente procedemos cuando h > 0,

+ e‘tH"HUf} =0
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e—(t+h)H0f e tHof o, e hHof _ f
h - { h } (3.14)
Como e € B(L*([-m, nt]) y f € Dom(—
H) , tomando limite a (3.14) cuando h > 07,
tenemos

{(J(r"‘h)llaf — (Jril”f.}

lim
h—0t

h

_hHo —
= o tHo { lim {—P f f}}
h—0+ h
= ol _H,f}
_ —tH,yy ¢
=—c H,f. (3.15)
De (3.13 y (3.15) tenemos que

h

(. ~

"
=2 {e~tHo )

Usando la Proposicion 3.6 tenemos que —
e Hf=-H e f, conlo que se concluye.

Proposicion 3.8 Si f € Dom(H ) entonces la
aplicacion t >5{e™ f} = —e"™ H f, de (0, o)
a L*([-m, nt]), es continua.

Prueba.- Como f € Dom(H ) entonces H f
€ L*([-m, m]); luego usando la Proposicion
3.3, la aplicacién es continua.

Proposicion 3.9 Si f € Dom(H ) entonces
e Ot fe C((0, ), L*([-m, 7).

Prueba.- Es consecuencia de las dos
Proposiciones previas.

Otra consecuencia es el siguiente resultado.

Proposicion 3.10 El operador H : Dom(H))
c L ([-m, mt]) —> L*([-m, 7]) es cerrado.

Prueba.- Desde que —H es el G.I. del
semigrupo de contraccion {e*" } _ en L*([-m,
7)) tenemos que —H_ es cerrado. En efecto, sea
f, € Dom(-H ) tal que

f. > fen L*([-m, n]) cuando k > +eo (3.16)

—H f, > gen I*([-m, nt]) cuando k - +eo. (3.17)

Probaremos que f € Dom(-H ) y que —H f
= g_

De las Proposiciones 3.7 y 3.8 tenemos que

E_tHofk — fk = / e_rHo(*Ho)fk dr. (318)

0

—(t+h)H, £ _ _—tH,
€ e
3 lim { f f} = —e tHopy f.

Usando la continuidad de e

convergencias (3.16) y (3.17) tenemos

y las

t
e tHof _ f = / e Hogdr.

0

Asi,

e tHo f |
tf I _ f/ e Hogdy — e Moy — g
0

cuando ¢ > 0*.

Luego, f€ Dom(-H)y-Hf=g.

Finalmente, obtenemos un importante
resultado de existencia de solucién de un
problema de valor inicial.

Proposicion 3.11 El Problema de Cauchy
Abstracto

w = —Hyu

(Q) u(0) = f € Dom(H,) C L*(|—m, )

posee una tinica solucion: u(t) = e f, V't
>0, donde u € C([0, o), L*([-m, 1t]))N C'((0,
o), L*([-m, m])).

Observacion 3.2 De la Proposicion 3.4
tenemos que la solucién del problema (Q)
depende continuamente del dato inicial.

NORMA DEL GRAFICO EN DOM(HO)

c LX([-m, )

Con la finalidad de resaltar y evitar
confusién con otras normas que se intro-
duciran, usaremos la notacion: ||| , = ||| |||,-

Definicion 3.2 En Dom(H ) c L*([-m, n])
definimos la aplicacion

<+ ->:Dom(H) x Dom(H) - C

(fg) —><fg>A

donde

<fg>=<fg>2+<HfHg>2,Vfg
€ Dom(H) .

Se observa que < -, - > estd bien definida.

Proposicion 3.12 La aplicacion < -, - >, es
un producto interno en Dom(H ) c L*([-m, 7).

Prueba.- Es inmediato desde que < -, - > 2
es un producto interno.

Asi, el producto interno < -, - > induce una
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norma || : || < >A en Dom(Ho):

1Fllecina = /W1 + 1Eof [, VF € Dom(Ho). (5 g
Denotaremos a || - || _ _, por || -], -
Asi,

Proposiciéon 3.13 El espacio normado
(Dom(H,), || - ||,) satisface

[flla = Wfllz=, Vf € Dom(H,),

(3.20)
[flla = |[Hofllz2, Yf € Dom(H,).(3.21)

Prueba.- Es inmediato de (3.19).

Proposicion 3.14 El espacio (Dom(H),
||-|],) es completo.

Prueba.- Sea (f ) una sucesiéon de Cauchy
en Dom(H,) con ||-|| ,. Probaremos que 3f €
Dom(H) tal que || f - f|, > 0 cuando n >
+oo.

Dado € >0, IN_ € IN tal que

€>||f,—f, || ,siempre quen, m >N (3.22)

De (3.20) tenemos

e>|If, - f, Il ,=|lf, - f, |l ,, siempre que
n,m>N . (3.23)

De (3.21) tenemos

e>11f,~£, 11, 2 I, - £) 11, = || Hf,
~Hf ||, siempre quen, m >N . (3.24)

De (3.23) tenemos que (f ) es una sucesion
de Cauchy en L*([-m, n]), y como L*([-m, 1t])
es completo, entonces If € L*([-m, n]) tal que

Il .2
fo = T (3.25)
De (3.24) tenemos que (Hf) es una
sucesion de Cauchy en L*([-m, 7]), y como
L*([-m, ]) es completo, entonces g € L*([-m,
mnt]) tal que

Hofn (3.26)

De (3.25), (3.26) y como H_ es un operador
cerrado, entonces

f€Dom(H)yHf=g.

De (3.25), (3.26) y (3.27) tenemos

Il- IILz

(3.27)

an - .f||2A = ”fn - f”il + HHo(fn - f)“,sz
= |lfu = fllze + | Hofo = Hof [} — 0

cuando 71 > +oo.

Entonces || f, — f|| ;> 0 cuando 7 > +oo. Esto
es, Af € Dom(H, ) tal que f, Ila g

Observacion 3.3 El espacio (Dom(H),
||-||,) es un espacio de Banach o también
(Dom(H), < -, - >,) es un espacio de Hilbert.

Proposicion 3.15 Sea

H_ :(Dom(H), ||-||,) —> L*([-m, n])

f=>Hf=(Kf (k)

entonces H es un operador acotado y||H ||<
1.

Prueba.- Es inmediato de (3.21).

Tenemos la siguiente propiedad que

conecta ||-||, con el semigrupo {e*} _ .

Proposicion 3.16 Sea t > 0, si frlllaf
entonces || e=" f — e f|| . > 0 cuando n >
+oo,

Prueba.- Es inmediato desde que usando

(3.20) tenemos que f "5 I-lla f implica f, gz £,

luego useltlndo laIdentidad de Parseval tenemos
2

que f, — f ycomo
lle=t f — e £l 2 = [le™ (o — £l < V2| o = Tl
concluimos.

OTRAS NORMAS EN DOM(H )

Ahora, introduciremos otras normas en
Dom(H).

Observacion 3.4 (p-normas en Dom(H))
En el subespacio Dom(H) c L*[-m, m])
podemos definir otras normas, por ejemplo:

I, 1<p<eo,

1£1l» A1z + I HofNI72)7
[ flloe = méx{[| fllz2, [[Hof |2}

para f € Dom(H). Y se observa que todas
estas normas son equivalentes. Note: |[|f]|,

=1l

Ademas,  se
desigualdades:

[l = [ flle2, V€ Dom(H,),

Ifll, = [Hofllzz,
parap € [1, o).

1

1<p< o0,

cumplen las  siguientes

(3.28)

Vf e Dom(H,) (3.29)
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Proposicion 3.17 El espacio (Dom(H),
|I'II,) es completo, para p € [1, e].

Prueba.- Esto sigue desde que |||, es
equivalente a |||, y (Dom(H), |||,) es
completo.

Proposicion 3.18 Sea

H,: (Dom(H,), ||||,) -

> Hf= ©F ()

> LX([-m, n])

entonces H es acotado y ||H |[< 1.

Prueba.- Es inmediato de (3.29).

También, tenemos la siguiente propiedad
que conecta ||-||, con el semigrupo {e~"}

Proposicion 3.19 Sea t > 0, p € [1, ]
Iz f entonces ||e ™ f -
n9+w

Prueba.- De (3.28) tenemos que f,IIlz f

implica f, l4*f . Luego, usando la Identidad
de Parseval tenemos que f, "4 Iz f. Asi,

0"

,Sif

e fl|, > 0 cuando

lle™e o — e fllpa = e (fu — P2 < V27| fu = Flle — 0

cuando 71 > +oo.

SEMIGRUPO DE CLASE C_  EN

DOM(H ) c L¥([-, 11]) CON |||,

Proposicion 3.20 (Semigrupo de Clase
C, en Dom(H)) Sea t > 0, definimos las
aplzcaczones e fi= (e e’ f f(k))Y, Vf€ Dom(H)

c L*([-m, m]) entonces {e™ } _ < B(Dom(H))
y ademds forma un semigrupo de contraccion
de clase C en el espacio (Dom(H), ||||,) de
Hilbert.

Prueba.- Sea t > 0y f € Dom(H,), usando
(3.11) y que {e"* } _ es un semi-grupo de
contraccién en L*([-m, 1]), tenemos

e~ IR = lle™ ™ fIE + | Hole ™ )32
< Nf1172 + lle™ e Hof |72
< £ + 1 Hof|IZ2
= [IflA
(3.30)
Esto es,

le™ e flla < || flla, Vf € Dom(H,),(3.31)
de donde se deduce que e € B(Dom(H))
ylle ™[ <1.
Sea f € Dom(H)) y t > 0, usando (3.11) y

(3.6) tenemos

lle™He f = fll7z + [[Hole ™ f = f)l[72
= |le o f — fl3 +[le o Hof — Hof |32 — 0

(3.32)

lle~Hef = fIA

cuando t > 0*.

Como también se satisface (3.1) y (3.4),
entonces concluimos que {e}_  es un
semigrupo de contraccién de clase C en
Dom(H).

Proposicion 3.21 Para todo f € Dom(H),
la aplicacion t > e fes continua de [0, «) a
Dom(H ).

Prueba.- Sea f € Dom(H ) y t > 0, usando
(3.11) y la proposicién 3.3, tenemos

”(;(Hh VH, f E;tH fH.Z
_ II (t+h)H, f e—iH f” + HH ( (t+h)H,

— ||5 (t+h)

of —e o f))2,

e B e e 2 — 0
cuando h > 0.

Proposiciéon 3.22 Sea t > 0, si f I'la f
entonces e f Illa gt f.

Prueba.- Usando (3.31) con f - f €
Dom(H ), tenemos

lle f, — e fll, = lle™™ (f, = ) [, < IIf,
-fll,»>0

cuando 71 > +oo.

EXISTENCIA DE SOLUCION

Asi, de las Proposiciones 3.11 y 3.21,
obtenemos el siguiente resultado de exis-
tencia de solucion.

Proposicion 3.23 Sea t 20, e ™ f= (e
f (k))v, Vf € L¥([-n, m]). Entonces el Problema
de Cauchy Abstracto

w = —Hyu

(Q) u(0) = f € Dom(H,) C L?'([*W:TTD

posee una tinica solucion: u(t) = e f, V't
>0, con u € C([0, ), Dom(H )) N C'((0, =),

EE—— -



L*([-m, n])), donde consideramos a Dom(H)
con la norma del gréfico||-||,.

Observacion 3.5 En la proposicion 3.23,
podemos considerar ||-|| en vez de la norma del
grafico, desde que son equivalentes.

Observacion 3.6 Se obtiene la dependencia
continua de la solucidn respecto al dato inicial,
en las versiones: Proposiciones 3.4, 3.16, 3.19 y
3.22.

CONCLUSIONES

En nuestro estudio hemos realizado lo
siguiente:

1. Recordamos al operador diferencial

H en L*([-m, m]), que es densamente

definido, no acotado, simétrico y que

no admite extensidon lineal simétrica a
L¥([-m, 7).

2. Introducimos  una  familia de
operadores y probamos que esta forma
un semigrupo de contraccién de clase C,
sobre L*([-m, m]).

3. Demostramos que —H_ es el generador
infinitesimal de dicho semigrupo de
contracciéon sobre L*([-m, t]). Y ademads
se obtiene que el Problema de Cauchy
Abstracto (PCA) asociado estd bien
colocado.

4. Introducimosunanormaeneldominio
de H: Dom(H ) c L*([-m, n]), que hace
que H_ sea acotado, e introducimos otras
normas equivalentes a esta.

5. Probamos que las restricciones
al Dom(H) de los operadores del
semigrupo C  sobre el espacio L*([-m,
n]), forman también un semigrupo C
sobre el espacio Dom(H ) de Hilbert.

6. Obtenemos un mejor resultado de
existencia de solucién del PCA asociado.

7. Las propiedades obtenidas se pueden
generalizar para los espacios de Sobolev
periddico y por lo tanto aplicarlo en el

estudio de la existencia de solucién de
ecuaciones de evolucidn.
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