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RESUMO: Neste trabalho, obtemos uma
formula fechada para a distancia esperada
entre eventos de dois Processos de Poisson
independentes com tempos de chegada X,
X,...eY,Y,...e,respectivas, taxas
de chegada A, e A,. Como consequ’encia,
encontramos um intervalo para o custo
minimo esperado de energia no transporte
de sensores em uma rede bicolor.
llustragbes graficas do nossos resultados
também foram adicionados.
PALAVRAS-CHAVE: Processo de Poisson
- Sensor - custo - .

11 INTRODUGAO

Os sensores moéveis sdo usados
em monitoramento e comunicacdo de
dados para diversos fins, como pesquisa

Data de aceite: 02/10/2023

oceanografica, navegacao aérea,
seguranca, redes sem fio e infraestruturas
complexas, entre outros. Um dos assuntos
de pesquisa nesta area é a determinacao
de uma alocacao 6tima dos sensores com
0 objetivo de gerar uma cobertura a um
custo minimo. Com o desenvolvimento
de tecnologia de sensor mével, uma boa
cobertura pode ser obtida movimentando
0s sensores mobveis para as posicoes
desejadas. Porém, o sensor mbvel é
geralmente equipado com bateria e o
gasto de energia € muito maior durante
o0 movimento do sensor do que em sua
fungé@o de deteccéo. Portanto, é importante
minimizar os movimentos do sensor
para prolongar sua vida Gtil e manter a
confiabilidade da rede a qual pertence.
Existem duas abordagens para estudar
o Custo Minimo Esperado de Transporte:
a soma ou o maximo dos movimentos
dos sensores de suas posi¢des iniciais
em direcdo aos destinos alvo. Ajtai
et al.(1984) consideram 2n sensores,
distribuidos

uniformemente

n azuis e n vermelhos,
independentemente e
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em um quadrado unitario e demonstraram que o Custo Minimo Esperado de Transporte,
denotado por T, e definido por T := minnlefi(x\’,(,>.}/,), esta em um intervalo. Kranakis
(2014) estudou o Custo Minimo Esperado de Transporte segundo a abordagem da soma
de movimentos de sensores de suas posigdes iniciais em direcdo as posigbes finais.
Considerou que os sensores movimentam-se aleatoriamente sobre uma reta de acordo
com um processo de Poisson e encontrou uma férmula analitica fechada, em funcéo de
polin"omio de Pochhammer, para a distancia esperada entre eventos de dois processos
de Poisson com respectivos tempos de chegada X,, X,, e Y,, Y, e, taxas de chegada
iguais a A. Com isso foi possivel determinar o intervalo para o Custo Minimo Esperado
de Transporte. Recentemente, Kapelko (2017), ao considerar dois processos aleatérios
gerais id"enticos e independentes, determinou a diferenca absoluta esperada para todos os
expoentes b >0. Desse modo, ele soluciona outro problema em aberto deixado por Kapelko
(2015). Sua principal contribui¢cdo foi encontrar formulas assintéticas para os momentos
sem uso de qualquer funcéo de densidade especifica. Nessa abordagem, os resultados
séo validos para uma ampla classe de distribuicbes. Em todos os trabalhos mencionados
acima, para o calculo do Custo Minimo Esperado de Transporte, assume-se que 0S sensores
se movimentam conforme dois processos estocasticos independentes e com a mesma
distribuicéo (i.i.d). Porém, ao considerar dois processos estocasticos para o movimento
dos sensores, € mais natural assumir que 0s processos ndo necessariamente possuem a
mesma distribuicdo. O objetivo deste trabalho é determinar o Custo Minimo Esperado de
Transporte para o movimento de sensores que ocorre conforme dois processos de Poisson
com taxas A, e A, (ndo necessariamente iguais) e tempos de chegadas X, X, - -+, X e Y,,
Y,

» Y, respectivamente.

Nossa metodologia difere da utilizada por Kranakis (2014) e Kapelko (2017), pois
eles se baseiam somente em resultados da teoria combinatoria, porém aqui utilizamos
também resultados das fun¢des especiais gama, gama incompleta superior e inferior
definidas, respectivamente, por

o'}

[(a) = /t“*lp*’rh: (1.1)
0
T(a,x):= / t* e tdt, (1.2)
Y(a,x) = / et (1.3)
J0

Desta forma, primeiro apresentamos o resultado da distancia esperada entre os
tempos X,, X,, - - - e Y,, Y,  relativos a aos processos de Poisson independentes com
respectivas taxas A, e A,, em seguida mostramos os resultados obtidos para o custo minimo
esperado de transporte na alocacdo de sensores cujos 0s movimentos ocorrem conforme
esses dois processos. Finalmente, apresentamos ilustragoes graficas de nossos resultados
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geradas a partir de simulagbes dos processos através da programa computacional R.

2| DISTANCIA ESPERADA
Sejam X, Y, variaveis aleatérias que representam o i-ésimo e k-ésimo tempos de
chegadas de dois processos de poisson independentes com taxas A, e A,. Entdo
X.~ Gama(i,\,) e Y, ~ Gama(k, A,
cujas funcdes de densidade de probabilidade séao, respectivamente,

Ix.(x) = filz) = %_T-Hﬁ‘w x>0 (2.1)

v (z) = faly) = ?k).l"’le”\” y >0, (2.2)

Teorema Considere dois processos de Poisson independentes com taxas de
chegada A, e A, cujos tempos de chegadas sao, respectivamente, X, X, ---e Y,, Y,, - -
. Entao, a identidade

. Lk
E|Xpir — Y| =

e I)(l.+r)[BJ.(k+r,k+l)_Ba-("‘+"+1‘k) (2.3)

k
Ao Ao A
é valida parar=0, k=1 inteiros e A, A\, >0.

Prova Pela teoria de distribuicdo condicional, utilizando a hipétese de que os

processos sao independentes, temos que

E(1X: = Yil) = E[E(1Xi - il | Yi)]

oo

E(|X; = Y| | Ye = y) fa(y) dy

0

E(|Xi —y) f2(y) dy. (24)
.ll
Além disso
y oo
E(|X; —yl) = /—(;1‘ —y)filz) de + /(I —y) fi(x) dz. (2.5)
.(l .U
Sejam I, = J (x=—yfilz) dv e I, = f (r —y)fi(x) dz. No célculo de I, e [, utiliza-se

a densidade de probabllldade (2.1)e algumas manipulacbes algébricas mostradas abaixo

]

L:/fu—wﬁwwr

*/71“]1 dr+y/f1 dz

0
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frfl(z)dr—frfl( ) da +J/fl 1) da

y

K i
[ e M g — L+% rle™MT dy (2.6)

=]

h= [ A d

Y

AT X T
=L /‘.T‘(i_’\” dr — h 2 le ™7 di. (2.7
I'(i) I'(i)

v

v

Substituindo (2.6) e (2.7) em (2.5) e em seguida ao aplicar as fungdes gama superior
e gama inferior, obtem-se

E(|X ?}‘ / M (e — /\i / imlg e g ].Eiilﬁil\ll d.r)
v
2 'i Yy .
= 5 e L) - 5 F—( i Ay) — (L,)\ly)). (2.8)

Aplicando (2.8) em (2.4), segue que

B(X, - Yil) = [ (X~ u) flo) do

'\_\HD

2 o i y (. i .
/ [A.P(v’)r(’ T hy) - m(:(*-/\w) I'( -m))] faly) dy

2 [ e
-+ %I / -+ 1w+ [ ) o)

——
Ji J2

- m(‘]oyl“(i- My)fz(y)d;r/)- (2.9)

J3

A prova finaliza ao calcular as integrais J,, J, e J,, em que

o0 o0 00

Jy = /F(v? + LAy fo(y)dy; Jo = /-?n(i-)uy)fz(y)dw Jy = [yl“(t)u-y)fz(-y)dy-

0 0 0

Para o calculo de J, basta usar as fungbes Gamma e Gamma superior definidas em
(1.1) (1.2). Assim
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= f T(i + 1, M) fa(y)dy

oo .
iA5 [ —(Ai+A2)y ’\ly)ﬁy.q--ndy

T T(k) sl
0

— f')\ ZO ( / y k+s— 1 —(A1+A2 ]"(iy)
_TaeD % 'y A Y T(s+k) .
. ( ) 2 Km) o] ] (2.10)

T(k) \M+X/) =

Para calcular J, e J,, usam-se as equacdes (1.2), (1.3) e a funcdo de densidade
(2.2):

Jy = /m-('fu\ly)fz(y)dy

_75’(11.( - ‘WZ(A”" ) (y)dy

= (= [ —(i— i ~(M f\)u. (A1y)* &

= 1)!n/yfz(y) y — (i —1)! T n]( . - dy

Tk T() k1 i1 A\ (54 k1) |

TN A (A)(/\1+A2> z; ( +A2) o } (2.11)
e

Jy = /yf( Ay) fa(y)dy

0

. i—1 00
_ (z— 1)!»2{ Al ks~ (A tAz)y
=TTk > o /Y dy

s=0 b

- ,\fr(?&) (Al)fAz)M:E; [(Alﬁh)“r(s fgf’* 1)} (2.12)

Logo, substituindo os resultados de (2.10), (2.11) e (2.12) em (2.9), resulta em:

koo 2 o Ve MoO\'T(s+k)
EXi—Yi|=— - — 4 —— —_
I kl /\2 Al - /\11—‘“1) (/\1+/\2) ; (A['i‘)\z) s!

1 Ao k41 -1 A T(s+k+1) (2.13)
AeD(B) \ AL+ Aa A+ Ao s! ’ -

A expressao (2.13) equivale ao resultado (2.3), quando se considera a relacdo
de coeficientes binomias, abaixo, com a distribuicdo beta incompleta, dada em Didonato

(1966),
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1 (L+ 1)(L+" N l)LL,-(L +1,n+1)

- n+sy | n .
Z( . )_r = T : (2.14)

s=I

em que B (a, b) denota a fungéo beta incompleta, definida por

Ed

Bi(a,b) = /r" Y1 =) tat.

0

31 CUSTO MINIMO ESPERADO DE TRANSPORTE

Aqui é definida e obtido um intervalo para o custo minimo esperado de transporte da
maxima combinacao bicolor aleatoria de um sensor.

Considere X, X,, - - - X e Y,, Y,, - - - Y como sendo os n primeiros tempos de
chegada de dois processos de Poisson com taxas de chegada, respectivamente, A, >0
e A, >0. Alem disso, considere que o0s sensores séo colocados aleatoriamente na semi-
reta [0, «). A k-ésima posi¢ao do sensor na cor amarela € determinada pelo seu tempo de
chegada X, e a k-ésima posi¢éo do sensor na cor vermelha é determinada pelo seu tempo
de chegada Y,. O custo minimo esperado de transporte do censor em uma rede bicolor é

dado por
Up! /\ ” ZE| \3« 7} ‘ (‘i’l)
Teorema 2. Considere dois processos de Poisson com taxas A, e A,, com A, = A, e
respectivos tempos de chegadas X,, X, - - - e Y,, Y,, - - - . Entéo,
Cop(\n) € [1Ln . 50 ], (3.2)
em que
B nn+1)(1 1 2 , o
l!,, = 3 ()\71 - /\72) -+ )\2 X «S(N.)\]./\g). (J\;)
nn+1)/1 1 1 1 .
Sp = —_—— —+— S(n. A1, Az), 34
= D (Lo )+ () xSt (3.4
e
S(n, A1, Aa) @)t al =1 (3.5)
x L s = ————— ¢tom I = r =1—m. s ]
A Bk + L k) M+ A2

k=1
Prova. Para obter a primeira desigualdade, utiliza-se a indentidade (ver Didonato
(1966)

a1, b

L(a,b) =IL(a—1,b+1)— ’)B(“ b (3.6)
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na equacgao (2.3) do Teorema 1. Assim, quando a=k+1e b=ke r=0 a esperaga

da diferenca se transforma em

k Lk k+1) II(A‘H-’\‘)]_ (3.7)

k
E|XA.—YL.\:/\—7,\—+2A‘[ | -
1 2 2 1

De (3.7), quando A, = A,, se tem que o limite inferior do custo esperado é a expressad

da direita da desigualdade

() n ! k
Coe(Ain) > —"’(n; D (i - i) +5 —B((',w )_ = (3.8)

Por outro lado, as identidades

rr

— I (a. _ 3.0
L(a,b) = L(a,b+1) bB(a.b) (3.9)
e
urh
L(a.b) = I(a+1,b) + —— (3.10)
N * ’ alB3(a, b) B

permitem mostrar que

nn+1) /1 1 1 1Y <& (zz')k N
(A n) < — = L 3,
Cop(Am) < == (Az Al)+(A2+A]);B“+M) (3.11)

O resultado (3.2) sai diretamente das desigualdades (3.8) e (3.11).
Coroléario 1. Considere dois processos de Poisson com taxas A, e A,, e respectivos
tempos de chegadas X, X, - --e Y,, Y,, - - -.Se A, =A, = A, entdo

2n

. - n-+ % o
('n]n‘()\' II) - r5/\ ( n ) (1512)

Prova. Do Teorema 2, tem-se que

Y (L - i) + 2 %80 0) < Coe(rm) < 20ED) (i - i) + ( =4 ) o

2 AN A2 ‘ - 2 A2 A A M
com

n (_”.’)A:

S=58(n.ALA) = Blk+1,k)

k=1

Se A, = A, =\, ainequagcéo fica simplificada em

; x S(n,A) < Cop(An) < — xS(n.A). (3.13)

PR

Isto é, de (3.13), tem-se que
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Copt(A,n) = ;xS(n.A)

n

2, w2k .
- XAZAZ L) (3.14)
=1

Consequentemente, pela Eq.(3.14), segue o resultado. O Corolario 1 é um dos
principais resultados de Kapelko (2017).
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Figure 1: Graficos referentes ao Custo Minimo Esperado de Transporte, C__, e ao seu intervalo;

.
Vermelho: Limite Inferior; Azul: Limite Superior. >

3.1 Graficos do Custo (3.1)

A Figura 3.1 ilustra que o resultado do Teorema 2 € consistente, pois a medida que
as taxas dos processos de Poisson se aproximan o custo assume o valor do Corolario 1
que também foi encontrado por Kapelko (2017).

A construcao grafica foi relizada a linguagem computacional R.
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