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RESUMEN: En este trabajo, estudiamos
al operador diferencial en el subespacio
distribucional periédico L2([-m, ).
Determinamos el resolvente de este
operador y su caracterizacion mediante
la convolucion. Esta teoria nos permite
resolver problemas distribucionales.
Finalmente, damos algunas aplicaciones y
comentarios.
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RESOLVENT OF DIFFERENTIAL
OPERATOR ON L2([-, M]) SPACE
ABSTRACT: In this work, we study the
differential operator on L?([-m, m]) periodic
distributional space. We  determine
the resolvent of this operator and its
characterization through convolution. This
theory allows us to solve distributional
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problems. Finally, we give some applications
and comments.

KEYWORDS: Differential operator,
Resolvent of operator, periodic distributional
space, Fourier transform, existence of
solution.

11 INTRODUCCION

En este articulo estudiaremos al
operador diferencial en el espacio de
Hilbert L%([-m, m]). Daremos la forma
explicita del resolvente de este operador y
su caracterizacion mediante la convolucion.
Ademas, determinaremos la solucién de un
problema distribucional.

Este estudio puede ser aplicado a
los espacios de Sobolev periédico HSper.
Podemos citar algunos trabajos en estos
espacios, como [1], [3]-[8]. Como referencia
para este estudio citamos a lorio [1] y [8].

Nuestro articulo estad organizado
del siguiente modo. En la seccion 2,
indicamos la metodologia usada y citamos
las referencias usadas. En la seccion 3,
colocamos los resultados obtenidos de

nuestro estudio. Esta seccién la dividimos
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en seis subsecciones. Asi, en la subseccion 3.1 estudiamos al Operador diferenciacion D
en L3([-m, m)).

En la subseccion 3.2, estudiamos al Operador diferenciacion D? en L3([-m, 11]). En la
subseccion 3.3, estudiamos al Operador diferencial H, en L2([-T1, 11]). En la subseccion 3.4,
estudiamos al Operador F(H ) en L*([-, 1]) y probamos que es acotada y que representa al
resolvente en zde H,. En la subseccion 3.5, obtenemos otra caracterizacion del resolvente
usando la convolucion. En la subseccion 3.6, damos una aplicacion donde evidenciamos la
forma explicita de la solucién de un problema distribucional.

Finalmente, en la seccion 4 damos las conclusiones y observaciones de este estudio.

2| METODOLOGIA
Rapidamente introduciremos algunas definiciones que seran usadas en este articulo.
Definicion 2.1 Sea
P = Cell=m7]),
el espacio de las funciones f : IR — C infinitamente diferenciable y periddica con
periodo 2t

Asi, se prueba que P es un espacio métrico completo.
También,

P" .= {T:P —{ lineal tal que F,, € Py
<T,p>= TLEIEOO/W P (r)p(z)dr, Vo e P }
- oy B
Esto es, P' es el dual topolégico de P . Asi, P' es llamado el espacio de las
Distribuciones Periddicas.

Definicion 2.2 Denotamos por S(Z) al espacio de las sucesiones Rapidamente
Decrecientes (R.D.), definido por

+0oo +o0
S(Z) = {oa = (ag)kez, ap €'/ Z lag| < ooy Z lag|[k]"* < o0, Yn > 1}

k=—o00 k=—00

y S(2) es el espacio de las sucesiones de Crecimiento Lento (C.L.), definido por
S(Z2) =a=(a,) a,€€C/3C>0,3NeINconla)=<Clk", Vk#0}.
Para ver propiedades de P, P’ S(Z) y S(Z) citamos [1] y [9]; y para L3([-m, T]) Yy

kez’

propiedades citamos [10].
Ahora, enunciaremos un importante resultado que sera usado posteriormente.
Teorema 2.1 (Hellinger-Toeplitz) Si T es un operador lineal no acotado, simtrico

y densamente definido (i.e Dom(T ) = H) en un espacio H de Hilbert, entonces no admite
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extension lineal simétrica a H.
Prueba.Citamos Kreyszig [2].

31 PRINCIPALES RESULTADOS

3.1 El operador D de diferenciacién en L2([-m, m])
Proposicion 3.1 (Operador Diferenciacion D) El operador

D:PC LQ([_T‘—v TT]) - LQ([_W: ﬂ—])
¢ — —iy
es C lineal, densamente definido, simétrico y no acotado.
Prueba.- F4cilmente se prueba que es lineal. Sean f, g € P, usando la identidad de
Parseval y que k € IR, (-if)"(k) = kf\K) y (-ig")"(k) = kg™(k), Yk € Z c IR, se tiene que

(Df.g) = 27 3 kf(k)3(z)

k=—o00

= 27 Z J?(I‘)T(:)
k=—o00

= (f.Dg),

esto es, D es simétrico.
En efecto, D es densamente definido pues P "2 = [2([-m, 1T]).
Ahora, probaremos que D no es acotado. Para esto introducimos una familia (¢,) de

eikz

funciones en P, donde ¢,(x) := =, Yk € Z-{0} . Se observa que lip,_I, %

Ademas, D, = €y IIDg I, = V2.
Podemos observar que %: Ik, Yk € Z - {0}, no es acotada. Luego D no es

acotado.
3.2 El Operador ? de Diferenciacion en L%([-m, 11])

Proposicion 3.2 (Operador Diferenciacion D?) El operador

D?: Pc L3([-m, 1)) — L3([-T1, )
¢ — -0

es € -lineal, densamente definido, simétrico y no acotado.
Prueba. En efecto, seace Cy @, ¢ € P, tenemos
D p+cp) = —(p+c)
U

o I o
= —p —cy

= D?p—cD%),
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esto es, D? es € -lineal.

Ahora, probaremos que D? es simérrico. Sean ¢, ¢ € P, entonces

(Do) = (—¢".¥)

desde que y, @ y sus derivadas son periddicas de periodo 2.
Ahora, probaremos que el Operador [? no es acotado. En efecto, para esto
introduciremos una sucesion de funciones en P . Esto es, para cada k € IN, definimos

ikz
p
Up(x) = Gz

Se observa que Y, € Py que Iy ll, = V2T Ademas, W' (X) = —e®y IIDPY I, = llg,"Il,
=+2m.
Podemos observar que %: k%, Yk € IN no es acotada. Asi, el operador [? no es
acotado.
Como Dom (D) = Py P"2 = [2([-ri, rT]), entonces el operador [? es densamente
definido.
Proposicion 3.3 El operador diferenciacion no acotado D? no admite extension a la
cerradura de su dominio: P"2 = [2([-Tt, T]).
Prueba. En efecto, si admitiera extension a la cerradura de su dominio seria
07 : P = L2([-m, 1)) — L3([-T, r])
g — —g derivada distribucional
lo cual no es posible, pues 3f € L2([-m, 1)) tal que " ¢ L?([-T1, 1]). En efecto, definiendo
||, —rT<x<m

fx) = { con f(x+2m) = f(z), Ve € R

tenemos que: f€ C__([-m, 1)) c L*([-m, ]) y =28 - 28_ ¢ L*([-Tt, 1) pues

per

fi ¢ P(Z). Para verificar esto, basta calcular:

- 0, si|k| es par o cero
2 si|k| es impar
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+oco
D FERE=2 3 [f(R)F = +oo.

k=—00 k=impar
En consecuencia tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 3.4 Si un operador lineal no es acotado, puede suceder que no admita
extension a la cerradura de su dominio.
Prueba. Esto sigue de la proposicion 3.3.

3.3 El operador H en L*([-m, )

Proposicion 3.5 (Operador Diferenciacion H)) E/ Operador

H_:Dom (H) c L*([-m, ]) — L3([-Tt, T0])
f— —f" derivada distribucional

conDom(H) :={f€ L*([-m, 1)) tal que — "€ L*([-1, T1])} es lineal, simétrico, densamente
definido y no acotado. Ademas, H, no admite extension lineal simétrica a L*([-, T1).

Prueba. Sean f, g€ Dom(H)) y c € ¢ entonces fy g son infinitamente diferenciables
en el sentido distribucional, con ", g' € L?([-m, 1), luego, (cf+ g)’ = cf'+ g € L?([-m, i), esto
es H(cf+g)=cHf+Hg.

Se cumple P c Dom (H), luego

111112

L2([7ﬁ. ﬂ_]) _ PHHHZ c m C L2<[77r_‘/T]) ‘

0 _ ey, ).

Ahora, probaremos que el Operador H no es acotado. En efecto, para esto

de donde obtenemos que Dom (H,)

etk

introduciremos la sucesion (y,) de funciones en P, donde ,(x) =T Se observa que Iy, I,
=3 Ademas, "k = —e* y lIH g lIl, = IYk"l, =v2r

| Hot |2
Podemos observar que i, ﬂ_, = K, Yk € IN no es acotada. Luego, el operador H no

es acotado.
Sean f, g€ Dom(H,), probaremos que (-f", g) = (f, —g). En efecto, usando la Identidad
de Parseval, las igualdades: f'(k) = -k*f (K)y g* (k) = —k?g (k), Yk € Z, tenemos

(7fu<,9) = 2r Z (*f”)/\(k’)%

I
o
5
4 -
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esto es, (H,f, g) = (f, H,g) para todo f, g € Dom (H,), con lo que hemos probado que
H, es simétrico.

El ademas, sale de usar el Teorema 2.1.

Observacion 3.1 E/ operador H, es una extension de DP.

A seguir, daremos algunas propiedades importantes de H..

Proposicion 3.6 Se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Para k € Z, ¢, es una autofuncion de H, correspondiente al autovalor k?, desde
que H ¢, = DP9, = K" = K2p, con P, (x) := e*~.

2. H() = k:zi K2P(-), donde para f € Dom(H ) se tiene para cada k € Z P(f) =
ﬁ (f, )0, € L{®,}). Recordemos que P, es el operador proyeccion ortogonal sobre el
subespacio cerrado L({¢,}). Y observemos que la convergencia de la serie es con la norma
-,

Prueba.Es inmediato.

Observacion 3.2 Se verifica que {k*},_, c 0 (H).

3.4 El operador F(H) € B(L*([-m, n]))

Ahora, a partir de H, generaremos un operador acotado, y para ello introduciremos
una funcion F,.
Definicion 3.1 Sea /a funcion F,: IN — € tal que F (x) = L yk*—2+#0,VYkeZ

T—2

definimos:
F.(H,) : Dom(F.(H,)) C L*([-m,7]) — L*([-m,7])
fo— F(H)f = {(E0F0)}
con Dom(F.(H,)) := {f € L¥([-n,7]) tal que (Fz(kz)f(k)> € 12(Z)} :

Asi, de la definicion de F(H ) tenemos

+oc
F.(H)f = Y F.(k) f(k)gx, Vf € Dom(F.(H,)),
[ S———
Pi(f)=
donde la convergencia de la serie es con la norma Il - IIl,..

Ahora, estudiaremos algunas propiedades de F(H,).

Proposicion 3.7 La aplicacion F(H) es ¢ - lineal.

Prueba. Sean f, g € Dom (F(H,)) entonces f, g € L?*([-T, r[]),(Fz(kZ)fA(k))e P(Z) y
(Fz(kg)gA( k)) € P(Z). Luego, {f+ cg} € L?([-m, 1)) y

(Fo(K*){f + cg}(k))

(F0A{F k) + (i)} )
(0270 + eF.02)9(0))
(Fz(kz)f(k)) +c(F(R)GK) € 2(Z).  (3.1)
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Tomando la transformada inversa de Fourier a (3.1), tenemos F(H ){f+ cg} = F(H)
f+ cF(H)g.

Proposicion 3.8 Seaze € y F (x) =
€ B(L3([-m, 1)).

Prueba.Primero notemos que existe inf Ik’-zl >0y si denotamos & := inf 1k*-Zl

1

r—z

tal que k* - z# 0, Vk € Z, entonces F(H)

tenemos:
O<6§|k2—:|.Vk€Z.
Luego,

1

F06) = g

<-,VkeZ. (3.2)

Shl =

Sea fe Dom F(H,), usando (3.2) y la Identidad de Parseval se tiene

I E=(Ho) £l

2 > |FL(K) F (k)

k=—oc

= 2167 f|13
SN -

Esto es, IIF(H)flll, < &'lIfll,, V€ Dom(F(H,)). Asi, F(H ) es acotada y IF (H)Il
<o .

Nos resta probar que Dom (F (H,)) = L*([-, 11). Una de las inclusiones es inmediata.

Probaremos que si f € L*([-, 1)) entonces (F(K*)f (k)) € F(Z).

En efecto, por hipotesis, aplicando la transformada de Fourier a ftenemos fe P(2),
luego usando la acotacion (3.2), tenemos (Fz(kg)f(k)) € P(2).

Finalmente veremos que F(H,) es el inverso del operador H, - z; esto es, F(H) =
(H,- 2.

Proposicion 3.9 (Caracterizacion de F(H))) Seaze € y F(x) = tal que k* — z #
0, Vk € Z, entonces B(L*([-, m])) 8 F(H ) = (H, — 2)™", esto es satisface:

1. (H-2)F(H)f=1f, Vfe DomF(H) = L*([-m, T]) y F(H )f€ Dom(H,).

2.F(H)(H, - 2)f=1f, Yfe Dom(H).

2

Prueba. Primero veremos que la funcion Z > k — z—; es acotada.

12
k2 — :‘

|
—
+
2
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1
< 14|27 e
< 14|zt VkeZ, (3.3)
(2)
£(z):=

donde 0 <& :=inf_, |K* - ZI.

Sea f € [?*([-m, 1)), usando (3.3) obtenemos

S MR BF = 3 FIER)fbP

k=— k=—o0
_ 3 er
R ‘ |k2 — 2|2
+oo 2
A"Q - .
= D || WP
k==00 -
2O\ f: ~
< (sup x ~D |[f(k)]? < o0,
keZ k? — =2 ke —0o
<&(2)
Por lo tanto, F(H ))fe Dom (H )y
+o0
(H, — 2)F.(H,)f = (kz - 3){F:(Hr)).f}/\(‘t'7)@'
k=—00
+00 T
] f(k)
= (kz - Z)A"z — k
k=—o00
too
= Y [k
k=—00
Ahora, sea g € Dom (H), entonces
+o00

F.(Ho)(H, — 2)g

Il
o
=
(¥}
~—
e
(¥
|
[}
~—
Q)
—_
o—
<
=

I
g
=)
>
=

Definicion 3.2
A={zeC, kk-z#0,VkeZ}
Observacion 3.3 Si z € A entonces el operador H -zl : Dom (H,) — L?*([-, 1) no
es acotado.
Observacion 3.4 De la Proposicion 3.8 tenemos
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{F(H)},en ¢ B(LZ ([T, 1)) .

Al operador F (H,) lo llamaremos: Operador Resolvente de H.. Otra notacion para
este operador es R(z, H).

Asi, tenemos

Observacion 3.5 Ac p(H,)) y p(H,) #@, donde p(H,) es el conjunto resolvente de H...

Observacion 3.6 De las observaciones 3.2, 3.5 y desde que € ={k3},_, UA
entonces o p(Ho) ={kK},  P(H)=Ayo(H)=0(H)=0.

Ademas, se tiene

Observacion 3.7 (Existencia de solucién) Sea z € A,

Vg € L*([-m, 7)) 3'f € Dom(H,) C L*([-n,7]) tal que (H, — 2)f =g (3.4)

donde f:= F(H)g=(H, - 2)"'g=R(z, H)g.
Asi, el problema en (3.4) posee una unica solucion.

3.5 Caracterizacion de F(H) via la convolucion

Usando que en P’ la transformada de la convolucion es el producto de las

convoluciones, tenemos otra caracterizacion para F,(H):
1

r—z

Proposicion 3.10 Seaze C y F(x) = tal que k¥ — z# 0, Yk € Z entonces

F(H)f=G,* f,Vfe L2([-m, ),

+00
donde C_([-m, ) 3 G, := A_:Zx =% y esta serie converge uniformemente.

per

Prueba.- La prueba lo hemos organizado de la siguiente forma:
+o0
1. Probaremos que la serie 2 =% converge uniformemente, ¥z € ¢ fijo tal

que z# K, Yk € Z. En efecto, como |z k()| = [ze™] = mhgy Sue) = kz ek,

=—n

tenemos para n <m:

Y N 1 ikx l ik
Sm(@) = Sn(@)] = T D
k=n-+1 k=—m <
™m 1 —(n+1) 1
<
S S e S
k=n+1 k=—m
m 1
= 2 3.5
Z k2 — z| (3.5)
k=n+1

Tomando supremo a la desigualdad (3.5) obtenemos
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m

1
QAZ I

c=n+1 -

! 1
N 2{|(”+1)23+“'|(m)2z}' (3.6)

Tomando limite a la desigualdad (3.6) cuando n, m — +% tenemos que la sucesion
(S, es de Cauchy en C_([-m, 1) con la norma Il - Il 'y por lo tanto S, es convergente en

per

(Cper([—n, ), Il - II)), denotamos a ese limite como G, i.e. S, converge uniformemente.

IA

sup  |Sp(x) — Sy (z)]

z€[-m,))

2. Luego, como el limite uniforme de una sucesion deﬂfounciones continuas es
continua, entonces G, es continuo y puntualmente vale: G (x) = g_:oo = on(2).

3. Obviamente, como las ¢, son periddicas, la unicidad del limite de la serie nos
conduce a que G, es periodica. Asi, G, € Cpe,([—n, ).

Finalmente, sea f € L*([-m, 1) c P'aplicamos F(H ), y usando que en P'es valido

que la transformada de la convolucion es el producto de las convoluciones obtenemos:

+00 iy
f(k)
; Ok
1,2 o
k=—00 A
+0o0 1
= Y —fk)en
k z
k=-—c0
400 - N
= > G.(k)f(k)ox
k=—00
+00
= Y G.xf(k)oy
k=—00
= G.xf (3.7)
donde G, = ) ﬁok.
kez =
Observacion 3.8 Si z € A entonces R(z, H)f= G, * f, Vf € L*([-1, 1), donde G =
Z ﬁ C‘j}\: .
keZ

Observacion 3.9 Sea z € A, si g € L¥([-m, 1) entonces L*([-m, 1]) > Dom(H)) 3 f=

G, * g es solucion de (3.4).

3.6 Existencia de solucion de una ecuacion distribucional

1
Proposicion 3.11 Seaze € y F(x) = . tal que k* - z# 0, Yk € Z entonces G:=

_l s .y . . .
AZ =%k es solucion de la ecuacion distribucional
cEL

3f € P tal que

—f" = 2f = 2m6. (38)
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Prueba.En efecto, sea ¢ € Py como G,€ C_ (-1, i) c P, tenemos

(-G — 2G.,p)

Ahora, observamos que

{—¢" — 2} (k)

Luego

También,

(k* = 2)(G.,¢) =

I
—
>~
[3+]
|
™
—

= —(G", ) — (2G.,p)
= (G:. _QD”) - (Gz Z{P)

+
2

Bk) (k% — 2)oy . (3.10)

=
I
|
8

(kz _ Z) E 5 etnmelkmdl,
— m-s —z

+o0 1 ™
: (furu:(,i.k;r:d:lr
m2—z J_

m=—00 ®

+00

: 1
= (-2 > s Okm2m

= 2.

m=-=0o0

(3.11)

Usando (3.10) y (3.11) en (8.9) obtenemos

(=G —2G..¢)

(G-, Z k? = 2)¢r)

k=—occ

+oo

> Bk) (K = 2)(G., o)

k=—o00

o Z 3(k)

k=—0c0
2mp(0)
27(do, )
(2w, ) .

=2r

Por lo tanto, -G," - zG, = 216 en P".
Ahora, veamos que si f € P'es solucion de (3.8) entonces su expresion es G.. En
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efecto, tomando la transformada de Fourier a la ecuacion obtenemos

~ —~ —~

KA f(k) — zf(k) = 2n6(k) =1

—~ +00
esto es, f(k) = . Vk € Zdesde que z € A. Luego, f = > -d.

k=—00

41 CONCLUSIONES

En nuestro estudio hemos realizado lo siguiente:

1. Hemos estudiado al operador D y su compuesta [D? en L?([-m, 1]), mostrando
sus propiedades.

2. Introducimos un operador H_en L*([-T, 11]), que es una extension de D7, y hemos
probado que estd densamente definida, es no acotada, simétrica y que no admite
extension lineal simétrica a L3([-T, ).

3. Introducimos otro operador F(H,) en L*([-1, m]) y hemos probado que esta en
el espacio B(L?([-, m])), para todo z € A. Asi también, se probd que este operador
es el resolvente de H en z € A.

4. Usando la convolucién se encontré una caracterizacion para el operador acotado
F(H).

5. También, tratamos el problema de existencia de solucién de un problema
distribucional, evidenciando su solucion.

6. Finalmente, queremos enfatizar que este estudio puede ser generalizado a los
espacios de Sobolev periddico.
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