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RESUMEN: En estas notas se explica
en forma breve los aspectos elementales
de la serie de Fourier. Primeramente, se
determinan los coeficientes, luego se hace
un desarrollo de los coeficientes complejos,
enseguida se explican las funciones pares e
impares, por ultimo, se analiza el caso de un
circuito eléctrico con senal periddica, la cual
se demuestra graficamente la aproximacion
de la funcion.

11 INTRODUCCION

La serie de Fourier consiste en una
suma de términos con funciones seno y
coseno; esta representacion es muy Util
porque tienen muchas aplicaciones en
ingenieria, por ejemplo en comunicaciones,
inteligencia artificial y procesamiento de
iméagenes, asi como en electronica. La

idea es representar funciones periodicas
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generales, pues la serie respectiva permite
una suma finita o infinita de funciones
senoidales.

El propésito de este trabajo es
ofrecer una idea introductoria de la
serie de Fourier y su aplicabilidad a un
problema de electronica de potencia.
Nuestro analisis propuesto es con base
al trabajo de Fernandez Monteforte [1].
En efecto, en este articulo se plantea la
solucion en forma de serie de Fourier
de la ecuacion diferencial ordinaria que
representa un circuito eléctrico RLC
(con una resistencia, una capacitancia
y una inductancia) que tiene un voltaje
periodico. Nosotros consideramos como
propuesta complementaria, que debe
graficarse la aproximacion de la funcion y
debe interpretarse de forma mas correcta,
ademas proponemos incluir la solucion de
la integral que obtiene el coeficiente de la
serie.

Para tener una explicacion de
estas series se presenta en la forma que
propone [2], en efecto este autor inicia con

series trigonométricas, se define que es
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una funcién periddica, luego se utiliza el hecho de que la funcidn seno y coseno tienen
periodo 211, con base a esto se establece un sistema trigonométrico, donde se especifica la
ortogonalidad en el intervalo respectivo. El problema es representar una funcion del tiempo,
en serie de suma infinita y que por supuesto garantice su convergencia. Estas series se
llaman series trigonométricas [3] y surgen del deseo de representar una funcion periddica
que dependa del tiempo en términos de funcién seno y coseno, cuyos coeficientes, llamados
de Fourier se determinan mediante las formulas de Euler.

Otro aspecto relevante es definir el caso de funciones pares e impares, pues es facil
dilucidar que una funcién par corresponde una serie de Fourier de cosenos, mientras la
funcion par es una funciéon de senos. De la misma manera, se justifica la forma compleja
de la serie de Fourier y su relacién con la transformada de Fourier. Por Gltimo, se afiaden
comentarios sobre el fendbmeno de Gibbs y las denominadas pulsaciones.

Para el enfoque aplicativo, se resuelve el problema de un circuito eléctrico RLC,
resistivo, capacitivo e inductivo, [4] se establece una funcién para la corriente en forma
triangular y periodica, se aplican las leyes de Kirchhoff y el principio de superposicion, lo
cual que genera una ecuacion diferencial ordinaria se obtiene el voltaje de circuito y se

grafica la aproximacion.

21 SERIE TRIGONOMETRICAS Y CALCULO DE COEFICIENTES
Se dice que una funcién es periédica si
ft+p)=f@) teR  p>0

Al término p se le llama periodo; ahora nos interesa como representar funciones con
periodo de p = 2t en términos del siguiente conjunto llamado sistema trigonométrico.
{1, cos t,sin t, cos 2t,sin 2t,...cos(nt),sin(nt),...}
Este sistema es un conjunto ortogonal de funciones en el intervalo [-rt ,1t ], por
definicion esto significa que la integral del producto de cualquiera de dos funciones
diferentes de ese conjunto, sobre dicho intervalo es cero, para todo m, ne N

j Lcos(nt)dr = j Isen(nt)dt =0
j sen(mt) cos(nt)dt =0

—-r

mnelN

T 0sin#sm
J cos(nt) cos(mi)dt = )

o T sin=m
T ) 0sinsm
-[ sin(nt)sin(m1)dt = )

- T sin=m
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Las series que surgen son de la forma

a
—L+a, cost+bsent +a, cos(2t)+bﬁsen(2t) .=
) 2 )

%Jr i[a” cos(nt)+bﬂsen(nr)]

n=1

Se supone que la funcion f (f) es una funcion periddica de periodo 2m que se
representa por una serie trigpnométrica.

f()= a—z" + i[au cos(nr) +bﬂsen(m)]

n=1

También se puede decir que la serie converge a la funcién f(t) donde los coeficientes

son constantes reales. Aqui son necesarias las sumas parciales como

S, = %0 + i[au cos(nt)+ bﬂsen(m)]

n=1

Ahora el reto es encontrar los coeficientes correspondientes, se procede a efectuar
el integral término a término de la serie
[ Flrae=| (0—2"—5—2[(1” cos(nt)+b,sen(nt) )t

s n=1

Claramente se tiene con el primer término que no es diferente de cero es el primero,
los demas son cero al considerar su propiedad de ortogonalidad, de tal forma que

Para determinar los deméas coeficientes, se multiplica por cos(mt) para m entero

J f(t)cos(rm)dr = I (%“+Z[an cos(m)+b”sen(m)]) cos(mt )dt
- - n=1
Se sabe que la primera integral es cero, la segunda integral se aplica otra vez su

propiedad de ortogonalidad tal que

Zaﬂ J cos(nt)cos(mit)dt = a,

=l —r

an I sen(nt)cos(mr)dt =0

n=l -
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i f(t)cos(mt)dt =a,x

Para determinar el otro coeficiente se procede de manera analoga.

kg

j f(t)sen(mt)dr=b,7

-

Se obtienen los llamadas coeficientes de Euler

15
a, =;_J;_f (t)cos(nt )t

1 m
b, = ;_J;f(t)sen(nt)dt

31 SERIE COMPLEJA DE FOURIER, PARIDAD Y FENOMENO DE GIBBS

A continuacion, se establecen las bases para obtener la serie compleja de Fourier,
aqui se aprovecha la denominada también formula de Euler

e =cos x+isenx

e =cos x—isenx

Se hace x = nttal que

int —int

e +e
cos(nt) = 5

. €_im _em[
.sen(nr) =1 )

Tales formas se sustituyen en la serie

f(i‘):%anJrg{au[e ;ei ]nbﬂ(e ; ﬂ

f(r)=%GG+ZJ:aF’ _zibu P a, +'!bn e—:mi|

2

n=1

Ahora se definen los coeficientes asi

aU — an _Ibn — an +Ib” —
- "t - ('n - C—n
2 2 2

Al sustituir se tiene
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r)=cﬂ+i[c et e ’m]

n=l

o0 o0
— C[] + ZC é’im + ZC e—iut
n =n

n=1 n=1

o =1
t)=cy+ Y ce™+ ) ce

n=1 n=-w

0 -1
int int
=Y ce"+ ) ce

n=0 n=-x

w0
_ Z c eim
n

H=—1

Ahora se procede a encontrar el coeficiente de la serie compleja de Fourier

Cy f( )COS(m)dr—iijif(r)sen(nr)dr

27: -

1 ¢ .
c, ——ﬂj_ﬂf (t)[cos(m)—z.sen.(nt)]dt
. _L i f‘(rk“"‘d{
= 2 d-n

c, = f (f}‘.’m[df

27r -

Por Gltimo, se tiene la serie de Fourier compleja

o0

int
f(0)=2ce
h=—x
Otro resultado de mucha aplicacion en procesamiento de imagenes es la
transformada de Fourier

X(0)= [ (e

a0

A continuacion, se presenta la serie de Fourier de una funcién par e impar. Se dice
que una funcién definida en un intervalo [-L, L] es par si g (-t ) = g (t) y su grafica es
simétrica con respecto el eje OY, ahora es funcion impar si h (-t) = -h (t) y es simétrica
respecto al origen. la figura 1 y 2 muestran cada caso
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Aproximacion de Fourier

*r
Funcion | o) Souioel)  Sooesad)  Jenl)
anlt) = 3" T - In + 5m N n te
par . S
:
1
1 05 405 +1 o2
T

Figura 1. Funci6n par

I
Aproximacion de Fourier [ 4
4sin(mt)  dsin(3x1)  dsin(5at)  dsin(Tat) FunCIOIl
aalff== & e ¥
e impar

] J

Figura 2. Fucion impar

Asimismo, en la figura 3 se presenta el denominado fendmeno de Gibbs

Fenomeno de Gibbs

f(l):{_JL —n<x<0 T=2m

1 ~—| ., Osx<m
st _3 a¥: ._2_2(_1)"
il b= “f (1)sen{nx)dx = = ==
o
i \-—— = 4 ZL"_U"SEH(]LY)

.
m=1

Figura 3. Fenémeno de Gibbs

El fenémeno de Gibbs es la descripcion del comportamiento que tiene la serie de
Fourier asociada a una funcién periédica en una discontinuidad, es decir, cuando una funcién
tiene una discontinuidad de salto en un punto, su serie de Fourier tiene un comportamiento
especial en dicho punto. Este comportamiento se llama fenémeno de Gibbs. Este fenémeno

Ingenieria: Innovacion, ciencia y tecnologia 2 Capitulo 7

77



consiste en que cerca del punto las sumas parciales de la serie de Fourier mantienen unas
oscilaciones que no se hacen pequefias y puede cuantificarse con precision.

Por otro lado, para mostrar graficamente la serie de Fourier, a continuacion, se
genera un ejemplo mostrado en la figura 4

Ejemplo: fl)y=x -—m<x<m
// Coeficientes de Fourier
/ | Q5= 0
a,=0

i i ' ,,,2 n+1
///: | by = 2(-1)

“

Figura 4. Ejemplo

La funcién tiene la siguiente serie parcial, las figuras 5, 6 muestran la aproximacion

(%)= EJ:SEH(X) —%Sen-(hﬁésen (31)—%33;1(41%--1

Tres términos

Figura 5. Ejemplo

Diez términos

Figura 6. Ejemplo

De igual manera, se presenta en la figura 7 una pulsacion, que consiste en sumar
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dos ondas similares tales como
X (t) = sen(20t) + sen(211)

Fenémeno de pulsaciones

i

Figura 7. Pulsacion

41 APLICACION EN ELECTRONICA

Se desearesolver un circuito RLC que tiene una corriente eléctrica de forma perioddica
- ,—a<t<0
e(r)= 2

T
t—-—, O<t<nrm

La figura 8 muestra su periodicidad

Figura 8. Corriente eléctrica

Aplicando ley de Kirchhoff se tiene que el voltaje sera dado por
v(t) =V (1) +V, (t) +V, (1)

Sustituyendo cada caida de voltaje se tiene

B de(t) 1
v(t)= Re(t)+LT+EIe(t)c!r

Para calcular los coeficientes se considera la funcién de la corriente y usando las

formulas Euler se procede a resolver las integrales
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e e | (e
O_ﬂ:ﬂr 2 Ty 2

Y RGY Y LA | I . .7 N S
2 2] =2 24 & 2 2 72 2

14 /4 17 Fid
a, =;:[(—t—EJcos(m)dt+;£[t—5)cos(m)dt

Al resolver la primera por partes se tiene que
sen(nt)
Jua’v:uvfjlvdu u——r—z V= n
du = —dt dv = cos(nt)

1]
- %_J;{—t —%}cos(m)df =

(_I_E)sen(n!)n ¢
2 nir

1
+— j sen(nf)dt
El primero termino es cero, el segundo se procede a integrar

L;()dl{_(q ]

-r -z
nr n n nr

El segundo término entonces
17 Vs
=—||t—— |cos(nt)dt=
Al
(! T .\ien(mﬁ)}r
2 nro |

% Im (i = é {COS(’”)} _ %[—H(*l)"]

n o n

—Lj‘sen(nt)dt
0

nr

Al sumar ambos resultados se tiene

-2+42(-1)
nmT
De tal forma que se tiene
& 242(-1)
e(t)= o (nt)
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e (r):Z1 — sen(nt)
= _242(-1)
je(r)dz:% +n37(r ) sen(nt)
El voltaje ahora sera
e 2+2( l) —2+2( l)
=R _ L —_—
v(r) ; ey COS m‘ + ; . ?e'n(m)
+— i_2+2( sen(nt )
n=1
reescribiendo
S —2+2(—1)“ )
v(r)= 2 o cos(nr)+
[ 2+2(-1) —2+2(-1) }en(m)
nr Cn'm

Para una suma parcial se tiene

(1)- —4Rcos(1) 4Rcos(3r) 4Rcos(51)
= b2 97 27

(E_i] (f)_s-(ﬂ— 4 )sen(3t)
Tr Crw 3 21Cnm

(4L 4 Jsen(St)
5z 125Crx

La figura 9 muestra el resultado

20 Términos 100 Términos

Figura 9. Funci6én aproximada
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vatzs

Figura 10. Funcion aproximada

51 CONCLUSIONES

La serie de Fourier tiene un mundo de aplicaciones en electronica, comunicacion y
procesamiento de imagenes, y es junto con la transformada de Laplace de las herramientas
matematicas mas importantes e ingenieria. Un sustancial documental disponible es el video
https://youtu.be/dsOcmAV-Yek.

Aspectos importantes ademas son el fenédmeno de Gibbs y las pulsaciones, del
primero se sabe que es relativo al estudio de las discontinuidades que pueda tener la
funcién, y las pulsaciones es la suma de ondas similares. En cuanto al circuito RLC, nuestro
trabajo complementa el célculo de Fernandez, pero ahadiendo dos elementos importantes,
primero especificando la integral que genera el coeficiente y segundo, graficando la funcion

en serie que verifique la aproximacion.
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