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RESUMO: Materiais compositos laminados
tém sido usados como uma solugéo viavel
para muitos problemas tecnolégicos. Neste
artigo é estabelecida uma nova solugéo
baseada na técnica de elementos de
contorno para a teoria classica de vigas
laminadas apoiadas em fundacao elastica
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de Pasternak. Discussdes sobre etapas
matematicas para escrever equagbes
integrais e solugdes fundamentais para
0 problema de vigas laminadas séo feitas
adequadamente. Apenas a flexdo no plano
€ considerada e os resultados numéricos
para a viga de sec¢éo transversal retangular
também sdo apresentados.

PALAVRAS-CHAVE: MEC,
Fundamental, Equacéo Integral

Solugéo

STATIC BOUNDARY ELEMENT
SOLUTION FOR LAMINATED
COMPOSITE BEAMS ON
PASTERNAK FOUNDATION

ABSTRACT: Laminated composite
materials have been used as a feasible
solution of many technological problems.
In this article a new solution based on
boundary element technique for classical
laminated beam theory supported on
Pasternak elastic foundation is established.
Discussions on mathematical steps to
write down both integral equations and
fundamental solutions for laminated beam
problem are properly made. Only in-plane
bending is taken into account and numerical
results for rectangular cross-section beam
are presented as well.
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11 INTRODUGAO

Laminados sdo materiais compoésitos feitos pelo empilhamento de camadas
orientadas e geralmente fabricados para maximizar a relacéo resisténcia/peso em muitas
aplicagdes tecnologicas. Vigas laminadas tém sido representadas matematicamente usando
diferentes niveis de preciséo, tais como modelos baseados na elasticidade tridimensional,
modelos de placas/vigas baseadas em abordagens de camada discreta (DL) e modelos de
camada unica equivalente (ESL). Enquanto nas duas primeiras abordagens séo utilizadas
ferramentas mais complexas para a representacdo do problema, na abordagem ESL, a
ideia principal é substituir as camadas do laminado por uma Unica camada que se supde
ser equivalente ao laminado real, produzindo solu¢bes reguladoras muito mais confortavel
de alcancgar. Modelos ESL baseados em solugbes numéricas sdo muito atraentes do
ponto de vista do custo computacional, porque o nimero de graus de liberdade exigidos &
muito menor do que a quantidade demandada do que as respostas numéricas baseadas
em modelos de elasticidade 3D e DL. Grande parte das teorias de vigas laminadas séao
resolvidas por técnicas numéricas utilizando o Método dos Elementos Finitos tais como:
Heinisuo (1988), Yuan e Miller (1989), Wanji e Zhen (2005), Goyal e Kapania (2007), Aguiar
et al. (2012), Hajianmaleki e Qatu (2012), Polit et al. (2015) e Kahya 2016). Uma das
técnicas numéricas alternativa é o Método dos Elementos de Contorno (MEC). A maioria
das solugdes do MEC de teorias de barra/viga tem sido aplicada a analise de vigas e
porticos feitos de materiais homogéneos, por exemplo, Providakis e Beskos (1986), Antes
(2003), Antes et al. (2004) e Brito et al. (2019). Convém notar que em vigas homogéneas
ortotropicas/isotrépicas, tanto os efeitos axiais quanto os de flexdo podem ser tratados
como dois problemas desacoplados: se for aplicada apenas carga transversal, nenhuma
forca normal € mobilizada; ou se apenas a carga axial for considerada, tanto a for¢a cortante
quanto o momento fletor séo zero. No caso de um laminado simétrico, o desacoplamento
das respostas axiais e de flexdo também sao mantidos, de modo que solugdes do MEC de
vigas laminadas simétricas podem ser estabelecidas diretamente a partir de solu¢des do
MEC para vigas homogéneas, usando equacgdes integrais desacopladas para respostas
axiais e de flexdo. Caso contrario, se o laminado nédo simétrico for considerado, os efeitos
axiais e de flexdo sé@o acoplados, de modo que as representagdes integrais acopladas da
viga sdo necessarias primeiro, se uma representacgao direta pura do MEC for desejada.

Em Mendonga e Nascimento Jr (2013), é feito um estudo preliminar da teoria
classica de vigas laminadas por formulacdo direta de MEC, onde sdo estabelecidas
equacoes integrais usando o método dos residuos ponderados. Além disso, sédo dadas
formas fechadas de matrizes de influéncia e sdo apresentados alguns exemplos de vigas

laminadas sob carregamento uniformemente distribuido. Em Nascimento Jr e Mendonga
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(2021), o problema de vigas laminadas de Timoshenko foi resolvido pelo MEC. No presente
artigo uma formulacado do MEC é estabelecida para anélise estatica de vigas compostas

laminadas apoiadas em fundacéo elastica de Pasternak.

21 EQUAG()ES GOVERNANTES
Para o desenvolvimento da teoria classica de vigas laminadas sao assumidas as
seguintes hipéteses:
a) O laminado é composto por camadas perfeitamente unidas;

b) O material de cada camada deve ser elastico-linear e possuir trés planos de
simetria (ortotropico);

c) As camadas possuem espessura uniforme;
d) As deformacdes e os deslocamentos sdo pequenos;

e) As tensOes de cisalhamento transversais sobre as superficies superior e inferior
do laminado sé&o zero;

f) A secéo transversal inicialmente plana permanece plana e ortogonal ao eixo da
viga deformado;

g) Aflexao é observada segundo um dos eixos principais de inércia (no caso eixo y);

h) O efeito de torcdo é desprezado (carga transversal aplicada no centro de
cisalhamento) e apenas a flexdo no plano é considerada;

i) J& o modelo de fundagéo elastica Pasternak estd associado por um sistema
de molas linearmente elasticas, infinitesimalmente espacgadas, mutualmente
independentes combinadas com uma camada de cisalhamento.

Para o desenvolvimento do equacionamento da Teoria Classica de Vigas Laminadas,
sera adotado um sistema de coordenadas onde y e z sao os eixos principais de inércia
de uma barra prismatica de comprimento L submetida aos carregamentos p , p, conforme
mostrado na Fig. 1. Fazendo o equilibrio de forgcas nas diregoes x e z e de momentos em
torno do eixo y, resulta nas seguintes relagdes:

dN(x) dM (x) dv(x)
=—p., —=V(x), -
P dx ) g

dZ
9=-Pz; g=Kwkx)-K, %ﬁx)

dx

(1)

onde M € o momento fletor, V é a for¢a de cortante, N & a forga normal, K, é a
constante elastica da mola e K, € a constante de distorgdo da camada elastica. Jap, e p,
séo as cargas distribuidas axiais e transversas, respectivamente.

Fazendo-se substituicbes convenientes na Eq(1), resulta em:

dN d*m d*w(x)

a+px=0: W—K1W(}C)+K27+pz:0- (2)
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Devido a conservacgéo da planicidade da secéo transversal e aos seus movimentos
translacionais e rotacionais, os deslocamentos axial e transversal U(x,z) e Ww(y,z),
respectivamente, sdo dados por:

dw(x)
dx

onde u(x) e w(x) séo os deslocamentos axial e transversal no eixo longitudinal. Além

u(x,z) =u(x)—z , wix, z) =w(x), (3)

disso, z é a profundidade da fibra de interesse em rela¢do a linha neutra.
Ja a deformacgéo axial é dada por:

diu(x,z) du(x)  d?w(x)
= = -z .

(4)
dx dx dx?

Ex

Como no caso das vigas uma dimensdo é muito maior que as outras duas, as
tensdes normal e tangencial na direcao do eixo y (0y e rxy), e atensdo tangencial na direcao
z (t,) sdo consideradas despreziveis. Destas relagoes, obtém-se as equagdes:

Oy = éllsxv Txz = styxzy (5)

onde Q,, e Q,, séo elementos da matriz de rigidez transformada que podem ser
relacionadas com a tenséo reduzida a um plano de rigidez em eixos principais do material
(x,, X,), dados por:

Q11 = Q11c05*0 + 2(Qq, + 2Q¢)sen?0c05%0 + Q,,5en*8.

Qss = Q55c0520 + Quusen?.
onde 6 ¢ a inclinagéo do sistema (x,, X,) com (x,y) conforme mostrado na Fig.1b Ja
as rigidezes sdo dadas por:

E}
Ey—vi,E;

_ _EE
0us 0 = 722

Qss = G31, Qg = G13.

Q12 = V12022, Q44 = G23,
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= (:
N(x) I AL N{x)+dN(x)
— Tl >—

M(x) M(x)+ dM(x)

Figura 1 (a) Viga laminada; (b) Acao de forgas externas; (c) Equilibrio no elemento

Como a viga em andlise (o laminado) é formada por varias laminas, as relagdes
constitutivas (tenséo-deformagéo) na k-ésima lamina, dada na Eq. (5), podem ser reescritas
como:

k ~(k k ~(k
GJE )= §1)Ex , Ta(rz) = Qés)yxz (6)

Em vigas laminadas cléssicas, as tensdes tangenciais transversas séo desprezadas

1,=0, de tal forma que a Eq. (4) em (6) resulta em:

Jjgk) = g® (du(x) _ dZW(x)) e

TV \Tax T ae

Devido a variagdo na continuidade das tensGes de uma camada para outra nos
laminados, a forga normal (N,) e o momento fletor (My) sé@o dados pelas equagdes:

h k h K
N=bYp, fh:_l O';E ‘dz, M= bY¥r_, fh:_l za,g )dz 8)

onde b € largura da barra e h, é a coordenada da espessura, vide Fig. 2.
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Figura 2 Detalhamento das l&minas no Laminado

Finalmente, as relagbes esfor¢co-deslocamento podem ser obtidas, substituindo a

Eq. (7) na Eq. (8):

—pyn (he FO (dux)  dPw)y o, du o, diw
N=hb3¥}_, fhk—l 11 (_dx 2=z )dZ—Au ax By ax?
_ovn (he =00 (du) aL(xJ) g _p dw
M= bZk=1fhk_IZ 11 ( o 2 ae )92=Bug —Duga C)

onde 4;; = Xi-; bélui)(hk —hyg_1), By = % k=1 bfjﬁ)(hi —hi_), Dy = % k=1 bf?ﬂ‘)(hi —hi_y).
No caso da teoria classica o esforgo cortante ndo é obtido diretamente da integragéo
na espessura do laminado t,, (ja que o y_=0) e sim através das equagbes de equilibrio

resultando em:

V= aM d*u da*w
T odx | 11 g2 11 4.3 ° (10)

Agora, introduzindo as Egs.(9) e (10) na Eq.(2), resulta em

d*u(x) d3w(x) _

Ay dx? By, FrC —Px (),
d3u(x) d* d?w(x)
By, O - p D Kw(x) + K T = —p, (x).

Matricialmente, as equacdes governantes da viga laminada classica apoiada em

base elastica de Pasternak ficam:

[Bl{u} = {f} (11)
onde
d? d3
_(u(x) B o 2 €9) IPPR Lt —Bugs
R v A e L L
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31 PROBLEMA FUNDAMENTAL E SUAS SOLUCOES

O uso de solugdes fundamentais apropriadas tem papel vital nas formulacdes de
elementos de contorno porque permite eliminar integrais de dominio contendo campos
desconhecidos nas representacdes integrais de problemas. Para tanto, &€ necessario
derivar solugdes fundamentais especificas para as equagdes governantes do problema de
interesse. Por exemplo, se solu¢des fundamentais de vigas laminadas isoladas (sem base
elastica) forem usadas para derivar equacoes integrais para problemas de vigas laminadas
apoiadas em bases elésticas, integrais de dominio contendo campos de deslocamento
desconhecidos surgem na representacdo integral. O problema fundamental da viga
laminada apoiada na fundacéao Pasternak esta associado a uma viga de dominio infinito sob
cargas pontuais (p*,, p*,) e governada por relagbes analogas ao problema real conforme
mostrado na Fig. 3. Ao se fazer o equilibrio de forcas e momentos fundamentais mostrados
da Fig.3a, quando a fonte puntual axial na dire¢éo x (p*,) for ativada tem-se:

dNp(x,%) dVp(x.%)

dx +px(x,%) =0, dx gr(x,%) =0, i
dMp(x,X) " o * - " o d*wWE o
—Zx —Vi(x,®) =0, gp(x,%) = Kywp(x,%) — K, _dsz (x, X). (12)

Ja o equilibrio de forcas e momentos fundamentais com fonte aplicada na direcédo z
(p*,), conforme mostrado na Fig.3b, tem-se:

dNp(x,%) dVp(x,%) . N N ~
I;x =0, F;ix - gP(xe) + pz(x!x) =0,
dAMp(x,%) A v A i A d*wp -
z—x —Vp(x,%) =0, gp(x,X) = Kywp(x,X) — K, dxzp (x, X). (13)

Por analogia ao problema real, os esfor¢os fundamentais podem ser escritos a partir
da Eq. (9), resultando em:

. - dup(x,%) d?wg(x,%) . ~ dup(x,x) d?wr(x,%)
Np(x, %) = Aqy Fd—x - 311# , Mp(x,%) = Byy Fd—x - D11# ;
v A d2u(x,%) 3w (x,£)
Ve (x, %) 2311#_5’11;7- (14)

Ja os esforgos fundamentais para fonte transversal ativada, séo:

N A dup(x,£) d?wp(x,%) N ~ dup(x,£) d2wp(x,£)
Np(x, %) = Anx Zx - Bu—d‘;z » Mp(x,X) = Byy ];x — Dy dpxz )
. oy d?up(x,%) d3wp (x,%)
Vele®) =B =z — D= (15)

Substituindo-se respectivamente as Eqgs.(14) e (15) nas Eqgs.(12) e (13) tem-se a
equacao governante do problema fundamental:

[BI[C]={f"} (16)
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onde

0

uF(xi X) uP(xJ X) , [f*] —_ _ I:%C p*] — —E(X,f) [é 2 ,

wi(n®) wp(x, %)

c1=|
F4
sendo [C] a matriz de solugbes fundamentais onde (up(x, %), wp(x, %), sao os
deslocamentos fundamentais devidos a fonte axial. Ja (up(x,X), wp(x,X), séo os
deslocamentos fundamentais devidos a fonte transversal.

Deve-se notar que a Eqg. (16) consiste em um sistema de equacdes diferenciais
acopladas que pode ser mais facilmente resolvido se for transformada em uma equagéo
diferencial desacoplada equivalente. Uma técnica de desacoplamento que tem sido usada
em muitos problemas como vigas € o método de Hormander (1963). Essa abordagem
também pode ser aplicada a vigas laminadas sobre fundacao de Pasternak em termos de

uma fungao escalar Y como segue
[C] = [BT]"y, (17)

onde [B*f] é a matriz dos cofatores de [B], conhecida como matriz adjunta.
Substituindo a Eq. (17) na Eq. (16), resulta em

[BI[B"]"y = —[118(x, %), (18)

sendo [I] a matriz identidade e a inversa de B definida como [B]'=[B*|"/det[B], a Eq.
(18) pode ser transformada em uma equacao diferencial desacoplada dada por:

det[Bly(x,X) = —6(x, %) . (19)
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M;(x,2) M (x, &) +dMg(x.X)

N7 (x.8) pelx. %) .
N2 (x, %) + dN; (2. %)
(a) e — :lf '
Iv;(x.i} Tg;{x.i) l Vi G )+ dVi(x. 2)
eroay PECE) P — —
Npoe ) M;(x. %) Mg (x, 2) ¢ dM; (x. 2)
" - - Nj(x2)+ dN; (. 2)
®) =\ DL
IV,‘[;.E} Tg;{;.f) ‘l Vo l(x,2) +dVp(x.2)
dx
v |
P}(x.i‘)l
x H
© | =1 = |
Pite. )
zl ¥ = ¥
o ) L > 4o
dwg (x,%)
up(x, 2) dx
(@ | — |
lw_;(x,f)
dwyp(x, X)
up(x, %) dx
® — 3@
oy

lw_;(x,f)

Figura 3 Equilibrio Fundamental: (a) px* ativado; (b) pz* ativado; (c) Barra fundamental; Deslocamentos
Fundamentais: (d) px* ativado; (e) pz* ativado

ApO6s o calculo do determinante de [B], a Eq. (19) pode ser reescrita como:

d*/dx* (Ad*/dx* — A, K, dzl,b/afx2 + A KDY (x, %) = —6(x, %), (20)
onde 4 = 3121 - A11D11-
Assumindo dzl,()/dxz = Z, a equacao caracteristica da Eq. (20) € dada por:

z(Az* + Ay Kpz — Ay Ky) = 2(z — 2,)(z — 2,) = 0, (21)

onde z; = (A, K; — \/A_z)/(zjt)- z; = (A K + \/A_z)/(Z/Ds A= (A1 K3)* + 424, K;.
De acordo com a natureza das raizes na Eq. (21), as expressdes para a fungéo y(r)

podem ser divididas em trés grupos:
Grupo |l (A,> 0,2z, >0ez, >0)
Neste caso, a solucdo sugerida neste trabalho é:
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Yo(r) =y(r) = cqr + f:ze‘r‘fz_1 + cye TV,
1 1 1

- Cy = Cry=——77, V= |X — f .
22,2,0" % T 224\Z7(z,-22)4" 3 22\/73 (21 -23)A° | |
Grupoll (A,=0, z, = z, = —A1;K,)

(22)

onde €4 =

Neste caso, quando z, tende a z, ocorrem singularidades, que permite que Y (r) seja
calculado no limite usando a regra de L’hépital:

(e—r Z1 e-r,jz_z)
1 5. r 1 . z1,/z1 _zsz_z 1 r
r)=—— hm +_1]m —_—_—— = -
lpD( ) 22 Zy—Zy 2122 21 Z1Zy Z1—2Zp 24 Z%
L(E_r zl_e—rﬁ)
1. dz 1 1 3 -
92 lim M = _F[T +5(T+F)E r‘fz_Z]
Z12Z3 E(Zl_zz) Zz Z2 (23)
Grupo Il (A,<0, as raizes sdo complexas)
Neste caso, a sugestao para a fungao Y(r) é:
Yo(r) = Y(r) = ¢y + ce P cos(qr) + cze P sen(qr), (24)
1 aq+byp aq-bp ~
onde c{,=———"7—", 0y =——F——, (3 =————, F = |x — X
1 2A(a2+b2)’ 2 2Ab(a2+b2)2’ 3 2Ab(a2+b2)2’ l I

p = |Reyz|, q = lImyz]|, a=p*+q% b =2pq

Conforme a natureza das raizes, se uma das equagbes de Eq. (22) a Eq. (24) for
substituida na Eq. (17), tem-se as solugdes fundamentais primarias:

up(x, %) = =DiPa(r) + Ko, (r) — Ko (1),

Wi (x, %) = —up(x, %) = —By133(r)sgn(r),

0p(x, %) = up3(x,X) = =B119,(r), wp(x,%) = A1p2(r),

p(x, %) = —wp;(x,X) = A3 (r)sgn(r), p:(x, %) = —A s (1)

onde sgn(r) é a funcao sinal.

Os esforgos fundamentais séo dados por:
Ni(x,2) = =2 sgn(x, %), Vi (x,2) = =By (Kiz — Koha),
Mp(x,X) = —By1 (K1Y, — Kops)sgn(x, %), Np(x,X) = N,;x(x, x) =0,
Vi(x,2) = (=3 + KyAuhy — AuKos ) sgn(x, £) = Dpssgn(x, 2),
Mp(x,2) = =57+ Ay [Kio (r) — Kpha] = Ay,

Ve (x, %) = K1 A1, (r) — Ay Kotpy = =2,

1
M;_g(x, %)= [i —A11 (K, (r) — Koy (r)]sgn(x, £) = —2Pssgn(x, %)
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As derivadas da funcéo y(r) dependem da natureza das raizes da Eq. (21). Para o
Grupo |, elas ficam:

Y1) = L0 = ) — oy ze TV — eyze VR,

czz?"2 A" c3 znlze""\@, se n=24,6,..

Yn(r) =d™Pp(r)/dr" = 1
—czz \/_e E ng \/z_ze'r‘/z, se n=357,..

Convém notar que n € a ordem da derivada de interesse.
Para o grupo Il, as derivadas de y(r) resultam em:

() =0 = — 2 - (2 +rVz)e VA,

Yn(r) = d"p(r)/dr" = —

n1

n
(-D"[(3 —n)z,? +rzile V%, sen = 2,34, ..

47z3
E, finalmente para o Grupo lll, as derivadas de y(r) sédo expressas por:

Y1(r) = ¢1 + coe PT[—p cos(qr) — q sen(qr)] + czeP"[—p sen(qr) + q cos(qr)],

Yo (r) = c,e P [acos(qr) + b sen(qr)] + cze P [a sen(qr) — b cos(qr)],

Y3(r) = cze”P"[(—pa + q b)cos(qr) — (qa + p b )sen(gr)] +
cze p"[( pa+qb)sen(qgr)+ (qga+phb)cos(qr)],

Ya(r) = cze P [(a 2) cos(gr) + 2a b sen(qr)] +
cze lm”[(a — b?) sen(qr) — 2a b cos(qr)],

Ys(r) = c,e PT{[—p (a® — b%) + 2a b q]cos(qr) + [—q (a® — b?) — 2a b p |sen(qr)} +
cze P {[—q (a® — b*) — 2 a b p]cos(qr) + [—p (a® — b?) — 2a b q ]sen(qr)},

Ye(r) = cze P [a(a® — 3b) cos(qr) + b(3a® — b?) sen(qr)] +
cze P[a(a? — 3b%) sen(qr) — [b(3a? — b?) cos(qr)].

41 EQUAGCOES INTEGRAIS E ALGEBRICAS

As representagdes integrais tém um papel relevante na construgcdo das solucdes
numéricas baseadas no MEC. Uma das maneiras para o estabelecimento dessas equagdes
integrais € pela transformacao das equacgdes diferenciais do problema real ponderada
por fungbes pesos, que sdo solugdes de um problema virtual de dominio infinito: o entdo
chamado problema fundamental. Além disso, o problema fundamental é regido pelas
mesmas hipoteses do problema real e esta submetido apenas a fontes concentradas que
estdo associadas ao delta de Dirac. Se a equacao governante do problema real, Eq. (11),
for ponderada por solu¢des fundamentais apropriadas tem-se que:
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T

P 54 ,
i'f 2 ”dx“ u(x) . p.(x) u:.(,\',.i') u (x X) < 0 . (25)
airy d_‘ _p, d_'l_K LK. d_zz w(x) p.(x) wr (,%) wp(x,%) 0
dx’ dx dx

Depois de aplicar convenientemente integragdes sucessivas por partes da Eq. (25)
e entdo com a ajuda das Egs. (12) e (13) e a propriedade do delta de Dirac, obtém-se as

equacdes integrais para deslocamentos axiais e transversais:

u(®) + [Np (x, ) u()]g + [Qr (x, £)w ()15 — [Mi(x, )8 ()15 = [up(x, H)N(0)]§

26
+wi (5, R)QEOTE — (07 (e, M) + [y (x, %) + pwi (x, ) dx, (20)

w(®) + [Np (x, )u()]s + [Qp (x, f)W(X)] = [M; (x, )8 ()6 = [up (x, )N ()15

i (6, QTS — [07.Ce, M) + [ [pytep (x, %) + powi (x, ) Id. )

onde

dw(x)

Q) =V + K 22, 05, #) = Vi (6, 2) + K ESD = py Ky,

wpo o wro a dwp(x, %)
Qp(x, %) =V (x, %) + szd—x -
= (3 Kt ) sgnia ) = —Cs + A1 Katps)sgn(x, )

Deve-se notar que as Egs. (26) e (27) para laminados simétricos sdo analogas as
representacdes integrais para viga homogénea dadas por Passos (2012). As solugdes
fundamentais também podem ser substituidas por solugbes fundamentais de vigas
homogéneas, se desejado. No entanto, as propriedades mecénicas do laminado simétrico
devem substituir adequadamente as constantes de material homogéneo em solugbes
fundamentais Passos (2012). Os problemas de vigas laminadas classicas requerem
trés incognitas no contorno para serem determinadas. Portanto, uma equacéo adicional
€ necessaria para ser estabelecida a fim de obter o problema solucionavel. Entédo, essa
equacao restante pode ser associada a derivada da Eq. (27) no ponto de origem 6(X)=dw(X)/
dx, resultando na equacao integral da inclinagéo:

" . " L . “ L . “ L
O(R) + [Np 2 (x, Du()] ) +[Qp (e, W], = [Mp2(x, )0()] ) =
* ~ L * “ L N . L
[p2 (e RIN )] + [Wh 2 (6, DDQ)] = [052(x, DIM ()], + (28)
L * o * o)
fo [pxup,f(xv X) +p,wps(x, x)]dx
* dwpx(x %)
onde Q,n,x Vpx + Ky, ——=— =K A11,(r) = Aps + A1, Ko,
As equacgdes governantes da V|ga, Eq. (11), sdo definidas em um dominio dimensional
(1-D). Apés a aplicagao da integragao por partes e com a ajuda de solugbes fundamentais,

as grandezas nos pontos de dominio dadas nas Egs. (26), (27) e (28) s&o escritas
apenas em termos de variaveis de contorno. Nas formulacdes do MEC, a transformacgéo
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de equacgdes integrais em uma representacao algébrica é feita por discretizagdo usando
elementos de contorno e avaliacédo das integrais necessarias. Para um problema de viga,
os elementos de contorno séo os pontos finais da viga, ndo sendo necessaria nenhuma
interpolacéo para as variaveis de contorno. Colocando a fonte nas extremidades da barra,
uma representacéo algébrica em termos de variaveis de contorno para deslocamentos e
para forcas (ver Fig.4) pode ser escrita da seguinte forma:

{u} + [A]{u} = [G)p} + (), (29)

onde [H] e [G] sdo as matrizes de influéncia, {u}, {p} e {f} sdo os vetores de de
deslocamentos, esforgos e carga, respectivamente.

N M, ||:. .\II N,
o, ¥ I'o

dw, v,
] dx dx W

) D
| ™ Bt

Figura 4. Esforcos no contorno (a) e deslocamentos no contorno (b).

Na Eq. (29), as matrizes e vetores de interesse séo:

{u} — [ui Wi gi u] 'M.ﬂ'jI 9]]7' s

py=[i Vi M; N; V; M;",

S Gl m= [ )

G2| G22 HZl HZZ

H

up(0,0)  wg(0,0)  —6z(0,0) =90(0)  g5(0) g.(0)
[Gii] = — | up(0,0)  wp(0,0)  —8:(0,0) |=—]|—gs(0) g2(0) gs(0)
up(0,0) wpe(0,0) —6;:(0,0) —94(0)  g5(0) gs(0)

up(0,L) wr(0,L) —6:(0,L) —g0(L) g3(L) ga(L)
[Gy1] =—| up(O,L)  wp(0,L) —0:(0,L) | = —|—gs(L) g.(L) gs(L)
up2(0,L) wp3(0,L) —6;:(0,L) —9g4(L) gs(L) ge(L)|,

[Gi2] = [ up(L,0)  wp(L,0)  —65(L0) gs(L) g:(L)  —gs(L)
upe(L,0) wpe(L,0) —8p4(L,0) —94(L) —gs(L) ge(L)

up(L, L)  wp(L, L) —6(LL) =90(0) —g5(0)  g4(0)
[Goo] = [up(L,L)  wp(LL)  —6p(LL) | =] gs(0) g2(0) —gs(0)|,
upg(L,L) wpe(L L) —0p5(LL)] [-gs(0) —gs5(0) gs(0)

up(L,0)  wi(L,0) —9;@,0)‘ [—go(L) —g3(L) g».@)‘
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[ N;(0,0)  Q7(0,0) —M;(0,0) 1/2 —h,(0) —h,(0)
[A11] = | Np(0,0) Q30,00  —Mp(0,0) |=—| 0 —hs(0) — K2A1,%3(0) —hy(0)],

_N}:,J?(O-O) Q;,:?(OIO) —M;vx-(0,0) 0 —ha (0) - K2A11¢4(0) _hs (0)

[ N:(0,L)  Qi(0,L)  —M;(0,L) 1/2 —hy(L) —hy(L)
[Ay]) = Ns(0,L)  Qs(0,L) —Mp(O,L) [=—| 0 —hs(L) = KyAps(L) —ha(L)],

[N;:(0,L) Qp¢(0,L) —M;;(0,L) 0 —he(L) — KoA11a(L) —hs(L)

Ni(L,0)  Qp(L,0) —Mi(L,0) -1/2 —hy(L) hy(L)

[A,] = | Np(L,0)  Qp(L,0)  —Mp(L,0) |=| 0  hs(L)+ KAy Ps(L)  —hy(L)|,
Npo(L,0) Qpg(L,0) —Mpx(L,0) 0 —he(L) — KAy, (L) hs(L)

Np(L,L)  @Qp(LL) —Vp(LL)|=]| 0 hs(0) + KA1195(0)  —hy(0)
Npo(L,L) Qpe(L,L) —Vpe(L L) 0 —he(0) — K2A;1Y,(0)  hg(0)

onde
hy(r) = By1 Ko (), hy(r) = Byy (Kypy (r) — Kaps (1),
hs(r) = AYPs(1), ha(r) = APu(r), he(r) = Ape(r), g3 () = B1aps(1),
9a(1) = By (1), go(r) = Dipa(r) — Kptp, (r) + Kyapy (1),
9e(r) = Ay s (1), g2(r) = A (r) € gs(r) = A3 (1).
Se p, e p, forem assumidos constantes, os termos de dominio nas equagdes (26),
(27) e (28) podem transferidos para o contorno com auxilio de integragdes por partes:

[ﬁzz} =

Ne(L,L)  Qp(L,L)  —Mg(L,L)] [—1/2 —h,(0) h1(0)‘

[ [patt (6, 2) + powi (0, )] = [P (6, 2) + p A3 (x, D)1,

I Tpety (0, 2) + powy (6, D] = [poy (6, 2) + iy (v, D]

[y [xitp 26, 2) + p,wi 5 (6, 2)] = [t 2 (6, 2) + Py 2 (1, R
onde Xr(x,X) = sgn(x,X)(—=Dy Y3 + Kpy — Kjp_y),

Ap(x, %) = —xp(x, %) = =By ), € Ap(x, %) = sgn(x, %) Ay13.

Convém que Y_=[y (r)dr de forma que também depende da natureza das raizes.

Assim:
( 1 r? e_r\fz_1 E_T\[E
Y] .t.
2A 2212, * z2(zy — 25) + z%(z; — 22))' se zy # 7, (positivas)
_ 1 r?2 441z,
v 22T T ¢ WE), sezy =2;>0
1 1, .
. 22d, {ET - 4., e P [d;t,(r) — duty ()]}, se zy e z, (complexas)

onde d, =a?+b% dy=aq+bp, dy=p*+q*d,=aq—bp,

t,(r) = pcos(qr) — gsen(qr), t,(r) =psen(qr) + q cos(qr).

i

Assim, o vetor de carga {f} = {2} na Eq. (29) fica:
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—(fs(L) + f5(0))  —f2(L) + f2(0)
f2(L) — f2(0) fi(l) + f1(0)
—(g3(L) + g3(0)) —g2(L) + g2(0)

Px) _

Z

(it =| xp(0,0) + xp(0,L)  A;(0,0) + A (0,L)

'x;(O,U) + x;([), L) A%:(0,0) + AR(0,L) ]
L15.£(0,0) + xp2(0,L)A}, :(0,0) + Ap £ (0, L)

x
pz)’

—(fs(L) + fs(0))  fa(L) = f2(0)

xp(L L) + xp(L,0) A0, L) + AR(L,0)
U} =| %W+ 10 A0 +45(L,0) ‘{”j} - l W)+ 00 fi(L) +£(0) l )
Xp2(L L) + xp (L, 0) A} 2(L, L)+ Ap (L, 0) —(g3(L) + g3(0)) g2(L) — g2(0)

onde f; = Bu,(L), fi = Appi(L) e f5 = Dyyps(L) — Kxpy (L) + Ky (L).

De posse da Eq. (29), ap6s a aplicacao das condi¢cdes de contorno, um outro sistema
de equacdes pode ser obtido como:

[A]{x} = {t} (30)

onde [A] é a matriz de influéncia das incognitas e {t} & o vetor independente. Apos a
solugéo da Eq. (30), {x}=[A]{t}, as incognitas em forcas e deslocamentos sédo determinadas,
resultando em {u}={U} e {p}={p}. Os deslocamentos em uma coordenada X=ca. no dominio da
viga laminada podem ser obtidos aplicando-se Eqgs. (26), (27) e (28):

u(%) 7, 5
W@ b= ~[-Ay(@ Aa®{g ]+ 1-6a@ G {5}+ @)
0(%) 7 !
1/2 —h,(a) —hy(a)
onde b =L —a, Hy,(a)=-|0 —hs(a)—KAjps(a) —he(a)l,
0 —hsla) — KA1 Pa(a) —hs(a)
~1/2 —hy(b) hy ()

Hy5(b) =[ 0 hs(b) + KyAystp3(b)  —hy(b)
0 —he(b) — K2A11s(b)  hs(b)

—(fs(b) + fs(@) —fo(b) + fo(a)
Af@r=| fa(b) - fala@) f1(b) + fr(a)
—(g3(b) + gs(a@)) —g,(b) + gz (a)

x

z

—go(a) gs;(a) gs(a) —go(b) —gs(b)  g.(b)
Gyi(a) = —|—gz(@) g:(a) gs(a)| Gio(b) =| ga(d)  g2(b) —gs(b)|.
—gi(a) gs(a) gb(a). —gs(b) —gs(b) gs(b)

51 VALIDAGAO NUMERICA

Sejaumaviga simplesmente apoiada de comprimento L, se¢ao retangularcom largura
bealturah.Alémdisso, avigatem propriedades mecénicasE, ,E,, G ,ev e estasujeitaauma
cargauniformep_=p . Oapoiodadireitaédesegundogénero(deslocamentosaxialetransversal
nulos). As solugbes analiticas podem ser obtidas via método de Navier onde séao assumidos

nmx nmx mmx
que w(x) = ZRe Bsen(™™), u(x) = Tptiel A, cos(Y) e p,(x) = Tt sen(™)

seguida da substituicdo na Eq. (11), resultando em:
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mtotal mTmx
4 F, sen ( )

L

w(x) = —

Dy = K.+ TTZGCTTIZ +(1- ﬂ)ﬁ4m4 (31)

L? By, miotal rom Fy, [cos (H T x) — cos(mm)]
u(x) = —-——

Dll All =1 KC + T!‘ZGcmz + (1 - ﬁ)ﬂ4m4 (32)

K. = K\L*/Dyyy  Go = KpL2/D =B _qg4 A
onde ¢ = KiL*/Dyy, c=K;L°/Dyy € B = = .0
A11D14 A11D14

L L mTmx .
coeficiente Fm=f0 pz(x) sen (T) dX para carga uniforme p,=p, resulta em F =

2
4sen (%) Po/ (T m). As equagbes (31) e (32) na forma adimensional ficam:

D11A11

We = W) te = 2o ~ulx) (33)

Para laminados simétricos, B,,=0, os deslocamentos adimensionalizados u_ sé&o
infinitos. As solugdes do MEC desenvolvidas neste trabalho estdo na forma dimensional,
de forma que os dados de entrada precisam ser atribuidos dimensionalmente. Entdo, se
for de interesse, as respostas do MEC podem ser adimensionalizadas usando a Eq. (33).
Os dados dimensionais sdo: L =1m, b = 0,025m, h =0,05m, py =250kN/m, E; =
138 GPa, E, = 8,96GPa, G, = 7,1GPa e e v,, = 0,3. Duas opg¢des de laminado
com quatro laminas séo investigadas dadas respectivamente por [0/90/0/90] e [0/90/90/0].
As solugdes analiticas (mtotal=200) e do MEC dos deslocamentos adimensionalizados
no meio do vao do laminado nao-simétrico sdo mostradas na Tabela 1. Um estudo da
influéncia dos parametros da base elastica no deslocamento do meio vdo do laminado
simétrico € mostrado na Fig.5.

w,(x107) u,(x107%)
Grupo

Exata MEC Exata MEC
0 i 13,58 13,58 43,56 43,56
00=F) I 8,37 8,37 27,14 27,14
10 10 | 6,58 6,58 21,46 21,46
50 | 214 2,14 7,27 7,27

100 | 1,15 1,15 4,04 4,04
0 I 9,49 9,49 30,70 30,70
10 Il 5,44 5,44 17,87 17,87
50 20001 =) I 4,80 4,80 15,85 15,85
50 | 2,00 2,00 6,83 6,83

100 | 1,1 1,11 3,91 3,91
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0 ] 6,89 6,89 22,51 22,51

10 1] 4,46 4,46 14,81 14,81
1100 /400(1 B 1l 3,43 3,43 11,51 11,51
50 | 1,85 1,85 6,36 6,36
100 | 1,06 1,06 3,75 3,75

Tabela 1 Deslocamentos adimensionalizados no laminado nao-simétrico (0/90/0/90)

-
N
1

—Gc=0 -

n

-
o
1

Deslocamento Adimensional w, (x10"*)

10 20 30 40 50 60 70 80
Kc

Figura 5. Deslocamento no meio-véo da viga 0/90/90/0 em fungéo de e .

A partir da tabela 1 pode-se observar que as solugées do MEC, que dependem das
propriedades da viga e da base elastica (natureza das raizes), recuperam com sucesso
as solugbes analiticas obtidas pelo método Navier. Vale lembrar que a solugéo do tipo-
Navier para a Eqg. (11) ndo requer nenhuma condi¢do prévia tanto para as propriedades
do laminado e da fundagdo, mas exige que a viga seja necessariamente simplesmente
apoiada. A Fig.5 mostra uma influéncia mais dominante do parametro (G,) em relagéo a
repercusséo da constante de mola (K ) no deslocamento da viga laminada.

61 CONCLUSOES

Neste trabalho foi estabelecida uma modelagem de elementos de contorno para
problemas de vigas laminadas compostas apoiadas em fundagéo elastica de Pasternak
sob hip6teses da teoria classica de vigas laminadas. Apenas a flexdo no plano da viga
€ considerada aqui, e os resultados sugerem a correcéo e eficacia da formulagdo aqui
apresentada.
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