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RESUMO: A aplicacdo de modelos
matematicos na area de epidemiologia esta
em pleno desenvolvimento. Neste trabalho,
estimou-se os valores dos parametros de
dois modelos mateméticos da dindmica do
virus HIV. O primeiro modelo representa a
dindmica do virus HIV a longo prazo e o
segundorepresentaadinamicadasvariaveis
de estado a curto prazo. Os parametros
dos modelos foram estimados utilizando
0s seguintes métodos de otimizagdo
do software Mathematica: Evolucao
Diferencial, Nelder Mead e Recozimento
Simulado. Os modelos matematicos foram
representados em termos das variaveis de
estado de células nao infectadas, células
infectadas e particulas virais livres, sendo
as células infectadas classificadas como
infectadas produtivamente e latentemente.
Os resultados obtidos neste trabalho foram
comparados com medidas simuladas
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e modelos da literatura, cujos resultados obtidos apresentaram uma boa concordancia e
permitiram a andlise da dinamica do virus, verificando os métodos de otimizagdo utilizados
neste trabalho.

PALAVRAS-CHAVE: Dindmica do HIV, Otimizagdo, Sistemas de EDOS, Modelos
Compartimentados, Estimativa de Paréametros.

PARAMETER ESTIMATION IN HIV DYNAMICS MODELS BY OPTIMIZATION

ABSTRACT: The application of mathematical models in the field of epidemiology is in full
development. In this study, parameter values for two mathematical models of HIV virus
dynamics were estimated. The first model represents the long-term dynamics of the HIV
virus, while the second represents the short-term dynamics of state variables. The model
parameters were estimated using the following optimization methods in Mathematica
software: Differential Evolution, Nelder-Mead, and Simulated Annealing. The mathematical
models were represented in terms of status variables for uninfected cells, infected cells, and
free viral particles, with infected cells classified as productively and latently infected. The
results obtained in this study were compared with simulated measures and models from the
literature. The obtained results showed good agreement and allowed for the analysis of virus
dynamics, verifying the optimization methods used in this study.

KEYWORDS: HIV Dynamics, Optimization, EDOS Systems, Compartmentalized Models,
Estimate Parameters.

11 INTRODUGAO

Modelos matematicos, na area médica, sdo utilizados para estudar, entre outros
objetivos, o comportamento de doencas infecciosas na populagdo, planejamento e
avaliagé@o de programas de prevencgao e controle, ensaios clinicos e analise custo-beneficio
de intervencbes. Esses modelos podem, inclusive, projetar como as doencgas infecciosas
evoluem ao longo do tempo, podendo prever os padrdes evolutivos da dindmica de uma
doenca em populagbes. Esses modelos tém sido usados para estudar a dinamica da
infeccdo pelo HIV ha décadas, fornecendo informacdes sobre os impactos potenciais de
intervencdes que sao dificeis de medir empiricamente por questées de tempo, logistica ou
ética (OLIVEIRA et al., 2022).

Como uma doenca infecciosa que ainda esta sendo estudada, o que representa uma
séria ameaca a saude e seguranca publica, o HIV precisa realizar uma extensa pesquisa
cientifica para encontrar uma cura completa e tratamento médico. O principal método
de pesquisa na comunidade cientifica atualmente é analisar e estudar as propriedades
dinamicas da AIDS usando conhecimentos e métodos de outras disciplinas. Nesse sentido,
a modelagem matematica do HIV/AIDS pode identificar melhor o comportamento dinadmico
do virus no corpo, obter informacdes sobre a patogénese da doencga e encontrar maneiras
eficazes de controlar a doencga (Ql e MENG, 2021).

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo analisar o comportamento da
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dindmica do virus HIV através de diferentes modelos matematicos, cujos parametros
importantes da dindmica seréo avaliados através de suas estimativas por diferentes métodos
de otimizagéo, pois diante da previséo realizada com os modelos sera possivel contribuir
com informagdes sobre a dindmica do virus do HIV para o tratamento da sindrome.

21 MATERIAIS E METODOS

2.1 Modelo 1 — Alan S. Perelson, Denise E. Kirschner e Rob de Boer — 1993

O primeiro modelo a ser analisado tem como variaveis de estado as células sadias,
T, células infectadas latentemente, T, células infectadas produtivamente, Tip, e as
particulas virais livres, V.

Conforme observa-se na Figura 1, neste modelo, o balango de células sadias é
realizado através da contabilizagdo de células sadias produzidas pelo timo a uma taxa s,
e cada célula produzida pelo timo, quando em contato com o antigeno, se reproduz a uma
taxa, p T,f (T,, T,, T,), em que f (T, T,, T,)= (1 -

i T T ) que depende das populacoes
das células sadias, infectadas produtivamente, infectadas latentemente e de particulas

Tmax

virais livres. Dessa forma, o Modelo 1 é representado pelas Equacdes (1-4)

P Tm' f(Tni; TiI> Tip)

| |
: Replicagao :
1 ) 1
s 4 1 K. T; ST T N& Ty
&—— Ta Tip
K\VT R 11 3
dy T cells oV
dr Ty

Figura 1 - Balanco de células sadias, infectadas latentemente, infectadas produtivamente e particulas
virais para o modelo 1.

dTp; TritTiy+T;

T = 5 — dy Ty + pTs (1 - 2528) — by VT, (1)
% =k VT — drTy — kT (2)
S = Ty — 8Ty (3)
Z_: = N8T;y — ky VT — cV (4)

Os parametros desse modelo séo:
s: Taxa de suprimento de células T CD4+ a partir de células precursoras;
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p: Taxa de crescimento para a populagéo de células T CD4+;

d,: Taxa de morte da populagéo de células T CD4+ n&o infectadas;

&: Taxa de morte da populacao de células T CD4+ infectadas produtivamente;

c: Taxa de morte de virus livres;

k,: Taxa pela qual as células T CD4+ tornam-se infectadas latentemente por
particulas virais livres;

k,: Taxa pela qual as células T CD4+ infectadas latentemente tornam-se infectadas
produtivamente.

As seguintes condi¢Ges iniciais foram adotadas: T_(0)=10°mm?, Tip(O) =0 mm?3,
T,(0)=0mm= e V(0)=10°mm*, baseadas no trabalho de BEVILACQUA et al. (2008).

No estado estacionario, isto é, fazendo as taxas das variaveis de estado iguais a

zero:
dTni _ o ATy _ o dTip _ av _ )
o _0’_ar_0'_dr_0edt_0 (5a-d)

Pode-se obter uma relagdo matematica que informa o numero de particulas virais
produzidas por cada célula infectada produtivamente em funcao dos parametros, dada pela
Equacéo (6).

N, = detdntialh) (6)
crit —

kak1To

A Tabela 1 apresenta os valores dos parametros obtidos por BEVILACQUA et al.

(2008) para a solugdao do modelo matematico apresentado.

Parametros Valores Unidades

s 10 dia® x mm?*
p 0,03 dia’

T oo 1500 mm*®

d; 0,02 dia™

5 0,24 dia™

c 2,4 dia*
k 2,4 x10° mm? x dia™
K, 2,4 x10°% mm? x dia™
K, 3,0x10% dia™

Tabela 1 - Valores dos parametros referentes aos modelos matematicos.
Fonte: BEVILACQUA et al. (2008).

O numero minimo de particulas virais que uma célula T CD4+ infectada deve

produzir para que haja infec¢do sera chamado de N_.. Essa definicdo € importante para

crit’
obter o nUmero de particulas virais geradas por cada célula infectada produtivamente no

estado estacionario, pois o N__ & o numero que ira informar a partir de qual quantidade de

crit
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particulas virais ocorrera o processo de infeccao. Utilizando os parametros apresentados na
Tabela 1, encontra-se N__ =774, cujo valor esta de acordo com o obtido em BEVILACQUA
et al. (2008).

Os valores apresentados na Tabela 1 foram utilizados para o célculo do N

crit

no

crit

modelo 1 e para o calculo do N do modelo 2, que sera discutido a seguir.

2.2 Modelo 2 — Alan S. Perelson, Patrick W. Nelson — 1999

Neste modelo, nas equacdes para representar a dindmica das células sadias
e virais, a taxa de produgé@o de células sadias é representada por uma funcao logistica
que faz com que essa populagdo tenha uma saturagdo em T __ células. Em relagéo as
células virais, a diferenca esta que neste modelo considera-se as replicagbes das células
infectadas. Os balancos de células sadias, infectadas e virais s&o apresentadas de maneira
qualitativamente na Figura 2 e o sistema matematico para este modelo € apresentado nas
Equacbes (7-9).

P Tt (Tt 1

Replicacio

Tip .
5 np No6 Tm

@\,

Ncells V

'r:
A

Figura 2 - Balanco de células, sadias, infectadas e particulas virais para o modelo 2.

ATy, Thi

T = s = dy Ty + Pl (1= 72) = KV Ty 7)
dT;

d—tp = kVTip - 61‘{ (8)
dv

E=N5TEP—CV (9)

Os parametros do modelo 2 séo:

s: Taxa de suprimento de células T CD4+ a partir de células precursoras;

p: Taxa de crescimento para a populagéo de células T CD4+;

d.: Taxa de morte da populagéo de células T CD4+ né&o infectadas;

5 Taxa de morte da populacao de células T CD4+ infectadas produtivamente;

c: Taxa de morte de virus livres;

k: Taxa pela qual as células T CD4+ tornam-se infectadas produtivamente por
particulas virais livres.

Para esse modelo, foram utilizadas as condigGes iniciais de T (0)=10°mm?,
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Tip(0)=0mm’3, T,(0)=0mm= e V(0)=10°mm3, baseadas no trabalho de BEVILACQUA et al.
(2008).

Como no modelo anterior partimos das taxas das variaveis de estado iguais a
zero para chegarmos a um numero minimo de particulas virais geradas por cada célula
infectada, e obtemos a seguinte relacéo de N em funcéo dos parametros.

Escolhendo valores para N, de modo a avaliar o que ocorre nos casos em que 0
sistema esta no estado estacionario, ou seja, N=100, ou ndo esta em equilibrio para os
demais valores de N:

N=——=>N=—2 S N=100 (10)

kT i, 2.4%1075x103

2.3 Métodos de otimizacao

2.3.1 NDSOLVE — Mathematica

A NDSOLVE é uma funcao intrinseca do software Mathematica que resolve
numericamente equacgdes e sistema de equacdes diferenciais. Neste trabalho, ela foi
usada para resolver os sistemas de equagbes diferenciais utilizando os parametros de
referéncia obtidos por BEVILACQUA et al. (2008). Neste trabalho, as medidas estimadas
foram obtidas usando os trés métodos de otimizacao citados a seguir.

2.3.1.1. DifferentialEvolution

E um método de otimizagdo de busca direta paralela estocastica que é bastante
rapido e razoavelmente robusto. A evolugéo diferencial é capaz de lidar com fungbes
objetivas nao diferencidveis, néo lineares e multimodais. Ele tem sido usado em aplicagcbes
de redes neurais com pesos inteiros reais e restritos. Em uma populacédo de solugbes
potenciais dentro de um espaco de busca n-dimensional, um namero fixo de vetores &
inicializado aleatoriamente e depois evoluido ao longo do tempo para explorar o espacgo
de busca e localizar os minimos da fun¢éo objetivo. A cada iteracdo, chamada de geragéo,
novos vetores sdo obtidos pela combina¢do de vetores escolhidos aleatoriamente na
populagéo atual (mutagao).

Os vetores de saida s@o entdo misturados com um vetor de destino predeterminado.
Essa operagédo € chamada de recombinacgéo e produz o vetor de teste. O vetor de teste
€ aceito para a proxima geracéo se, e somente se, resultar em uma reducéo no valor da
funcao objetivo. Este ultimo operador é conhecido como selegéo.

2.3.1.2. NelderMead

Esse é um método de otimizacédo de busca direta que funciona moderadamente bem
para problemas estocasticos. Baseia-se na avaliagdo de uma fungéo nos vértices de um
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simplex. Em seguida, encolhendo iterativamente o simplex conforme os melhores pontos
sé@o encontrados até que algum limite desejado seja obtido (NELDER e MEAD, 1965).

2.3.1.3. SimulatedAnnealing

Existem certos problemas de otimizagcdo que se tornam incontrolaveis usando
métodos combinatérios, conforme o numero de objetos se torna grande. Para esses
problemas, existe um algoritmo pratico muito eficaz chamado de recozimento simulado
(assim chamado porque imita 0 processo sofrido por atomos mal colocados em um metal
quando é aquecido e depois lentamente resfriado). Embora seja improvavel que essa
técnica encontre a solugéo ideal, muitas vezes ela pode encontrar uma solugao muito boa,

mesmo na presenca de dados ruidosos.

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 Solucéo dos problemas diretos

Para a solugédo do modelo direto, utilizou-se os valores dos parametros apresentados
na Tabela 1, cujos resultados estdo apresentados nas Figuras 3 e 4.

200 T T T

1000 -

950 - 1501

900 |

W 850} =
800} ol ]
750}
0 4
700 ‘ . : . ‘ ‘
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
t(d) t(d)
2.0 ; ; ‘ 200 ; : :
15 ] 150
e 1o 1 > 100}
05} ] sol
00 I L L ] o L L L 1
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
t(d) td)

Figura 3 - Solugé@o do modelo 1 utilizando o método de Runge-Kutta.
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Figura 4 - Solugéo do modelo 2 utilizando o método de Runge-Kutta.

De acordo com os resultados, o primeiro modelo tem sua dinamica aparente em
um longo periodo de infecgéo do virus, que é até 4000 dias. Enquanto o segundo modelo
apresenta uma interacdo das células com o virus em um menor periodo, 200 dias.

3.2 Resultados das estimativas dos pardmetros

Foram simulados resultados usando numeros aleatérios com erro de 1% (s = 1 %)
e 5% (s = 5 %), para 25 amostras (N __, = 25), para os dois modelos, em que o caso a
representa o método DifferentialEvolution na rotina NMINIMIZE do Mathematica, o caso
b o método de NelderMead na rotina NMINIMIZE do Mathematica e o caso ¢ o método
SimulatedAnnealing na rotina NMINIMIZE do Mathematica.

As Tabelas 2 e 3 representam as estimativas dos parametros para o modelo 1,
considerando os trés métodos de otimizagéo.

0=1%, N_,=25 T =1500 (mm?3)
Parametros s (d p (d) d, (d) o (d) c (d) k, x 10° k, x 10°
mm-2) (mmd/d) | (mmd/d)
Parametros de 10 0,03 0,02 0,24 2,4 2,4 3
Referéncia
NMinimize
Restricdes 7<ss=< 0,015 < 0,015 < 0,1<0=<| 1=<c=<4 0,8 <k, 2=k,
14 p=0,045| d =0,03 0,5 x10°<8 | x10° <80

Caso — | Estimativa 11,81 0,0278 0,0204 0,1078 3,9575 2,4862 5,2511
g

Caso — | Estimativa 7,745 0,0380 0,0230 0,4572 2,0695 3,9389 2,7239
apm

Caso — | Estimativa 11,95 0,0305 0,0218 0,1401 3,8660 4,4699 2,0000
e

Tabela 2 - Resultado das estimativas do modelo 1 com s =1 %.

Legenda: IC — Intervalo de confianga; a — DifferentialEvolution; b — NelderMead; ¢ —
SimulatedAnnealing.
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6=5%, N_,=25 T__=1500(mm?)
Parametros s (d* p(d’) | d,(d") | &(d") c(d’) | k,x10° | k,x10°
mm-3) (mm?/d) | (mm3d)
Parametros de Referéncia 10 0,03 0,02 0,24 2,4 2,4 3
NMinimize
Restricdes 7<ss= 0,015 0,015 | 0,1<d 1=<c 0,8 < 2=k,
14 =p=s =d; = <0,5 <4 k,x10° | x10%=<
0,045 0,03 <8 80
Caso — Estimativa 13,17 | 0,0313 | 0,0228 | 0,1033 | 3,3620 | 2,2236 | 5,4863
P
Caso — Estimativa 7,745 | 0,0380 | 0,0230 | 0,4572 | 2,0695 | 3,9389 | 2,7239
“hy
Caso — Estimativa 12,11 0,0361 | 0,0234 | 0,3474 | 2,9894 | 4,7749 | 2,0000
o

Tabela 3 — Resultado das estimativas do modelo 1 com s =5 %.

Legenda: IC — Intervalo de confianca; a — DifferentialEvolution; b — NelderMead; c —
SimulatedAnnealing.

Utilizando os valores dos parametros obtidos pelos métodos de otimizacao,
foram obtidos os graficos das células néo infectadas (T,), infectadas latentemente (T,),
infectadas produtivamente (T, ) e de virus livres (V). Para a representagao da comparagao
dos resultados, foram avaliadas as condigées com N__, =25 e erros de 1 e 5%, conforme

apresentam as Figuras 5 e 6, respectivamente.

1100 . 300
1000 250f
900 200}
800
= = 150
700
100
600
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0
400 L— T U T L : :
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
t(d) t(d)
8 400
6 300
o 4 > 200
2 —— 100
ope f - j AAAAA 0 ‘ ‘ | —
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
t(d t(d
—— Casoa — Casob Casoc Bevilacqua er al. (2008) @@ e Med. Simulada

Figura 5 — Solugé@o do modelo 1 usando valores de referéncia, medidas simuladas e estimadas com o =
1%eN,_,=25.
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Figura 6 — Solugéo do modelo 1 usando valores de referéncia, medidas simuladas e estimadas com o =
5%eN_ =25
mex

d

Observando os resultados obtidos, Tabelas 2 e 3, Figuras 5 e 6, verifica-se que os
métodos tendem a convergiraum resultado satisfatorio quando € iniciado de valores proximos
aos valores de referéncia. Isso ocorre por conta da tendéncia da dependéncia linear dos
parametros analisados. A variagdo de alguns pardmetros, como d, nédo influenciaram tanto
nos resultados. No entanto, outros parametros como d,, k,, k, e ¢, quanto mais distantes
dos parametros de referéncia, tendem a néao convergir (BEVILACQUA et al., 2008).

Biologicamente, as dinamicas analisadas no modelo 1 indicam que em um primeiro
momento, com a entrada do virus no organismo, o sistema imunoldgico reage e a partir
desse processo ha um aumento de células sadias e uma diminuicdo de particulas virais.
Em um segundo momento, bastante longo por conta das células infectadas latentemente,
tem-se uma estabilidade no nimero das variaveis de estado. Apdés esse momento, as
células infectadas latentemente tornam-se infectadas produtivamente e ocorre um aumento
do numero de particulas virais, por conta de sua reproducéo estar relacionada com a morte
da célula que o virus invadiu, resultando em um maior niumero de virus que infectara um
maior numero de células. Essa relacdo pode ser observada nos gréaficos, em que ha um
aumento de particulas virais e de células infectadas, seguido de uma diminuicao de células
sadias. Quando o nimero de células sadias chega a 200mm no plasma sanguineo, ocorre
o diagnéstico da AIDS.

As Tabelas 4 e 5 representam as estimativas dos parédmetros para o modelo 2,
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considerando os trés métodos de otimizacao.

c=1%,N_ =25T_ _=1500(mm?)
A s (d-1 -1 -1 -1 -1 k1 x10°
Parametros mm?) p(d?) d;(d7) 5 (d7) c (@) (mm?/d)
Parametros de 10 0,03 0,02 0,24 2,4 2,4
Referéncia
NMinimize
- 0,015=<p= 0,015=d,; = 0,1<0=< 0,8 =k, x10°
Restrigbes 7T<s<14 0,045 0,03 0.5 1=<c<4 -8
Caso —“a” | Estimativa 10,83 0,0306 0,0221 0,2618 2,4839 2,2621
Caso — “b” | Estimativa 7,446 0,0166 0,0156 0,1312 1,8495 3,7890
Caso —“c” | Estimativa 10,16 0,0389 0,0270 0,2329 2,3309 2,4783
Tabela 4 - Resultados das estimativas do modelo 2 com 6 = 1 %.
Legenda: IC — Intervalo de confianga; a — DifferentialEvolution; b — NelderMead; ¢ —
SimulatedAnnealing.
c=5%,N_ =25 T =1500(mm?)
A s (d k, x 10°
Parametros mr(n'3) p (d) d (d7) 5 (d) c (d) (r:lm3ld)
Parametros de 10 0,03 0,02 0,24 2,4 2,4
Referéncia
NMinimize
. 0,015=<p= 0,015=<d. < 01<d=< 0,8 <k, x10°
Restrigoes 7=<s<14 0,045 003 T 05 1=c<4 -8
Caso — “a” | Estimativa 9,852 0,0315 0,0174 0,2159 2,3887 2,6688
Caso — “b” | Estimativa 7,446 0,0166 0,0156 0,1312 1,8495 3,8078
Caso — “c” | Estimativa 10,46 0,0350 0,0173 0,2422 2,6821 2,5035

Tabela 5 - Resultados das estimativas do modelo 2 com 0 =5 %.

Legenda: IC — Intervalo de confianca; a — DifferentialEvolution; b — NelderMead; c —
SimulatedAnnealing.

Utilizando os valores dos parametros obtidos pelos métodos de otimizagéo, foram
obtidos os gréaficos das células néo infectadas (T ), infectadas produtivamente (Tip) e de
virus livres (V). Para a representagdo e comparagéo dos resultados, foram avaliadas as
condigbes com N __, = 25 e erros de 1% e 5%, conforme apresentam as Figuras 7 e 8,

respectivamente.
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Figura 7 - Solugéo do modelo 2 usando valores de referéncia, medidas simuladas e estimadas com o =
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Figura 8 - Solugé@o do modelo 2 usando valores de referéncia, medidas simuladas e estimadas com o =
5%eN,,=25.

No modelo 2, obteve-se um melhor resultado por conta de um menor nimero de
equacgdes e menor numero de paradmetros. Quanto menor o erro adotado, melhor foram os
resultados obtidos. Os resultados foram comparados com os apresentados na Tabela 1,
cujos valores estdo de acordo com os obtidos por BEVILACQUA et al. (2008).

41 CONCLUSAO

Os resultados obtidos neste trabalho mostraram que o niumero de particulas virais
influencia na estimativa dos parametros. Para cada modelo, confirmou-se um valor para N,
em que a partir desse valor tem-se uma modificacao nas variaveis de estado de forma que
os resultados estéo de acordo com os da literatura.

Nos dois modelos foram usados 0 mesmo valor de N = 1000, que representa o
numero de particulas virais produzidas por célula infectada. O método de Runge-Kutta
mostrou-se eficaz na solugdo dos modelos matematicos avaliados, cujos resultados
apresentados estao de acordo com os da literatura.

Os métodos de otimizagé@o estudados mostraram que € possivel predizer a dindmica
do virus HIV, cujos parametros estimados servem para predizer o comportamento das
variaveis de estado ao longo do tempo, possibilitando diferentes analises da dinamica e

com isso permitindo tomadas de decisdes com relagéo ao virus.
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