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RESUMEN: En este trabajo estudiamos
el espacio distribucional periédico L3 —
m, 1) como completamiento del espacio P
de funciones infinitamente diferenciables
y periédicas con periodo 2m. Probamos
importantes resultados y su conexion con
P(2), mediante la transformada de Fourier.
Tratamos inmersiones continuas y densas
de algunos subespacios de P.

Finalmente, damos algunos comentarios y
aplicaciones.
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completement from infinitely differentiable
and periodic functions P space with period
2. We prove important results and its
connection with P(2), through the Fourier
transform. We treat continuous and dense
immersions of some subspaces of P.
Finally, we give some comments and
applications.
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11 INTRODUCCION

En este articulo estudiaremos al
espacio distribucional periédico L2 ([-T1, 1),
como completamiento del espacio P de
las funciones infinitamente diferenciables
y periédicas con periodo 2m. Probaremos
que este espacio infinito dimensional es
un es- pacio de Hilbert. Este espacio es
importante pues al ser de Hilbert permitira
generar una familia de espacios infinito
Hilbert,
como los espacios de Sobolev periédicos:

Hper} e

lorio [1] y Santiago [8]. Estos espacios son

dimensionales de conocidos

Para visualizar esto citamos
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utiles en el analisis de existencia de solucion de ecuaciones diferenciales, citamos [1], [2],
(3], [4], [8], [6] y [9]-

Probaremos en detalle que L2([-m, 11]) estd completamente caracterizado con P(Z)
v'ia la Teor’ia de Fourier y también se obtendr’a inmersiones estrictas, continuas y densas
de algunos subespacios de P.

Como referencia para este estudio citamos a lorio [1].

Nuestro articulo esta organizado del siguiente modo. En la seccién 2, indicamos
la metodologia usada y citamos las referencias usadas. En la seccion 3, colocamos los
resultados obtenidos de nuestro estudio. Esta secciodn la dividimos en cinco subsecciones.
Asi, en la subseccion 3.1 probamos que P es normado con Il - Il, pero no completo. En la
subseccion 3.2, estudiamos las sucesiones de Cauchy en Pcon Il - Il versus convergencias en
Pi. En la subseccion 3.3, introducimos un subespacio distribucional periédico y probaremos
que este es un espacio de Hilbert. En la subseccién 3.4, estudiaremos la caracterizacion
de L%([-m, 1)) via la transformada de Fourier. En la subseccion 3.5, estudiaremos a la
distribucién Delta de Dirac e inmersiones continuas y densas de subespacios.

Finalmente, en la seccidn 4 damos las conclusiones y observaciones de este estudio.

2| METODOLOGIA

Rapidamente introduciremos algunas definiciones que seran usadas en este articulo.

Definicion 2.1 Sea

P:=Cr (-mm),

per

el espacio de las funciones f: IR — ¢ infinitamente diferenciable y periddica con
periodo 21
Ahora, introducimos lo siguiente.

Definicion 2.2 Definimos la aplicacion

d:Px P— [0, +x)
(f, 9) — df, 9),

donde

+oo 1 fk_ k -
A9 =2 5 (Jllf’“gg"’lloo)

k=0
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aqui, estamos denotando por f° := f y f" representa la derivada de f de orden n o
simplemente la n-ésima derivada de f. También, estamos usando IIF Il := max |F (x|, V

x€[—m,7]
FeP
Asi, el par (P, d) es un espacio métrico completo y ademas la métrica d no viene de
una norma.
También,

P :={T:P-- ¢ lineal tal que 3y _e Py

<T,p>= h’IE / Un(x)p(z)de, Vo € P }
= (7).
Esto es, P es el dual topolégico de P . Asi, P es llamado el espacio de las
Distribuciones Periddicas.
Definicion 2.3 Denotamos por S(Z) al espacio de las sucesiones Rapidamente
Decrecientes (R.D.), definido por

+00 +oo
S(Z) := {CM = (w)rez, ar €'/ Z lok| < ooy Z || |k|" < o0, ¥R > 1}

k=—0c0 k=—o0
y S/ (Z) es el espacio de las sucesiones de Crecimiento Lento (C.L.), definido por
S(Z) :={a=(a,) a,ez/3C>0,3NelNconlal=<ClkV, vk=0}.

kez’

Para ver propiedades de P, P, S(Z) y S/(Z) citamos [1].

31 PRINCIPALES RESULTADOS

Sabemos que P es un espacio métrico completo. A seguir veremos que este espacio
vectorial llega a ser normado pero no completo. Asi, determinaremos el espacio completo
donde se sumerge de modo denso.

3.1 Pes normado con Il - ll, pero no completo

Definicion 3.1 Definimos la siguiente aplicacion:
-2 : P — IR

f=Ifll, = {/—1 |f(a:)|2dx];

que esta bien definida desde que f € C([-m, 1]) y ademas satisface:
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12 = / (@) de
2 T
< | mix s [
s

Asi, hemos probado:
IIfIIZs\/2n||fIIm,er P. (3.1)

Proposicion 3.1 La aplicacion |l - I, satisface en P:
1. llpll, =0, vp € P.
2. lagll, = ldlllgll,, Vo € PyvVae ¢ .
3. ¢ =0 siy solo sillgll, = 0.

Prueba.- En efecto, la aplicacion Il - I, satisface:
1. Esto se obtiene desde que l¢l? = 0 y la integral mantiene la desigualdad.
2. Se consigue esto debido a la linealidad de la integral.

3. Es evidente que si ¢ = 0 entonces llgll, = 0. Ahora, probaremos que si llgll, =0
entonces ¢ = 0. En efecto, si llgll,= 0 entonces ffﬂlgo(x)l2dx= 0ycomo lpl?2=0
y continua, obtenemos lp(x)I? =0, Vx € [-r, ], i.e. ¢(x) =0, VX € [-r, 1, i.e. ¢ =
OenP.

Proposicion 3.2 (La Desigualdad de Holder) Si @, ¢ € P entonces

™
f_ﬂ_ lp(x)w(x)! dx < gl liyll, . (3.2)
Prueba.- Si ¢ =0 0 ¢ =0, se cumple (3.2). Supongamos que ligll, >0y llyll, > 0.

2 2
Usando que ab < % + % tenemos

o) [¢(x)]
lpll2 - [l21l2

@) 1 )P
— — . 3.3
2 el 2 [ (33)

Integrando la desigualdad (3.3), obtenemos

IA

1 ™ ] .
MWHQ/ lp(@)(a)lde < 51451 = 0. (3.4)
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De (3.4) se concluye.
Proposicion 3.3 (La Desigualdad de Minkowski)

lp + @il < llgll, + Iy, , ¥, e P. (3.5)

Prueba.- Si 9 =00 ¢ =0, se cumple (3.5). Supongamos que ¢ 0y ¢ = 0. Sea x €
[-r, i, usando la desigualdad triangular del modulo tenemos

lp(x) + Y(x)I? =1o(x) + Y)l(x) + Yx)
={lo()I + 1P Ho(x) + Yx)
=lo(x)llo(x) + Y) + lw)le(x) + Yx)! . (3.6)

Integrando (3.6) y usando la desigualdad de Holder en los dos términos del lado
derecho de (3.6) tenemos

A

[ @+ i@prar < [ lp@lie@+e@lde+ [ p@lee + o)

—T ™

< Alellalle + ¢l + 19 ll2lle + 2l
{lella + ¢ ll2} e + 41l (3.7)

A

De (3.7) se tiene Esto es,

o + gliz2 <{ligl, + Il e + Y, .
Esto es,

o + ¢, (g + Ylil, - {llgll, + llyl}) <0,
de donde concluimos llg + yll, — {ligll, + llgll,} < 0.

Proposicién 3.4 Se satisface llloll, - Iyl | <lip - Y, vo, ¢ € P.
Prueba.- Sale de usar la desigualdad de Minkowski.

Proposicion 3.5 La aplicacion |l - I, es una norma en el ¢ - espacio vectorial P.
Prueba.- Se sigue de la Proposiciéon 3.1 y desigualdad de Minkowski: Proposicion 3.3.

Asi, hemos probado que (P, Il - II) es un ¢ - espacio normado.
Proposicion 3.6 E/ espacio normado (P, Il - Il) no es completo.
Prueba.- Aqui, evidenciamos a una sucesion de Cauchy en P con norma ll - Il,, que

no es convergente en P . Para esto, definimos la funcion
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1 O<z<T
H(z):=< 0 T<z<2m
H(x+2m)=H(x), Yee R.
Se observa que H es peribddica y de periodo 2rty que H no es continua en {krt}, Z.
Asi, H¢ Cpe,([—n, ), y por consiguiente H¢ P .

Ahora, a partir de H definimos T,

<Tg,p >::/ H(z)p(x)dx :/ p(z)dx, Yo e P.
—m 0

Evidentemente T, : P — ¢ es ¢ -lineal, desde que la integral es lineal.
Para cada n € IN, definimos:

e~ meel T O<z<i

1 l<ae<r
Un(z) =4 ol L

e T<rx<TmT+ -

0 T+i<z<or

Uy +27) = Up(z), Ve € R.

Asi, Y satisface:
1.9, eP,v, €IN.
2.0=sy (x) <1, vx€e IR
3. Y, (x) — H(x) cuando n — +, vx € IR.

4. Jlim_J" wn (9p(ax= [ ebod.

) P!
5T ePyTYy — T,
Ahora, nos interesa probar que
lly, — Hll, — 0 cuando n — + . (3.8)

Antes de probar (3.8) queremos indicar que de (3.8) se deducen rapidamente:
1. La sucesion (g,) es de Cauchy en Pcon norma ll - L.

2 psy M2 hep

3. TEL(-mm)yy, & T,, donde el espacio (L*([-, 1), Il - lll,) sera introducido

mas adelante.
Ahora demostraremos (3.8):
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en=HIE = [ nlo) - H) s
e :
= / d$+/
o 0
1

—Tto n
< ] dm+4/ dr — 04+0=0
- 0

i

—1 2

en(z—m

2
dx

—1
_—16 I—nz

—1
eT—nl@—r) ewe -1

cuando n — +%,

Observacion 3.1 Los resultados obtenidos: desigualdad (3.1), Proposiciones: 3.1,
3.2, 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 son también validos en C__([-T1, 11]).

per

3.2 Sucesiones de Cauchy en P versus convergencias en P

Lema 3.1 Si(¢,) es una sucesion de Cauchy en P con la normall - Il. Entonces 3f €
/!
P tal que @, L fcuandon — +» (i.e. < Tqm, @ >—<f, ¢ >cuando n— +», Ve € P), donde
™
< T(pn, @ >= f . @ (X)@(x) dx.

Prueba.- Como ¢, € P entonces T(pn € Pi. Sea ¢ € P arbitrario, afirmamos que (<
Tqm, @ >)7_, es una sucesion de Cauchy en ¢. En efecto, usando la Desigualdad de Holder
tenemos

(< Tprp> — < Tprp> | \/V%mwwamwmwz

[ 1ents) = em@)lio(@)] d

—T

IA

IN

len = mll2ll@llz — 0 (3.9)

cuando n, m — +». Desde que ¢ es completo, la sucesion (< T , ¢ >)7_ es
convergente para cada ¢ € P, luego

EIRLHEOO <T,,,p>=4&,.

Definimos

f:P > (¢
(p—><f,<p>:=x¢.

Afirmamos que f € P. En efecto, como fue definida vale:

s
<fip>=4X,= nkrfx < T, 0 >= nkrfx/ on(T)p(z) do . (3.10)
—T
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Resta probar que fes ¢ -lineal. En efecto, sean ¢, y @, elementos arbitrarios de Py
a € ¢, tenemos

<fpptapy> = lim <T, ¢+ apy >

n—+oo

= Jlm {< T, 1> ta <Tp, 2 >}

= KXo +ady,

= < f,o1> 4o < fp> .

Proposicién 3.7 Sean (¢,) y (@) sucesiones de Cauchy en P con la norma I - Il,.
Entonces son equivalentes los siguientes enunciados:

Pl P/
1. @ —— fyy —— fcuandon— +.

2. o, —yl,— 0 cuando n — +.

Prueba.- Primero probaremos que 2) implia 1). De la hipbtesis, tenemos que

: P’
3fe P'tal que ¢, — f

/
dg e P/'talquelpig,

P/
luego ¢, — ¢, — f— g. Asi, probaremos que = g. Esto es, basta demostrar que

P/
Q. -¢ —>0(.e. <@ - ¢, o> 0cuando n — +). En efecto, usando la Desigualdad
de Hélder tenemos

< pn— g > | = \ [ o0 = (@bt o

IN

[ 1on@) —va@lota) dz
oo — tillills =0

IN

cuando n — +%,
Asi,<f-g,¢>=0, Ve e P. Esto es, f=gen P. Reciprocamente, sabemos que
3fe P tal que .

Pl
o, — f(i.e. <@, p>><f o> Vp€EP)
/

l[Jni) flie. <y, Y>-><f,Y>VYeEP)

Ahora, definimos
6, = -y €eP.

n
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/

P
Afirmamos que 6, — 0 (i.e. Vo € P, <6, ¢ > 0 cuando n — +»). En efecto,
esto es evidente pues

l<6,0>l=l<@ -y, @>I
=l<@,o>-<y,p>x<f p>I
sl<p,p>-<fo>l+l<fop>-<¢,9p>1—-0+0=0

cuando n — +%,
También, afirmamos que (6,) es una sucesion de Cauchy con la norma Il - Il,. En
efecto,

16, -6 Il,=lp - ¢ — (¢, - ),
<lg,- @l +ly, —@l,—>0+0=0

cuando n, m — +.

Ahora, como la sucesion (6 ) es de Cauchy con la norma Il - Il, tenemos
dadoe>0,3INeINtalquellg, -6 ll<e,vn, m=N. (3.11)
Sea m = N, usando la desigualdad de Hélder obtenemos

050l = [ On(Ta@ o
j ()0~ B+ [ G20l d

—T

V —))dr—l—/"b"m ()8, (x) dz

< ‘f O (x)) d| + '/ dx

< 1Ozl — B2 + f ()0 ()

< €)|fnll2 + ‘] O ()0 (x) dz

< el + | < 0n. 00 > | (3.12)

Fijando el my haciendo tender n al infinito, de la primera afirmacion obtenemos que
<6, (X> tiende a cero y por consiguiente | <8, €>I también tiende a cero. Asi, de (3.12)
tenemos
6 Iz <ellb ll,, vm=N.

e e l,-e <0.
Entonces 116 |, - € <0, i.e. Dado € >0, 16 _|l, <€ paratodo m= N, esto nos permite
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. [Ill2
concluir que 8, —— 0 cuando m — +.

3.3 L%([-m, n]) es un espacio de Hilbert

Ahora introducimos el siguiente conjunto en P'.

Definicion 3.2 /
P
L*([-mrt, i) :={f€ P, 3(@,) sucesion de Cauchy en Pconll - I,y ——f}c P

Proposicion 3.8 L?([-m, 1)) es un ¢ - espacio vectorial.

Prueba.- En efecto, sean f, g € L?([-m, r]), probaremos que f+ g € L3([-T, 11]) y que
af e L¥([-m, 1) Va € ¢ . Asi, tenemos que

Pl
3(e,) sucesion de Cauchy en Pconlanormall -1,y ¢, — f (3.13)
3(w,) sucesion de Cauchy en Pcon lanormall -ll,y ¢y — g. (3.14)

Usando la desigualdad triangular de Il - Il, obtenemos

(o, +y) (o, +y)l,<llp —q I+l —yl,

y haciendo n, m — +o tenemos que (¢, + ¢ ), es una sucesion de Cauchy en P con
Il 1I,. También, como

<T,,¢><fo>vpeP (3.15)
<T,, $>><0, ¢>VpeP (3.16)
entonces

< Ty > = <o, + Ty, 0>

= <T§0n7sﬁ>+<T¢n7(ﬂ0>
! !
<fig>+<ge>=<f+g.p>

cuando n — + =, v € P. Esto es,

®,+ ([/ni> f+g.
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Facilmente, para a € ¢ la sucesion (a,,), es de Cauchy en Pcon Il - I, pues

lap, - ap I, =lalllg, - @I,

y haciendo n, m — +o tenemos que (a,,), es una sucesion de Cauchy en P con
norma Il - II,.

También,

<T ,p>=<al ,p>=a<T ,p>> a<f,o>=<af, >

apn’ on’ on’

cuando n — +% V@ € P. Esto es,
Pl
a(pn—>c1f, vaed.

Proposicién 3.9 Si(¢,) es una sucesion de Cauchy en P con |l - Il, entonces
3 Hm lenls-

Prueba.- Como

g I, - g Il < llp — @I,

entonces (llg |l,), es una sucesion de Cauchy en ¢ y desde que ¢ es completo se
tiene que la sucesion (lig Il) es convergente.

Observacion 3.2 La proposicion 3.9 también es valida para sucesiones de Cauchy
enC,([-m, ) conll - Il,.

Proposicion 3.10 Si (¢ ) y (¢ ) son sucesiones de Cauchy en P con ll-ll, entonces

3 lim ’ on (), () dz .

n—-+oo

Prueba.- Usando la desigualdad de Hélder y la proposicion 3.9, tenemos

‘/ Pn()n() do = [ (@) () e

= ‘/W{Sﬁn(ft)(wn(l")— U (7)) + (Pn(x) — @m(z))m} du

< ‘ [ nle )] — e | + \ [ (onte) = )i e
< lonllalltn — tunlle + 6 — @l o
< Cilltn — Umll2 + Colln — @mlla — 0
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cuando n, m — +; luego (ffw on(T)n(x) dx) es una sucesion de Cauchy en ¢, y
n

desde que ¢ es completo se tiene que la sucesion (ff,r son(w)d)n—(w)dw)n es convergente
eng.
La siguiente observacion es una consecuencia inmediata de la proposicion 3.10.
Observacion 3.3 Si f, g € L*([-m, ) (i.e. A(@,) sucesion de Cauchy en P con II- I,
verificando ¢, L fy 3(y,) sucesion de Cauchy en P con |- I, satisfaciendo Y N g),

entonces
3lin_ [ @TaG@ds.

Proposicion 3.11 Si f, g € L*([-m, ) (i.e. 3(@,) sucesion de Cauchy en P con Il Il
verificando ¢, Ny y 3(y,) sucesion de Cauchy en P con |l - |l satisfaciendo L, g),
entonces

lim On (), () de = lm on(x)vx () dx .

n—-+oo J_ n—-+oo J_

siempre que @x iy y Y RN g, con (@x) y (b3 sucesiones de Cauchy en P con
-1, . Asi,
"El valor del limite es independiente de la sucesion de Cauchy considerada”.

Prueba.- En efecto, usando la desigualdad de Hélder, la acotacion de las sucesiones
de Cauchy en Il - Il y las proposiciones 3.9 y 3.7, obtenemos

‘/W en(a) () dr — / o (2)da () do

) ‘/ {o0@) (@) 35} + {ole) — ()} | do

<

+

/ " o) (@) — @)} de ] pule) — (@)} Oa () da

< lnll2lldn = nllz + llen — erll2llnlla
< Chl|thy, — ]2 + Csllen — @plla — 0

cuando n — +%%,

Ahora, estamos listos para introducir la siguiente definicion.

Definicién 3.3 Sean f, g € L3([-mr, r) (i.e. 3(@,) sucesion de Cauchy en P con Il I,
verificando ¢, L fy 3(y) sucesion de Cauchy en P con |- |, satisfaciendo y L g)
podemos definir

™

(f,9) = lm [ @u()¢(z)ds.

n—+oo |
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Por los resultados previos vemos que el numero (f, g) existe y es independiente de
las sucesiones de Cauchy en Pcon Il - Il,, consideradas para fy g.

Proposicion 3.12 La aplicacion (-, -) es un producto interno en el ¢ -espacio vectorial
L2([-m, ).

Prueba.- En efecto, facilmente verificamos

1.(f, + A, g)=(f, 9) + N(f,, 9) , VAE ¢, Vf,

17 fg: ge LZ([_.I.[’ n])
2. (f! g1 + gg) = (f! g1) + (f! gg) ’ ny 91: 92 € LZ([_-I-[, n])
3.(fA\g) =A(f, g) , VA e ¢, ¥, g e L¥([-, T)).

También, obtenemos

@) = lm / (@) pn(@) da

n—+o0

= lim /_7T 7ﬂvz($)99vz(x) dx

n—-4oo

= lim /_zwn—(x)gon(x) dx

n—+o0

= (f,9)

Ademas, se tiene

Ky

n—-+oo —r

Y
o

n—+oo

= dim [ fpu@)de

Ahora, probaremos que si f e L?([-m, 1)) con (f, f) = 0 implica f = 0. En efecto, sea

. P’
(@,) una sucesion de Cauchy en Pcon Il - I, tal que ¢, — f, tenemos

0= ()= Jlim_ [ lea@P de= lim_ ol

Luego, llg I, — 0 cuando n — +.
Seagpe P,
Osl<f,(p>lsl<f,<p>—<T¢n,qo>I+I<T¢n,<p>I

sl<fo>-<T, ,->I+lgl,lel,—0

cuando, n — + ©,
Asi,<f,9p>=0,Vpe P,i.e.f=0en P.
A seguir probaremos que si f=0 en L2([-1, 11]) entonces (f, f) = 0. En efecto, existe

(@) sucesion de Cauchy en Pcon Il - I, tal que @, L f,i.e.
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<@, @>>0cuandon— +o ,VpeP. (3.17)

Sabemos que para la sucesion (¢,) se verifica que 3 lim____lig I, = M, por lo tanto

3lim__ N2 =M?2 desde que llig 12— M2 =I(llg |, - M)(llgl, + M)l <llgl, - M
(C+ M).
Afirmamos que M = 0. En efecto, dado € > 0 existe N, tal que

€
o, -, < 30’ vn,mz=N,. (3.18)

De (3.17) para ¢ := @, , con N = N, fijado, existe N, >0 tal que

‘/; pul@)pn (@) do

:|<¢n7w>|<§7vnzN1. (3.19)

Para n= N, := max{N,, N,}, usando (3.18) y (3.19) tenemos

0< /_::m(x)ﬁdz = f_igan(z)san(w)dw

- [ et @t [ puiolds

—T —T

< lenllzllon = enlla + | < @n 2w > |
< cf +e

— + - =c.

20 2

Asi, lig 2 — 0, cuando n — +. Luego llg I, — 0, cuando n — +», i.e. M=0y (f, f)
=M2=0.

Observacion 3.4 E/ producto interno (-, ) en L3([-n, 1) induce una norma, que

denotaremos por Il - lll,, asi, en dicho espacio se tiene
11l = (£, )% =/ Tim_TipalE = lim llealla, para f € L([=m,7]),
donde (¢, ) es una sucesion de Cauchy en P con |l - |l tal que ¢, It

Previamente, antes de probar que L3([-m, 1]) es un espacio de Hilbert queremos
introducir tres importantes resultados:

Proposicion 3.13 Se verifica las siguientes inclusiones

PcC ([-m,m)cl)(-mm)cP

per

Prueba.- En efecto, si ¢ € C_([-rm, r]), entonces

per
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P>S, () & ®. (3.20)

Afirmamos que TSn(¢)i>T¢- En efecto,

IN

[ s [ covwds

[ 18000 = plallua)| o
I5.(0) = ¢l =0 (321

IA

cuando n — +%,
ASI de (3.20) y (3.21) se tiene que la sucesion (S (¢)), es de Cauchy en Pcon i - I,
y T, —>T Luego, TeL([ 1, ).

Sn(p)
Ahora, desde que la aplicacion lineal

T:C,.([-m n]) — L*([-T, 1)

per

p—T,
es inyectiva, concluimos que
2
Col[-1 1) c L2([-m, 1) .
Las otras dos inclusiones son evidentes.
Ahora, queremos rescatar lo siguiente

Observacion 3.5 La aplicacion

T:C_([-m, ) — L3([-m, m])

per

T,
es lineal, inyectiva y continua.
Observacion 3.6 vo € C_ ([-r1 ) vale:
i, = nl—erOO IS (@), = ligll,,
que es lo mismo decir que Il - lll, reestricto a Cpe,([—n, ) esll - I, que denotamos por

H-m,1c,, (- =1-1,,
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y por consiguiente también vale que lll - lll, reestricto a Pes |l - Il,, esto es,
m-n, i, =0-1,.

Proposicién 3.14 Sea ¢, una sucesion de Cauchy en P con la norma ll- ||, tal que

IR

o, N f, entonces ¢, —— f.
Prueba.- En efecto, sea n fijo, tenemos
N7 n-fll,:= nl—erOO IS (@) —ol,,
y tomando limite a la desigualdad:
IS (@) — oI, <IS (0)-ol,+lp, -,
cuando n, mtienden a +o, concluimos.

Proposicién 3.15 Sea ¢, una sucesion de Cauchy en P con la norma ll- |l, tal que

P’ . iy . . . . g
@, — f. Si f es una funcién (seccionalmente continua o continua, por ejemplo) periodica,

[RIE
entonces ¢, —— f.

Prueba.- En efecto, supongamos que fes continua periddica, siguiendo las ideas de
la prueba de la proposicidén 3.7 conseguiremos probarlo.

Afirmamos que ¢, - fes una sucesion de Cauchy con la norma Il - Il. En efecto,

(@, —f)=(p, —Fl,=llp —¢ I, -0

cuando n, m — +oo,

Ahora como @_-— fes una sucesion de Cauchy en C__([-r, r) con la norma Il - |l

per 2
tenemos
dado €>0,3INe INtal que ll(¢p, - f) - (¢, -, <e,vn,m=N. (3.22)
Seam= N,
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0<lign=118 = [ (onla) = £@)nla) = 1) da
[ {onle) — ) = (o) — ) o) )
= [ tnt@) - 1@) - (ealo) ~ £@))ona) — ) dn
[ () = 1) o) = 121
~ | [ (@ - 1@) - (0al0) ~ @)} onle) — T o
¥ ] (onla) — $1) (e ~ 7)) d
< | tomta) = 1) = (onlo) - 10} o)~ TN
\ j ou(z) — 1(@)) (@)~ T@) do
< 1 @m— )= n— Dlallgm— Fla+ 1< @n— Lom—T > |
< €lpm—flla+|<@n—from—F>|. (3.23)

Fijando m y haciendo tender n al infinito, tenemos que < ¢, - f, ¢, — f >tiende a
cero y por consiguiente | <@ -1, ¢, — f >| también tiende a cero. Asi de (3.23) tenemos

0s<lg, - fl2<elp, - fl,, vm=N

ie. llp - fl(lp - fl,-¢)<O.
Entonces llg, - fll, — € <0. Esto es, dado € >0, llp_ - fll, <e Vm= N . Esto nos

II-ll2

permite cocluir que ¢ - f —— 0 cuando m — +.

Proposicion 3.16 L3([-, 11]) es un ¢- espacio de Hilbert.

Prueba.- Ya probamos que L%([-m, 1) es un ¢ - espacio vectorial con producto
interno. Ahora probaremos que L3([-T1, 1) es completo. Sea (f) una sucesion de Cauchy
en LA([-11, 1) con Il - III,.

Para cada f, existe una sucesion @__ sucesion de Cauchy en Pcon lanorma ll - Il tal

que @, —>f cuando m — +o entonces @, —> f, cuando m — +o.

Asi, dado €, =1, existe N, tal que lllp, - flll, <Ll vms= N,. Luego escojo um m de
j’

esa familia no acotada, denotandolo como m?y fijandolo. Ahora denoto a ¢, % como y, y

tenemos que
3y, € Ptal que llIf, — Il <1

Asi, procedemos, dado €=

QIH

, existe N tal que lllp, —flll, <% vmz N. Luego escojo
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um m de esa familia no acotada, denotandolo como m*; y fijandolo. Asi, es conveniente
denotar a ¢, 7como ¢, Luego, tenemos que

3u, € Ptal que IIf - I, < 1 . (3.24)

Afirmamos que Y, es una sucesion de Cauchy en L%([-m, 1) con la norma Ill - lll,. En

efecto, usando la desigualdad triangular y la desigualdad (3.24) tenemos:

g, — 1, < g, — Fll, + 10F, ~ @l + 11F — £,

1 1
<3+E+Illl;—fklllz—>0+0+0=0 (3.25)

cuando j, k — +».
Como IIij -, = |IIij - Y lll,, usando (3.25) tenemos que Y, es una sucesion de
Cauchy en Pcon la norma Il - Il,, luego por el Lema 3.1 y la proposicion 3.14 tenemos

afe L¥([-m, 1) tal que , m f. (3.26)

Usando (3.24) y (3.26)

E, = £l < I0F, — @ Il + g, = FII,
1
<= +lly, - fll,>0+0=0
n

cuando n — +. Asi, hemos probado que 3f € L?([-, 1)) tal que f, & f.

3.4 Caracterizacion de L([-m, m]) via Fourier

Sabemos que P — . A continuacion daremos una caracterizacion de L2([-m, ),
via Fourier en P

Teorema 3.1 (Caracterizacion) La transformada de Fourier restricta a L?([-T, T]) es
biyectiva entre L2([-1i, 1)) y P(Z). Ademas:

n A
1. Denotando por S (f) := Z f (k) Ok vale
k=-—n

sty M2 s vre r2(em ) . (3.27)

i.e. la serie de Fourier de f es f en L2([-11, 11]) con Il - Ill,,.

2. Se satisface la Identidad de Parseval:
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+00
ez =2 S 1f(RIe = 2nifiz , vie L2, r). (3.28)

k=—00

Ademas, (3.28) es equivalente a 3.29:

+00
=2 Y, AK3k)=2n(f, §)2 ., vie L=, ), (3.29)
k=—00

con (f g) =lim_ <o, Y, >, donde (¢, es una sucesion de Cauchy en Pconll -,
tal que ¢, z, fy también (y,) es sucesion de Cauchy en P con |l - Il tal que ¢ F, g,y<
o, w>= |7 o(z)y(z)dx.

Prueba.- La prueba la hemos organizado de la siguiente forma.

Probaremos que “es sobreyectiva. Asi, sea a = (a,), Z € F(Z), definimos

n

=) Q’I:, =) adi(x)

k==n  gu@)p= k=-n

luego observamos que Y <€ P.
Ademas observamos que si n < m se tiene

~(nt1)
Z apdr + Z apdp = Z apor + Z Q_pO_p . {330)
k=n+1 k=—m k=n+1 k=n-+1

Por otro lado, tenemos

m 2 m m
Z apdr|| = < Z %Pk, Z ;o5 >

k=n+1 2 k=n+1 j=n+1

m

S o Y wm<ondy >

k=n+1 j=n+1

=2mdy;
= Z Q02T
k=n+1
= 2 ) |oyl* (3.31)
k=n41
Anélogamente, obtenemos
m 2 m
Nooauwpa| = 20> el (3.32)
k=n+1 2 k=n+1

También como k # j, tenemos
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—(n+1) m —(n+1)

<Zak@k_ Z%% = Zakz%<d’k¢3

k=n-+1 j=—m k=n+t+1 j=—m -0
= 0. (3.33)
+00 n
Ahora, como Z la,|? <o, luego la sucesion > la,? es de Cauchy en ¢ . Asi,
k=—o00 k=—n

para n < m se satisface

> el = Z |@k|2 —0 (3.34)

k=—m k=—n

= X o
n+1<|k|<m

cuando n, m — +,
De (3.30), (3.31), (3.32) y (3.33) tenemos para n <m,

m 2

Z axdr + Z a_jo_j

k=n-+1 j=n+1

1 — all3

2

=21 > ol (3.35)
n+1<[k|<m
Usando (8.34) cuando tomamos limite a la expresion (3.35) cuando n, m — +,
obtenemos que la sucesion (§ ) es de Cauchy en P con la norma Il Il,. Luego usando el
Lema 3.1 y proposicion 3.14, tenemos que

Iz

3fe L*([-m, 1)) tal que Yy, —

A
Desde que ” es Unico en P tenemos que f= a. También, se tiene
1
f(k) = ;<fq> k>

1 o
= ?mhl-?oc < Uy G_p >

= — lim E a;¢j(x)p_i(z) dz
2’7’ m—-+00
m

= — lim E a; é
27’ m—+00 J
J=—m
2Ok

m
= lim E ;j0kj
m——+0o0
j**m
= O

i.e. ;\ =a. Osea " L3([-m, T]) — P es sobreyectiva.

2. Ahora probaremos que si g € L?([-m, 11]) entonces é\ € P(Z). En efecto, sea g €
L2 ([ - m, ), entonces 3y, sucesion de Cauchy en P con norma Il - Il, 2 tal que
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U —> gy también & g. Asi,

1
Gk): = —<g,06_
g(k) 2ﬂ_<97@k>

1
= lim 2—<Twm¢k>

m——+00

= lim T,L (k)

m——+00

= lim 'z,bm(k). (3.36)

m—-+00

Aplicando la identidad de Parseval en Ptenemos
lp, -y 2= 2rill, — Jmng

y usando que (y,) es de Cauchy en Pcon Il - Il,, tenemos que la sucesion (1/Jn) es
— 2 Z

de Cauchy en /(Z). Luego 3a € F (Z) tal que ¥, —>

Como

g — G () < Z g = P (D)I* = lla = 3 — 0

j=—
cuando m — +%, tenemos
ap = hm (). (3.37)

De (3.36) y (3.37) tenemos que g(k) =ak , ¥, € Z, i.e. § =ac I?(2).

3. Lainyectividad de * en L?([-m, 11]) se tiene de la inyectividad de » en P'. Esto es
inmediato debido a la Identidad de Parseval Generalizado. Supongamos que

AA
paraf, g€ L¥[-m, ), f =g,

“+oo
<f-ge>=2r Y [—gk)p(-k)=0, VpeP.

Luego f=g.

4. Luego de haber demostrado que * es biyectivo de L2([-m, 1]) en P(Z), estamos
listos para probar:

S (f)y =5 f, vfe L2([-m, ).
En efecto, Como S (f) € Py ;\ € P(Z) tenemos paran<m

IS, (f) - S(Fl=2n > If(kIZ—0

n+1<|k|<m
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cuando n, m — +. Por lo tanto (S (f)) es una sucesion de Cauchy en P con Il Il,.

Usando el lema 3.1 y proposicion 3.14, tenemos

Js € Pital que S (f) is

s € L3([-m, m]) tal que S (f) & S.
Afirmamos que §(k) = ;\(k), Vk € Z. En efecto,

1
S(k) = —<s,6_p>
m

lin_ < Sn(f), 61 >

tim [ Fidesoosds

m—-40o0

2
1
2w
1
2w
j=—m

m

1 T
— %mlirfmjijmf(j)/_ﬂ ¢j¢_k dx

=m0 f()ok
Jj=—m

= f(k)

A
i.e. 8= f.Porla inyectividad de * en P (por consiguiente en L2([-m, 11])), concluimos

que s = fy por lo tanto

lI-ll2

S(f) == f.

5. Previamente, sabemos que

S(NG) = 3 Fkal)

k=—n
= z": F(k)rs
luego
sho={ 79 St 39

Usando la Identidad de Parseval en Py (3.38), tenemos
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ISu(F)IE = 2n B0 =2x 3 Ik (339

Tomando limite a la igualdad (3.39), cuando n — +, tenemos

, 2 , iy 2
Jim [[S,(AIF = lm 2w Y [F(k)

k=—n

_ . iy 2
= 2r tw (7))

k=—n
- |, o

Como S (f) I, fcuando n — +e, entonces IS, (f)lll,— IlIflll,cuando n — +c. En

consecuencia,

Sa(DIIE — HIF][]3 cuando n — +oo. (3.41)
———

=[1Sn (5113

Usando (3.41) en la igualdad (3.40) obtenemos

A 2
MENE=2rt e,

A
6. Laequivalenciade laldentidad de Parseval con (f, g) =2n(f, g/}\), es consecuencia
de la identidad de Polaridad.

Corolario 3.1 La biyeccion lineal
ML (- ) — P (2)

es continua con inversa continua.
Prueba.- Es consecuencia de la Identidad de Parseval en L?([-m, 11]), que acabamos

de demostrar.

3.5 La Distribucion Periodica Delta de Dirac

Ahora, para

1 O<zr<m
H(z):=< 0 T<xz<2r
H(z+2n)=H(z), Yz e R,

debemos recordar que T, € L*([-1, 11]) pero H¢& C__([-T1, T]); esto nos permite deducir

per
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que la siguiente inclusién es propia

C,.([-m ) ;  L3([-m, ) .
Por otro lado, también es evidente que la siguiente inclusién es propia

P C (-, ) .

per

Por ejemplo, basta considerar la funcion

| |z siz € (—m, 7
f(z) { con f(z +27) = f(z), Yz e R,

de donde se tiene que fe C_ ([-T, 1) pero f & P.

A seguir, introduciremos una aplicacion y probaremos que ella es una distribucion

periodica que no esta en L3([-, 11]).
Definicién 3.4 Definimos <3, ¢ >= @(x) , V¢ € P.

Proposicion 3.17 La aplicacion 8 _: P — ¢ es ¢ - lineal y ademas 6, < P.
"B, es conocida como la distribuci’ on Delta de Dirac”.

Prueba.- En efecto,

<O, @+ cyY>=(p+cP)(x)=(x)+cf(x) =<0, p>+Cc <0, Y>Vop, YecP,Vce
¢.

Ahora, consideremos el nucleo de Fejér de orden n,

. - I+
K, = 1-—)¢
k;n ( nt+tl/ k

y recordemos que este ndcleo es una identidad aproximada. Ahora, denotemos por
W ()= %Kn(x— -) € P entonces vale

lim U, (y)e(y)dy = ll’:l_l (Kp#*@)(x) = @(r) =<0z, >,

n—+00 o

Yo e P.

Asi tenemos que 8, € P.

H

Proposicion 3.18 & ¢ L*([-1, 1), Vx € IR.

Prueba.- De la proposicion previa tenemos que 8 € P/, ahora probaremos que 8,
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¢ L2([-, ).
Vemos que

~ 1 1 1
0(k) = — < 0p._) >= —_ =_—¢ % VEkeZ.
m( ) oo < m,¢ k> 2ﬂ¢ k(z) QWF ) €

- 1 1
62 (k)| = ——|e | = — | VkeZ.

2 2w

Por lo tanto é\x ¢ P(Z), desde que

n——+oo n——+oo n——+oo 27T
k=—n

Ii 0 (k)2 = I — = lim —2n+1)= .
fm Z|()| fm ZQW im (2n+1) =400

k=—n
Asi, 8 ¢ L[, m]).
Observacion 3.7 De la proposicion 3.18, tenemos &, e P/ — L*([-m, 1)), VX € IR. Asi,

{6x} erRC Pj - LZ([_].[’ T[]) # Q)
Esto es, la siguiente inclusion es propia
L2(-m, 1) ;S P

Observacion 3.8 Resumiendo tenemos que las siguientes inclusiones son propias

. C . C . C i
P;SC - ; SLA(-m ) ;S P
Observacion 3.9 Las siguientes inclusiones son continuas y con imagen densa re-
spectivamente.
P o P(-ma) = P
ALTV ATV ALTV
S(Z) = 12(2) —  S(Z)

En efecto, la densidad es en el sentido: todo elemento del espacio mayor es
aproximado por una sucesion de elementos del espacio menor con la topologia del espacio
mayor.

Finalmente,

Observacion 3.10 Cabe resaltar que L?([-1, 11]) es el caso s = 0 de los espacios de

Sobolev peri6dico H; donde H;er es Hilbert para todo r € IR. Para ver esto citamos [1] y [8].

er’

Podemos citar algunos trabajos, donde se usan los resultados obtenidos, que
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abordan problemas de existencia de solucién de algunas ecuaciones, por ejemplo [1], [4],
(5], (6] y [7].

CONCLUSIONES
En nuestro estudio del espacio L3([-T1, T]) hemos realizado lo siguiente:

1. Introducimos la aplicacion Il - Il, en Py haciendo calculos simples probamos que
es una norma en P que no es completa.

2. Para introducir el espacio L3([-T, 11]), estudiamos a las sucesiones de Cauchy
en Py lo conectamos con convergencia de sucesiones en su dual topologico:
Pi. Los resultados obtenidos nos permitieron introducir un producto interno y
probar que L2([-, 11]) es un espacio de Hilbert.

3. Probamos importantes propiedades del espacio infinito dimensional L3([-m, T1])
resaltando su conexi’on con P(Z) mediante la transformada de Fourier.

4. Estudiamos inmersiones estrictas, continuas y densas de subespacios en P.

5. Las propiedades del espacio distribucional L?([-m, T]) permiten generalizar y
generar los espacios de Sobolev periddico H;e, para todo s € IR; y aplicarlo en
el estudio de la existencia de solucion de ecuaciones diferenciales.

6. Finalmente, este estudio también es valido cuando sustituimos m por / >0y
consideramos P:= ngr([—l, /) funciones infinitamente diferenciables y periédicas
con periodo 21.
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