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RESUMO: Os estudos sobre o
desempenho  térmico de  estruturas
habitacionais  contribuem diretamente

para o conforto térmico das pessoas em
ambientes confinados. E possivel melhorar
termicamente a estrutura antes de sua
construcao, e por isso métodos matematicos
para a resolucdo de balangos térmicos séao
extremamente relevantes. Este trabalho
tem como objetivo realizar simulacdes
numéricas em uma estrutura idealizada
na cidade de Belém-PA, analisando trés
métodos matematicos para a resolugéo
de balangos térmicos que resultam na
temperatura interna do ar. Esses métodos
sdo o de Euler para uma aproximagéo
inversa por diferencas finitas de primeira
ordem, um método de diferencas finitas
de terceira ordem e uma aproximacao
analitica por integracédo. Ambos os métodos
sdo utilizados pelo software Energyplus.
Os resultados obtidos para a temperatura
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interna do ar anual utilizando o método de Euler sdo uma média de 25,8409 °C, uma minima
de 21,8198 °C, uma maxima de 30,2750 °C e um desvio padrao de 1,8220 °C. Para o método
de aproximagédo analitica, os resultados sdo uma média anual de 25,8397 °C, uma minima
de 21,8142 °C, uma maxima de 30,2960 °C e um desvio padrao de 1,8299 °C. O método de
terceira ordem, apresentou uma média anual de 25,8369 °C, minima de 21,8190 °C, maxima
de 30,2749 °C e um desvio padréo de 1,8213 °C. Assim, 0 método de diferencas finitas de
terceira ordem é a melhor opgéo do ponto de vista estatistico, uma vez que gerou um desvio
padrao menor.

PALAVRAS-CHAVE: Desempenho térmico. Simulagdes numéricas. Métodos matematicos.

INTERNAL AIR TEMPERATURE ASSESSMENT OF A SMALL STRUCTURE
USING DIFFERENT MATHEMATICAL METHODS

ABSTRACT: Studies on the thermal performance of housing structures contribute directly to
the thermal comfort of people in confined environments. It is possibly to thermally improve
the structure before it is built, and so mathematical methods for solving heat balances are
extremely relevant. This work aims to perform numerical simulations on an idealized structure
in the city of Belém-PA, analyzing three mathematical methods for solving heat balances that
result in the internal air temperature. These methods are Euler for a first order finite difference
inverse approximation, a third order finite difference method and an analytic approximation
through integration. Both methods are used by the Energyplus software. The results obtained
for the average annual indoor air temperature using the Euler method is 25.8409 °C, a
minimum of 21.8198 °C, a maximum of 30.2750 °C and a standard deviation of 1.8220 °C.
For the analytical approximation method, the results are an annual average of 25.8397 °C,
a minimum of 21.8142 °C, a maximum of 30.2960 °C and a standard deviation of 1.8299
°C. The third order method, showed an annual mean of 25.8369 °C, minimum of 21.8190
°C, maximum of 30.2749 °C and a standard deviation of 1.8213 °C. Thus, the third order
finite difference method is the best option from a statistical point of view, since it generated a
smaller standard deviation.

KEYWORDS: Thermal performance. Numerical simulations. Mathematical methods.

11 INTRODUGAO

A temperatura interna do ar de um edificio esta diretamente relacionada com o
conforto térmico, porque a temperatura do ar é a forma mais abrangente de sensacéo
térmica, da qual um individuo se sente em um edificio ou ambiente. Um edificio é
influenciado de diversas formas, por variaveis internas e externas. As variaveis internas
compreendem a prépria estrutura construtiva e tudo o que gera calor no seu interior. As
variaveis externas sdo os fatores climaticos, por exemplo: velocidade do vento, radiagéo
solar, umidade relativa, entre outros.

Para resolver a transferéncia de calor em um edificio, € necessario formular
balangos térmicos, que resultam em equacgdes diferenciais ordinarias resolvidas por meios
computacionais aplicando métodos mateméaticos. De acordo com Pinto J. C. C. S. e Lage
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P. L. C. (1997), o método das diferencas finitas € um método de discretizacdo de equagdes
diferenciais, sendo um bom método alternativo para a resolugéo de balancos térmicos.
O método das diferencas finitas transforma uma fungcéo continua em uma representacéo
matematica discreta. As solu¢des obtidas pela aplicagdo do método das diferencgas finitas
serdo sempre discretas.

De acordo com Costa D. C. B (2011), a ideia basica da integragdo numérica é
substituir uma funcéo f(x) por um polinbmio que a aproxima no intervalo [a, b]. Assim, o
problema é resolvido pela integra¢do de polinémios. Existem varios métodos de integracéo
numérica, e.g. Newton-cotes, métodos compostos, métodos de quadratura numérica,
método do célculo integral multidimensional, entre outros. Assim, uma diferenca finita de
terceira ordem é a melhor opgéo entre os trés métodos do ponto de vista estatistico, pois
gera um desvio padrédo menor que 0s demais.

O objetivo desta pesquisa é aplicar trés métodos matematicos para resolver um
balango térmico que resulta na temperatura interna do ar em uma edificagcéo idealizada,
localizada na cidade brasileira de Belém-PA, no ano de 2022.

21 MATERIAIS E METODOS

O objetivo deste estudo € aplicar trés métodos matematicos: Método de Euler
denominado no algoritmo dentro do software Energyplus como EulerMethod, que é uma
aproximacdo por diferencas inversas finitas de primeira ordem, uma aproximacao por
diferencas finitas de terceira ordem denominada 3rdOrderBackwardDifference e uma
aproximacdo analitica por integragdo denominada AnalyticalSolution, para resolver os
balancos térmicos que resultaram na temperatura interna do ar na edificagdo proposta,
localizada na cidade brasileira de Belém-PA no ano de 2022.

O arquivo climatico utilizado para a cidade de Belém-PA é do banco de dados
Typical Meteorological Year (TMY). onde suas variaveis climaticas sédo expressas como
bulbo seco, bulbo Umido, radiagéo solar, entre outras.

As ferramentas que auxiliaram esta pesquisa s&o os softwares: Energyplus; que
detém métodos matematicos em forma de algoritmos, Openstudio; que é um software
auxiliar ao Energyplus e otimiza o estudo e o SketchUp; que realiza o projeto arquitetdnico
3D para a simulagéo.

Abaixo, nas Figuras | e Il, s&o mostrados os dados dimensionais da edificagéo criada
pelos autores e seu projeto 3D na Figura Il
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Total area=4m 1 Wall thickness
0.09m

\

Doaor thickness
0.035m

Figura | - Planta baixa e suas dimensdes. Fonte: Autores, (2023).

Roof thickness

L5m

Figura Il — Alturas das paredes. Fonte: Autores, (2023).

Engenharias: qualidade, produtividade e inovagao tecnolégica Capitulo 6

71



Arquivo Editar Visuslizar Cimers Desenho Femamentss Janels Ectensoes Ajuds

‘PR idde T EPoB QR TRAlce R EReaE
N Padad MR- IPA=r I L ot A loi

Figura lll — Perspectiva de desenho 3D. Fonte: Autores, (2023).

A Tabela | apresenta os materiais de construcé@o e as suas caracteristicas térmicas

pertencentes ao edificio idealizado.

L Densidade .
Materiais Espessura Qonc_iutlwdade Equivalente Calor Especifico
(m) Térmica (W/mK) (Ka/m®) (J/KgK)
Ag fgamassa de 0,025 1,15 1600 1000
Piso de Concreto 0,06 1,75 2200 1000
Telha ceramica 0,02 0,7 1000 920
Madeira para

telhado 0,02 0,29 1000 1340
Porta de madeira 0,035 0,29 1000 1340
Tijolo ceramico 0,09 0,9 1300 920

Tabela | - Propriedades térmicas dos materiais. Fonte: ABNT, (2003).

2.1 Métodos matematicos

Segundo o Department of Energy U.S. (2022), a base para a integragé@o do sistema
de zona e ar é formular balangos de energia e umidade para a zona de ar e assim
resolve-se as equagdes diferenciais ordinarias resultantes usando um preditor-corretor de
aproximacao. A formulacéo do esquema de solu¢gdo comega com um balanco de calor no
ar da zona, como ilustra a Equacgéo 1:

dj: Ny . N cafirces Noes . -
C.—==20+ D hAW,-T)+ 3 mCy(T,-T.)+miy C,(T,-T)+0Q,,,
dt 3 i=l i=1 ' (1)
onde:
ar, . .
Czd—Tt= energia armazenada na zona de ar em ocorréncias similares;
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Ei:sll Q; = soma das cargas internas convectivas;

ou " hy A(Ty — T, )= transferéncia de calor por convecgéo das superficies para as
zonas;

Yizanes m, Cp (T, — T, )= transferéncia de calor devido & mistura de ar entre zonas;

My Cp (T — Tz )= transferéncia de calor devido a infiltragdo de ar externo;

st5= sistemas de saida de ar;

Cz = PairCpCr;

Pair = densidade do ar na zona;

C,= calor especifico do ar na zona;

C, = multiplicador de capacidade de calor sensivel.

Os sistemas de ar fornecem ar quente ou frio as zonas para atender as cargas de
aquecimento ou resfriamento. O sistema a energia fornecida a zona, Qsys, pode assim ser
formulada a partir da diferenca entre o fornecimento entalpia do ar e a entalpia do ar saindo
da zona conforme mostrado na Equacdo 3 (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

N

-0, = ZQ + Z WA, -T)+ > mCy(T,-T.)+mus C,(T, -T.,)
@)

Q,, = My, C P (L, -T) @)

Esta equacéo assume que a taxa de fluxo de massa de ar de suprimento de zona

€ exatamente igual a soma das taxas de fluxo de ar saindo da zona através do ar de

retorno do sistema e saindo diretamente da zona. Ambos os fluxos de ar saem da zona na

temperatura média do ar da zona, como pode-se ver na Equagcédo 4 (DEPARTMENT OF
ENERGY U.S, 2022):

Ny

7 QJ + Z hAT,-T.)+ z miC, (T, -T )+miy C, (T, -T.)+my; C (T, -T.)
i=1

sup
i=1 i=1

(4)

A soma das cargas da zona e da saida do sistema de ar agora é igual a mudanca na
energia armazenada na zona. Tipicamente, a capacitancia Cz seria apenas aquela do ar da
zona. No entanto, as massas térmicas consideradas equilibradas com o ar da zona podem
ser incluidas neste termo (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

O EnergyPlus fornece trés algoritmos de solugéo diferentes para resolver a energia
e a umidade do ar da zona. Estes séo definidos no campo Algorithm no Zone Air Heat
Balance Algorithm, eles sé@o: 3rd Order Backward Difference, Euler Method e Analytical
Solution. Os dois primeiros métodos para resolver a Equacgéo 4, usam-se a aproximagao
por diferengas finitas, enquanto a terceira usa uma aproximacéo analitica (DEPARTMENT
OF ENERGY U.S., 2022).
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Para calcular o termo derivado em relagcdo ao tempo, aplica-se uma aproximagao
baseada em diferencas finitas segundo a relagdo (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

d—T—(ét) (T -T! "+ 05t

d (5)

O uso de integragdo numérica em uma simulacéo de longo prazo € motivo de certa
preocupagao devido ao acumulo potencial de erro de truncamento ao longo de muitas
etapas de tempo. Neste caso, a diferenca finita de aproximacéo é de baixa ordem, o
que agrava ainda mais o problema. No entanto, a natureza ciclica das simulacées deve
causar erros de truncamento para cancelar ao longo de cada ciclo diario para que nenhum
acumulo liquido de erro ocorra, mesmo durante muitos dias de simulacdo (DEPARTMENT
OF ENERGY U.S., 2022).

A método de Euler, Equacao 5, foi empregado na Equacéo 4 para substituir o termo
derivado, todos os termos contendo a temperatura média do ar da zona foram entao
agrupados no lado esquerdo da equagdo. Como os termos restantes ndo sdo conhecidos
no momento atual, eles foram defasados em um intervalo de tempo e coletados no lado
direito. Essa manipulagéo resultou na Equacgéo 6, que é a férmula para atualizagdo da
temperatura média do ar da zona (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

T: _Tr—r)'l N gurfaces ones -
C,—~———+T/ A+ mC,+miy Cp+my, C, | = + My, C,T!
2 dr z { ; ‘Ar Z f } Z Q mppf\

Nofuces Noer ‘ o
( Y. RAT,+ D mC,T, +muys cprxJ
i=1

i=1

(6)

Um rearranjo final foi mover a temperatura defasada na aproximacao derivada para
o lado direito da equagéo. O aparecimento explicito da temperatura do ar da zona foi assim
eliminado de um lado da equagcdo. Uma equacéo de balanco de energia que inclui os
efeitos da capacitancia da zona foi entédo obtida dividindo ambos os lados pelo coeficiente
de Tz (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

N, o 1 T ‘\!Hf((((j ones | . ot
Z 0,+my.C T, +| C. E+ > hAT,+ > miC,T, +muy C,T,

e =
Tj = 1= L

C_ surfaces ones ) .
()T;+[ Z hA + Z mi C, +mis Cp4+my, C,
i=1 i=1 (7)
A Equacédo 7 pode ser usada para estimar as temperaturas do ar da zona e é
definida como o método de Euler, um dos trés algoritmos de solugéo fornecidos no
objeto Zone Air Heat Balance Algorithm. No entanto, pode limitar o tamanho do passo de

tempo sob algumas condi¢des. Para melhorar isso, maiores expressdes de ordem para a
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primeira derivada, com correspondentes erros de truncamento de ordem superior, foram
desenvolvidas. O objetivo dessa abordagem é permitir o uso de etapas de tempo maiores
na simulacdo do que seria possivel usando a formula de Euler de primeira ordem, sem
experimentar instabilidades (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022). Aproximagdes de
segunda a quinta ordem foram tentadas conforme relatado por Taylor, et al. (1990) com
a conclusao de que a aproximacao de terceira ordem, deu os melhores resultados como

pode-se ver na Equacéo 8:

‘£|, ~ (O1) l(ﬂ’r_’ —3T ST —lT_’ N+ 01
dt 6 ) 2" 3 8
(8)
Quando esta forma para a derivada é usada, a Equacdo 6 assume a forma da
Equacéo 9:

N, surfaces
c.(ar)’ [%T AT ST ] =0+ Y hA(T,-T)+
- i=l i=1

> miCp (T, =T ) +miy C, (T, ~T.) +my, C, (T, ~T.)

- sup z
i=] (g)
E a equacéo de atualizacdo da temperatura da zona (Equagéo 7) torna-se a Equacao
10:
N surfaces

" zones R C ,_ 3 s I s
>0+ Y hAT, + > mC,T,+myC,T, +myC,T, (EJ(—W 3T, 20 U J

Tl = d=l i=1 i=l

l l C surfaces zones . .
(E))— + Z hA + z mi Cp+miuy Cp+my, C,
ot i=1 i=1

(10)

Este é o formulario usado historicamente no EnergyPlus e é o padrao atual referido
como 3rd Order Backward Difference no objeto Zone Air Heat Balance Algorithm. Este
algoritmo requer zona de ar temperaturas em trés intervalos de tempo anteriores e usa
coeficientes de temperatura constantes. A suposi¢éo é que trés comprimentos de passos
de tempo anteriores séo os mesmos (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022).

O algoritmo Analytical Solution € uma abordagem de integragdo. Enquanto a
diferenca finita de 3% ordem de aproximacgéao fornece estabilidade sem exigir um passo de
tempo proibitivamente pequeno, o0 método ainda tem erros de truncamento e requer um
intervalo de tempo fixo para os trés tempos de simulagéo anteriores aos degraus. Portanto,
diferentes comprimentos de passo de tempo para os trés passos de tempo de simulacéo
anteriores podem fazer os coeficientes de temperatura serem invalidos (DEPARTMENT OF
ENERGY U.S., 2022).

O algoritmo Analytical Solution fornece uma maneira possivel de obter solugdes
sem erros de truncamento e independente do comprimento do passo de tempo. Além disso,
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o algoritmo requer apenas a zona de ar temperatura para uma etapa de tempo anterior,
em vez de trés etapas de tempo anteriores conforme exigido pelo Algoritmo 3rd Order
Backward Difference. A solugéo integrada (analitica) para a Equagéo 10 pode ser expressa
da seguinte forma na Equacao 11 (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

Ny o surfaces zones _
ZQ# Z nAT, + Z m; CpT, + miy C,T, +my C,T,,
T_f — T_H” _ =1 i=1 i=1

surfaces zones |

> hA+Y miCp+miy Cp 4 C

i=l i=1

\m,fm(\ zones | . R
h,A,. + Z mi Cp+ming Cp +msys C,,

*exp| ——=L =l c ot

surfaces zones | . .
> WAT, + > mi C,T, +miy C,T, +mys C, T,
+ I i= .' i=1

surfaces zones . .
> A+ miCptmiy Cp+my C,
i=l i=1 (1 1 )

31 RESULTADOS E DISCUSSOES

Apb6s a simulagcdo numérica realizada, foram gerados resultados para o ano de
2022, expressando as temperaturas internas do ar no edificio. Os resultados foram para
cada més do ano, apresentando as médias, minimas, maximas e o desvio padrdo em °C.

3.1 Resultados da simulacao utilizando o método de aproximacao analitica
(analyticalsolution)

Observa-se na Tabela Il que a temperatura interna do ar no edificio analisado com
a aproximacao analitica, apresentou uma média anual de 25,8397 °C, minima de 21,8142
°C, maxima de 30,2960 °C e um desvio padrao de 1,8299 °C. O més com a temperatura
mais baixa medida foi fevereiro e 0 més com a temperatura mais alta medida foi novembro.

O més com a temperatura média mais baixa no edificio foi marco, com uma
temperatura média mensal de 24,8143 °C, uma minima de 22,2775 °C, uma méaxima de
28,5322 °C e um desvio padrao de 1,6185 °C.

O més com atemperatura média mais elevada no edificio foi novembro, apresentando
uma temperatura média mensal de 26,8277 °C, minima de 23,8038 °C, maxima de 30,2960
°C e um desvio padréo de 1,7527 °C.
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Temperatura Média °C Min. °C Max. °C D. Padrao °C
Jan 25.2476 22.0407 29.2626 1.7399
Feb 25.1045 21.8142 29.8608 1.7961
Mar 24.8143 22.2775 28.5322 1.6185
Apr 25.1341 22.3284 28.4993 1.6135
May 25.7129 22.4708 29.5287 1.7734
Jun 26.0156 22.9119 29.6352 1.7797
Jul 26.1558 23.0234 29.7148 1.6870
Aug 26.3753 23.2309 29.6536 1.6935
Sep 26.3689 23.4951 29.6306 1.6374
Oct 26.1744 22.9946 29.7544 1.7848
Nov 26.8277 23.8038 30.2960 1.7527
Dec 26.1084 22.9739 30.2307 1.8597
Total 25.8397 21.8142 30.2960 1.8299

Tabela Il - Temperatura interna do ar (AnalyticalSolution). Fonte: Autores, (2023).

3.2 Resultados da simulacéo utilizando o método de euler (eulermethod)

Observa-se na Tabela Il que a temperatura interna do ar na edificagéo analisada

com o método de Euler, obteve-se uma média anual de 25,8409 °C, um minimo de 21,8198

°C, um maximo de 30,2750 °C e um desvio padréo de 1,8220 °C. O més com a temperatura

mais baixa medida foi fevereiro e 0 més com a temperatura mais alta medida foi novembro.

O més com a temperatura média mais baixa no edificio foi marco, apresentando

uma temperatura média mensal de 24,8158 °C, minima de 22,2866 °C, maxima de 28,5148

°C e um desvio padrédo de 1,6107 °C.

O més com atemperatura média mais elevada no edificio foi novembro, apresentando

uma temperatura média mensal de 26,8286 °C, minima de 23,8085 °C, maxima de 30,2750

°C e um desvio padréo de 1,7438 °C.

Temperatura Média °C Min. °C Max. °C D. Padrao °C
Jan 25.2485 22.0457 29.2473 1.7316
Feb 25.1059 21.8198 29.8356 1.7886
Mar 24.8158 22.2866 28.5148 1.6107
Apr 25.1358 22.3384 28.4832 1.6057
May 25.7140 22.4721 29.5070 1.7656
Jun 26.0166 22.9213 29.6156 1.7713
Jul 26.1570 23.0403 29.6908 1.6783
Aug 26.3764 28.2370 29.6296 1.6850
Sep 26.3704 23.5085 29.6081 1.6284
Oct 26.1755 23.0015 29.7362 1.7767
Nov 26.8286 23.8085 30.2750 1.7438
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Dec 26.1096 22.9830 30.2099 1.8512
Total 25.8409 21.8198 30.2750 1.8220

Tabela lll - Temperatura interna do ar (EulerMethod). Fonte: Autores, (2023).

3.3 Resultados da simulacao utilizando a diferenca finita de terceira ordem
(3rdorderbackwarddifference)

Observa-se na Tabela IV que a temperatura interna do ar na edificagdo analisada
com a diferenca finita de terceira ordem, apresentou uma média anual de 25,8369 °C,
minima de 21,8190 °C, maxima de 30,2749 °C e um desvio padréo de 1,8213 °C. O més
com a temperatura mais baixa medida foi fevereiro e 0 més com a temperatura mais alta
medida foi novembro.

O més com a temperatura média mais baixa no edificio foi marco, com uma
temperatura média mensal de 24,8121 °C, uma minima de 22,2859 °C, uma maxima de
28,5137 °C e um desvio padréo de 1,6098 °C.

O més com atemperatura média mais elevada no edificio foi novembro, apresentando
uma temperatura média mensal de 26,8248 °C, minima de 23,8079 °C, maxima de 30,2749
°C e um desvio padrédo de 1,7432 °C.

Temperatura Média °C Min. °C Max. °C D. Padrao °C
Jan 25.2447 22.0447 29.2477 1.7312
Feb 25.1020 21.8190 29.8355 1.7879
Mar 24.8121 22.2859 28.5137 1.6098
Apr 25.1321 22.3389 28.4832 1.6046
May 25.7102 22.4716 29.5067 1.7647
Jun 26.0124 22.9205 29.6153 1.7705
Jul 26.1528 23.0398 29.6904 1.6776
Aug 26.3724 23.2359 29.6294 1.6842
Sep 26.3662 23.5081 29.6074 1.6278
Oct 26.1717 22.9998 29.7369 1.7758
Nov 26.8248 23.8079 30.2749 1.7432
Dec 26.1057 22.9830 30.2095 1.8506
Total 25.8369 21.8190 30.2749 1.8213

Tabela IV — Temperatura interna do ar (3rdorderBackwardDifference). Fonte: Autores, (2023).

3.4 Analise comparativa entre os dois métodos matematicos

Percebe-se que os resultados da temperatura do ar interno na edificagéo utilizando
os métodos EulerMethod, 3rdOrderBackwardDifferencedifference e AnalyticalSolution séo
muito préximos, variando apenas as casas decimais.
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O desvio padrao em todos os meses foi menor no método das diferencas finitas
de terceira ordem (3rdOrderBackwardDifferencedifer), demonstrando maior uniformidade
entre os resultados.

A diferen¢a média anual da temperatura do ar interior no edificio entre 0 método de
Euler e a aproximacgéo analitica por integragéo foi de 0,0012 °C.

A diferenga média anual da temperatura do ar interior no edificio entre 0 método de
aproximacao analitica por integracdo e o método das diferencas finitas de terceira ordem
foi de 0,0028 °C.

A diferenca média anual da temperatura do ar interior no edificio entre o método das
diferengas finitas de terceira ordem e o método de Euler foi de 0,0040 °C.

41 CONCLUSAO

Foi possivel aplicar trés métodos matematicos para a resolucéo de balancos térmicos
em uma edificacao idealizada para fins de desempenho térmico estrutural comprovando a
utilidade de simulag¢des numéricas.

Nota-se que ndo houve discrepancia na temperatura interna do ar na edificacéo entre
0s métodos analisados, mostrando uma proximidade entre os resultados apresentados.

O método das diferengas finitas de terceira ordem apresentou um desvio padrdo
menor que 0s outros métodos matematicos dando maior homogeneidade nos resultados
para a temperatura interna do ar. Assim, a diferenca finita de terceira ordem mostra-se
como a melhor opcao do ponto de vista estatistico.
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