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RESUMO: Os estudos sobre o 
desempenho térmico de estruturas 
habitacionais contribuem diretamente 
para o conforto térmico das pessoas em 
ambientes confinados. É possível melhorar 
termicamente a estrutura antes de sua 
construção, e por isso métodos matemáticos 
para a resolução de balanços térmicos são 
extremamente relevantes. Este trabalho 
tem como objetivo realizar simulações 
numéricas em uma estrutura idealizada 
na cidade de Belém-PA, analisando três 
métodos matemáticos para a resolução 
de balanços térmicos que resultam na 
temperatura interna do ar. Esses métodos 
são o de Euler para uma aproximação 
inversa por diferenças finitas de primeira 
ordem, um método de diferenças finitas 
de terceira ordem e uma aproximação 
analítica por integração. Ambos os métodos 
são utilizados pelo software Energyplus. 
Os resultados obtidos para a temperatura 
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interna do ar anual utilizando o método de Euler são uma média de 25,8409 ºC, uma mínima 
de 21,8198 ºC, uma máxima de 30,2750 ºC e um desvio padrão de 1,8220 ºC. Para o método 
de aproximação analítica, os resultados são uma média anual de 25,8397 ºC, uma mínima 
de 21,8142 ºC, uma máxima de 30,2960 ºC e um desvio padrão de 1,8299 ºC. O método de 
terceira ordem, apresentou uma média anual de 25,8369 ºC, mínima de 21,8190 ºC, máxima 
de 30,2749 ºC e um desvio padrão de 1,8213 ºC. Assim, o método de diferenças finitas de 
terceira ordem é a melhor opção do ponto de vista estatístico, uma vez que gerou um desvio 
padrão menor.
PALAVRAS-CHAVE: Desempenho térmico. Simulações numéricas. Métodos matemáticos.

INTERNAL AIR TEMPERATURE ASSESSMENT OF A SMALL STRUCTURE 
USING DIFFERENT MATHEMATICAL METHODS

ABSTRACT: Studies on the thermal performance of housing structures contribute directly to 
the thermal comfort of people in confined environments. It is possibly to thermally improve 
the structure before it is built, and so mathematical methods for solving heat balances are 
extremely relevant. This work aims to perform numerical simulations on an idealized structure 
in the city of Belém-PA, analyzing three mathematical methods for solving heat balances that 
result in the internal air temperature. These methods are Euler for a first order finite difference 
inverse approximation, a third order finite difference method and an analytic approximation 
through integration. Both methods are used by the Energyplus software. The results obtained 
for the average annual indoor air temperature using the Euler method is 25.8409 ºC, a 
minimum of 21.8198 ºC, a maximum of 30.2750 ºC and a standard deviation of 1.8220 ºC. 
For the analytical approximation method, the results are an annual average of 25.8397 ºC, 
a minimum of 21.8142 ºC, a maximum of 30.2960 ºC and a standard deviation of 1.8299 
ºC. The third order method, showed an annual mean of 25.8369 ºC, minimum of 21.8190 
ºC, maximum of 30.2749 ºC and a standard deviation of 1.8213 ºC. Thus, the third order 
finite difference method is the best option from a statistical point of view, since it generated a 
smaller standard deviation.
KEYWORDS: Thermal performance. Numerical simulations. Mathematical methods.

1 | 	INTRODUÇÃO
A temperatura interna do ar de um edifício está diretamente relacionada com o 

conforto térmico, porque a temperatura do ar é a forma mais abrangente de sensação 
térmica, da qual um indivíduo se sente em um edifício ou ambiente. Um edifício é 
influenciado de diversas formas, por variáveis internas e externas. As variáveis internas 
compreendem a própria estrutura construtiva e tudo o que gera calor no seu interior. As 
variáveis externas são os fatores climáticos, por exemplo: velocidade do vento, radiação 
solar, umidade relativa, entre outros.

Para resolver a transferência de calor em um edifício, é necessário formular 
balanços térmicos, que resultam em equações diferenciais ordinárias resolvidas por meios 
computacionais aplicando métodos matemáticos. De acordo com Pinto J. C. C. S. e Lage 
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P. L. C. (1997), o método das diferenças finitas é um método de discretização de equações 
diferenciais, sendo um bom método alternativo para a resolução de balanços térmicos. 
O método das diferenças finitas transforma uma função contínua em uma representação 
matemática discreta. As soluções obtidas pela aplicação do método das diferenças finitas 
serão sempre discretas.

De acordo com Costa D. C. B (2011), a ideia básica da integração numérica é 
substituir uma função f(x) por um polinômio que a aproxima no intervalo [a, b]. Assim, o 
problema é resolvido pela integração de polinómios. Existem vários métodos de integração 
numérica, e.g. Newton-cotes, métodos compostos, métodos de quadratura numérica, 
método do cálculo integral multidimensional, entre outros. Assim, uma diferença finita de 
terceira ordem é a melhor opção entre os três métodos do ponto de vista estatístico, pois 
gera um desvio padrão menor que os demais.

O objetivo desta pesquisa é aplicar três métodos matemáticos para resolver um 
balanço térmico que resulta na temperatura interna do ar em uma edificação idealizada, 
localizada na cidade brasileira de Belém-PA, no ano de 2022.

2 | 	MATERIAIS E MÉTODOS
O objetivo deste estudo é aplicar três métodos matemáticos: Método de Euler 

denominado no algoritmo dentro do software Energyplus como EulerMethod, que é uma 
aproximação por diferenças inversas finitas de primeira ordem, uma aproximação por 
diferenças finitas de terceira ordem denominada 3rdOrderBackwardDifference e uma 
aproximação analítica por integração denominada AnalyticalSolution, para resolver os 
balanços térmicos que resultaram na temperatura interna do ar na edificação proposta, 
localizada na cidade brasileira de Belém-PA no ano de 2022.

O arquivo climático utilizado para a cidade de Belém-PA é do banco de dados 
Typical Meteorological Year (TMY). onde suas variáveis climáticas são expressas como 
bulbo seco, bulbo úmido, radiação solar, entre outras.

As ferramentas que auxiliaram esta pesquisa são os softwares: Energyplus; que 
detém métodos matemáticos em forma de algoritmos, Openstudio; que é um software 
auxiliar ao Energyplus e otimiza o estudo e o SketchUp; que realiza o projeto arquitetônico 
3D para a simulação.

Abaixo, nas Figuras I e II, são mostrados os dados dimensionais da edificação criada 
pelos autores e seu projeto 3D na Figura III.
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Figura I - Planta baixa e suas dimensões. Fonte: Autores, (2023).

Figura II – Alturas das paredes. Fonte: Autores, (2023).
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Figura III – Perspectiva de desenho 3D. Fonte: Autores, (2023).

A Tabela I apresenta os materiais de construção e as suas características térmicas 
pertencentes ao edifício idealizado.

Materiais Espessura 
(m)

Condutividade 
Térmica (W/mK)

Densidade 
Equivalente 

(Kg/m³)
Calor Específico 

(J/KgK)
Argamassa de 
Assentamento 0,025 1,15 1600 1000

Piso de Concreto 0,06 1,75 2200 1000
Telha cerâmica 0,02 0,7 1000 920
Madeira para 

telhado 0,02 0,29 1000 1340

 Porta de madeira 0,035 0,29 1000 1340
Tijolo cerâmico 0,09 0,9 1300 920

Tabela I - Propriedades térmicas dos materiais. Fonte: ABNT, (2003).

2.1	 Métodos matemáticos
Segundo o Department of Energy U.S. (2022), a base para a integração do sistema 

de zona e ar é formular balanços de energia e umidade para a zona de ar e assim 
resolve-se as equações diferenciais ordinárias resultantes usando um preditor-corretor de 
aproximação. A formulação do esquema de solução começa com um balanço de calor no 
ar da zona, como ilustra a Equação 1:

onde:
= energia armazenada na zona de ar em ocorrências similares;
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 = soma das cargas internas convectivas;
= transferência de calor por convecção das superfícies para as 

zonas;
= transferência de calor devido à mistura de ar entre zonas;

= transferência de calor devido à infiltração de ar externo;
= sistemas de saída de ar;

Cz = 
 = densidade do ar na zona;

= calor específico do ar na zona;
 = multiplicador de capacidade de calor sensível.

Os sistemas de ar fornecem ar quente ou frio às zonas para atender às cargas de 
aquecimento ou resfriamento. O sistema a energia fornecida à zona, Qsys, pode assim ser 
formulada a partir da diferença entre o fornecimento entalpia do ar e a entalpia do ar saindo 
da zona conforme mostrado na Equação 3 (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

Esta equação assume que a taxa de fluxo de massa de ar de suprimento de zona 
é exatamente igual à soma das taxas de fluxo de ar saindo da zona através do ar de 
retorno do sistema e saindo diretamente da zona. Ambos os fluxos de ar saem da zona na 
temperatura média do ar da zona, como pode-se ver na Equação 4 (DEPARTMENT OF 
ENERGY U.S, 2022):

A soma das cargas da zona e da saída do sistema de ar agora é igual à mudança na 
energia armazenada na zona. Tipicamente, a capacitância Cz seria apenas aquela do ar da 
zona. No entanto, as massas térmicas consideradas equilibradas com o ar da zona podem 
ser incluídas neste termo (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

O EnergyPlus fornece três algoritmos de solução diferentes para resolver a energia 
e a umidade do ar da zona. Estes são definidos no campo Algorithm no Zone Air Heat 
Balance Algorithm, eles são: 3rd Order Backward Difference, Euler Method e Analytical 
Solution. Os dois primeiros métodos para resolver a Equação 4, usam-se a aproximação 
por diferenças finitas, enquanto a terceira usa uma aproximação analítica (DEPARTMENT 
OF ENERGY U.S., 2022).
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Para calcular o termo derivado em relação ao tempo, aplica-se uma aproximação 
baseada em diferenças finitas segundo a relação (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

O uso de integração numérica em uma simulação de longo prazo é motivo de certa 
preocupação devido ao acúmulo potencial de erro de truncamento ao longo de muitas 
etapas de tempo. Neste caso, a diferença finita de aproximação é de baixa ordem, o 
que agrava ainda mais o problema. No entanto, a natureza cíclica das simulações deve 
causar erros de truncamento para cancelar ao longo de cada ciclo diário para que nenhum 
acúmulo líquido de erro ocorra, mesmo durante muitos dias de simulação (DEPARTMENT 
OF ENERGY U.S., 2022). 

A método de Euler, Equação 5, foi empregado na Equação 4 para substituir o termo 
derivado, todos os termos contendo a temperatura média do ar da zona foram então 
agrupados no lado esquerdo da equação. Como os termos restantes não são conhecidos 
no momento atual, eles foram defasados ​​em um intervalo de tempo e coletados no lado 
direito. Essa manipulação resultou na Equação 6, que é a fórmula para atualização da 
temperatura média do ar da zona (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022): 

Um rearranjo final foi mover a temperatura defasada na aproximação derivada para 
o lado direito da equação. O aparecimento explícito da temperatura do ar da zona foi assim 
eliminado de um lado da equação. Uma equação de balanço de energia que inclui os 
efeitos da capacitância da zona foi então obtida dividindo ambos os lados pelo coeficiente 
de Tz (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

A Equação 7 pode ser usada para estimar as temperaturas do ar da zona e é 
definida como o método de Euler, um dos três algoritmos de solução fornecidos no 
objeto Zone Air Heat Balance Algorithm. No entanto, pode limitar o tamanho do passo de 
tempo sob algumas condições. Para melhorar isso, maiores expressões de ordem para a 
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primeira derivada, com correspondentes erros de truncamento de ordem superior, foram 
desenvolvidas. O objetivo dessa abordagem é permitir o uso de etapas de tempo maiores 
na simulação do que seria possível usando a fórmula de Euler de primeira ordem, sem 
experimentar instabilidades (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022). Aproximações de 
segunda a quinta ordem foram tentadas conforme relatado por Taylor, et al. (1990) com 
a conclusão de que a aproximação de terceira ordem, deu os melhores resultados como 
pode-se ver na Equação 8:

Quando esta forma para a derivada é usada, a Equação 6 assume a forma da 
Equação 9:

E a equação de atualização da temperatura da zona (Equação 7) torna-se a Equação 
10:

Este é o formulário usado historicamente no EnergyPlus e é o padrão atual referido 
como 3rd Order Backward Difference no objeto Zone Air Heat Balance Algorithm. Este 
algoritmo requer zona de ar temperaturas em três intervalos de tempo anteriores e usa 
coeficientes de temperatura constantes. A suposição é que três comprimentos de passos 
de tempo anteriores são os mesmos (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022).

O algoritmo Analytical Solution é uma abordagem de integração. Enquanto a 
diferença finita de 3ª ordem de aproximação fornece estabilidade sem exigir um passo de 
tempo proibitivamente pequeno, o método ainda tem erros de truncamento e requer um 
intervalo de tempo fixo para os três tempos de simulação anteriores aos degraus. Portanto, 
diferentes comprimentos de passo de tempo para os três passos de tempo de simulação 
anteriores podem fazer os coeficientes de temperatura serem inválidos (DEPARTMENT OF 
ENERGY U.S., 2022).

O algoritmo Analytical Solution fornece uma maneira possível de obter soluções 
sem erros de truncamento e independente do comprimento do passo de tempo. Além disso, 
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o algoritmo requer apenas a zona de ar temperatura para uma etapa de tempo anterior, 
em vez de três etapas de tempo anteriores conforme exigido pelo Algoritmo 3rd Order 
Backward Difference. A solução integrada (analítica) para a Equação 10 pode ser expressa 
da seguinte forma na Equação 11 (DEPARTMENT OF ENERGY U.S., 2022):

3 | 	RESULTADOS E DISCUSSÕES
Após a simulação numérica realizada, foram gerados resultados para o ano de 

2022, expressando as temperaturas internas do ar no edifício. Os resultados foram para 
cada mês do ano, apresentando as médias, mínimas, máximas e o desvio padrão em ºC.

3.1	 Resultados da simulação utilizando o método de aproximação analítica 
(analyticalsolution)

Observa-se na Tabela II que a temperatura interna do ar no edifício analisado com 
a aproximação analítica, apresentou uma média anual de 25,8397 ºC, mínima de 21,8142 
ºC, máxima de 30,2960 ºC e um desvio padrão de 1,8299 ºC. O mês com a temperatura 
mais baixa medida foi fevereiro e o mês com a temperatura mais alta medida foi novembro.

O mês com a temperatura média mais baixa no edifício foi março, com uma 
temperatura média mensal de 24,8143 ºC, uma mínima de 22,2775 ºC, uma máxima de 
28,5322 ºC e um desvio padrão de 1,6185 ºC.

O mês com a temperatura média mais elevada no edifício foi novembro, apresentando 
uma temperatura média mensal de 26,8277 ºC, mínima de 23,8038 ºC, máxima de 30,2960 
ºC e um desvio padrão de 1,7527 ºC.
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Temperatura Média ºC Mín. ºC Máx. ºC D. Padrão ºC
 Jan  25.2476 22.0407 29.2626 1.7399
 Feb 25.1045 21.8142 29.8608 1.7961
 Mar 24.8143 22.2775 28.5322 1.6185
 Apr  25.1341 22.3284 28.4993 1.6135
 May 25.7129 22.4708 29.5287 1.7734
 Jun  26.0156 22.9119 29.6352 1.7797
 Jul  26.1558 23.0234 29.7148 1.6870
 Aug 26.3753 23.2309 29.6536 1.6935
 Sep  26.3689 23.4951 29.6306 1.6374
 Oct  26.1744 22.9946 29.7544 1.7848
 Nov 26.8277 23.8038 30.2960 1.7527
 Dec 26.1084 22.9739 30.2307 1.8597
 Total 25.8397 21.8142 30.2960 1.8299

Tabela II – Temperatura interna do ar (AnalyticalSolution). Fonte: Autores, (2023).

3.2	 Resultados da simulação utilizando o método de euler (eulermethod)
Observa-se na Tabela III que a temperatura interna do ar na edificação analisada 

com o método de Euler, obteve-se uma média anual de 25,8409 ºC, um mínimo de 21,8198 
ºC, um máximo de 30,2750 ºC e um desvio padrão de 1,8220 ºC. O mês com a temperatura 
mais baixa medida foi fevereiro e o mês com a temperatura mais alta medida foi novembro.

O mês com a temperatura média mais baixa no edifício foi março, apresentando 
uma temperatura média mensal de 24,8158 ºC, mínima de 22,2866 ºC, máxima de 28,5148 
ºC e um desvio padrão de 1,6107 ºC.

O mês com a temperatura média mais elevada no edifício foi novembro, apresentando 
uma temperatura média mensal de 26,8286 ºC, mínima de 23,8085 ºC, máxima de 30,2750 
ºC e um desvio padrão de 1,7438 ºC.

Temperatura Média ºC Mín. ºC Máx. ºC D. Padrão ºC
 Jan 25.2485 22.0457 29.2473 1.7316
 Feb 25.1059 21.8198 29.8356 1.7886
 Mar 24.8158 22.2866 28.5148 1.6107
 Apr 25.1358 22.3384 28.4832 1.6057
 May 25.7140 22.4721 29.5070 1.7656
 Jun 26.0166 22.9213 29.6156 1.7713
 Jul 26.1570 23.0403 29.6908 1.6783
 Aug 26.3764 23.2370 29.6296 1.6850
 Sep 26.3704 23.5085 29.6081 1.6284
 Oct 26.1755 23.0015 29.7362 1.7767
 Nov 26.8286 23.8085 30.2750 1.7438
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 Dec 26.1096 22.9830 30.2099 1.8512
 Total 25.8409 21.8198 30.2750 1.8220

Tabela III – Temperatura interna do ar (EulerMethod). Fonte: Autores, (2023).

3.3	 Resultados da simulação utilizando a diferença finita de terceira ordem 
(3rdorderbackwarddifference)

Observa-se na Tabela IV que a temperatura interna do ar na edificação analisada 
com a diferença finita de terceira ordem, apresentou uma média anual de 25,8369 ºC, 
mínima de 21,8190 ºC, máxima de 30,2749 ºC e um desvio padrão de 1,8213 ºC. O mês 
com a temperatura mais baixa medida foi fevereiro e o mês com a temperatura mais alta 
medida foi novembro.

O mês com a temperatura média mais baixa no edifício foi março, com uma 
temperatura média mensal de 24,8121 ºC, uma mínima de 22,2859 ºC, uma máxima de 
28,5137 ºC e um desvio padrão de 1,6098 ºC.

O mês com a temperatura média mais elevada no edifício foi novembro, apresentando 
uma temperatura média mensal de 26,8248 ºC, mínima de 23,8079 ºC, máxima de 30,2749 
ºC e um desvio padrão de 1,7432 ºC.

Temperatura Média ºC   Mín. ºC Máx. ºC D. Padrão ºC
 Jan 25.2447 22.0447 29.2477 1.7312
 Feb 25.1020 21.8190 29.8355 1.7879
 Mar 24.8121 22.2859 28.5137 1.6098
 Apr 25.1321 22.3389 28.4832 1.6046
 May 25.7102 22.4716 29.5067 1.7647
 Jun 26.0124 22.9205 29.6153 1.7705
 Jul 26.1528 23.0398 29.6904 1.6776
 Aug 26.3724 23.2359 29.6294 1.6842
 Sep 26.3662 23.5081 29.6074 1.6278
 Oct 26.1717 22.9998 29.7369 1.7758
 Nov 26.8248 23.8079 30.2749 1.7432
 Dec 26.1057 22.9830 30.2095 1.8506
 Total 25.8369 21.8190 30.2749 1.8213

Tabela IV – Temperatura interna do ar (3rdorderBackwardDifference). Fonte: Autores, (2023).

3.4	 Análise comparativa entre os dois métodos matemáticos
Percebe-se que os resultados da temperatura do ar interno na edificação utilizando 

os métodos EulerMethod, 3rdOrderBackwardDifferencedifference e AnalyticalSolution são 
muito próximos, variando apenas as casas decimais.
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O desvio padrão em todos os meses foi menor no método das diferenças finitas 
de terceira ordem (3rdOrderBackwardDifferencedifer), demonstrando maior uniformidade 
entre os resultados.

A diferença média anual da temperatura do ar interior no edifício entre o método de 
Euler e a aproximação analítica por integração foi de 0,0012 ºC.

A diferença média anual da temperatura do ar interior no edifício entre o método de 
aproximação analítica por integração e o método das diferenças finitas de terceira ordem 
foi de 0,0028 ºC.

A diferença média anual da temperatura do ar interior no edifício entre o método das 
diferenças finitas de terceira ordem e o método de Euler foi de 0,0040 ºC.

4 | 	CONCLUSÃO
Foi possível aplicar três métodos matemáticos para a resolução de balanços térmicos 

em uma edificação idealizada para fins de desempenho térmico estrutural comprovando a 
utilidade de simulações numéricas.

Nota-se que não houve discrepância na temperatura interna do ar na edificação entre 
os métodos analisados, mostrando uma proximidade entre os resultados apresentados.

O método das diferenças finitas de terceira ordem apresentou um desvio padrão 
menor que os outros métodos matemáticos dando maior homogeneidade nos resultados 
para a temperatura interna do ar. Assim, a diferença finita de terceira ordem mostra-se 
como a melhor opção do ponto de vista estatístico.
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