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RESUMEN: En este articulo probamos
la existencia y unicidad de solucion de
la ecuacion de Schrédinger homogénea
en el espacio distribucional periodico
P. Ademas, probamos que la solucion
depende continuamente respecto al dato
inicial en P/. Introduciendo una familia de
operadores lineales débilmente continuos,
probamos que esta familia es un grupo en
P'. Luego, con esta familia de operadores,
conseguimos una version fina del Teorema
de existencia y dependencia continua
obtenido.

Finalmente, damos las generalizaciones,
conclusiones y observaciones derivados de
este estudio.
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ABSTRACT: In this article, we prove the
existence and uniqueness solution of the
homogeneous Schrédinger equation in the
periodic distributional space FP. Further-
more, we prove that the solution depends
continuously respect to the initial data in P
Introducing a family of weakly continuous
linear operators, we prove that this family
is a group in P. Then, with this family of
operators, we get a fine version of the
existence and dependency continuous
theorem obtained.

Finally, we give the generalizations,
conclusions and remarks derived from this
study.
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11 INTRODUCCION

Primero queremos comentar que
de [3] se tiene probado la existencia de
solucion de la ecuacion de Schrédinger en
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el espacio de Hilbert H%,... También en [3] se introduce una familia de operadores acotados

en el espacio de Hilbert H,, se prueba que forma un grupo unitario. Asi, motivados por
esas ideas resolveremos el problema (P,) en el dual topolégico de P : P/, que no es un
espacio de Banach.

En este articulo, probaremos la existencia y unicidad de solucion de (P,) en P, y
ademas demostraremos la dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial en
P/, considerando la convergencia débil en P. Y probaremos que la familia de operadores
introducida forma un grupo de operadores lineales débilmente continuos. Asi, con esta
familia reescribimos nuestro resultado en una version fina.

Nuestro articulo esta organizado del siguiente modo. En la seccién 2, indicamos
la metodologia usada y citamos las referencias usadas. En la seccion 3, colocamos los
resultados obtenidos de nuestro estudio. Esta seccion la dividimos en tres sub-secciones.
Asi, en la subseccion 3.1 probamos que el problema (P,) posee una Gnica solucion y ademas
demostramos que la solucién depende continuamente del dato inicial. En la subseccién 3.2,
introducimos una familia de operadores lineales débilmente continuas en P/ que logran
formar un grupo. En la subseccion 3.3 mejoramos el Teorema 3.1. En la subseccion 3.4
comentamos algunas generalizaciones.

Finalmente, en la seccién 4 damos las conclusiones y observaciones de este estudio.

2| METODOLOGIA

Como marco teérico en este articulo usamos las referencias [1], [2], [3], [4] y [6] para
la Teoria de Fourier en el espacio distribucional periédico, espacios de Sobolev periddico,
espacios vectoriales topoldgicos, operadores débilmente continuos y existencia de solucién

de una ecuacioén diferencial distribucional.

31 PRINCIPALES RESULTADOS

La presentacidn de los resultados obtenidos lo hemos organizado en subsecciones
y es del siguiente modo.

3.1 Solucion de la Ecuacion de Schrédinger (P,)

En esta subseccion estudiaremos la existencia de solucion del problema (P,) y la
dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial en P
Teorema 3.1 Sea u >0 y el problema distribucional homogéneo

u € C(IR, P)
(P) | Qu—ipdiu=0 € P
u(0)=feP.
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entonces (P,) posee una (nica solucion u e C'(IR, P). Ademés, la solucion depende
/

: P
continuamente del dato inicial. Esto es, dados f, fe P tal que f, —— fimplica u,
/

() — u(d), vt € IR, donde u, es solucion de (P, ) con dato inicial f, y u es solucion de
(P,) con dato inicial .

Prueba.- La prueba lo hemos organizado de la siguiente forma.

1. Supongamos que existe u € C(IR, P) satisfaciendo (P,), entonces tomando la
transformada de Fourier a la ecuaciéon

O —ipdiu = 0

conseguimos

0 = Ot —iu(ik)*a = 0t + iuk’a
que para cada k € Zes una EDO con dato inicial t(k, 0) = f (k).

Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden homogéneo
@ e C(R,S'(Z))
() | Oa(k,t) + ipk*a(k,t) =0
a(k,0) = f(k) con [ € 5'(Z)

Vk € Zy conseguimos
ik, t) = e " f(k)

de donde obtenemos la expresion de u, candidato a solucién:

+0oo +00
ut) = Y akt)or = S e f(k)oy, (3.1)
k=—o00 k=—o00
- [,
Como fe Pl entonces f € §/(2), afirmamos que
(flk)emw¥t)  eS(2), VtelR. (3.3)

En efecto, sea t€ IR, como fe S/(2) entonces satisface: 3C >0, N € INtal que If (k)|
< CIlkN, vk € Z-{0}, usando esto obtenemos

|Flk)e™ %) = | f(k)||e ") = | F(k)| < Clk|N.
Luego,
(Flk)em) € 8'(2).

kez

Construgéo e difusdo do conhecimento matematico Capitulo 1



Si definimos

-~ . v
u(t) = [(f(k)ef“bk%)kez} , paratodote R, (3.4)
vemos que u(t) € P/, Yte IR, pues aplicamos la transformada inversa de Fourier a

(Fkyemi®) e 5(Z)

keZ

2. Probaremos que u definido en (3.4) es solucion de (P,).
Evaluando (3.2) en t = 0, obtenemos

A

~

u(0) = [ (F),..,

Ademas, se verifican

=[] =

a. Ouu(t)=ipd?u(t) en P', Vt € IR. Esto es, probaremos que se satisface:

t+h)— u(t
%iné<w,ga>—ip<8§u(t),gp>,V@EP, te R.

<Au(t),p>i=
En efecto, seat€ IR, ¢ € Py h € IR - {0}, denotamos

u(t + h) — u(t)

Ih,t =< h P >
Asi, obtenemos
1
Iy = E{< u(t+h), o > — <ult),g >}
1 oo
= — { im < Fllye it gy o >
h | n—+oo be—n

“Jdim < 3 FRe e >}

k=—n

= % { lim < Z f(k:)e_““k% (e“‘“kih — 1) Or, @ >}
k=—n

n—-+oo
no_ ) —ipk?h 1
= HI_'I_I < Z f(k')e_”"k% (%) Pr, o >
n—+oo it

- LI —ipk3t eii#kzh -1
= am | Y Flk)e ) PO
RO —

n— 400 b——n h ~
=2mp(—K)
no ) —ipk?h _ 1
= lim 20 > fk)e ¥ (ST ) B(—k)
n— 400 ——n h
+oo —iuk?h _
- o 3 fe (S5 an. (35)
k=—oc
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Sea h >0, tenemos

—iuk?h 1

e

h i k2
/ [67”'“: S]/ ds
0

h -3
/ (—ipk?)e K s (3.6)
0

Tomando norma a la igualdad (3.6) obtenemos

) h .
|6—mk2h _ 1| < / Hki) |e—1,ukzs| ds
0 ——

=1

h
k2 /0 ds = pkh. (3.7)

N——
=h

Esto es, de (3.7) conseguimos

e—wkzh —1

< uk?. 3.8
3 <p (38)

Si h <0, procedemos analogamente al caso h positivo, obteniendo:

|1 _ e*i#k2h| S /0 qu |e*iuk28| ds
h N—

=1

0

_ 2 o120

= k[T ds = ki (Zh). (3.9)

—— I
=—h
Esto es,
—ipk?h _ 1
< 3 < k. (3.10)

Sea h € IR - {0}, de (3.8) y (3.10) tenemos
efi;zkzh -1

< uk?. 11
3 < pk (3.11)

Usando la desigualdad (3.11) y que fes (2) obtenemos

S 170 e | 3=k 7_1‘ < u S TRk
€ 2 > @ "2
k=—00 — h k=—o00

=1

—“+o0o
Cu Y [HY*(B(h)

k=—o0 =J

IA

+oo
Cu 32 [IIB()] < o0

J=—00

pues ¢ € S(2).
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Usando el M-Test de Weierstrass, la serie /,, converge absoluta y uniformemente.
Luego, podemos tomar limite y obtener

2~ E,fwkzh —1

’ — 7741 ’ -

finhe = 25 5% fe R iy
=—iuk?

(—ip)2m Z Flk)e ™ G(—k)k? . (3.12)

k=—oc

Usando (3.12) tenemos

+oo )

I, = (—ip)2r S f(k)e ™ o(—k) K

h—0 ke oo ——
= 5= <>

+oo
. - —ink? ,
= ip Y. flk)e ™™t <o, —k ), >
k=—cc
=(ik)2 gy,

— Ak 7iﬂk2t<'_.(b h’>
E#Zf( Je P, Ok

k=
> =< di>

+oo )
= in 3 Flk)eT ™t < gy " >

k=—cc

= ip lim Z Fll)e ™t < gy o >

'ﬂ—)DO

= iu hm<Zf et o' >

k=—n

= dp<u(t),¢" > (3.13)
= ip < Pult),p > .

Por lo tanto,

<ou(t),p > = ip<diu(t),p>, VeeP, VtclR.

Ou(t) = ipd*u(t) en P, VtelR.

b. ue C(IR, P). Esto es, probaremos que

PI
u(t+ h) —— u(t)ycuando h—-0,vte IR.
En efecto, seate IRy ¢ € P, probaremos que

H,, =<u(t+ h) - u(t), ¢ >> 0, cuando h—- 0.
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Sabemos que si @ € P entonces ¢ € S(2). Usando (3.5) tenemos
+oo ) )
Hyp =21 Y. f(k)e ™ (e — 1) (k).
k=—o00

Sea h € IR - {0} tal que Ihl <1, de (3.11) conseguimos
)e‘i“th - 1‘ < pk?|h| < pk?. (3.14)

Usando (3.14) y que fes (2) obtenemos

+o00o

SR e R [emmh — 1] |p(—k)|

k=—oc 1

+oo
<Cp Y kN IB(=k)
k=—00 =J

—+o00
=op Y [IVE()] < oo

J=—00

pues ¢ € S(2).
Usando el M-Test de Weierstrass concluimos que la serie H,, converge absoluta y
uniformemente. Luego es posible tomar limite y obtener

+oo
s _ Iy —ipk?t ~ _ 3 —ipk?h _ _
}llir(l) Hyp=2m > f(k)e P(—k) ;{LH% {e 1} = 0.

k=—o¢ N !
=0

Como t € IR fue tomado arbitrariamente, entonces podemos concluir que

ue C(R, P).

¢. due€ C(IR, P). Esto es, probaremos que

Owu(t + h) 2, Owu(t) cuando h — 0, Vie R.
En efecto, seat€ IRy ¢ € P, usando el item a) tenemos
< du(t+h), o > — < du(t), o >
=iu{< Pu(t +h),p > — < Pult),y >}
=ip{<ult+h),¢" >—<ut),¢" >} —0 (3.15)

—0

cuando h — 0, desde que vale el item b) con @/ e P.
De b) y c) tenemos que u € C'(IR, Pj) .
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/
d. Ahora, para te IR fijo y arbitrario, si f, L f probaremos que:

un(t) Lo u(t), VtelR.

P +5(2) 7 .
Sabemos que si f, — fentonces f, — f, i.e.

<fo—F.B>—0 cuando n — +oo, V8 e S(Z). (3.16)
Queremos probar que:
< up(t), v >—<u(t),y > cuandon — o0, Y€ P.

Asi, sea te IR fijoy ¢ € P, usando la identidad de Parseval generalizada, obtenemos
las siguientes igualdades:

TR (3.17)

D> (3.18)

< up(t), > o0 < (ﬁ(k)e_i“k%)

<u(t),p > = 27 < (]?(k)eﬂ'“k%)keZ7
De (3.17) y (3.18) obtenemos:
< up(t), > — <ult),v >

—on 3 {Falk) = PR} e — 0

k=—
> Pri=

cuando n — %+, desde que B : = (B,), € S (2) pusto que vale (3.16).

Corolario 3.1 La Unica solucion de (P,) es

u(t) = i" f(k)e—i“k2t¢k - [(A(k)e_iﬂk%)kez

k=—o0

donde ¢,(x) = &%, x € IR.

3.2 Grupo de Operadores en P/

En esta subseccion, introduciremos una familia de operadores {T(§)} _, en Py
probaremos que son lineales, continuas en el sentido d”ebil y que satisfacen las propiedades

de grupo.

Teorema 3.2 Sea t € IR, definimos:
TH:Pf — P
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o~

f— T(f:= {(f(k)e’i“k2t> Ve pi

kez

entonces{T (1)}
1.T@0) =1

5 Satisface los siguientes enunciados:

/
2. T(t) es ¢ - lineal y continua vVt e IR. Esto es, paracadate IR, sif, L f
/

entonces T (h)f, L T (Hf.

S.T(t+n=T({H> T, VtrelR

/
4. T(0f -2 feuando t— 0, vfe P.

Esto es, para todo f € P fijado, se cumple:
<TWf, g ><f, P> cuandot—-0,vyPeP.

Prueba.- Primero debemos probar que T () esta bien definida para todo t € IR. En
efecto, sea fe P/ entonces f e Si(2). Luego, de (3.3) tenemos

(fk)e ) e §'(2);

tomando la transformada inversa de Fourier, obtenemos

[(Fkyein)

=T(t)f

Y
} eP, VtelRR.
keZ

Esto es, T (f) esta bien definida para todo ¢t € IR.
1. Facilmente obtenemos:

\2

T0)f = [(f(k)e*WO) = [(f(k))kEZ]V =[f]"=r. wrer.

keZ

2. Seate IR, probaremos que T (f) : P — P es ¢ -lineal. En efecto, sean ac ¢ ,
($, W) € P x P, tenemos

[(e’i‘”’“%[aa@(k) + zﬁ(k)])kez} v
) (50) ]

“ [(eimk%%(k))kez} ) + [(eimkthfz(k))kez}v
aT(t)p +T(t)).
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Ahora, para t € IR probaremos que T (f) : P — P/ es continua. Esto es, si fni f

probaremos que T(t)fnL T(Hf.

N nS o
Sabemos que si f —— fentonces f, — f,i.e.

A A
<f,B>><f,B > cuandon— +o,vB e 52 .

A A
<f -f, B> 0,cuando n— +», v e §2) . (3.19)

Queremos probar que:
<T(Bf, b >><T(Hf, p >cuando n — +» , v e P.

Asi, sea te IRfijoy Y € P, usando la identidad de Parseval generalizada, obtenemos

las siguientes igualdades

<TW)fu,v > = < :(ﬁ(k)e*i“"'gt)kez]vﬂ/; >

= 2 < (Rk)e ™) d> (3.20)
<TW)f > = < :(f(k)e*wsz)kgz}vw >

= 2 < (ke ™) 0> (3.21)

De (3.20) y (3.21) obtenemos
<T()fath > — < T(t)f.0 >

=or {< (ﬁ(k)e*"“’“%) ey D> —< (f(k)e*“‘k%) D >}

keZ

_ 271'{ Zoo fn(k)e_wk%z‘j}\(k) _ Zoo fA(k)e_i“kzt;,/;/(k)}

k=—00 k=—00

o 3 (Tl = FR)} e ) — 0

k=—00
Bri=

cuando n — +, desde que B = (B,),., € S(£) y puesto que vale (3.19), esto es <

A A
f,—f,  >— 0 cuando n — +».

3. Seant, re IR0}, probaremos que T (f) > T(r) = T (t+ r). En efecto, sea ¢ € P,
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Tt+r)p = {(%(k)efi‘ka(tJrT))keZ]v
_ [(q@(k)eiwk% .eiﬂk2t>kez]v . (3.22)

N
Como ¢ € P, usando (3.3) tenemos que

(B(k)e™¥™),_ €5'(2), VreR. (3.23)
Luego, tomando la transformada inversa de Fourier obtenemos:

oy ipk?r v /
[(¢(k)e-wk2 )kez eP, VreR.

Asi, definimos:

gr = [(a(k)e‘“‘k%) ! epP.

kez]
Esto es,

g,=T(0N¢. (3.24)
Tomando la transformada de Fourier a g. conseguimos:

G- = (G(k)e ")

kez

esto es
G(k) = d(k)e ™7 ke Z. (3.25)

Usando (3.25) en (3.22) y de (3.24) tenemos:

T+ = |(Gke ™), | €P
= T(t)gr
= T)(T(r)9)
= [T(t)oT()](¢), Vt,relR—{0}.
Asi,
T(t+n=T()°T(N, vt relR-{0}. (3.26)

Si t=0 o0 r=0 entonces la igualdad (3.26) también es verdadera. En efecto, si
t=0 tenemos

TO+n=TN=1-TAH=TQ)eT().
Asi, con esto concluimos la prueba de

T{H+n=T(eT(n, vt relR. (3.27)

4. Sea fe P, probaremos que:
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/
T(f -2 feuando t— 0 .

Esto es, probaremos que:

<T(Hf, ¢ >—<f,@>cuandot— 0, v e P.

En efecto, sea ¢ € P, tenemos

H = <Tt)f.p>—-<fip>
= lm_ {< Xn: Fk)e gy, > — < Zn: F(k)én, 0 >}
k=—n k=—n

= i < 30 ) (1) o >

k=—n

_ .. " 7 —ipk?
= 3T (e 1) <o >

- i 20 35 ) (P 1) 2

= 27 jf Flk) (7 — 1) p(—k) (3.28)

Sea t >0, de (3.7) obtenemos

ek 1] < ikt (3.29)
Sea t <0, de (3.9) tenemos

=k — 1| < kPt (3.30)
De (3.29) y (3.30) conseguimos
= — 1| < ukt], Ve R. (3.31)

De (3.31) con It| < 1, tenemos:

ekt — 1] < pk?. (3.32)

Luego, usando (3.32) y que fe P, obtenemos

—+o0 +c0
7 —ipk? -~ ~
S FR e = 1] 1g(=k) < Cu Y WNRIB(=k)|
k=—00 k=—oc \;f;
+0o
= Cp 3 [TME)] < oo
J=—00
pues ¢ € S(2).
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Usando el M-Test de Weierstrass concluimos que la serie H, converge absoluta y
uniformemente. Luego,

+oo
. -~ —~ , 71 2
lim H, = ZWkZ f(k)@(—k) lim{e HEE_ 1} =0 .
b—=—o00 —_—
=0

Asi, hemos probado
lm <T(t)f, 0> =< f,o> .

Teorema 3.3 Para todo f € P! fijado y la familia de operadores{T (1)}
3.2, tenemos que la aplicacion

«r del Teorema

E:IR—> P
t— T(Hf
es continua en IR. Esto es,
T(t+mf L T(t) feuando h— 0, vte IR (3.33)

(es la continuidad en t).
La convergencia (3.33) nos dice que para cada t € IR fijado, vale

<T({t+hfY>——<T(OHf, P> cuandoh—0,vPeP.
Sit=0, se tiene la continuidad de € en 0, que es el item 4) del Teorema 3.2.

Prueba.- Sea t € R - {0}, fijo arbitrario v fe P/, entonces g := T (f)f € P. Usando el
/
item 4) del Teorema 3.2, tenemos que T (h)g L g cuando h — 0. Esto es

T(h)(T®)f) L5 T(t)f cuando h — 0,
N
=[T'(h) o T(t))f
R e
=T (h+t)f
donde usamos el item 3) del Teorema 3.2.
Observacion 3.1 Los resultados obtenidos en los Teoremas 3.2 y 3.3 también son

v'alidos para la familia de operadores {S(1)}, , definida como

Sit.pP — P
;o= sof= (),

para te IR. Su prueba es similar.
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3.3 Version del Teorema 3.1 mediante la Familia {T ()},
Mejoraremos el enunciado del Teorema 3.1, usando la familia de Operadores
débilmente continuos {T ()},

Teorema 3.4 Seafe Py lafamilia de operadores{T (1)}, ,.del Teorema 3.2, definiendo

Yerm

u(t) == T ()f e P, vt € IR, entonces u € C(IR, P)) es la unica solucion de (P,). Ademas, u

depende continuamente de f. Esto es, dados f, f e P/ tal que f, l fimplica u (1) L

u(f), vt € IR, donde u () := T (f , Vt€ IR (i.e. u, es solucidén de (P,) con dato inicial f ).
Prueba.- La prueba es analoga a la prueba del Teorema 3.1.

Corolario 3.2 Sea f € P! fijado y la familia de operadores {T (1)}, ,, del Teorema 3.4,

telR
entonces 3 J,T ())f, Vt € IR y la aplicacion

R — P
t — OT(t)f=ind;T(t)f
es continua en IR. Esto es,
OT(t+h)f L5 0T0)f cuandoh —0, VtelR. (3.34)

(8.34) nos dice que para cada t € IR fijado, vale:
<dT(t+hf, ¢ >—— < T ()f, ¢ >cuandoh—0,Vp e P.

Prueba.- Tenemos

<OT{t+h)f,o>— <oT(t)f, o>
= ip{< Tt +h)f.o>— < BT f, ¢ >}
= i< Tt + W)f.9" > — <TWf,¢ >} — 0

—0

cuando h — 0, debido al Teorema 3.3 con ¢ := ¢/, desde que ¢/ e P.

Corolario 3.3 Sea f € P! fijado y la familia de operadores {T ()}, _,5
entonces la solucion de (P,): u(t) .= T (1), Vt € IR, satisface u e C'(IR, P)).
Prueba.- Sale como consecuencia del Corolario 3.2.

del Teorema 3.4,

3.4 Comentarios de generalizacion

A continuacion daremos algunas importantes observaciones de generalizacion.
Observacion 3.2 Este estudio nos permite generalizar el problema (P,) y obtener
resultados de existencia de solucion en P’ para el problema:
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ue CY(R,P)
Ou— ipdu=0 € P
u(0)=feP.

(W)

cuando m es un numero par no multiplo de cuatro. Ademas, introduciendo una

familia de operadores débilmente continuos{T (1)}, ., definidas por

telR’
T,(t): P — P
f — Ta)f = [(f(/f)efmwt)kez] € P,

se consigue mejorar los resultados para (W ). Para esto podemos citar [5].
Observacion 3.3 Cuando m es par mdltiplo de cuatro, el problema (W ) también
posee solucion en P, y en este caso se debe introducir una familia de operadores débilmente

continuos{S _(1)},_,., definidas por

Sm(t): PP — P
;o= salv)f = | (Fer)

\%
} eprP,
keZ

para mejorar los resultados. Para esto, seguir ideas expuestas en esta seccidn, con-
siderando que (ik)™ = k™ para todo k € Z.
Observacion 3.4 Se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Paracadame IN se tiene que la familia{T (1)}, es ungrupo de oper- adores en

telR
Pi. Asi, nosotros usamos el caso m par no multiplo de cuatro en la observacion
3.2.

2. Paracadame IN se tiene que la familia{S (1)}_, es un grupo de operadores en

telR
Pi. Asi, nosotros usamos el caso m par multiplo de cuatro en la observacion 3.3.

CONCLUSIONES

En nuestro estudio de la ecuacion de Schrédinger en el espacio distribucional
periddico P, para el caso homogéneo (P,) hemos obtenido los siguientes resultados:

1. Probamos la existencia, unicidad y regularidad de solucion del problema (P,).
Asi también probamos la dependencia continua de la solucion respecto al dato
inicial.

2. Introducimos una familia de operadores en P: {T (1)} .y probamos que estas

telR
son lineales y débilmente continuos en P. Ademas demostramos que forman un

grupo de operadores lineales débilmente continuos en P

3. Con la familia de operadores {T (#)},_,, mejoramos el Teorema 3.1.

telR

4. En contraste a lo obtenido en P con lo que fue estudiado en H? vemos que los

per

operadores T (f) no son unitarios debido a la topologia de P.

5. Esta matematicamente enriquecido desde que generamos familias de
operadores.
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6. Tratamos su generalizacion y damos algunas observaciones.

7. Finalmente, debemos indicar que esta técnica puede ser aplicada a otras ecua-
ciones de evolucion en P'.
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