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RESUMO: Neste trabalho, apresentamos
uma extensao do principio de invariancia
para a classe de sistemas dinamicos
nao lineares descrita por um conjunto de
equacdes diferenciais ordinarias periodicas.
Esta extensdo permite que a derivada da
funcéo auxiliar V , ao longo das trajetérias do
sistema, normalmente chamada fungéo de
Lyapunov, seja positiva em alguns conjuntos
limitados. Esta caracteristica importante
simplifica o problema de exibir uma funcéao
do tipo Lyapunov e permite a aplicagao
do principio em sistemas que ndo podem
ser tratados com o principio convencional,
devido a ndo existéncia de uma funcéo de
Lyapunov ou de uma dificuldade em exibi-
la. A extensédo do principio de invariancia
€ Util para obter estimativas de atratores e
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regides de atragdo de sistemas periddicos
nao lineares.
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ABSTRACT: In this paper, we present an
extension of the invariance principle for
the class of nonlinear dynami- cal systems
described by a set of periodic ordinary
differential equations. This extension
allows the derivative of the auxiliary
function V, along system trajectories,
usually called Lyapunov function, to be
positive in some bounded sets. This
important feature simplify the problem of
exhibiting a Lyapunov-like function and
allows the application of the principle
to systems that could not be treated by
the conventional principle due to the non
existence of a Lyapunov function or to the
difficulty of exhibition one. The extension of
the invariance principle is useful to obtain
estimates of attractors and regions of
attraction of periodic nonlinear systems.
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11 INTRODUGAO

O Principio de Invariancia de LaSalle € uma das ferramentas mais importantes
para estudar o com- portamento assintotico de solu¢des de Equacdes diferenciais. LaSalle
(1960a; 1960b) demonstrou este resultado para Equacdes diferenciais autbnomas definidas
em espacos de dimenséo finita. Pos- teriormente, este resultado foi estendido para di-
versas outras classes de equagdes, incluindo: equacdes de diferenca (LaSalle, 1977),
equacdes diferenciais definidas em espacgos de dimenS&o in- finita (Hale, 1969), (Slemrod,
1970), equacbes diferenciais funcionais (Hale, 1993) e equag¢des com descontinuidade
no campo vetorial (siste- mas chaveados) (Bacciotti, 2005), (Goebel, 2008), (Hespanha,
2004), (Mancilla, 2006) e (Shevitz, 1994). O Principio de Invariancia também foi de-
monstrado para Equacdes diferenciais ndo auténomas, incluindo as periédicas (LaSalle,
1962), quase-periddicas (Miller, 1965), ndo autbnomas retardadas (Rodrigues, 1970) e
Equacgdes diferenciais ordinarias mais gerais (Sell, 1967).

O Principio de Invariancia de LaSalle estuda o comportamento assintotico das
solucbes de um sistema sem a necessidade de conhecer explicitamente as solu¢des das
equacdes diferenciais. Para isto, uma funcdo escalar auxiliar, muitas vezes denominada
funcé@o de Lyapunov, é utilizada. O principal problema do principio de invariancia é a néo
existéncia de um método especifico para encontrar a fungéo escalar auxiliar ou fungdo de
Lyapunov. Uma das condi¢Ges mais restritivas na busca por esta funcdo é que a derivada
da mesma deve ser semi-definida negativa ao longo das trajetérias do sistema. Em varios
sistemas, tais como os sistemas caoticos, com um grau de complexibilidade em suas
trajetdrias, € muito dif"icil exi- bir uma fungéo escalar satisfazendo as condi¢des do principio
de invariancia e em particular satis- fazendo a condicdo da derivada ser semi-definida
negativa ao longo das trajetorias, mesmo quando sua existéncia pode ser comprovada.

Uma versdo mais geral do principio de invariancia, denominada extensdo do
principio de invariancia, simplifica em parte este problema, permitindo que a derivada da
funcdo escalar assuma valores positivos em algumas regides limitadas do espacgo. Esta
extensao foi provada para o caso continuo em (Rodrigues et al., 2000), para o caso discreto
em (Alberto et al., 2007), para uma classe de Equacdes diferenciais com retardo limitado
em (Rabelo, 2010) e para uma classe de sistemas cha- veados em (Valentino et al., 2012).

A extensdo do principio de invariancia de La-Salle ndo exige que a derivada da
funcdo de Lya- punov seja sempre semi-definida negativa. Assim, diversos problemas que
néo poderiam ser tratados por esta teoria, devido a dificuldade ou impossi- bilidade de se
exibir uma funcdo de Lyapunov, passam a ser resolvidos pela extensdo do princ’i- pio de
invariancia.

A extenséo do principio de invariancia, além da sua propria importancia na teoria de
estabilidade de sistemas dindmicos nao lineares, foi aplicada com sucesso em problemas
de andlise de estabilidade de sistemas elétricos de poténcia por Bretas (2003), Silva et al.
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(2005), Bretas et al. (2005) e em problemas de sincronizagdo Rodri- gues et al. (2000) e
Mijolaro et al. (2010).

Neste trabalho, uma extenséo do principio de invariancia para a classe de sistemas
dinamicos chamados sistemas periédicos é desenvolvida. Esta extensao é util para estimar

atratores e regioes de atracéo.

21 PRELIMINARES

Considere o sistema dinamico ndao autbnomo néo linear
X = f(tx) (1)

onde x€ R", tE R e f: Rx R" — R" & uma funcéo de classe C'. A solucéo s:R x
R x R" — R" de (1) passando em x no tempo t =t é detonada por s(it,x ) e satisfaz
as seguintes propriedades: s(t,,t;,x,) = x, e s(t,t,,s(t,,t;,x))) = s(t,t,x), Vit ER e V x € R".

Definicao 2.1 O sistema (1) é periédico com periodo TE Rse f (t + T, x) = f (t, x),
VtE R, Vx € Rn.

Em um sistema periddico periddico em que T € o periodo, as solugdes satisfazem a
seguinte propriedade:

st+T t,+T x)=5s(tt,x) Vi=t =20, Vx, (2)

De fato, supondo que a fungéo x() = s(t, t,, x,) seja solugéo de (1), mostraremos que

X(t-T)=s(-T, 1, x,), que &€ uma translagéo da solugéo no tempo, também & solugéo (1).

Como x(t) é solucao da equacéo diferencial (1), entéo %S(t' t, Xo) =T (t, s(t, t,, x,).

Considere a mudancga de variavel: t = T =T — dt = d1 . Na nova variavel, obtém-se:

diS(T—T,to,Io) = f(r—=T,s(r =T, to,x0))
-

period.

f(r,s(t —T,to,x0)).

Provamos portanto que x(t-T ) € uma solugéo de (1) e em particular é a solugdo que
satisfaz x(t, + T) = x,. Pela unicidade da solugéo, temos que s(t - T, t, x)) =s(t, t, + T, x).

Fazendot=u+T—u=1t-T, podemos concluir a partir da igualdade anterior que
s(u, t,, ;) =s(u+T, t, +T, x,). Para esse mesmo periodo T, pode-se mostrar por indugéo que

st t, x,) = s(t + KT, t, + kT, x), Yk € Z. )

Yoy
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Se o sistema (1) € autbnomo, isto é, se f ndo depende explicitamente de t, Entdo
podemos pensar neste sistema como um sistema periddico com um periodo arbitrario.
Portanto, todos os resul- tados apresentados abaixo para os sistemas pe- ri’odicos aplicam-
se igualmente bem aos sistemas autdbnomos.

Definigcao 2.2 Seja x0 € R", t0 € R. Um ponto p € R" é chamado um ponto w-limite

datrajetoria s(t, t,, x,) se existe uma sequéncia {ti} de nu’meros em [t0, +) tal que ti—+~ e

lim ||p — s(ti, to,x0)|| = 0.

1—+ 00

O conjunto dos pontos w-limites de s(:, t, x) chamado de conjunto w-limite de s(,
t0, x0) e é denotado por w(t0, x0).

Defini¢ao 2.3 Um conjunto M C R" é chamado de conjunto invariante com relagéo

a equagao diferencial (1) se, para cada x, € M, existir t, € R tal que s(t, t,, x,) € M, Vt €R.

o
Definicao 2.4 Um conjunto M C Rn é chamado de conjunto positivamente invariante
com relagéo a equacéo diferencial (1) se, para cada x, € M, existir t, € R tal que s(t, t, x)
EM, Vt=t.
Os Lemas (2.1), (2.2) e (2.3) discutem propriedades de conjuntos w-limite.

Lema 2.1 (Vidyasagar, 1993) O conjunto w- limite w(t, x ) da solu,cao s(t, t, x ) do
sistema (1) € um conjunto fechado.

A propriedade de ser fechado é verdadeira para todos os conjuntos limites. Quando
a solucéo é limitada, ganham-se algumas propriedades importantes.

Lema 2.2 (Vidyasagar, 1993) Suponha que a solugéo (:, t,, x,) de (1) seja limitada

o
para t =to. Entdo, o conjunto w(t0, x0) & ndo vazio, limi- tado, conexo e d(s(t, t,, x,), w(t,,
X,)) = 0 quando t — +oo,

Em geral, conjuntos limites de sistemas ndo autbnomos ndo séo invariantes. No
caso particular de sistemas periodicos e autbnomos, os conjuntos limites de solugbes

limitadas sao também invariantes.

Lema 2.3 (Vidyasagar) Suponha que o sistema (1) seja periodico. Entdo w(t,, x,) é

um conjunto invariante.

Demonstracao
Queremos mostrar que o conjunto w-limite é invariante, logo, dado p € w(t0, x0),

precisamos mostrar que existe um tempo inicial T € R tal que s(t, T, p) € w(t, x ), VtER.

Engenharias: Desenvolvimento de processos e produtos 3 Capitulo 4



Dado p € w(t0, x0), temos que existe uma sequéncia {ti}, ti — « tal que ilinc;lo ||p -
s(t, t,, x,)Il = 0 quando ti — .

Seja T o periodo de (1) de modo que valha (3). Para cada i, encontra-se um inteiro
k tal que t — kT € [0, T). Entéo a sequéncia {ti} = {ti - kiT } & limitada, e portanto admite
uma subsequéncia convergente. Escolha tal subsequéncia {t'} = {t'- k'T } e enumere mais
uma vez como {t1;}. Seja T € [0, T ] seu limite.

Vamos mostrar que s(t + kT, t, x ) = s(t, T, p) quando i — « para todo t € R e que
portanto w(t,, x,) € um conjunto invariante.

Das propriedades de fluxo, tem-se as seguintes igualdades:

s(t+kT, t,x)=s(t+kT, t,s(t,t,x)) =st+kT, 1, +KkT, s(t, t,x)) =s(t, T, s(t, t,x)).

Da continuidade das solugGes com relagéo as condigGes iniciais temos que st, T,
s(t, t, x.)) = s(t, T, p) quando i — oo,

i’ "o’

Portanto s(t, T, p) € w(t0, x0).

31 FUNCOES ESCALARES E CONJUNTOS DE NIiVEL INVARIANTES

Dado uma fungéo escalar V : R x R" — R de classe C1, definiremos dois conjuntos
de nivel:
S(L) :={x€R":3teRtalque V (i, x) =L}

AlL):={x€eR":V (t x) <L, Vi=0}.

Sob certas condi¢des sobre a derivada da funcéo escalar V, podemos mostrar que
os conjuntos de nivel S(L) e A(L) possuem algumas propriedades de invariancia.

Lema 3.1 Considere o sistema (1) e seja V: RxR" — Rn uma fun¢éo de classe C1.
Se V =0, entdo S(L) € um conjunto positivamente invariante.

Demonstracéo. Dado x, € S(L), existe t, € R tal que V (t, x,) < L. Mostraremos que
s(t, t,, x,) € S(L), Vt =10.

’ "0 o

Como V é decrescente e s(-, t, x,) € uma fungéo continua, Entéo para todo tempo T

0:
=10 te- mos que V (1, s(T, t;, X)) = V (t,, s(t,, t,, x,) =V (t,, x,) <L.

» Lor

Assim, para todo T = t,, s(T, t

, 1, X0) € S(L), o que prova que o conjunto S(L) é

positivamente invariante.

Lema 3.2 Considere o sistema (1) e seja V: R x R" — R" uma funcéo de classe C1
tal que V' = 0. Suponha que x, € A(L), Entdo a solugéo s(t, t, x,) € S(L), Vit =t Vt,.

’ "0 7o
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Demonstragéo. Seja x, € A(L). Como A(L) C S(L), Entéo x, € S(L). Do Lema 3.1
sabemos que S(L) é positivamente invariante e portanto s(t, t,, x,) € S(L), Vt = t, Vt.
Portanto, segue- se a tese.

Os Lemas 3.1 e 3.2 estudam a invariancia de S(L) e A(L) quando V =< 0. Quando a
derivada de V néo é semi-definida negativa, podemos ainda obter propriedades similares
de invariadncia impondo algum controle sobre a regiao onde a derivada de V fica positiva.

Os Lemas 3.3 e 3.4 a seguir estudam estas propriedades.

Lema 3.3 Considere o sistema (1) e seja V : Rx R" — R" uma fun,cao de classe C1
peri‘odica com periodo T. Seja C D {x € S(L) : 3t = 0, V(t, x) > 0} e admita que SUP o pc

V (i, x) =1 <L, Entdo S(L) & um conjunto positivamente invariante.

Demonstragéo. Seja x, € S(L). Vamos divi- dir a prova em duas partes. Suponha
primeiramente que s(t, t,, X)) & C, Vt = t,-Entdo V(t, s(t, t,, x,)) =0, Vt =1, ou seja, V é
decres- cente e entao V (t, s(t, t,, x,)) =V (10, x0) <L, Vt =2t0. Assim, s(t, t0, x0) € S(L) para
todot=t,.

Agora, suponha que exista um tempo t, = t, tal que s(t,, t,, x,) € C e suponha por
con- tradigéo que exista um tempo t, > t1 tal que s(t,, t,, X)) € S(L). Entéo V (t,, s(t,, t,, x,))
> L e, da continuidade da funcdo V e da solugéo s, existe um tempo t= tal que V (t*, s(t*,
t,, x,)) = L. Sabemos também que C C S(L) e que o m"aximo da fungéo V no conjunto C
€ | < L. Portanto, existe um tempo t tal que V (t~, s(t, t, X,)) =les(, t, x) € S(L) — C para
todot e (t~, tx). Como I<L, Entao deve existir um tempo t"e (t~, tx) tal que V(f) > 0. Mas isto
contradiz o fato de que V=0 fora do conjunto C e portanto a hipo'tese de que a solugéo sai

do conjunto S(L) é falsa. Portanto S(L) € um conjunto positivamente invariante.

Lema 3.4 Considere o sistema (1) e seja V : Rx R" — R" uma func¢éo de classe C1
periddica com periodo T . Seja C D {x € S(L) : 3t = 0, V(t, x) > 0} e admita que sup,

tX)E[0,T ]xC

V(t, x) + I < L. Suponha que x, € V(L), entdo a solugéo s(t, t, x ) € S(L), Vt =t Vt,.

i’ "o’

Demonstracéo. Seja x, € A(L). Como A(L) C S(L), entdo x, € S(L). Sabemos que,
pelo Lema 3.3, S(L) é positivamente invariante e portanto s(i, t,, x,) € S(L), Vt = t,, Vi,
Portanto, segue-se a tese.

41 EXTENSAO DO PRINCIPIO DE INVARIANCIA

4.1 Principio de Invariancia de LaSalle para Sistemas Peridédicos

Nesta secéo, uma versao do principio de invariancia de LaSalle (1960) para a classe
de sistemas periédicos é apresentada.
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Teorema 4.1 (Principio de Invaridancia de LaSalle para Sistemas Periédicos)
Suponha que o sistema (1) seja periddico, com periodo T, e V: R x R" » R" seja uma fungéo
de classe C' tal que V seja periddica e com o mesmo periodo do sistema (1). Seja L € R
uma constante real, e considere os conjuntos S(L) e A(L). Suponha que S(L) seja limitado
e V(t, x) =0, Vt€ [0, T), Vx € S(L). Defina E := {x € S(L) : 3t = 0 tal que V(t, x) = 0}. Seja B
0 maior conjunto invariante contido em E. Entdo as seguintes afirmacgbes séo verdadeiras:

© X, €EA(L) = s(t, t, x,) > B quando t — + para todo t, € R;

* X, €S(L) = 3t0 tal que s(t, t,, x,) = B quando t — +oo.

Demonstracéo. Seja x, € A(L). Pelo Lema 3.2, sabemos que sft, t,, x)) € S(L), Vt €

[t (np), onde w, € o tempo maximal de existéncia da solucéo s.

Como S(L) é limitado, wp = +% e a solugéo s(t, t,, x,) existe e é limitada para todo t

= t,. Pelo Lema 2.2, podemos afirmar que w(t;, x,) € ndo vazio e d(s(t, t,, x,), w(t, x,)) = 0
quando t — +.

Por outro lado, V" (t, s(t, t;, x,)) =0 Vt=10, V (t, s(t, t,, x,)) € decrescente e por V ser

continua e periddica em t e, pelo fato de S(L) ser limitado, temos que V € limitada, e em
particular, inferior- mente limitada para t = t0. Entao, existe a € R tal que V (t) — a quando

t — 400,

Seja p € w(t,, x,). Entéo existe uma sequéncia {t},com t, — «, tal que s(t, t,, x,) = p.

Logo, V (t, s(t, t,, X)) = aquando i » «. Para cada i, encontra-se um inteiro ki tal que t +k T
€[0, T). Entéo a sequéncia {1} ={t — kT } é limi- tada, e portanto admite uma subsequéncia
conver- gente. Escolha tal subsequéncia {1} = {t - kT } e enumere mais uma vez como {1}.
Seja T €0, T) seu limite.

V(t,s(t, t,x) = V(T +kT, s(t, t, X)) PtV = V(T s,(t, t, X)) onde t, = k.T.
Conclui-se portanto que a + M V() s, (t, t, x,) = 10 V(T s, (t, t,, x;)) ™V = V(1,p).

Vamos mostrar que V (u, s(u, T, p)) = a, Yu € R. De fato, da demonstracéo do Lema

2.3, temos que s(u + kT, t, x;) = s(u, T, p) quando i — . Logo, a = };ngo V(u+KkT, s(u+

kT, t, X)) = ilj}}o V(u,s(u+kT, t,x)) =V (u,s(u, T, p)). Pelainvariancia de w(t,, x,) temos
que s(t, T, p) € w(t, x,), Vt. Logo V (1, s(t, T, p)) = a, Vi = V (1, p) = 0. Portanto, para cada
p € w(t, x,) existe tempo T tal que V (1, p) = 0.

Portanto, podemos afirmar que p € E, logo w(t,, x,) € E, e por w(t,, X,) ser um conjunto

invariante segue que w(t,, x,) € B. Portanto, s(t, t,, x,) = w(t,, X,) C B quando t — +.

Para provar a segunda afirmagé&oo, considere x, € S(L). Pelo Lema 3.1, temos que

existe t; tal que s(t, t,, x,) € S(L), Vt € [0, wp), onde wp é o tempo maximal de existéncia

da solucéo s.

Como S(L) ¢ limitado, w, = +» e a solugdo s(t, t,, X ) existe e é limitada para todo t

=t,. De maneira an’aloga ao caso em que x, € A(L), prova-se que 3t, tal que s(t, t,, x;) =
B quando t — +o.

A Figura 1 ilustra o Teorema 4.1.
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Figura 1: Interpretacdo geométrica do principio de invariancia de LaSalle para Sistemas Periodicos.
Para as condigGes iniciais x, e x, em A(L), temos que as solugbes ndo saem de S(L) e, para condigéo
inicial x0 em S(L), a solugéo néo sai de S(L).

Exemplo 4.1 Considere o sistema né&o linear e periodico descrito pela equacao
diferencial:

r=y
{ y=—y— (2+sin(t))z

Solugao. A origem é um ponto de equilibrio do sistema. Seja V dada por V (t, x, y)

2
=x2+ 5 imm. Note que V & periddica com o mesmo periodo do sistema. A derivada de V

ao longo das solucdes é dada por:

) 442 sin cos
V(t,a:,y) = - +(2+5(12(+t—))2 (t)yQ

0,Vt > 0,Vx, y.

A

Temos que V € localmente positiva definida e que a derivada é semi-definida negativa,
satis- fazendo as condi¢des do Teorema 4.1. A fungéo V é radialmente ilimitada e portanto
os conjuntos S(L) e A(L) sé@o limitados para qualquer L > 0. Portanto, todas as condi¢cbes
do teorema 4.1 estao satisfeitas e todas as solugcbes deste sistema tendem, para o maior
conjunto invariante B contido em E :={(x, y) € S(L) : y = 0}. Explorando o campo vetorial,
observa-se que y= 0 apenas na origem, logo, a origem é o (inico conjunto invariante contido
em E. Consequentemente todas as solugdes tendem para a origem quando t — + , ou

seja, a origem é um ponto de equilibrio globalmente atrativo.

Exemplo 4.2 Considere o sistema né&o linear e periodico descrito pela equacao
diferencial:

{ = —z+y(2+sin(t))
y=—x(2+sin(t)) —y
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Solugao. A origem é um ponto de equilibrio do sistema. Seja V a fung¢édo de Lyapunov
2+ y2
2 + sin(t)
A derivada de V ao longo das solugdes é dada por:

dada por V' (i, x,y) = . Note que V é periédica com o mesmo periodo do sistema.

’ . _ =2(2%+y?) (24sint) — (2 +y?) cos t
V(t L*:‘/) - ( (2+Si;1 t)2

o 4+4-2sint+4cost 2 2

— T (2tsint)2 : (.E +y )

0,Vt > 0,Vx,y.

A

2 2
Como V (t,x,y)=x,+y,e V(X y) = L ng entdo V é localmente definida positiva

e a deri- vada de V é semi-definida negativa, satisfazendo as condi¢ées do Teorema 4.1.
A funcdo V é radialmente ilimitada e portanto os conjuntos S(L) e A(L) séo limitados para
qualquer L > 0. Por- tanto, todas as condi¢cdes do Teorema 4.1 estéo satisfeitas e todas as
solucdes deste sistema ten- dem, para o maior conjunto invariante B contido em E :={(x, y)
€ S(L) : 3t =0; (x, y) = (0, 0)}. Consequentemente todas as solu¢des tendem para a origem
quando t — +%, ou seja, a origem é um ponto de equilibrio globalmente atrativo.

4.2 Extensao do Principio de Invaridncia de La Salle para Sistemas Periédicos

Nesta secdo, uma extens&o do principio de invariancia é demonstrada. A principal
caracteristica desta extensdo é a possibilidade da derivada da funcéo escalar auxiliar
V assumir valores positivos em algumas regides limitadas do espaco de estados. Esta
caracteristica simplifica, de certo modo, a busca pela fungéo V e permite que problemas
que nao podiam ser tratados com o principio de invariancia, seja pela nao existéncia de
uma fungéo escalar V ou pela dificuldade em exibi-la, passem a ser possiveis de serem

tratados com este resultado.

Teorema 4.2 (Extensdo do Principio de Invariancia de LaSalle para Sistemas
Periodicos)

Suponha que o sistema (1) seja periddico e V : R x R” — R" seja uma fungéo de
classe C' tal que V seja peridédica e com o mesmo pe- riodo do sistema (1). SejaL € R uma
cons- tante real, e considere os conjuntos S(L) e A(L) e suponha que S(L) seja limitado.
SejaC2{xeS(L):3t=0, V(t, X) >0} e admita que sup o7, V (. X) = < L. Defina S(1)
={xeS(L):3t=0,V{x)<l},;All) ={x€A(L):V({x)<|,Vt=0teE:={x&S(L):3t=0
tal que V' (t, x) = 0} U S(I). Seja B o maior conjunto invariante contido em E. Entao,

© X, €EA(L) =d(s(t, t,, x,), B) = 0 quando t —  para todo t0 € R;

7707 7o
* X, €S(L) = 3t tal que d(s(t, t,, x;), B) — 0 quando t — o;

* %, €A(l) = s(t, t,, x,) tende para o maior conjunto invariante contido em S(I) para
todo t, € R;
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+ X, € 8(l) = 3t tal que st t,, x,) tende para o maior conjunto invariante contido
em S(I).

Demonstracao.

Sejam s(t, t,, x,) a solugdo da equagéo diferencial com condig&o inicial (t,, x,) e t+ >
t = 0 o maximo tempo de existéncia da solucéo s.

Seja x, €A(l). Entdo V (t, x,) <I, Vt = 0. Mostraremos que s(t, t,, x,) € S(I), Vt € [t
t+). De fato, suponha por contradi¢do que 3t > 10 tal que s(t=, t, x)) & S(l), 0 que implica
emV (t=, s(t, t;, x,) > . Entao existe t, € [t , t=) tal que V (t,, s(t,, t,, x;)) =l e V (i, s(t, t,, X))
>l parate (t, t+). Assim, ate (t,, t=) tal que Y (f, x) > 0. Sabemos que s(t, t,, x,) €A(l), Vt €
(t,, t=) e, além disso C C A(l), o que nos leva a uma contradi¢éo, pois V <0 neste intervalo.

Como s(t, t,, x,) € S(I) C §(L), Vt =10 e S(L) é limitado, Entéo S(I) é limitado Vt =t
implicando em t+ = +%. Logo a solugéo pertence a S(l), para t = 0.

Portanto, pelo Lema 2.2, o conjunto w-limite w(t0, x0) é ndo vazio e a solugdo
se aproxima dele quando t — +. Por outro lado, o conjunto w(t0, x0) € um conjunto
invariante e w(t,, x,) C S(I), entéo concluimos que a solugéo se aproxima do maior conjunto
invariante contido em S(I) quando t — +. Isto prova a terceira afirmacéo do teorema. A
quarta afirmacéo pode ser provada de maneira analoga e portanto sua Demonstracéo ser’a
omitida.

Considere x, € A(L) — A(l). Do Lema 3.4, temos que a solugéo s(t, t, x,) € S(L), Vt
€ [t, t,).

Assim, pelos fatos de s(t, t,, x,) € S(L) Vt =t, e S(L) ser um conjunto limitado,
conclui-se que t, = + e a solugédo pertence a S(L) parat=t,

Portanto, pelo Lema 2.2 temos que w(t0, x0) /= & e a solugcéo tende para ele
quando t — +.

Suponha que s(t, t,, x,) € C, Vt = t. Entéo V(t, s(t, t,, x,)) =0, Vt=t, ou sejaV é
decres- cente e Entéo V (1, s(t, t,, x,)) =V (t,, x,) < L. Por hipétese temos que V é continua
e periodica em t e, por S(L) ser limitado, entdo V é limitada, em particular, inferiormente
limitada para t = t;, o que implicaem V — a € R quando t — .

Seja p € w(t,, x,). Entdo existe uma sequéncia {t}, t, — o tal que s(t, t,, x,) = p. Para
cada i, encontra-se k. € Z tal que t +k T € [0, T). Entdo a sequéncia {1} = {t — kT } é limitada,
e portanto admite uma subsequéncia convergente. Escolha tal subsequéncia {1} = {t|- k
T} e enumere mais uma vez como {T1}. Seja T € [0, T) seu limite.

V(t,s(t, t,x) = V(T +kT, s(t, t, X)) PtV = V(T s,(t, t, X)) onde t, = k.T.
Conclui-se portanto que a + M V() s, (t, t, x.) = 0 V(T s, (t, t,, x;)) ™V = V(1,p).

Vamos mostrar que V (u, s(u, T, p)) = a, Yu € R. De fato, da Demonstragéo do Lema
2.3, temos que s(u + kT, t, x;) = s(u, T, p) quando i — . Logo, a = }E}}O V(u+KkT, s(u+
kT, t, X)) = }3}}0 V (u, s(u+kT, t, x,)) =V (u, s(u, T, p)). Pela invariancia de w(t,, x,) temos

que s(t, T, p) € w(t,, x,), Vt. Logo V (t, s(t, T, p)) = q, Vt = v (T, p) = 0. Portanto, para cada
p € w(t, X,) existe tempo T tal que V(T, p) =0.
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Portanto, podemos dizer que p € E, logo w(t,, x,) € E, e por w(t,, x,) ser um conjunto
invariante, segue que w(t,, x,) € B. Portanto, s(t, t,, x,) = w(t, x,) € B quando t — .

Por fim, suponha que s(t, t,, x,) € C para algum t = 0. Enté@o x, € A(l), e para este
caso ja provamos acima que d(s(t, t;, x,), B) = 0 quando t — . Portanto, provamos a
primeira afirmacao do teorema.

Para provar a segunda afirmagéo, considere x, € S(L). Pelo Lema 3.3, temos que
existe t, tal que s(t, t,, x,) € S(L), Vt € [t, oop), onde wp é o tempo maximal de existéncia
da solucéo s.

Como §(L) é limitado, wp = +% e a solugdo s(t, t,, x;) existe e € limitada para todo
t=t,. De maneira an"aloga ao caso em que x, € A(L)-A(l), prova-se a segunda afirmagéo
do teorema.

A Figura 2 ilustra o Teorema 4.2.

Figura 2: Interpretag@o geométrica da extensao do principio de invariancia de LaSalle para Sistemas
Periodicos.

O exemplo a seguir ilustra os resultados do Teorema 4.2.
Exemplo 4.3 Considere o sistema né&o linear e periodico descrito pela equacao
diferencial:

i=—x(z? +y? — 1) + y(2 +sin(t))
7= —x(2 +sin(t)) —yla® + 3% — 1)

2

2 + sin(t)
€ periodica com o mesmo periodo do sistema. Calculando a derivada de V obtemos a

Solugao. Seja V a fungdo de Lyapunov dada por V(t,x y) = . Note que V

seguinte expressao:

o @+
V(t.)i‘.’y) - (QjLSlnf)? ]\I(t.r.y).

onde M (t, x, y) =[(x2 + y2 — 1)(4 + 2 sin(t)) + cos(t)].
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O sinal de M define a regéo onde a derivada de V é positiva. Desta forma, podemos
definir o conjunto C da seguinta maneira: C :={(x, y) € S(L) : X2 + y> < £}.

- Ty 2 2 5 S
Como V = 715 = X2 + y? entdo sup e V S SUP o1 e (Xo +Y,) € dai | =
SUPyeorpe ¥ =7 <L.

Sendo assim, temos S(I) :={(x, y) ES(L): x, +Yy, < ILAD: ={(x, y) EAL) : X2 +y2 <
I, Vt=0te E={(x, y) ES(L) : (x,y) = (0, 0)} U S(I) ={(x, y) ES(L) : x2 +y2 < £}.

Portanto, pelo Teorema 4.2 podemos concluir que a solu¢do tende para o maior
conjunto invariante contido em S(I) e S(I) € uma estimativa do atrator global. A Figura 3
ilustra este atrator.

3
24
A(l) = {z,y:2® +y? < {,VE > 0}
— 7
1] r=,/I
0+
—1
C={zy:*+y* < T}
—9]
E=80)={zy:2*+y* <7}
-3 : ‘ ‘ ‘ :
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3: Representagdo geométrica do Exemplo 4.3.

No exemplo a seguir, aplicamos a extenséao do Principio de Invariancia para sistemas
periodicos para obter uma estimativa do atrator do sistema de Duffing for¢ado.

Exemplo 4.4 Considere o sistema dindmico néo linear e perioddico descrito por
M5+ K2+ Kz + kyp?2® = ky, cos(wt);

fazendox=zey= z, e escolhendo k/M=3,k/M=3,k p?M=0.1,k/M=2ew =
1, temos a seguinte equacao diferencial:

r=y
= =3y — 3z — 0.1z + 2 cos(t)

Solucao. Seja V a funcao de Lyapunov dada por V (t, x, y) = (9.2804x? + 2.5368xy +
1.0069y?). Note que V é peridédica com o mesmo periodo do sistema.

Desta forma, temos que V= [4.909xy + (5.0736x+4.0276y) cos(t)—(7.6104x2
+3.5046y2 + 0.20138x3y + 0.25368x4)]

Engenharias: Desenvolvimento de processos e produtos 3 Capitulo 4

44



Assim, definimos o conjunto C:= {(x, y) € S(L) : [4.909xy + (5.0736Ix| + 4.0276lyl) —
(7.6104x2 +3.5046y2 +0.20138x3y +0.25368x4)] > 0}.

Usando o Software Mathematica, temos que valor o m’aximo da fungdo V em C &
aproximada- mente 23.7297 em (x, y) = (1.27462, 1.73666).

Logo,A—(I)= S(l) :={x, y € R": 9.2804x? + 2.5368xy + 1.0069y? < 23.7297} e E :=
{(x, y) € S(L) : It =0; V' = 0} U S(I) = S(I). Portanto, usando o Teorema 4.2, temos que a
solugéo tende para o maior conjunto invariante contido em S(l) e S(I) € uma estimativa do
atrator global.

De maneira ilustrativa, a Figura 4 representa o Exemplo 4.4.

O = N W = ot D
T T S

—-6-5-4-3-2-1 01 2 3 4 5 6

Figura 4: Representacdoo geométrica do Exemplo 4.4.

CONCLUSOES

Neste trabalho, uma extenséo do principio de invariancia para a classe de sistemas
periodicos foi demonstrada. A principal caracteristica desta extensédo é a possibilidade da
derivada da funcéo escalar auxiliar, muitas vezes chamada de fung¢éo de Lyapunov, assumir
valores positivos em alguns conjuntos limitados. Relaxando a condi¢cdo da derivada ser
semi-definida negativa no principio de invariancia, simplifica de certa forma, a busca pela
funcéo auxiliar. Como consequéncia, uma classe maior de sistemas dinamicos periddicos
podem ser tratados com esta teoria. A extensdo do principio de invariancia foi util para
obtermos estimativas de atratores de sistemas dinamicos periédicos e com comportamento
complexo, como é o caso do oscilador forcado de Duffing, que exibe comportamento
caotico.
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